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1 Âñòóï

Ìîäåëi ôiçè÷íèõ ÿâèù ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè àïðiîði çàäàíèì ïðèíöè-

ïàì iíâàðiàíòíîñòi òà çàêîíàì çáåðåæåííÿ, ùî îáóìîâëþ¹ âàæëèâiñòü

ãðóïîâèõ ìåòîäiâ ÿê äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, òàê i äëÿ äîñëi-

äæåííÿ êîíêðåòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ. Öi âëàñòèâîñòi âiäiãðàþòü

îñîáëèâó ðîëü â ñêëàäíèõ íåëiíiéíèõ ìîäåëÿõ, îñêiëüêè ç îäíîãî áîêó

âîíè ãàðàíòóþòü âèêîíàííÿ îñíîâíèõ çàêîíiâ ôiçèêè (ðåëÿòèâiñòñüêà ií-

âàðiàíòíiñòü, ñïðàâåäëèâiñòü çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, òîùî), à ç iíøîãî áîêó

äîçâîëÿþòü ðîáèòè âàæëèâi ïåðåäáà÷åííÿ ó ñèòóàöiÿõ, êîëè ïîáóäóâàòè

àíàëiòè÷íi ÷è ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè âèÿâëÿ¹òüñÿ íåìîæëèâèì.

Ðîçðîáêà ãðóïîâèõ òà iíøèõ àëãåáðà¨÷íèõ ìåòîäiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ

ñàìå íåëiíiéíèõ ìîäåëåé áóëî îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ â ðàìêàõ äàíî¨ ÍÄÐ.

Çà çâiòíèé ïåðiîä äîñëiäæåííÿ â ðàìêàõ ïðîåêòó áóëî çîñåðåäæåíî

ó íàñòóïíèõ íàïðÿìêàõ:

1) ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìåòîäè ïîáóäîâè

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òîùî;

2) äîñëiäæåííÿ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü äëÿ ÷àñòèíîê ç äîâiëüíèì íàïiâöi-

ëèì ñïiíîì, ñóïåðñèìåòðè÷íi ìîäåëi êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè;

3) êëàñèôiêàöiÿ ðåàëiçàöié àëãåáð Ëi âåêòîðíèìè ïîëÿìè, òåîðiÿ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ;

4) çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Äîñëiäæåííÿ, ùî âèêîíóâàëèñÿ â ðàìêàõ äàíî¨ ÍÄÐ áóëè ïîâ'ÿçàíi

ç ðiçíîìàíiòíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ìîäåëüíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì

ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, õiìi¨, áiîëîãi¨ òà åêîíîìiêè. Ïðîòÿãîì çâi-

òíîãî ïåðiîäó â ðàìêàõ äàíîãî ïðîåêòó âèêîíàâöÿìè â âiò÷èçíÿíèõ òà

çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ îïóáëiêîâàíî 2 ìîíîãðàôi¨, 6 çáiðíèêiâ íàóêîâèõ

ïðàöü, 107 íàóêîâèõ ðîáiò, îôîðìëåíî 3 ïàòåíòè íà âèíàõîäè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi â ðàìêàõ äàíîãî ïðîåêòó, âiäîáðà-

æåíî íèæ÷å.
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Ðÿä ç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ìàþòü ïðèîðèòåòíèé õàðàêòåð ó ñâiòi.

Ðåçóëüòàòè ÍÄÐ äîïîâiäàëèñü íà áàãàòüîõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ.

Ó çâiòi ðîçäiëè 1, 2 ïiäãîòîâàëè À.Ã. Íiêiòií òà Â.Ì. Áîéêî; 3.1 �

À.Ã. Íiêiòií; 3.2 � Ð.Ì. ×åðíiãà; 3.3 òà 3.4 � Ð.Î. Ïîïîâè÷ òà Í.Ì.

Iâàíîâà; 3.5 � Ð.Î. Ïîïîâè÷ òà I.À. �ãîð÷åíêî; 3.6 òà 3.7 � Ð.Î. Ïîïîâè÷

òà Í.Ì. Iâàíîâà; 3.8 � Â.Ì. Áîéêî; 3.9, 3.10, 3.11 � Ñ.Â. Ñïi÷àê; 3.12 �

Î.Þ. Æàëié òà Ð.Ç. Æäàíîâ; 3.13 � Ð.Ç. Æäàíîâ òà Î.Â. Ìàãäà; 3.14

� Â.I. Ëåãåíüêèé; 4.1 � Â.Ì. Áîéêî, Ì.Î. Íåñòåðåíêî òà Ð.Î. Ïîïîâè÷;

4.2 � Ì.Î. Íåñòåðåíêî; 4.3 � Â.Ì. Áîéêî òà Ð.Î. Ïîïîâè÷,; 4.4, 4.5 �

I.À. �ãîð÷åíêî; 5.1, 5.2 � Î.Ì. Æóêîâñüêèé; 5.3 � Î.Ì. Æóêîâñüêèé òà

Â.Ï. Êàðàãîäîâ; 5.4 � Â.Ï. Êàðàãîäîâ; 6, 7, 8 � Â.Ì. Áîéêî.

2 Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè

Ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ñèñòåì äâîõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

äèôóçi¨ ç ìàòðèöåþ äèôóçi¨ çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Çîêðåìà, çíàéäåíî âñi

íååêâiâàëåíòíi íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà òà çíàéäåíî ¨õ ãðóïè ñè-

ìåòði¨. (Íiêiòií À.Ã.).

Ïîáóäîâàíî øèðîêi êëàñè ñîëiòîíîïîäiáíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñèñòåì

ðiâíÿíü äèôóçi¨. Öi ðîçâ'ÿçêè ìàþòü âèãëÿä óñàìîòíåíèõ õâèëü. ÿêi ¹

ôóíêöiÿìè âiä ïîëiíîìiâ âiä íåçàëåæíèõ çìiííèõ. (Íiêiòií À.Ã.).

Ïîáóäîâàíî ðåëÿòèâiñòñüêi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ äëÿ ÷àñòèíîê ç äîâiëü-

íèì íàïiâöiëèì ñïiíîì, ùî âçà¹ìîäiþòü iç çîâíiøíiì åëåêòðîìàãíiòíèì

ïîëåì. Íà âiäìiíó âiä iíøèõ âiäîìèõ ìîäåëåé äëÿ òàêèõ ÷àñòèíîê, çíà-

éäåíi ðiâíÿííÿ çàëèøàþòüñÿ ãiïåðáîëi÷íèìè òà îïèñóþòü ðîçïîâñþäæå-

ííÿ õâèëü ç äîñâiòîâîþ øâèäêiñòþ ïðè äîâiëüíèõ íàïðóæåíîñòÿõ çîâíi-

øíüîãî ïîëÿ. (Íiêiòií À.Ã.).

Ç âèêîðèñòàííÿì îòðèìàíèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ïðî âçà¹ìî-

äiþ ÷àñòèíêè äîâîëüíîãî ñïiíó ç ïîëåì Êóëîíà. Âiäïîâiäíi ìîäåëi âèÿâè-

ëèñü iíòåãðîâíèìè i òàêèìè, ùî îïèñóþòü çâ'ÿçàíi ñòàíè âîäíîïîäiáíèõ
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ñèñòåì. (Íiêiòií À.Ã.).

Ïîáóäîâàíî i äîñëiäæåíî òåîðåòèêî-ïîëüîâi ìîäåëi, ùî âîëîäiþòü

ñèìåòði¹þ âiäíîñíî ïàðàñóïåðàëãåáðè Ïóàíêàðå. Îïèñàíî øèðîêèé êëàñ

êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ïàðàñóïåðàëãåáï ç íå-

òðèâiàëüíèìè öåíòðàëüíèìè çàðÿäàìè. Ïîêàçàíî, ùî äî öüîãî êëàñó âiä-

íîñèòüñÿ áàãàòî ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì, òîáòî çãàäàíà ñèìåòðiÿ ðåà-

ëiçó¹òüñÿ â ïðèðîäi. (Íiêiòií À.Ã.).

Ïðîâåäåío âè÷åðïíó êëàñèôiêàöiþ ðåàëiçàöié àëãåáð Ëi ðîçìiðíîñòi

íå âèùå ÷îòèðè â êëàñi âåêòîðíèõ ïîëiâ â ïðîñòîðàõ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíî-

ñòi (öÿ êëàñèôiêàöiÿ âèïðàâëÿ¹ i ñóòò¹âî óçàãàëüíþ¹ ïîïåðåäíi ðåçóëüòà-

òè iíøèõ àâòîðiâ). (Áîéêî Â.Ì., Íåñòåðåíêî Ì.Î., Ïîïîâè÷ Ð.Î.).

Óçàãàëüíåíî ïðÿìèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Âèêî-

íàíî êëàñèôiêàöiþ âñiõ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ êëàñó (1+1)-

âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨. Óçàãàëüíåíî iòåðàöiéíó ïðîöåäóðó

çíàõîäæåííÿ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî

iòåðàöiéíîãî ìåòîäó ïîáóäîâàíî íåëîêàëüíi (ïîòåíöiàëüíi) çàêîíè çáåðå-

æåííÿ äëÿ êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òà âiäïîâiäíi

¨ì ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè. (Iâàíîâà Í.Ì., Ïîïîâè÷ Ð.Î.).

Ïîáóäîâàíî ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i ïîòåíöiàëü-

íi ñèìåòði¨ äëÿ êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òà äî-

ñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè i êëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè çà äî-

ïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. (Iâàíîâà Í.Ì.,

Ïîïîâè÷ Ð.Î.).

Ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîí-

âåêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîñíî ÿê çàãàëüíî¨ ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi, òàê i óñiõ ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ. Çà äîïîìî-

ãîþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ i çíàéäåíî

òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, ùî íàëåæàòü äî äàíîãî êëàñó. Äîñëiäæåíî ðiçíi

âèäè äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi íà ïiäêëàñàõ êëàñó (1+1)-

âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. (Iâàíî-
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âà Í.Ì., Ïîïîâè÷ Ð.Î.).

Âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü Øðüîäií-

ãåðà ç äîâiëüíèì ïîòåíöiàëîì òà ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ. Çíàéäåíî âñi

ìîæëèâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ ðiâíÿííÿìè ó äàíîìó êëàñi.

Ïîêàçàíî, ùî âñi òàêi ïåðåòâîðåííÿ íàëåæàòü äî ãðóïè åêâiâàëåíòíî-

ñòi âèõiäíîãî êëàñó. Ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1 + n)-âèìiðíèõ

ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì òèïó ãàðìîíiéíîãî îñöèëÿòîðà òà

íåëiíiéíiñòþ âèãëÿäó F = F (|ψ|)ψ. (Iâàíîâà Í.Ì., Ïîïîâè÷ Ð.Î.).

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó äîäàòêîâèõ ïîðîäæóþ÷è óìîâ ïîáóäîâàíî íî-

âi íåëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè äëÿ äåÿêèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, ðiâíÿííÿ

Ôiøåðà çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨ òà ñèñòåìè ðiâíÿíü Øi åñàäè�

Êàâàñàêi�Òåðàìîòî, ÿêi âèíèêàþòü â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨. Îñî-

áëèâiñòü îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíè ó áàãàòüîõ âè-

ïàäêàõ çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè, ÿêi ¹ òèïîâèìè äëÿ âiäïîâiäíèõ

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, à òîìó âèêëèêàþòü iíòåðåñ ùîäî çàñòîñóâàííÿ â

çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨. (×åðíiãà Ð.Ì.).

Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî âè÷åðïíèé îïèñ ñèìåòðié Ëi äëÿ êëàñó íåëi-

íiéíèõ ñèñòåì äâîõ áàãàòîâèìiðíèõ ðiâíÿíü òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨. Îòðè-

ìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà äîñëi-

äæåííÿ ¨õíiõ âëàñòèâîñòåé äåÿêèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü, ÿêi çóñòði-

÷àþòüñÿ â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi òà ìàòåìàòè÷íié áiîëîãi¨, çîêðåìà, òàê

çâàíèõ àëüôà-îìå à ñèñòåì ðåàêöi¨-äèôóçi¨ òà áàãàòîâèìiðíîãî âèìiðíîãî

ðiâíÿííÿ Øðüîäií åðà ç êðèòè÷íîþ ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ. (×åðíiãà

Ð.Ì.).

Çàïðîïîíîâàíî êëàñ íåëiíiéíèõ  àëiëåé-iíâàðiàíòíèõ óçàãàëüíåíü êëà-

ñè÷íîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Âèÿâèëîñÿ, ùî âñi ïðåäñòàâíèêè öüî-

ãî êëàñó ðiâíÿíü äîïóñêàþòü íåñêií÷åííî-âèìiðíi àëãåáðè Ëi, ÿêi ìiñòÿòü

ÿê ïiäàëãåáðó àëãåáðó �àëiëåÿ ç òàê çâàíèì îïåðàòîðîì íóëüîâî¨ ìàñè.

Çíàéäåíî êëàñè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ äåÿêèõ ïðåäñòàâíèêiâ öüîãî êëà-

ñó ðiâíÿíü òà çðîáëåíî ïîðiâíÿííÿ ç âiäîìèìè ðîçâ'ÿçêàìè ñòàíäàðòíîãî
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ðiâíÿííÿ íåëiíiéíî¨ òåïëîïðîâiäíîñòi. Ïîáóäîâàíî ïîâíèé íàáið äèôå-

ðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ 1-ãî i 2-ãî ïîðÿäêiâ äëÿ äâîõ íååêâiâàëåíòíèõ

çîáðàæåíü àëãåáðè �àëiëåÿ ç ðiçíèìè îïåðàòîðàìè íóëüîâî¨ ìàñè. (×åð-

íiãà Ð.Ì.).

Îäåðæàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨ (1+3)�âèìiðíèõ ðiâ-

íÿíü Øðåäiíãåðà ç âåêòîð�ïîòåíöiàëîì åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî äî-

ïóñêàþòü âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, â ðåçóëüòàòi ÿêîãî îòðèìóþòüñÿ çâè-

÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, îäíå ïåðøîãî òà òðè äðóãîãî ïîðÿäêó.

Çàïðîïîíîâàíî êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè âñiõ ñèñòåì êîîðäè-

íàò, â ÿêèõ (1+3)�âèìiðíå ðiâíÿííÿØðåäiíãåðà ç ôiêñîâàíèì âåêòîð�ïî-

òåíöiàëîì äîïóñêà¹ òàêå âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ òà âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ öüîãî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè. Äîâåäåíî, ùî âñi âåêòîð�

ïîòåíöiàëè i ñèñòåìè êîîðäèíàò, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âiäîêðåìëåííÿ çìií-

íèõ (â ðàìêàõ ñôîðìóëüîâàíîãî îçíà÷åííÿ) äëÿ (1+3)�âèìiðíèõ ðiâíÿíü

Øðåäiíãåðà ç âåêòîð�ïîòåíöiàëîì, òàêîæ çàáåçïå÷óþòü âiäîêðåìëåííÿ

çìiííèõ i äëÿ (1+3)�âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái ç âåêòîð�ïî-

òåíöiàëîì. (Æàëié Î.Þ., Æäàíîâ Ð.Ç.).

Ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ (1+3)�âèìiðíèõ ðiâíÿíü

Ïàóëi äëÿ ÷àñòèíêè çi ñïiíîì 1
2 â åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi, ùî äîïóñêà-

þòü âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, â ðåçóëüòàòi ÿêîãî îòðèìóþòüñÿ ìàòðè÷íi

çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, îäíå ïåðøîãî

òà òðè äðóãîãî ïîðÿäêó, çà äîäàòêîâî¨ óìîâè êîìóòàòèâíîñòi. (Æàëié

Î.Þ.).

Äîâåäåíî, ùî çà âiäîìîãî óíiâåðñàëüíîãî iíâàðiàíòà ïîâíèé íàáið

ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ áóäü-ÿêîãî ïî-

ðÿäêó îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü â ïðîñòîði n íå-

çàëåæíèõ òà m çàëåæíèõ çìiííèõ áóäó¹òüñÿ ÷åðåç îäíó êâàäðàòóðó i äè-

ôåðåíöiþâàííÿ. Çíàéäåíî çâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ ïåðøîãî

ïîðÿäêó ç ïðîáëåìîþ iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü òèïó Ðiêêàòi. (Áîéêî

Â.Ì., Ïîïîâè÷ Ð.Î.).
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Ïîáóäîâàíî áàçèñè äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ, îïåðàòîðè iíâàði-

àíòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà âèçíà÷íèêè Ëi, äëÿ óñiõ ðåàëiçàöié ñêií÷å-

íîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi âåêòîðíèìè ïîëÿìè íà äiéñíié ïëîùèíi. (Íåñòå-

ðåíêî Ì.Î.).

Çàïðîïîíîâàíå íîâå ïîíÿòòÿ óìîâíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî iíâàðiàí-

òó, ÿêå äîçâîëèòü îïèñàòè â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ, ùî ìàþòü âè-

çíà÷åíó óìîâíó ñèìåòðiþ ç çàäàíîþ äîäàòêîâîþ óìîâîþ. Ïîáóäîâàíèé

ôóíêöiîíàëüíèé áàçèñ óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ äëÿ ïðîå-

êòèâíîãî îïåðàòîðà ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ. Çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíi àë-

ãîðèòìè ïîáóäîâè çàãàëüíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìàþòü

ïåâíó óìîâíó iíâàðiàíòíiñòü àáî ìîæóòü áóòè ðåäóêîâàíi çà äîïîìîãîþ

âèçíà÷åíîãî àíçàöó. (�ãîð÷åíêî I.À.).

Çàïðîïîíîâàíèé çàãàëüíèé àëãîðèòì îïèñó ðiâíÿíü, ùî ìàþòü âè-

çíà÷åíó ïðèõîâàíó ñèìåòðiþ. Äîñëiäæåíà óìîâíà iíâàðiàíòíiñòü äåÿêèõ

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi â ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò òà

çíàéäåíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òà íîâi îïåðàòîðè óìîâíî¨ ñèìåòði¨ (�ãîð÷åíêî

I.À.).

Äîñëiäæåíà ñóìiñíiñòü òà ñèìåòðiÿ óìîâ ðåäóêöi¨ äëÿ ñèñòåì õâè-

ëüîâèõ ðiâíÿíü, çíàéäåíi íîâi îïåðàòîðè óìîâíî¨ ñèìåòði¨ äëÿ âèõiäíèõ

ðiâíÿíü (îïåðàòîðè ïðèõîâàíî¨ óìîâíî¨ ñèìåòði¨). (�ãîð÷åíêî I.À.).

Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè ïîâíîãî áàçèñó äèôåðåíöi-

àëüíèõ iíâàðiàíòiâ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi, ùî äîçâîëÿ¹, çîêðå-

ìà, åôåêòèâíî áóäóâàòè êëàñèôiêàöiéíi êðèòåði¨ äëÿ êëàñiâ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü. (�ãîð÷åíêî I.À.).

Çàïðîïîíîâàíèé íîâèé ïiäõiä äî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ íåëiíiéíîãî

óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ åéêîíàëó. (�ãîð÷åíêî I.À., Ïîïîâè÷ Ð.Î.).

Ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ â êëàñi åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âè-

ãëÿäó ut + uu1 = F (un), ùî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü Ãàëiëåÿ i

óçàãàëüíþþòü ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà i Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà. (Áîéêî Â.Ì.).

Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî îïèñó iíòåãðîâíèõ êëàñiâ ðiâíÿííÿ
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Àáåëÿ, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïiäâèùåííi ïîðÿäêó òà âèêîðèñòàííi ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi âiäïîâiäíîãî êëàñó ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó (Áîéêî Â.Ì.).

Áóëà çäiéñíåíà ïîâíà ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ

Ôîêåðà�Ïëàíêà (ÔÏ) äëÿ äîâiëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ çíîñó i äèôóçi¨. Äëÿ

ðÿäó âiäîìèõ ïðèêëàäíèõ ðiâíÿíü ïîáóäîâàíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi çâîäÿòü

¨õ äî îäíîãî iç êàíîíi÷íèõ. Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü ÔÏ

ïîáóäîâàíi ¨õ òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Òàêîæ äîñëiäæåíî ñèìåòðiéíè âëàñòèâîñòi

äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ ÔÏ. (Ñïi÷àê Ñ.Â.).

Áóëî äîñëiäæåíî ñïîñîáè ïîáóäîâè êëàñiâ êâàçiòî÷íî- i òî÷íî-ðîç-

â'ÿçíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäiíãåðà, ÿêi äiþòü íà ñêií÷åíîâèìiðíèõ iíâàðiàí-

òíèõ ïðîñòîðàõ, áàçèñíi åëåìåíòè ÿêèõ ¹ êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâàíi ôóí-

êöi¨. (Ñïi÷àê Ñ.Â.).

Äîâåäåíî, ùî ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëà óìîâíî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî äâîõ

íåëiíiéíèõ çîáðàæåíü àëãåáðè Ïóàíêàðå. Òàêîæ çíàéäåíî íåëiíiéíå óçà-

ãàëüíåííÿ ðiâíÿíü Ìàêñâåëà, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî öèõ çîáðàæåíü.

(Ñïi÷àê Ñ.Â.).

Çäiéñíåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ãiïåðáî-

ëi÷íîãî òèïó ç äîâiëüíèì åëåìåíòîì, ùî çàëåæèòü âiä ÷îòèðüîõ çìiííèõ.

Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ñòðóêòóðó äîïóñòèìèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi êâà-

çiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ç âèêîðèñòàííÿì çíàéäåíèõ ñèìåòðié ïðîâåäåíî ðåäó-

êöiþ òà ïîáóäîâàíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ãiïåðáîëi÷íîãî

òèïó. (Æäàíîâ Ð.Ç., Ìàãäà Î.Â.).

Äëÿ àíàëiçó äîâiëüíèõ ñèñòåì êåðóâàííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç îäíèì

êåðóþ÷èì âïëèâîì çàïðîïîíîâàíî íîâó ãåîìåòðè÷íó êîíñòðóêöiþ. Ââå-

äåíî òåðìií �õàðàêòåðèñòè÷íå ïðîäîâæåííÿ� â òåðìiíàõ ÿêîãî äîñëiäæåíi

óìîâà íåêåðîâàíîñòi ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó, óìîâè ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåì

äðóãîãî ïîðÿäêó, ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ ñèìåòðié äëÿ ñèñòåì äðóãîãî

ïîðÿäêó. (Ëåãåíüêèé Â.I.).

Äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì êåðóâàííÿ ç ñèìåòði¹þ çàïðîïîíîâàíî íî-

âèé ïðèíöèï êåðóâàííÿ (ðåêóðñèâíå êåðóâàííÿ) äëÿ òåðìiíàëüíèõ çà-
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äà÷ i ñôîðìóëüîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè çàêîíó êåðóâàííÿ. (Ëåãåíüêèé

Â.I.).

Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî çáiæíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî iòåðàöiéíîãî ïðî-

öåñó ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåëiíiéíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà (÷è-

ñòî ãiäðîäèíàìi÷íîãî òèïó). Ó âèïàäêó äâîâèìiðíèõ îáëàñòåé çáiæíiñòü

îáóìîâëåíà ëèøå ðîçáèòòÿì ïðîìiæêó ÷àñó, íà ÿêîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ çà-

äà÷à, íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü âiäðiçêiâ, íà êîæíîìó ç ÿêèõ iòåðàöi¨ çái-

ãàþòüñÿ äî ãàëüîðêiíñüêèõ íàáëèæåíü ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ. Öÿ óìîâà çàëåæèòü

ëèøå âiä âèõiäíèõ äàíèõ çàäà÷i. Â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó � òàêîæ âiä êî-

îðäèíàòíîãî áàçèñó òà éîãî ðîçìiðó. (Æóêîâñüêèé Î.Ì., Êàðàãîäîâ

Â.Ï.).

Âñòàíîâëåíî çáiæíiñòü iòåðàöié íà âñüîìó çàäàíîìó ÷àñîâîìó ïðî-

ìiæêó ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåëiíiéíèõ çàäà÷ òåðìîêîíâåêöi¨ â äâîâèìiðíié

îáëàñòi. Äîâåäåíî ãëîáàëüíi òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

äâîâèìiðíèõ çàäà÷ ïðî êîíâåêòèâíi ïðîöåñè â áiíàðíié ñóìiøi íåðåàãó-

þ÷èõ ìiæ ñîáîþ ðiäèí. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðè óìîâi ìàëî¨ êîíöåíòðàöi¨

îäíi¹¨ ç êîìïîíåíò ñóìiøi òà çàäà÷ó áåç òàêîãî îáìåæåííÿ. (Êàðàãîäîâ

Â.Ï.).

Îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðóæíüî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïiâïëî-

ùèíè íàâêîëî àáñîëþòíî æîðñòêî¨ êðóãîâî¨ âñòàâêè, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä

äi¹þ íîðìàëüíîãî òà äîòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. Äàíó çàäà÷ó ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê ìîäåëü ïðóæíüî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó çâ'ÿçêè â îêîëi àëìà-

çíîãî çåðíà ïiä íàâàíòàæåííÿì. Ìîäåëü âðàõîâó¹ ðîçìiðè àëìàçíîãî çåð-

íà, âïëèâ çîâíiøíiõ íàâàíòàæåíü i ìåõàíi÷íèõ âëàñòèâîñòåé (êîåôiöi¹íòè

Ïóàñîíà òà ìîäóëü ïðóæíîñòi). Êîìïîíåíòè íàïðóæåíü âèçíà÷àþòüñÿ ó

âèãëÿäi ñóìè òðüîõ ñêëàäîâèõ � ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíèõ çàäà÷ ïðè ñïå-

öiàëüíèõ óìîâàõ íà êîíòóði âñòàâêè (àëìàçíîãî çåðíà). �õ íàáëèæåíèé

ðîçâ'ÿçîê îòðèìàíî âàðiàöiéíèì ìåòîäîì, äå â ÿêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóí-

êöié âçÿòî ñèñòåìè ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ëàìå. (Æóêîâñüêèé

Î.Ì.)
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Çàïðîïîíîâàíî êiíåòè÷íi ìîäåëi äëÿ îïèñó ïðîöåñiâ äèôóçi¨, çàðî-

êîâîóòâîðåíü òà õiìi÷íèõ ðåàêöié ïðè ñïiêàííi ìàòåðiàëiâ, ùî ìiñòÿòü

àëìàçè. Öi ïðîöåñè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü äëÿ ôîðìóâàííþ ñòðóêòó-

ðè êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ òà ¨õ âëàñòèâîñòåé. Îñîáëèâà óâàãà ïðèäiëåíà

âèçíà÷åííþ êiíåòè÷íèõ ïàðàìåòðiâ i êîíñòàíò ïðîöåñiâ ïðè ñïiêàííi êîì-

ïîçèöi¨ àëìàç-òâåðäèé ñïëàâ ÂÊ6-ÑrÂ2 òà iíøèõ äîáàâîê íà ðiçíèõ ñòàäi-

ÿõ, óçãîäæóþ÷è ¨õ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè ïðî øâèäêiñòü óñàäêè.

(Æóêîâñüêèé Î.Ì.)

3 Íîâi ïiäõîäè â çàäà÷àõ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

òà ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü

3.1 Àíçàöè i ðåäóêöiÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi iç ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ

ut − uxx = −λun, λ =
2(n+ 1)

(n− 1)2
. (1)

Íîðìóþ÷è u ïàðàìåòð λ çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî 1, ÿêùî n > 1 àáî

äî −1, ÿêùî n < 1. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ÿêå âèáðàíå â (1) äîçâîëÿ¹

çðîáèòè íàñòóïíi îá÷èñëåííÿ ìåíø ãðîìiçäêèìè.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) âèêîðèñòà¹ìî àíçàö

u =
(zx
z

) 2
n−1

, (2)

ÿêèé ïåðåòâîðþ¹ ðiâíÿííÿ (1) â ðiâíÿííÿ

z((n− 1)(zxzxt− zxzxxx)+ (n− 3)z2xx) = z2x((n− 1)zt− (n+3)zxx). (3)

Íà âiäìiíó âiä (1) îòðèìàíå ðiâíÿííÿ (3) ¹ îäíîðiäíèì âiäíîñíî çàëåæíèõ

çìiííèõ i ìiñòèòü íåëiíiéíîñòi òiëüêè òðåòüîãî ïîðÿäêó, â òîé ÷àñ ÿê ðiâ-

íÿííÿ (1) ìiñòèòü u â äîâiëüíîìó (ôiêñîâàíîìó) ñòåïåíi. Ìè ïîêàæåìî,

ùî ðiâíÿííÿ (3) ¹ äóæå çðó÷íèì äëÿ ïðîâåäåííÿ åôåêòèâíî¨ ðåäóêöi¨.
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Âiäçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ (1) íå ¹ ¹äèíèì íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì òå-

ïëîïðîâiäíîñòi, ÿêå ìîæå áóòè ðåäóêîâàíå äî òðèëiíiéíî¨ ôîðìè çà äîïî-

ìîãîþ àíçàöó (2). Áiëüø çàãàëüíå ðiâíÿííÿ òèïó Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâ-

ñüêîãî-Ïiñêóíîâà (ÊÏÏ), ÿêå äîïóñêà¹ òàêó ïðîöåäóðó, ìà¹ âèãëÿä

(n− 1)2(ut − uxx) = −2(n+ 1)un + 2λ1(n− 1)u+

+ 2λ2(n− 1)u
n+1
2 + 2λ3(n− 1)u

3−n
2 + 2λ4(n− 1)u2−n,

(4)

äå λ1, λ2, λ3, λ4 � äîâiëüíi ñòàëi.

Ðiâíÿííÿ (4) ¹ ðiâíÿííÿì òèïó ÊÏÏ ïðè óìîâi, ùî

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 =
n+ 1

n− 1
. (5)

Ïiäñòàíîâêà (2) ïåðåòâîðþ¹ ðiâíÿííÿ (4) â ðiâíÿííÿ

z[(n− 1)(zxzxt − zxzxxx − λ3zzx − λ4z
2) + (n− 3)z2xx] =

= z2x[(n− 1)(zt + λ1z + λ2zx)− (n+ 3)zxx].
(6)

Îòæå, ïiäñòàíîâêó (2) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ äîñèòü øèðîêîãî êëàñó

ðiâíÿíü (4).

Ðåäóêöiÿ ðiâíÿííÿ (6) äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî ïðèðiâíÿòè äî íóëÿ îáèäâi

÷àñòèíè ðiâíÿííÿ. Ââàæàþ÷è, ùî z ̸= 0 i zx ̸= 0, ìàòèìåìî òàêó ñèñòåìó:

(n− 1)(zt + λ1z + λ2zx)− (n+ 3)zxx = 0, (7)

(n− 1)(zxzxt − zxzxxx − λ3zzx − λ4z
2) + (n− 3)z2xx = 0. (8)

Ðîçâ'ÿçàâøè (7) âiäíîñíî zt i ïiäñòàâèâøè zt â (8), îòðèìó¹ìî çâè÷àéíå

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ z

4zxzxxx + (n− 3)z2xx− (n− 1)(λ1z
2
x + λ2zxzxx + λ3zzx + λ4z

2) = 0. (9)

Îòæå, ìè ðåäóêóâàëè ðiâíÿííÿ (6) äî ñèñòåìè ðiâíÿíü (7) i (9), îäíå ç

ÿêèõ ëiíiéíå, à äðóãå � çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ. Ó âèïàäêó

n = 3, λ4 = 0 ðiâíÿííÿ (9) òàêîæ ðåäóêó¹òüñÿ äî ëiíiéíîãî

2zxxx − λ1zx − λ2zxx − λ3z = 0, (10)

16



à ðiâíÿííÿ (7) íàáóâà¹ âèãëÿäó

zt + λ1z + λ2zx − 3zxx = 0. (11)

Ñèñòåìà (10), (11) ïîâíiñòþ iíòåãðîâíà i ìîæå áóòè ëåãêî ðîçâ'ÿçàíà. Òèï

ðîçâ'ÿçêó çàëåæèòü âiä êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïî-

âiäà¹ ðiâíÿííþ (10):

2k3 − λ2k
2 − λ1k − λ3 = 0.

Öi êîðåíi ìîæóòü áóòè

1) äiéñíi i ðiçíi; öå ìà¹ ìiñöå òîäi, êîëè

λ2 = 2(a+b+c), λ1 = −2(ab+ac+bc), λ3 = 2abc, a ̸= b, a ̸= c, b ̸= c

(12)

2) äiéñíi i äâà ç íèõ ðiâíi; ïðè öüîìó

λ2 = 4a+ 2b, λ1 = −2a2 − 4ab, λ3 = 2a2b, a ̸= b (13)

3) äiéñíi i âñi òðè ðiâíi; âiäïîâiäíi ïàðàìåòðè λi (i = 1, 2, 3) ìàþòü

âèãëÿä

λ1 = −6a2, λ2 = 6a, λ3 = 2a3 (14)

4) äâà êîðåíi êîìïëåêñíi:

λ2 = 4a+ 2c, λ1 = −2(a2 + b2 + 2ac), λ3 = 2c(a2 + b2). (15)

Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (10), (11) çàëåæàòü âiä òðüîõ äîâiëüíèõ ïàðàìåò-

ðiâ k1, k2, k3 i ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

1) z = k1e
ax+(a2+2bc)t + k2e

bx+(b2+2ac)t + k3e
cx+(c2+2ab)t,

2) z = k1e
bx+(b2+2a2)t + (k2 + k3(x+ 2(a− b)t)eax+(a2+2ab)t,

3) z = k1e
ax+3a2t(x2 + k2x+ k3 + 6at),

4) z = k1e
cx+(c2+2a2+2b2)t + eax+(a2−b2+2ac)t(k2 sin(bx+ 2b(a− c)t)+

+k3 cos(bx+ 2b(a− c)t).

(16)
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Ïiäñòàâèâøè (16) â (2), îòðèìà¹ìî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4) ó

âèïàäêó n = 3, λ4 = 0, òîáòî ðiâíÿííÿ

ut − uxx = −2u3 + λ1u+ λ2u
2 + λ3. (17)

Öi ðîçâ'ÿçêè âèðàæàþòüñÿ òàêèìè ôóíêöiÿìè, äå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ

a, b i c âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (12)� (15):

1) u =
ak1e

ax+(a2+2bc)t + bk2e
bx+(b2+2ac)t + ck3e

cx+(c2+2ab)t

k1eax+(a2+2bc)t + k2ebx+(b2+2ac)t + k3ecx+(c2+2ab)t
; (18)

2) u =
bk1e

bx+(b2+2a2)t + [ak2 + k3 + ak3(x+ 2(a− b)t]eax+(a2+2ab)t

k1ebx+(b2+2a2)t + (k2 + k3(x+ 2(a− b)t)eax+(a2+2ab)t
; (19)

3) u =
2x+ k2

x2 + k2x+ k3 + 6at
+a;

(20)

4) u =

=
ck1e

(c−a)x+((c−a)2+3b2)t + bk2 cos(bx+ 2b(a− c)t)− bk3 sin(bx+ 2b(a− c)t)

k1e(c−a)x+((c−a)2+3b2)t + k2 sin(bx+ 2b(a− c)t) + k3 cos(bx+ 2b(a− c)t)

(21)

Îòæå, âèêîðèñòàâøè ïiäñòàíîâêó (2), ìè ëåãêî çíàõîäèìî òî÷íi ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿííÿ (17). Ðîçâ'ÿçîê (20) ìîæíà çíàéòè ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè-

÷íî¨ ëi¹âñüêî¨ ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨, â òîé ÷àñ ÿê ðîçâ'ÿçêè (18), (19) i

(21) � ç âèêîðèñòàííÿì óìîâíî¨ (íåêëàñè÷íî¨) ñèìåòði¨.

Îäíàê, iñíó¹ i áiëüø çàãàëüíèé ïiäõiä, ÿêèé ãðóíòó¹òüñÿ íà áåçïîñå-

ðåäíüîìó çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ íåðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ (6). Ó âèïàä-

êó λ1 = λ2 = λ3 = λ4 == 0, n = 3 öå ðiâíÿííÿ i âèõiäíå ðiâíÿííÿ (4)

ìàþòü òàêèé âèãëÿä

z(zxt − zxxx) = zx(zt − 6zxx), (22)

ut − uxx = −2u3. (23)
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Ç âèêîðèñòàííÿì óìîâíî¨ ñèìåòði¨ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (23) áóâ

çíàéäåíèé ó âèãëÿäi

u = 2xds
(
y,

1√
2

)
, y = x2 + 6t, (24)

äå ds(y, k) � åëiïòè÷íà ôóíêöiÿ ßêîái, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ(
dη

dy

)2

= k2(k2 − 1) + (2k2 − 1)η2 + η4. (25)

Äàëi ìè íàâîäèìî iíøi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (23), íàñïðàâäi íåñêií-

÷åííó ¨õ ìíîæèíó. Âèõiäíèì ïóíêòîì íàøèõ ìiðêóâàíü ¹ äîñëiäæåííÿ

óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (22).

Òåîðåìà. Ðiâíÿííÿ (22) óìîâíî iíâàðiàíòíå âiäíîñíî îïåðàòîðà

X =
∂

∂t
+ ξ(t, x)

∂

∂x

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöiÿ ξ = ξ(t, x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü:

ξt − 3ξxx + 2ξξx = 0,

ξxt − ξxxx + 2ξ2x = 0.
(26)

Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë äðóãîãî ïðîäîâæåííÿ

îïåðàòîðà X i êðèòåðiþ óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî äàíîãî

îïåðàòîðà.

Îäíèì ç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (26) ¹ ôóíêöiÿ ξ = −3

x
. Öå îçíà÷à¹, ùî

ðiâíÿííÿ (22) óìîâíî iíâàðiàíòíå âiäíîñíî îïåðàòîðà

X1 =
∂

∂t
− 3

x

∂

∂x
,

iíâàðiàíòîì ÿêîãî ¹ ôóíêöiÿ y = x2 + 6t. Òîìó ¹ ñåíñ øóêàòè ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (22) ó âèãëÿäi

z = φ(y), y = x2 + 6t. (27)
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Ïiäñòàâèâøè (27) â (22), îòðèìó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ òðåòüîãî

ïîðÿäêó äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ φ

φφyyy = 3φyφyy. (28)

Ïîäiëèâøè ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè (28) íà φφyy i ïðîiíòåãðóâàâøè, ìàòè-

ìåìî

φyy = Cφ3, C = ±2, (29)

äå C � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ, ÿêà ìîæå áóòè çâåäåíà äî 2 ó âèïàäêó C > 0

i äî −2 ó âèïàäêó C < 0, íîðìóþ÷è φ.

Ó âiäïîâiäíîñòi ç (2), (27) áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (29) ãåíåðó¹

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (22) âèäó

u =
2xφy
φ

. (30)

Òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (29) äëÿ C = 2 ¹ åëiïòè÷íà ôóíêöiÿ ßêîái

φ(y) = ds
(
y,

1√
2

)
, y = x2 + 6t, (31)

à òîìó ðîçâ'ÿçîê (30) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u = u1 =

2xcs
(
y,

1√
2

)
ds
(
y,

1√
2

) . (32)

Âèïàäîê C = −2 ïðèâîäèòü äî òîãî ñàìîãî ðîçâ'ÿçêó (32). Ðîçâ'ÿçîê (32)

âiäñóòíié â ñïèñêó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (23) â åëiïòè÷íèõ ôóíêöiÿõ.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (24) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

u = yxφ(y), (33)

äå φ i y ¹ ôóíêöiÿìè, ÿêi âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (31). Áiëüøå òîãî, ðîçâ'ÿ-

çîê (32) ìîæíà îòðèìàòè iç ôîðìóëè (33), ÿêùî â íié âèêîíàòè çàìiíó
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φ→ φy
φ
. Öå çàóâàæåííÿ âiäêðèâà¹ øëÿõ äëÿ ïîáóäîâè íåñêií÷åííî¨ ìíî-

æèíè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (23). Öi ðîçâ'ÿçêè ìè çíàõîäèìî ç âèêî-

ðèñòàííÿì äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé åëiïòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ñôîðìóëüîâàíi

â íàñòóïíèõ òðüîõ òâåðäæåííÿõ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé φ = φ(n) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (29) äëÿ C = 2

àáî C = −2. Òîäi

φ(n+1) =
φ
(n)
y

φ(n)
(34)

òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (29).

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ i íàñòóïíèõ äâîõ òâåðäæåíü çâîäèòüñÿ

äî áåçïîñåðåäíüî¨ ïåðåâiðêè. Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (29) ðiâíîñèëüíå

ðiâíÿííþ

(φ(n)
y )2 = (φ(n))4 + Cn, (35)

äå Cn � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. Òîäi ôóíêöiÿ φn+1, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

(34), çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(φ(n+1)
y )2 = (φ(n+1)

y )4 + Cn+1, Cn+1 = −4Cn.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé φ(n) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (35) äëÿ Cn > 0. Òîäi

ôóíêöiÿ

φ̃(n) =

√
Cn

φ(n)
(36)

òåæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (35).

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé φ(n) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (35) äëÿ Cn = −Bn <

0. Òîäi ôóíêöiÿ

φ̂(n) =

√
Bn

φ(n)
(37)
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¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (29) äëÿ C = −2 i âèêîíó¹òüñÿ òàêå ñïiââiäíî-

øåííÿ:

(φ̂(n)
y )2 = −(φ̂(n))4 +B2

n. (38)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1 i 2 i ïî÷èíàþ÷è ç (33), ìè çíàõîäèìî

íåñêií÷åííi ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (23):

un = 2xφ(n), n = 0, 1, 2, . . . , (39)

i

ũ2k+1 =
2k+1x

φ̃(2k+1)
, k = 0, 1, 2, . . . , (40)

äå φ(n) i φ̃(2k+1) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (34) i (36), à òàêîæ ðåêêóðåí-

òíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

φ(n) =
φn−1
y

φn−1
, φ(0) = ds

(
y,

1√
2

)
. (41)

Äëÿ n = 0, 1 ìè îòðèìó¹ìî iç (39) i (40) ðîçâ'ÿçêè, âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè

(24), (32), â òîé ÷àñ ÿê äëÿ n = 2, 3, . . . i k = 0, 1, . . . ìà¹ìî

u2 = 2x

cd
(
y, 1√

2

)
− dc

(
y, 1√

2

)
sn
(
y, 1√

2

) − cn
(
y,

1√
2

)
ds
(
y,

1√
2

) ,
u3 =

2x
(
cs4
(
y, 1√

2

)
− dn4

(
y, 1√

2

))
dn
(
y, 1√

2

)
cs
(
y, 1√

2

)(
9
4

√
2cn2

(
y, 1√

2

)
− ds2

(
y, 1√

2

)) , (42)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

i

ũ1 =
2xdn

(
y, 1√

2

)
cs
(
y, 1√

2

) ,

ũ3 =
4xdn

(
y, 1√

2

)
cs
(
y, 1√

2

)(
9
4

√
2cn2

(
y, 1√

2

)
− ds2

(
y, 1√

2

))
cs4
(
y, 1√

2

)
− dn4

(
y, 1√

2

) , (43)
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ôîðìóëè (32), (42) i (43) i ðåêêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (41) äîïîâ-

íþþòü ñïèñîê ðîçâ'ÿçêiâ â åëiïòè÷íèõ ôóíêöiÿõ äëÿ ðiâíÿííÿ (23), ÿêi

áóëè âiäîìi ðàíiøå. Áiëüøå òîãî, áåðó÷è äî óâàãè iíâàðiàíòíiñòü ðiâ-

íÿííÿ (23) âiäíîñíî òðàíñëÿöié íåçàëåæíèõ çìiííèõ t i x, ìîæíà ïî-

áóäóâàòè áiëüø çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè, çðîáèâøè â (32), (42) i (43) çàìiíó

x→ x+ k1, t→ t+ k2, äå k1, k2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Òâåðäæåííÿ 1 i 2 äàþòü ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè íåñêií÷åííi ìíîæè-

íè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ iíøèõ ðiâíÿíü òèïó (4).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ðiâíÿííÿ (4) äëÿ n = 3, λ2 = λ3 = λ4 = 0,

òîáòî

ut − uxx = −2u3 + λ1u. (44)

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïîêëàñòè λ1 = ±1. Ó âèïàäêó λ1 = −1

ðiâíÿííÿ (44) ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ Íüþåëà-Âàéòõåäòà, ÿêùî çìiííi t i

x ïîìíîæèòè íà âiäïîâiäíi ñêàëÿðè. Âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ (6) ìà¹ âèãëÿä

z(zxt − zxxx) = zx(zt + λ1z − 3zxx). (45)

ßêùî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (45) ó âèãëÿäi

z = φ(ξ), ξ = k1 cosh(x+ k2) exp(3t), λ1 = 1, (46)

z = φ(η), η = k1 cos(x+ k2) exp(3t), λ1 = −1, (47)

òî îòðèìó¹ìî ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ (29) äëÿ ôóíêöi¨ φ. Öå äîçâîëÿ¹ ïî-

áóäóâàòè íåñêií÷åííi ìíîæèíè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (44) ó âèãëÿäi

(24), (39)�(43), ÿêùî â öèõ ðîçâ'ÿçêàõ çðîáèòè çàìiíè y → ξ, 2x → ξx

äëÿ λ1 = 1 i y → η, 2x→ ηx äëÿ λ1 = −1.

Íàðåøòi âiäçíà÷èìî, ùî òâåðäæåííÿ 3 äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè

íåñêií÷åííi ìíîæèíè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿííÿ (4) ó âèïàäêó n =

−1, λ4 = −2, λ2 = λ3 = 0, òîáòî äëÿ ðiâíÿíü

ut − uxx = 2u3, (48)
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ut − uxx = 2(u3 + εu), (49)

ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä (23) i (44) òiëüêè çíàêîì ïðè u3 â ïðàâié ÷àñòèíi.

Àíçàöè (33), (46) àáî (47) ðåäóêóþòü âiäïîâiäíî ðiâíÿííÿ (48) i (49) äî

ðiâíÿííÿ

φ′′ = −2φ3, (50)

äå ïîäâiéíèé øòðèõ îçíà÷à¹ äðóãó ïîõiäíó ïî âiäïîâiäíié çìiííié (òîáòî

y, ξ àáî η).

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3 òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâíÿííÿ (50) ìàþòü âè-

ãëÿä (37), äå φ(n) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (41) äëÿ ïàðíîãî n. Âiäïîâiäíèé

ñïèñîê òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (48) âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèìè ôîðìóëàìè:

û0 = xsd
(
y,

1√
2

)
,

û2 =
4xsn

(
y, 1√

2

)
cd
(
y, 1√

2

)
− dc

(
y, 1√

2

)
− cn

(
y, 1√

2

)
dn
(
y, 1√

2

)
sn
(
y, 1√

2

) , (51)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

û2k =
2kx

φ(2k)
,

äå φ(2k) âèçíà÷à¹òüñÿ ðåêêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè (41).

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (49) ìîæíà îòðèìàòè iç ôîðìóë (51) â ðåçóëüòàòi

çàìiíè y → ξ, x→ ξx i y → η, x→ ηx äëÿ ε = 1 i ε = −1 âiäïîâiäíî.

3.2 Íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òà ¨õíi çàñòîñóâàííÿ

äëÿ äâîõ íåëiíiéíèõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèêëàäåìî âèñëiäè îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi [112].

Ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî åôåêòèâíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî àâòîðîì ìåòîäó äî-

äàòêîâèõ ïîðîäæóþ÷èõ óìîâ (äèâ. Cherniha R. A constructive method

for construction of new exact solutions of nonlinear evolution equations //
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Rep. Math. Phys. � 1996. � Vol. 38. � P. 301�312) äëÿ çíàõîäæåííÿ òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ñôîðìóëüîâàíèõ äëÿ óçàãàëüíå-

íîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà òà ñèñòåìè ðiâíÿíü Øi åñàäè�Êàâàñàêi�Òåðàìîòî

(äèâ. âiäïîâiäíi öèòóâàííÿ â [112]).

Îòæå, ðîçãëÿíüìî òàêå óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ Ôiøåðà (ÓÐÔ)

Ut = [(λ0U + λ1)Ux]x + λ2U − λ3U
2, (52)

äå λ0, λ1, λ2 òà λ3 ∈ R, à U = U(t, x) � øóêàíà ôóíêöiÿ (ñêðiçü íèæ÷å

íèæíi iíäåêñè t òà x îçíà÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà öèìè çìiííèìè).

Ðiâíÿííÿ (52) ìiñòèòü ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Ôi-

øåðà

Ut = Uxx + λ2U − λ3U
2 (53)

âïåðøå çàïðîïîíîâàíå ÿê ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äëÿ îïèñó ïîøèðåííÿ ãå-

íiâ. Ïiçíiøå âèÿâèëîñü, ùî âîíî çàñòîñîâíå äëÿ îïèñó íèçêè iíøèõ ïðî-

öåñiâ (äèâ., íàïðèêëàä, êíèãó J.D. Murray, Mathematical Biology, Springer,

Berlin, 1989). Ç áiîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó ðiâíÿííÿ (52) ¹ áiëüø òî÷íîþ ìîäå-

ëëþ, íiæ ðiâíÿííÿ Ôiøåðà (53), îñêiëüêè âîíî ìiñòèòü êîåôiöi¹íò äèôóçi¨

D = λ0U + λ1, ÿêèé çàëåæèòü âiä êîíöåíòðàöi¨ (ãóñòèíè) U , ùî â ñâîþ

÷åðãó ¹ ðåàëüíèì ôàêòîðîì. Ó ðiâíÿííi (52) ñêðiçü íèæ÷å ïðèïóñêà¹òüñÿ

λ2λ3 > 0, ùî âëàñíå âèïëèâà¹ ç ñóòi îïèñóâàíèõ áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ.

Íåîáõiäíî íàãîëîñèòè, ùî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

äåÿêå ñïðîùåííÿ (ðåäóêöiÿ) êëàñè÷íî¨ äèôóçiéíî¨ ñèñòåìè Ëîòêè�Âîëü-

òåððè

Ut = d1Uxx + U(a1 − b1U − c1V ),

Vt = d2Vxx + V (a2 − b2U − c2V ), (54)

äå íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨ U(t, x) i V (t, x) ðåïðåçåíòóþòü ãóñòèíè äâîõ ïîïó-

ëÿöié òâàðèí, ÿêi çìàãàþòüñÿ çà âèæèâàííÿ (ìîäåëü õèæàê-æåðòâà), à

íåâiä'¹ìíi ñòàëi ai, bi, ci, di, i = 1, 2 õàðàêòåðèçóþòü ãîñòðîòó çìàãàííÿ

ÿê âñåðåäèíi ïîïóëÿöi¨ îäíîãî âèäó, òàê i ìiæ íèìè.
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Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íèì ¹ çâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (52) ç ìîäåëëþ Øi åñàäè�

Êàâàñàêi�Òåðàìîòî

Ut = [(d1 + ρ1V )U ]xx + U(a1 − b1U − c1V ),

Vt = [(d2 + ρ2U)V ]xx + V (a2 − b2U − c2V ). (55)

Öÿ ìîäåëü âðàõîâó¹ âïëèâ ìóòàöié ïðè çìàãàííi äâîõ ïîïóëÿöié.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç ïiîíåðñüêèõ ðîáiò Conway E.,

Smoller J. òà iíøèõ (äèâ. âiäïîâiäíi öèòóâàííÿ â [112]), óìîâè iñíóâàííÿ,

¹äèíîñòi òà ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì (54)�(55) äîñëiäæóâàëèñÿ áàãà-

òüìà àâòîðàìè. Ïðîòå ïðàêòè÷íî âiäñóòíi ðîáîòè, â ÿêèõ âëàñíå áóëè áè

ïîáóäîâàíi âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Âiäîìî, ùî íîâi âèñëiäè, îòðèìàíi äëÿ äåÿêîãî ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ,

ïðè ïåâíèõ ïðèïóùåííÿõ ìîæóòü áóòè ïåðåíåñåíi íà ñèñòåìè ïîäiáíèõ

ðiâíÿíü. Ìè ïîêàæåìî íèæ÷å, ùî ïîáóäîâà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÓÐÔ (52)

äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè i ðîçâ'ÿçêè cèñòåìè ðiâíÿíü (55).

Íåâàæêî âñòàíîâèòè, ùî ðiâíÿííÿ (52) ïðè äîâiëüíî çàäàíèõ êîåôi-

öi¹íòàõ λi, i = 0, . . . , 3, iíâàðiàíòíå âiäíîñíî òðèâiàëüíî¨ àëãåáðè Ëi, ïî-

ðîäæåíî¨ îïåðàòîðàìè Pt = ∂
∂t i Px =

∂
∂x . Îêðiì òîãî ïðè âèùå ïðèéíÿòî-

ìó îáìåæåííi λ2λ3 > 0, ¹ ëèøå äâà âèïàäêè, êîëè ðiâíÿííÿ (52) äîïóñêà¹

äîäàòêîâi ëi¨âñüêi îïåðàòîðè òà ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíi ëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè

[112]. Òóò áóäóòü ïîáóäîâàíi íåëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè áiëüø çàãàëüíîãî âè-

ãëÿäó.

Îòæå, ïðè λ1 ̸= 0, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ðiâíÿííÿ (52) ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Ut = [(1 + λ0U)Ux]x + λ2U − λ3U
2. (56)

Òåîðåìà 1. Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ÇÄÐ

dφi
dt

= Qi1iφi1 +Ri1i(φi1)
2 + T ii1i2φi1φi2, i = 0, . . . ,m− 1 (57)

ïîðîäæó¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê âèãëÿäó

U = φ0(t)g0(t, x) + · · ·+ φm−1(t)gm−1(t, x), (58)
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äå φ0(t), φ1(t), . . . , φm−1(t) � øóêàíi ôóíêöi¨, g0(t, x) = 1, g1(t, x), . . .,

gm−1(t, x) � ôiêñîâàíi ôóíêöi¨, ÓÐÔ (56), ÿêùî ôóíêöi¨ gi, i = 0, . . . ,m−
1 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

gi,xx + λ2gi − gi,t = gi1Qii1(t), (59)

λ0gigi,xx + λ0(gi,x)
2 − λ3(gi)

2 = gi1Rii1(t), (60)

λ0(gigj,xx + gjgi,xx) + 2λ0gi,xgj,x − 2λ3gigj = gi1T
i1
ij (t), i < j, (61)

äå ôóíêöi¨ Qii1, Rii1, T
i1
ij â ïðàâié ÷àñòèíi � öå äåÿêi ôóíêöi¨, ùî ìàþòü

áóòè âèçíà÷åíi ÷åðåç âèðàçè ó ëiâié ÷àñòèíi.

Çàñòîñó¹ìî öþ òåîðåìó äëÿ ïîáóäîâè ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ (52) ïðè λ1 = 1 ç âèêîðèñòàííÿì äîäàòêîâî¨ ïîðîäæóþ÷î¨ óìî-

âè

α1(t)
dU

dx
+ α2(t)

d2U

dx2
+
d3U

dx3
= 0. (62)

Ó íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó óìîâà (62) ïîðîäæó¹ àíçàöè

U = φ0(t) + φ1(t) exp(γ1(t)x) + φ2(t) exp(γ2(t)x), (63)

ÿêùî γ1,2(t) = 1
2(±

√
D − α2) òà D = α2

2 − 4α1 > 0 àáî æ

U = φ0(t) +

[
ψ1(t) cos

(
1

2
(−D)1/2x

)
+

+ ψ2(t) sin

(
1

2
(−D)1/2x

)]
exp

(
−α2x

2

)
, (64)

ÿêùî D = α2
2 − 4α1 < 0. Ôóíêöi¨ φ0(t), φ1(t), φ2(t), ψ1(t), ψ2(t) ìàþòü

áóòè çíàéäåíèìè.

Ó âèïàäêó D = 0, óìîâà (62) ïîðîäæó¹ iíøi òèïè àíçàöiâ, àëå âîíè

òóò íå ðîçãëÿäàþòüñÿ, îñêiëüêè çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè äëÿ íèõ ïðèçâî-

äèòü äî ñóïåðå÷íîñòi ç íàêëàäåíèì âèùå îáìåæåííÿì λ2λ3 > 0.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âåëè÷èíà γ0 = λ3
2λ0

âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü äëÿ çíà-

õîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (56), îñêiëüêè ¹ äâà ðiçíi âèïàäêè:

(i) γ0 > 0 i (ii) γ0 < 0.
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Ðîçãëÿíüìî âèïàäîê (i). Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöi¨ g0 = 1, g1 = exp(γ1(t)x),

g2 = exp(γ2(t)x) ç àíçàòöó (63) ó ñïiââiäíîøåííÿ (59)�(61), îäåðæó¹ìî

Q00 = λ2, Q11 = λ2 + γ21(t), Q22 = λ2 + γ22(t),

R00 = −λ3, T 0
12 = −2λ3, T 1

01 = T 2
02 = −3

2
λ3 (65)

i

Rii1 = Qii1 = T i1ij = 0 (66)

äëÿ âñiõ iíøèõ êîìáiíàöié iíäåêñiâ i, i1, j = 0, 1, 2 i k = 1, 2 íå ïåðåðàõî-

âàíèõ â (65). Îäíî÷àñíî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ îáìåæåííÿ

γ1,2(t) = ±
√

λ3
2λ0

. (67)

Ç äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü (65)�(67), cèñòåìà (57) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

dφ0

dt
= −λ3φ2

0 + λ2φ0 − 2λ3φ1φ2,

dφ1

dt
=

(
λ2 +

λ3
2λ0

)
φ1 −

3

2
λ3φ0φ1,

dφ2

dt
=

(
λ2 +

λ3
2λ0

)
φ2 −

3

2
λ3φ0φ2,

(68)

ðîçâ'ÿçóþ÷è ÿêó, îäåðæó¹ìî òðè-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (56)

λ0U = φ0(t)− 1 + exp

[(
λ2 +

2λ3
λ0

)
t− 3λ3

2λ0

∫
φ0(t)dt

]
×

×

[
c1 exp

(
−
√

λ3
2λ0

x

)
+ c2 exp

(√
λ3
2λ0

x

)]
,

(69)

äå φ0(t) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dφ0

dt
= −λ3

λ0
φ2
0 +

(
λ2 +

2λ3
λ0

)
φ0 −

(
λ2 +

λ3
λ0

)
−

− 2c1c2
λ3
λ0

exp

[
2

(
λ2 +

2λ3
λ0

)
t− 3λ3

λ0

∫
φ0(t)dt

]
,

(70)
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ÿêå â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå âäàëîñÿ ïðîiíòåãðóâàòè. Îäíà÷å ó ÷àñòêîâî-

ìó âèïàäêó, êîëè íà äîâiëüíi ïàðàìåòðè c1 i c2 íàêëàäåíî óìîâó c1c2 = 0,

ðiâíÿííÿ (70) çâîäèòüñÿ äî íåëiíiéíîãî ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêå iíòå-

ãðó¹òüñÿ. À îòæå, çíàõîäèìî äâî-ïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (56)

U = λ2
2λ3

[
1 + tanh λ2(t−c0)

2

]
+

+ c2
exp (2λ3+λ0λ2)t

4λ0(
cosh λ2(t−c0)

2

)3/2 exp
(√

λ3
2λ0

x

)
(71)

i

U =
λ2
2λ3

[
1 + tanh

λ2(t− c0)

2

]
+

+ c1
exp (2λ3+λ0λ2)t

4λ0(
cosh λ2(t−c0)

2

)3/2 exp
(
−
√

λ3
2λ0

x

)
(72)

âiäïîâiäíî ïðè c1 = 0 i c2 = 0.

Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê U ∗ âèãëÿäó (72) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi: U ∗ → λ2
λ3
,

ÿêùî t → ∞ i λ3 < λ0λ2; U ∗ → λ2
2λ3

[
1 + tanh λ2(t−c0)

2

]
< λ2

λ3
, ÿêùî x →

+∞, λ0λ3 > 0.

Ó âèïàäêó (ii) çàñòîñóâàííÿ àíçàöó (64) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ñiì'þ

ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (56)

U = φ0(t) + φ1(t) sin

(√
− λ3
2λ0

x

)
, (73)

äe φ0(t) i φ1(t) � äîâiëüíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ÇÄÐ

dφ0

dt
= λ2φ0 − λ3φ

2
0 −

1

2
λ3φ

2
1,

dφ1

dt
=

(
λ2 +

λ3
2λ0

)
φ1 −

3

2
λ3φ0φ1.

(74)

Íà æàëü, öÿ íåëiíiéíà ñèñòåìà íå iíòåãðó¹òüñÿ ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ

êîåôiöi¹íòiâ λ0, λ2 i λ3. Ïðîòe öå ìîæíà çðîáèòè ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ.
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Çîêðåìà, ïðè λ0 = −1, âäàëîñÿ îòðèìàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(74), à ñàìå:

φ0 =
λ2
3λ3

3c1 exp
(
λ2t
2

)
+ c2 exp

(
−λ2t

2

)
c1 exp

(
λ2t
2

)
+ c2 exp

(
−λ2t

2

) ,
φ1 = ±2λ2

3λ3

c2 exp
(
−λ2t

2

)
c1 exp

(
λ2t
2

)
+ c2 exp

(
−λ2t

2

) . (75)

Îòæå, çíàõîäèìî äâî-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëi-

íiéíîãî ðiâíÿííÿ (56) ïðè λ0 = −1

U =
λ2 exp

(
−λ2t

2

)
3λ3

[
c1 exp

(
λ2t
2

)
+ c2 exp

(
−λ2t

2

)] ×
×

[
3c1 exp (λ2t) + c2 ± 2c2 sin

(√
λ3
2
x

)]
.

(76)

Äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ λ2 i λ3 áóäü-ÿêèé ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê U ∗ âè-

ãëÿäó (76) îáìåæåíèé â îáëàñòi (t, x) ∈ [0,+∞) × (−∞,+∞) , i ìà¹

âëàñòèâiñòü: U ∗ → λ2
λ3
ïðè t→ ∞.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîáóäóâàëè äâî-, òðèïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ÓÐÔ, ÿêi çà ñòðóêòóðîþ ïðèíöèïîâî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ëi¨â-

ñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, îòðèìàíèõ ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi. Âiäçíà÷èìî, ùî

ó ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ ïðè λ3 = −λ0λ2 íåëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè (69) i (76)

ïîðîäæóþòü ðîçâ'ÿçêè, ÿêi áóëî îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ ñè-

ìåòði¨ Ëi â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ïåðøîãî ðîçäiëó.

Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ ÿê â îáìåæå-

íèõ òàê i â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ íàéáiëüø òèïîâèìè ¹ íóëüîâi óìîâè

Íîéìàíà íà êðàÿõ îáëàñòåé. Áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ (71)

i (72), ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Íåëiíiéíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ÓÐÔ (56) ïðè λ0 > 1, λ2 =

λ3 = λ > 0, ïî÷àòêîâié óìîâi

U(0, x) = C0 + C1 exp

(
−
√

λ

2λ0
|x|

)
, (77)
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i êðàéîâèõ óìîâàõ Íîéìàíà

Ux(t,−∞) = 0, Ux(t,+∞) = 0, (78)

â îáëàñòi (t, x) ∈ [0,+∞)× (−∞,+∞) ìà¹ òî÷íèé äîäàòíèé îáìåæå-

íèé ðîçâ'ÿçîê

U =
1

2

[
1 + tanh

λ(t− c0)

2

]
+

+ c1
exp λ(2+λ0)t

4λ0(
cosh λ(t−c0)

2

)3/2 exp
(
−
√

λ

2λ0
|x|

)
,

(79)

äe C0 =
1
2

[
1 + tanh −λc0

2

]
, C1 = c1

(
cosh −λc0

2

)−3/2
òa c1 > 0.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (79) íå ¹ àíàëiòè÷íèì â òî÷öi x = 0, îäíà÷å

äðóãà ïîõiäíà òóò êîðåêòíî äîâèçíà÷à¹òüñÿ Uxx
∣∣∣
x→0+

= Uxx

∣∣∣
x→0−

, îêðiì

òîãî U 2
x

∣∣∣
x→0+

= U 2
x

∣∣∣
x→0−

. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (56) i â

òî÷öi x = 0. Ç äðóãîãî áîêó íåäîñòàòíÿ ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó (79) âåäå äî

òîãî, ùî âií íå ìîæå áóòè îòðèìàíèì íàáëèæåíèìè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.

Äiéñíî, çàñòîñóâàííÿ âiäïîâiäíî¨ ïðîãðàìè äëÿ îòðèìàííÿ íàáëèæåíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (56), (77) i (78) âåäå äî iíøîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé ïðè t > 0

â îêîëi òî÷êè x = 0 cóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (79) (äåòàëüíiøå äèâ. [113]).

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè ìà¹ìî âèïàäîê íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðîçãëÿäóâàíî¨

çàäà÷i Íîéìàíà â êëàñi êóñêîâî-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. Çàóâàæèìî,

ùî ïðèêëàäè íå¹äèíîñòi êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ iíøèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨-äèôóçi¨ íàâåäåíî, íàïðèêëàä, â êíèçi Õåíðè Ä. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ

òåîðèÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèéþ. � Ì.: Ìèð, 1985. �

376 ñ.

Áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (76), ìîæåìî ñôîð-

ìóëþâàòè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Tî÷íèé îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ÓÐÔ (56) ïðè λ0 = −1 and λ2 = λ3 = λ ̸= 0, ïî÷àòêîâié ïåðiîäè÷íié
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óìîâi

U(0, x) = C0 + C1 sin

(√
λ

2
x

)
, (80)

i êðàéîâèõ óìîâàõ Íîéìàíà

Ux(t, A) = 0, Ux(t, B) = 0, (81)

â îáëàñòi (t, x) ∈ [0,+∞)× [A,B] ìà¹ âèãëÿä

U =
exp

(
−λt

2

)
3
[
c1 exp

(
λt
2

)
+ c2 exp

(
−λt

2

)] ×
×

[
3c1 exp(λt) + c2 ± 2c2 sin

(√
λ

2
x

)]
,

(82)

äe C0 = 3c1+c2
3(c1+c2)

, C1 = ± 2c2
3(c1+c2)

, A =
(
1
2 + k1

)
πλ, B =

(
1
2 + k2

)
πλ, πλ =√

2
λπ, òa k1 < k2 ∈ Z.

Íà ïðîòèâàãó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, çàñòîñóâàííÿ çãàäàíî¨ âèùå

ïðîãðàìè äëÿ îòðèìàííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (56), (80) i (81)

âåäå äî òàêîãî æ ðîçâ'ÿçêó (äåòàëüíiøå äèâ. [113]). Áiëüøå òîãî, áóëî

âñòàíîâëåíî öiêàâèé ôàêò: ÿêùî ó ïî÷àòêîâó óìîâó (80) âíîñèòè ëîêàëü-

íi çáóðåííÿ ðiçíîìàíiòíîãî õàðàêòåðó (ó ôîðìi äîäàòêîâî¨ �ñõîäèíêè�,

êóñêà ñèíóñî¨äè òîùî), òî îòðèìàíi íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè äóæå øâèäêî

åâîëþöiîíóþòü äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó (82). Öå äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâà-

òè, ùî çíàéäåíà ñiì'ÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (76) ìà¹ äóæå âàæëèâå çíà÷å-

ííÿ ïðè ðîçâ'ÿçàííi êðàéîâèõ çàäà÷ Íîéìàíà äëÿ ÓÐÔ (56) ç øèðîêèì

ñïåêòðîì ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íèé ôàêò ñïîñòå-

ðiãà¹òüñÿ i ùîäî âiäîìîãî cîëiòîíîïîäiáíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ êëàñè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Ôiøåðà.

Íà çàêií÷åííÿ ïðîäåìîíñòðó¹ìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ çíàéäåíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (56) äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Øi åñàäè�Êà-

âàñàêi�Òåðàìîòî (55). Ðîçãëÿíüìî ñèñòåìó (55) ç äîäàòêîâèì îáìåæåí-

íÿì

V = β0 + βU, β ̸= 0, (83)
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äe β0, β � äåÿêi äiéñíi ïàðàìåòðè. Ïiäñòàâëÿþ÷è îáìåæåííÿ (83) â ñèñòå-

ìó (55), îòðèìó¹ìî ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó, ÿêà ìà¹ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿç-

êè ïðè òàêèõ îáìåæåííÿõ íà êîåôiöi¹íòè:

d1 = d2 ≡ λ = 1, ρ2 = βρ1, β0

(
β0 −

a2
c2

)
= 0. (84)

Ó ïðèïóùåííi (83)�(84), cèñòåìà (55) çâîäèòüñÿ äî ÓÐÔ âèãëÿäó

Ut = [(1 + 2ρ1βU)Ux]x + λ2U − λ3U
2, (85)

äe β = b1−b2
c2−c1 , c2 ̸= c1, λ3 = b1 + c1β i

λ2 =

 a1, β0 = 0,

a1 − c1
a2
c2
, β0 =

a2
c2
.

(86)

Íàãàäà¹ìî, ùî â cèñòåìi (55) ôóíêöi¨ U i V çàäàþòü ãóñòèíè (êîíöåí-

òðàöi¨) äâîõ êîíêóðóþ÷èõ âèäiâ ó ïðîñòîði i ÷àñi, d1 i d2 � êîåôiöi¹íòè

äèôóçi¨, ρ1 i ρ2 çàäàþòü òàê çâàíi òèñêè ïîïåðå÷íî¨ äèôóçi¨, a1 i a2 �

êîåôiöi¹íòè ðîñòó âèäiâ âñåðåäèíi ñàìî¨ ïîïóëÿöi¨, b1 i c2 � êîåôiöi¹íòè

âíóòðiøíüîâèäîâîãî çìàãàííÿ â ìåæàõ ïîïóëÿöi¨, b2 i c1 � êîåôiöi¹íòè

çìàãàííÿ ìiæ âèäàìè.

Maþ÷è âæå çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè (71) i (72) óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ

Ôiøåðà, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêi òåîðåìè äëÿ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (55).

Òåîðåìà 4. Tî÷íèé îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ñèñòåìè Øi åñàäè-Êàâàñàêi-Òåðàìîòî

Ut = [(1 + ρ1V )U ]xx + U(a1 − b1U − c1V ),

Vt = [(1 + ρ1βU)V ]xx + V (a2 − b2U − c2V )
(87)

ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ

U = λ2
2λ3

+ c exp
(
−
√

λ3
4ρ1β

|x|
)
≡ U0(x),

V =
a2
c2

+ βU0(x)
(88)
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i êðàéîâèõ óìîâàõ Íîéìàíà

Ux(t,±∞) = 0, Vx(t,±∞) = 0 (89)

â îáëàñòi (t, x) ∈ [0,+∞)× (−∞,+∞) ìà¹ âèãëÿä

U =
λ2
2λ3

[
1 + tanh

λ2t

2

]
+ c

exp (λ3+ρ1βλ2)t
4ρ1β(

cosh λ2t
2

)3/2 exp

(
−

√
λ3

4ρ1β
|x|

)
,

V =
a2
c2

+ βU,

(90)

äå ρ1β > b1
2a1
, ρ1 < 0, β < 0, β = b1−b2

c2−c1 = −a2b1
a1c2

, λ2 = a1 − c1
a2
c2
> 0,

λ3 = b1 + c1β > 0, c ∈ R.

Òåîðåìà 5. Òî÷íèé îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ñèñòåìè Øi åñàäè�Êàâàñàêi�Òåðàìîòî (87) ïðè a1 = a2 = a òà ïî÷à-

òêîâèõ óìîâàõ

U =
a(c1 − c2)

2(b2c1 − b1c2)
+ c exp

(
−

√
λ3

4ρ1β
|x|

)
≡ U0(x),

V = βU0(x)

(91)

i êðàéîâèõ óìîâàõ Íîéìàíà (89) â îáëàñòi (t, x) ∈ [0,+∞)× (−∞,+∞)

ìà¹ âèãëÿä

U =
a(c1 − c2)

2(b2c1 − b1c2)

[
1 + tanh

at

2

]
+

+ c
exp a(1+ρ1β)t

4ρ1β(
cosh at

2

)3/2 exp

(
−

√
λ3

4ρ1β
|x|

)
,

V =
b1 − b2
c2 − c1

U,

(92)

äå ρ1β > 1/2, ρ1 > 0, β = b1−b2
c2−c1 > 0, λ3 = b1 + c1β > 0, c ∈ R.

Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî ðîçâ'ÿçîê (90) ìà¹ âëàñòèâiñòü

(U, V ) →
(
a1
b1
, 0

)
ïðè t→ ∞. (93)
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Ìîâîþ áiîëîãi÷íèõ òåðìiíiâ öå îçíà÷à¹, ùî çìàãàííÿ ìiæ ïîïóëÿöiÿìè

äâîõ âèäiâ U i V ¹ áåçêîìïðîìiñíèì i, âðåøòi-ðåøò, ðiñò ïîïóëÿöi¨ âèäó

U âåäå äî ïîâíîãî çíèêíåííÿ âèäó V .

Ðîçâ'ÿçîê (92) íà íåñêií÷åííîñòi ïîâîäèòüñÿ ïî-iíøîìó:

(U, V ) →
(
a(c2 − c1)

b1c2 − b2c1
,
a(b1 − b2)

b1c2 − b2c1

)
ïðè t→ ∞. (94)

Öå iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê âèïàäîê �ì'ÿêîãî� çìàãàííÿ ìiæ äâîìà ïîïóëÿ-

öiÿìè, ÿêå äîïóñêà¹ ÿê çàâãîäíî äîâãå ñïiâiñíóâàííÿ âèäiâ. Çàóâàæèìî,

ùî òåîðåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Øi åñàäè�Êàâàñàêi�Òåðàìîòî

ç âëàñòèâîñòÿìè (93)�(94) áóëî äîâåäåíî ó ðîáîòi: Lou Y. and Ni W.-M.,

Di�usion, self-di�usion and cross-di�usion. // J. Di�. Eqs., 1996, V.131, 79�

131.

3.3 Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ [42, 99]

Âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ òà ïîáóäîâàíî òî÷íi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿíü âèãëÿäó

f(x)ut = (g(u)a(u)ux)x + b(u)ux,

äå f = f(x), g = g(x), a = a(u) i b = b(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ

àðãóìåíòiâ, f(x)g(x)a(u) ̸=0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ t → t, x →
∫
g(x)−1dx, u → u, ìî-

æíà çâåñòè öå ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿííÿ ç g(x) = 1. Òîìó, íå îáìåæóþ÷è

çàãàëüíîñòi, íàäàëi ðîçãëÿäà¹ìî êëàñ

f(x)ut = (a(u)ux)x + b(u)ux. (95)

Ðåçóëüòàò êëàñè÷íî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó ðiâíÿíü (95)

ìîæíà ïiäñóìóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà. Àëãåáðîþ Ëi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï êëàñó ðiâíÿíü (95) ¹ àëãåáðà

Aker = ⟨∂t⟩.
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Òåîðåìà. Àëãåáðîþ Ëi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G equiv êëàñó (95) ¹ àë-

ãåáðà

A equiv = ⟨∂t, ∂x, ∂u, t∂t + f∂f , x∂x − 2f∂f − b∂b, u∂u,

f∂f + b∂b + a∂a⟩.

Òîäi ãðóïà G equiv ìiñòèòü íàñòóïíi íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ:

t̃ = teε4 + ε1, x̃ = xeε5 + ε2, ũ = ueε6 + ε3,

f̃ = feε4−2ε5+ε7, ã = aeε7, b̃ = be−ε5+ε7,

äå ε1, . . . , ε7 � äîâiëüíi ñòàëi. Äëÿ êëàñó (95) òàêîæ iñíó¹ íåòðèâiàëüíà

ãðóïà äèñêðåòíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà ãåíåðó¹òüñÿ ÷îòèðìà

iíâîëþòèâíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çìiíè çíàêó ó ìíîæèíàõ {t, a, b}, {x, b},
{u} i {f, a, b}.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä, ìîæíà äîâåñòè, ùî G equiv ñïiâïàäà¹

ç ãðóïîþ, ÿêà ãåíåðó¹òüñÿ íàâåäåíèìè íåïåðåðâíèìè òà äèñêðåòíèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè.

Çíàéäåíî âñi íååêâiâàëåíòíi âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç G equiv ðiâíÿííÿ

ç êëàñó (95), äëÿ ÿêèõ Amax ̸= Aker. Ç òî÷íiñòþ äî G equiv iñíó¹ 35 âèïàäêiâ

ðîçøèðåííÿ ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï êëàñó ðiâíÿíü (95).

Ñåðåä ïðîêëàñèôiêîâàíèõ ðiâíÿíü ¹ ðiâíÿííÿ ç ãóñòèíîþ f , ëîêà-

ëiçîâàíîþ ó ïðîñòîði çìiííî¨ x, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî áiëüø øèðîêî¨

íiæ Aker = ⟨∂t⟩ àëãåáðè Ëi.
Çíàéäåíî âñi äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî çâîäÿòü

ðiâíÿííÿ ç êëàñèôiêàöi¨ äî áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó. Ôàêòè÷íî, ðiâíÿí-

íÿ ç (95) ïðîêëàñèôiêîâàíî ç òî÷íiñòþ äî äâîõ ðiçíèõ âiäíîøåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi, ùî ãåíåðóþòüñÿ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi òà ìíîæèíîþ âñiõ

ìîæëèâèõ ïåðåòâîðåíü.

Ñóêóïíiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ îïèñó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà. ßêùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (95) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî àëãåáðè Ëi

ðîçìiðíîñòi íå ìåíøå 4, éîãî ìîæíà çâåñòè ëîêàëüíèìè ïåðåòâîðåí-

íÿìè äî ðiâíÿííÿ ç f(x) = 1.
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Äëÿ äåÿêèõ ïiäêëàñiâ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ïîáóäîâàíî îïòèìàëüíó

ñèñòåìó íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð, âiäïîâiäíi ëi¨âñüêi àíçàöè òà òî÷íi

iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè. Çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíò-

íîñòi îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ïåðåâåäåíî ó ðîçâ'ÿçêè áiëüø öiêàâèõ òà ñêëàä-

íèõ ðiâíÿíü ç ëîêàëiçîâàíîþ ãóñòèíîþ.

3.4 Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà

[44, 41, 100, 101, 96]

Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó êëàñi (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíié-

íèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì âèãëÿäó

iψt + ψxx + |ψ|γψ + V ψ = 0 (96)

òà (1 + n)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

iψt +∆ψ + k|x|2ψ − f(|ψ|)ψ = 0 (97)

(V = V (t, x), f = f(|ψ|) � äîâiëüíi ãëàäêi êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨

ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, γ ̸= 0 i k � äiéñíi ñòàëi).

Ôàêòè÷íî, äëÿ êëàñó ðiâíÿíü (96) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òðè ñóòò¹âî ðiçíi

çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨: êëàñèôiêàöiÿ ïîòåíöiàëiâ, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä t,

êëàñèôiêàöiÿ ñòàöiîíàðíèõ ïîòåíöiàëiâ òà êëàñèôiêàöiÿ ó çàãàëüíîìó âè-

ïàäêó.

Òåîðåìà. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G equiv êëàñó (96) ãåíåðó¹òüñÿ ñiì'¹þ

íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü

t̃ = T, x̃ = x
√
Tt +X, γ̃ = γ,

ψ̃ = ψ
1

(Tt)1/γ
exp

(
i

8

Ttt
Tt
x2 +

i

2

Xt√
Tt
x+ iΨ

)
,

Ṽ =
1

Tt

(
V +

1

8

(
Ttt
Tt

)
t

x2 +
1

2

(
Xt√
Tt

)
t

x+ i
γ̂

4

Ttt
Tt

−

−
(
1

4

Ttt
Tt
x+

1

2

Xt√
Tt

)2

+Ψt

)
(98)
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i äâîìà äèñêðåòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè: ïðîñòîðîâèì âiääçåðêàëåííÿì

Ix (t̃ = t, x̃ = −x, ψ̃ = ψ, γ̃ = γ, Ṽ = V ) òà ÷àñîâèì âiääçåðêàëåííÿì

Âiãíåðà It (t̃ = −t, x̃ = x, ψ̃ = ψ∗, γ̃ = γ, Ṽ = V ∗). Òóò T , X i Ψ �

äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t, Tt > 0, γ̂ = γ−1(4− γ).

Òåîðåìà. Ïîâíèé ïåðåëiê íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ïîòåíöiàëiâ V , ÿêi

äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè Ëi iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü (96), âè÷åðïó¹òüñÿ ïîòåíöiàëàìè, íàâåäåíèìè ó òàáë. 1.

Òàáëèöÿ 1

Ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨. W (t), ν, α, β ∈ R, (α, β) ̸= (0, 0)

N V Áàçèñ àëãåáðè Amax

0 V (t, x) M

1 iW (t) M, ∂x, G(t)

2 i
2
γ̂ t+ν
t2+1 M, ∂x, G(t), D(t2 + 1)

3 iνt−1, ν ̸= 0, γ̂2 M, ∂x, G(t), D(t)

4 i M, ∂x, G(t), ∂t

5 0, γ ̸= 4 M, ∂x, G(t), ∂t, D(t)

γ = 4 M, ∂x, G(t), ∂t, D(t), D(t2)

6 V (x) M, ∂t

7 (α+ iβ)x−2, γ ̸= 4 M, ∂t, D(t)

γ = 4 M, ∂t, D(t), D(t2)

Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä êëàñèôiêàöi¨ äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè íåîá-

õiäíi i äîñòàòíi óìîâè âçà¹ìíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ

ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi â àëãåáðà¨÷íèõ òåðìiíàõ. Êëàñè÷íi

ñòàöiîíàðíi ïîòåíöiàëè (âiëüíî¨ ÷àñòèíêè, ãàðìîíiéíîãî i ðåïóëüñèâíîãî

îñöèëÿòîðà, âiëüíîãî ïàäiííÿ, ðàäiàëüíî¨ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè, ðàäiàëüíîãî

ãàðìîíiéíîãî i ðåïóëüñèâíîãî îñöèëÿòîðiâ) ïðèðîäíî âèíèêàþòü ó ãðó-

ïîâié êëàñèôiêàöi¨ â êëàñi ñòàöiîíàðíèõ ïîòåíöiàëiâ âiäíîñíî ãðóïè åê-

âiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîâíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó (96), ïîáóäîâàíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ïåðåòâîðåííÿ, ùî çâîäÿòü öi
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x-çàëåæíi ïîòåíöiàëè äî x-íåçàëåæíèõ.

3.5 Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü åéêîíàëà [91]

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

uaua = F (t, u, ut) (99)

äëÿ îäíi¹¨ äiéñíî¨ ôóíêöi¨ u = u(t, x) âiä n+1 íåçàëåæíèõ çìiííèõ t = x0

i x = (x1, x2, . . . , xn), n ≥ 2. Òóò i íàäàëi íèæíié iíäåêñ ôóíêöi¨ ïîçíà-

÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà âiäïîâiäíîþ çìiííîþ. Iíäåêñè a i b çìiíþþòüñÿ

âiä 1 äî n. Çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, éäå ïiäñóìîâóâàííÿ. Êëàñ

ðiâíÿíü (99) âêëþ÷à¹ ÿê ÷àñòèííi âèïàäêè äåÿêi âiäîìi ðiâíÿííÿ:

F = 2mut � ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà-ßêîái;

F = u2t − 1 � ðåëÿòèâiñòñüêå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà;

F = u2t � ðiâíÿííÿ åéêîíàëà.

Âèêîíà¹ìî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü âèãëÿäó (99) çà äîâiëü-

íèì åëåìåíòîì � ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ F = F (t, u, ut) ̸≡ 0. (Òóò i íàäàëi

ãëàäêiñòü îçíà÷à¹ íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü.)

ßäðî îñíîâíèõ ãðóï i ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi. Íåõàé iíôiíiòåçiìàëü-

íèé îïåðàòîð

Q = ξ0(t, x, u)∂t + ξa(t, x, u)∂a + η(t, x, u)∂u

ïîðîäæó¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ãðóïó ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (99). Òîäi ç iíôiíi-

òåçiìàëüíîãî êðèòåðiþ iíâàðiàíòíîñòi ïiñëÿ ïåðåõîäó íà ìíîãîâèä, çàäà-

íèé ðiâíÿííÿì (99) â ïðîäîâæåíîìó ïðîñòîði, òà ðîçùåïëåííÿ çà íåçâ'ÿ-

çàíèìè çìiííèìè îòðèìà¹ìî òàêi âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íòè

îïåðàòîðà Q:

ξab + ξba = 0, ξaa = ξbb , a ̸= b (100)

(ïiäñóìîâóâàííÿ ïî a i b òóò íåìà¹),

(ξat + ξauut)Fut − 2ξauF + 2ηa − 2utξ
0
a = 0, (101)
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ξ0Ft + ηFu + (ηt + (ηu − ξ0t )ut − ξ0uu
2
t )Fut = 2(ηu − ξ11 − ξ0uut)F. (102)

ßêùî íå ôiêñóâàòè ôóíêöiþ F , òî ðîçùåïëþþ÷è â (101) òà (102) çà

�çìiííèìè� F , Ft, Fu, Fut, ut, îòðèìà¹ìî η = ξ0 = 0, ξ11 = 0, ξat = ξau = 0,

çâiäêè ç óðàõóâàííÿì (100) ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ.Ïåðåòèíîì ìàêñèìàëüíèõ ãðóï ëîêàëüíèõ ñèìåòðié ðiâ-

íÿíü âèãëÿäó (99) ¹ ãðóïà Åâêëiäà E(n), àëãåáðà Ëi ÿêî¨

Aker = e(n) = ⟨∂a, Jab = xa∂b − xb∂a⟩.

Ìàêñèìàëüíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿíü (99) (òîáòî ìíîæèíà

ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü â ïðîñòîði �çìiííèõ� t, x, u, F , ùî íå âèâîäÿòü ç

êëàñó ðiâíÿíü (99), ïðè÷îìó ïåðåòâîðåííÿ ïî t, x i u íå çàëåæàòü âiä F )

ñïiâïàäà¹ ç ãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ ñóêóïíiñòþ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ãðóï

ëîêàëüíèõ ñèìåòðié ñèñòåìè

uaua = F, w = ut, Fa = 0, (103)

iíôiíiòåçiìàëüíi îïåðàòîðè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä

Q̂ = ξ̂0(t, x, u)∂t + ξ̂a(t, x, u)∂a + η̂(t, x, u)∂u

+ θ̂(t, x, u, w)∂w + χ̂(t, x, u, w, F )∂F .

Ç iíôiíiòåçiìàëüíîãî êðèòåðiþ iíâàðiàíòíîñòi äëÿ ñèñòåìè (103) ïiñëÿ

ðîçùåïëåííÿ çà íåçâ'ÿçàíèìè çìiííèìè îòðèìà¹ìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ

íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà Q̂, ç ÿêèõ âèïëèâà¹, ùî iíôiíiòåçiìàëüíèé îïå-

ðàòîð áóäü-ÿêî¨ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿííÿ (99)

¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ îïåðàòîðiâ

∂a, Jab, xa∂a − 2F∂F , ξ̄∂t + η̄∂u + 2(η̄u − ξ̄uut)F∂F , (104)

äå ξ̄ i η̄ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííèõ t i u. Îòæå, ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi, ùî íåòðèâiàëüíî äiþòü íà ïàðàìåòð F , ìàþòü âèãëÿä

t̃ = ζ(t, u), ũ = φ(t, u), x̃ = δx,
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F̃ = δ−2(φu − ζuũt̃)
2F = δ−2

(
ζtφu − ζuφt
ζt + ζuut

)2

F, (105)

äå δ � íåíóëüîâà ñòàëà, ζ òà φ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííèõ t i u,

ïðè÷îìó ζtφu − ζuφt ̸= 0.

ßêùî îáìåæèòè êëàñ ðiâíÿíü (99), íàêëàâøè äîäàòêîâó óìîâó Ft =

0 (öåé ïiäêëàñ âèäiëÿ¹òüñÿ ïðè êëàñèôiêàöi¨), òî äëÿ îá÷èñëåííÿ âiä-

ïîâiäíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öþ óìîâó íåîáõiäíî ïðè¹äíàòè äî ñèñòå-

ìè (103). Â ðåçóëüòàòi ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi çâóæó¹òüñÿ: iíôiíiòåçiìàëü-

íèé îïåðàòîð áóäü-ÿêî¨ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿ-

ííÿ (99) ç F = F (u, ut) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ îïåðàòîðà t∂t òà îïåðà-

òîðiâ (104), äå ôóíêöi¨ ξ̄ i η̄ òåïåð çàëåæàòü ëèøå âiä çìiííî¨ u, à òîìó

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî íåòðèâiàëüíî äiþòü íà ïàðàìåòð F ,

ìàþòü âèãëÿä

t̃ = δ̂t+ ζ(u), ũ = φ(u), x̃ = δx,

F̃ = δ−2(φu − ζuũt̃)
2F = δ−2

(
δ̂φu

δ̂ + ζuut

)2

F, (106)

äå δ, δ̂ � íåíóëüîâi ñòàëi, ζ òà φ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ u,

ïðè÷îìó φu ̸= 0.

Ïîäàëüøå îáìåæåííÿ êëàñó ðiâíÿíü (99) ìîæå ïðèçâîäèòè äî ïîÿâè

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòíîñòi âèãëÿäó (105), âiäìiííèõ âiä (106) (äèâ.

äîâåäåííÿ).

Ðåçóëüòàò êëàñèôiêàöi¨. Âñi ìîæëèâi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñè-

ìàëüíî¨ â ñåíñi Ëi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü (99) ç òî÷íiñòþ äî

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (105) âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè ç òàáëè-

öi 1.
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Òàáëèöÿ 1

F Áàçèñíi îïåðàòîðè ñèìåòði¨

0 F (t, u, ut) ∂a, Jab

1 eδtf(u, ut), δ∈{0; 1} ∂a, Jab, 2∂t − δxa∂a

2 euh(ut) ∂a, Jab, ∂t, 2∂u − xa∂a

3 |u|2−δh(ut), δ ̸= 2 ∂a, Jab, ∂t, 2t∂t + 2u∂u + δxa∂a

4 h(ut) ∂a, Jab, ∂t, ∂u, D

5 eut ∂a, Jab, ∂t, ∂u, D, xa∂a − 2t∂u

6 |ut|β, β ̸= 0, 1, 2 ∂a, Jab, ∂t, ∂u, D, (β − 2)xa∂a − 2u∂u

7 u2t 2gµνc
µ(u)xνxκ∂κ − cκ(u)gµνxµxν∂κ + gµνb

µκ(u)xν∂κ+

+d(u)xκ∂κ + aκ(u)∂κ + η(u)∂u

8 ε2u
2
t + ε1 ∂a, Jab, ∂t, ∂u, D, Jua = u∂a + ε1xa∂u, Jta = t∂a + ε2xa∂t,

Jut = u∂t−ε1ε2t∂u, Ka = 2xaD−s2∂a, Ku = 2uD+ε1s
2∂u,

Kt = 2tD + ε2s
2∂t, äå s

2 = xaxa − ε1u
2 − ε2t

2

9 ε2e
uu2t + ε1 ∂a, Jab, ∂t, t∂t + 2∂u, (t

2 − 4ε1ε2e
u)∂t + 4t∂u

10 cos−2uu2t + 1 ∂a, Jab, ∂t, cos t tan u ∂t − sin t ∂u, sin t tan u ∂t + cos t ∂u

11 ±(cos−2uu2t − 1) ∂a, Jab, ∂t, cosh t tan u ∂t+sinh t ∂u, sinh t tan u ∂t+cosh t ∂u

12 cosh−2uu2t + 1 ∂a, Jab, ∂t, cosh t tanh u ∂t − sinh t ∂u, sinh t tanh u ∂t −
cosh t ∂u

Â òàáëèöi 1 F = F (t, u, ut), f = f(u, ut), h = h(ut) � äîâiëüíi ãëàä-

êi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, δ � ñòàëà, ε1, ε2 = ±1, (ε1, ε2) ̸= (−1,−1),

Jab = xa∂b − xb∂a, D = t∂t + u∂u + xa∂a. Ó âèïàäêó 7 gµν � ìåòðè÷íèé

òåíçîð ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî R1,n, òîáòî g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1,

gµν = 0, µ ̸= ν; cµ, bµκ, d, aκ, η � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ u

(äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè òàêîãî âèãëÿäó óòâîðþâàëè àëãåáðó, íåîáõi-

äíî âèìàãàòè, ùîá öi ôóíêöi¨ áóëè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè àáî

äiéñíî-àíàëiòè÷íèìè); iíäåêñè µ, ν, κ çìiíþþòüñÿ âiä 0 äî 3.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîìi ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái i åé-
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êîíàëà òà ðåëÿòèâiñòñüêå ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà) âèäiëÿþòüñÿ â ñiì'¨ ðiâ-

íÿíü (99) ÿê ïðåäñòàâíèêè êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü, ùî ìàþòü íàé-

øèðøó ñèìåòðiþ.

3.6 Çàêîíè çáåðåæåííÿ [45, 43, 97]

Ðîçðîáëåíî ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäíîñíî ãðóïè

ïåðåòâîðåíü, ââåäåíî ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà

ëîêàëüíî¨ çàëåæíîñòi ïîòåíöiàëiâ, óçàãàëüíåíî ïðÿìèé ìåòîä çíàõîäæå-

ííÿ ëîêàëüíèõ òà iòåðàöiéíèé ìåòîä ïîáóäîâè íåëîêàëüíèõ (ïîòåíöiàëü-

íèõ) çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

Âèêîíàíî êëàñèôiêàöiþ âñiõ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ êëà-

ñó (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

f(x)ut = (g(x)a(u)ux)x + h(x)b(u)ux

ç òî÷íiñòþ ÿê äî çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, òàê â äî óçàãàëüíå-

íî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ìiñòèòü íåëîêàëüíi âiäíîñíî ïàðàìåòð-

ôóíêöié ïåðåòâîðåííÿ.

Çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî iòåðàöiéíîãî ìåòîäó ïîáóäîâàíî ëîêàëüíi òà

íåëîêàëüíi (ïîòåíöiàëüíi) çàêîíè çáåðåæåííÿ òà âiäïîâiäíi ïîòåíöiàëüíi

ñèñòåìè äëÿ êëàñó ðiâíÿíü

ut = (a(u)ux)x + b(u)ux. (107)

Ïiäñóìîâóþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ìîæíà ïîáóäóâàòè âè÷åðïíó i¹ðàð-

õiþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (âêëþ÷àþ÷è ëîêàëüíi) äëÿ äàíîãî êëàñó ðiâíÿíü

ç òî÷íiñòþ äî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì

• �çàãàëüíèé� ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü ïà-

ðàìåòð-ôóíêöié a òà b âèãëÿäó Dtu + Dx(−aux −
∫
b) = 0 (òóò i

íàäàëi Dt, Dx � îïåðàòîðè ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííèìè

Dt òà Dx âiäïîâiäíî,
∫
a =

∫
a(u)du,

∫
b =

∫
b(u)du);
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• äâà íåçàëåæíi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ: îäèí �çàãàëüíèé� ëî-

êàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ òà îäèí ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ âè-

ãëÿäó Dt(xu)+Dx(
∫
a−xaux) = 0 ÿêùî b = 0 àáî Dt(e

x(ex + ε)−2v)

+Dx(−ex(ex + ε)−1
∫
a) ÿêùî b = a;

• îäèí �çàãàëüíèé� ëîêàëüíèé òà îäèí íàéïðîñòiøèé ïîòåíöiàëüíèé

çàêîí çáåðåæåííÿ âèãëÿäó Dte
v+Dx(−ev

∫
a) = 0, ÿêùî b =

∫
a+ua

(ïîòåíöiàëüíà çìiííà v âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê vx = u, vt = aux +
∫
b);

• íåñêií÷åííà ñåðiÿ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ ëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi âèãëÿäó Dt(αu) + Dx(αxu − αux) = 0, äå

α(t, x) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

αt + αxx = 0;

• îäèí �çàãàëüíèé� ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ òà íåñêií÷åííà ñåðiÿ

íàéïðîñòiøèõ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ Áþð-

ãåðñà âèãëÿäóDt(αe
v)+Dx(αxe

v−αuev) = 0, äå ïîòåíöiàëüíà çìiííà

v âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê vx = u, vt = aux + u2, à α(t, x) � äîâiëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi αt + αxx = 0;

• äâà íåçàëåæíi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ u−2-äèôóçi¨

òà ðiâíÿííÿ Ôîêàøà�Éîðòñîñà ÿê ïiäêëàñiâ ç b = 0 òà b = a òà äîäà-

òêîâî íåñêií÷åííà ñåðiÿ íàéïðîñòiøiõ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðå-

æåííÿ (Dtσ +Dx(σvu
−1) = 0 äëÿ ðiâíÿííÿ u−2-äèôóçi¨ i Dt(σe

x) +

Dx(σvu
−1ex) = 0 äëÿ ðiâíÿííÿ Ôîêàøà�Éîðòñîñà). Òóò ïîòåíöiàëü-

íà çìiííà v âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê vx = u, vt = aux+
∫
b, σ(t, v) � äîâiëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi σt + σvv = 0.

Ïîêàçàíî, ùî i¹ðàðõiÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ãåíåðó¹ ïîâíèé ïåðåëiê

ëîêàëüíî íååêâiâàëåíòíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì äëÿ êëàñó (107):

• �çàãàëüíà� ïîòåíöiàëüíà ñèñòåìà vx = u, vt = aux +
∫
b;

• äîäàòêîâi íàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè vx = xu, vt = xaux−
∫
a

àáî vx = (ex + ε)u, vt = (ex + ε)aux + ε
∫
a, ÿêùî b = 0 àáî b = a

âiäïîâiäíî;
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• ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè äðóãîãî ðiâíÿ vx = u, wx = v, wt =
∫
a òà

vx = u, wx = exv, wt = ex
∫
a (ÿêi, ôàêòè÷íî, åêâiâàëåíòíi îá'¹ä-

íàííþ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì ïåðøîãî ðiâíÿ) ïðè b = 0 àáî b = a

âiäïîâiäíî;

• ñèñòåìà vx = αu, vt = αux − αxu ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ ëîêàëüíî

íåçàëåæíèõ ïîòåíöiàëiâ äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi.

3.7 Ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

i ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ äëÿ êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ [98]

Äëÿ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäà¹ ñïiëüíîìó äëÿ âñiõ çíà÷åíü

ïàðàìåòð�ôóíêöié çàêîíó çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ (107) âèêîíàíî ïîâíó

ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ. Çíàéäåíî 8 íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðå-

ííÿ àëãåáðè Ëi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï Aker
pot = ⟨∂t, ∂x, ∂v⟩, îïåðàòîðè ñè-

ìåòði¨ ç ÿêèõ ãåíåðóþòü ëèøå ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ òà 12

íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ àëãåáðè Aker
pot, îïåðàòîðè ñèìåòði¨

ç ÿêèõ ãåíåðóþòü ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïîáóäîâàíî ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i ïîòåíöiàëü-

íi ñèìåòði¨ äëÿ äàíîãî êëàñó ðiâíÿíü òà äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîòåí-

öiàëüíèìè i êëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåò-

âîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Äîâåäåíî, ùî âñi ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ìîæíà

îòðèìàòè ç ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü âèãëÿäó (107) çà äîïîìîãîþ ïðî-

äîâæåííÿ íà ïîòåíöiàë v i çàñòîñóâàííÿ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åê-

âiâàëåíòíîñòi.

3.8 Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ãàëiëåé-iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü

âèñîêîãî ïîðÿäêó [16]

Ðîçãëÿíåìî êëàñ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut + uu1 = F (u2, u3, . . . , un), (108)
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äå u = u(t, x), ut = ∂u/∂t, uk = ∂ku/∂xk, k = 1, n, n ∈ N, n ⩾ 2, F �

äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííèõ u2, u3, . . . , un. Âàæëèâiñòü öüîãî êëàñó

ðiâíÿíü i íåîáõiäíiñòü éîãî äîñëiäæåííÿ îáóìîâëåíà êiëüêîìà ïðè÷èíà-

ìè. Ïåðø çà âñå, âií ìiñòèòü ÿê ÷àñòèííi âèïàäêè íèçêó âiäîìèõ ðiâíÿíü

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè:

F = 0 � ðiâíÿííÿ ïðîñòî¨ õâèëi;

F = µu2 � ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà;

F = νu3 � ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà;

F = µu2 + νu3 � ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà�Áþðãåðñà;

F = µu2 + γu4 � ðiâíÿííÿ Êóðàìîòî�Ñèâàøèíñüêîãî.

Êðiì òîãî, ÷àñòèííà ïîõiäíà ïî ÷àñó âõîäèòü â ðiâíÿííÿ (108) ó ñêëàäi

�ìàòåðiàëüíî¨ ïîõiäíî¨� ∂/∂t + u∂/∂t, ÿêà ñïiâïàäà¹ ç ïîâíîþ ïîõiäíîþ

ïî ÷àñó d/dt ó âèïàäêó, êîëè u iíòåðïðåòóþòü ÿê øâèäêiñòü ïåðåìiùåííÿ

÷àñòèíîê ïåâíîãî ñåðåäîâèùà (â åéëåðîâèõ êîîðäèíàòàõ). Íàÿâíiñòü òà-

êîãî àãðåãàòó (ðàçîì iç ñòðóêòóðîþ ôóíêöi¨ F ) ãàðàíòó¹ âèêîíàííÿ äëÿ

âñiõ ðiâíÿíü ç êëàñó (108) ïðèíöèïó âiäíîñíîñòi Ãàëiëåÿ, òîáòî iíâàðiàí-

òíiñòü âiäíîñíî ãðóïè Ãàëiëåÿ G(1, 1), ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè

çñóâó çà ÷àñîì t i ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ x (t′ = t+ a, x′ = x+ b, u′ = u)

òà ïåðåòâîðåííÿìè Ãàëiëåÿ (t′ = t, x′ = x+ vt, u′ = u+ v).

Â öié ðîáîòi âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ â âóæ÷îìó, íiæ (108),

êëàñi ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut + uu1 = F (un), Fun ̸= 0, (109)

òîáòî ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ F çàëåæèòü ëèøå âiä ñòàðøî¨

ïîõiäíî¨ un. Âïåðøå êëàñèôiêàöiþ òàêèõ ðiâíÿíü äëÿ n ∈ {2; 3; 4} ïðîâå-
äåíî Â.Ì. Áîéêîì òà Â.I. Ôóùè÷åì, äå äëÿ íèõ òàêîæ ïîáóäîâàíî êëàñè

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ, ùî ìàþòü øèðîêó ñèìå-

òðiþ. Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ, çíà÷åííÿ n òóò íå ôiêñó¹-

òüñÿ, ùî ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ äîâåäåííÿ êëàñèôiêàöiéíîãî ðåçóëüòàòó.
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2. Ðåçóëüòàò êëàñèôiêàöi¨. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

P0 = ∂t, P1 = ∂x, G = t∂x + ∂u,

Dk = (nk − k + 1)t∂t + (2− k)x∂x + (1− nk)u∂u,

D = (n+ 1)D3/(n+1) = 2t∂t + x∂x − u∂u,

Π = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u,

D′ = 2D − (2n− 1)(t2∂x + 2t∂u), D̂ = 4t∂t + 5x∂x + u∂u,

R1 = u∂x, R2 = (2tu− x)∂x + u∂u, R3 = (tu− x)(t∂x + ∂u).

Ðåçóëüòàò ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ùîäî ðiâíÿíü âèãëÿäó (109) ñôîð-

ìóëüîâàíî ó âèãëÿäi òðüîõ íàñòóïíèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 1. ßäðî îñíîâíèõ ãðóï ðiâíÿíü âèãëÿäó (109) ñïiâïàäà¹ ç ãðó-

ïîþ Ãàëiëåÿ G(1, 1), àëãåáðà Ëi ÿêî¨ Aker = AG(1, 1) = ⟨P0, P1, G⟩.

Òåîðåìà 2. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Gequiv êëàñó ðiâíÿíü (109) ïîðî-

äæó¹òüñÿ îïåðàòîðàìè P0, P1, G, t∂t + x∂x − F∂F , x∂x + u∂u + F∂F ,

t2∂x+2t∂u+2∂F . Äiÿ áóäü-ÿêîãî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ôóí-

êöiþ F ìà¹ âèãëÿä

F̃ (un) = δ1F (δ2un) + δ0, äå δ0, δ1, δ2 ∈ R, δ1δ2 ̸= 0. (110)

Çàóâàæåííÿ. Ïðè âèâåäåííi ôîðìóëè (110) (ùîá çíÿòè âèìîãó äîäà-

òíîñòi äëÿ êîíñòàíò δ1 i δ2) âèêîðèñòîâóâàëèñü òàêîæ äâà äèñêðåòíèõ

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿíü (109):

t̃ = −t, x̃ = −x, ũ = u, F̃ = −F òà

t̃ = t, x̃ = −x, ũ = −u, F̃ = −F.

Òåîðåìà 3. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ç Gequiv äëÿ ðiâíÿíü (109) iñíó¹

ëèøå ÷îòèðè ïðè n = 2 i òðè ïðè n > 2 âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñè-

ìàëüíî¨ â ñåíñi Ëi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi Amax = Amax(F ) (íèæ÷å íà-

âåäåíî ëèøå áàçèñíi îïåðàòîðè ç äîïîâíåííÿ äî AG(1, 1)):

1. F = (un)
k, k ̸= 0, 3

n+1: Dk;
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2. F = ln un: D′;

3. F = (un)
3

n+1 : D, Π;

4. F = (u2)
1
3 (n = 2): D̂, R1, R2, R3.

Â äîâåäåííi êëàñèôiêàöiéíîãî ðåçóëüòàòó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêà ëå-

ìà.

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

ut = H(t, x, u, u1, u2, . . . , un), äå n ⩾ 2, Hun ̸= 0,

êîåôiöi¹íò ξt ïðè ∂t â áóäü-ÿêîìó iíôiíåçiìàëüíîìó îïåðàòîði, ùî ïîðî-

äæó¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ãðóïó ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ñèìåòði¨ öüîãî

ðiâíÿííÿ, íå çàëåæèòü âiä x i u.

3.9 Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ îäíî- òà äâîâèìiðíèõ ðiâíÿíü

Ôîêåðà�Ïëàíêà [1]

Çäiéñíåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ ÔÏ äëÿ

äîâiëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ çíîñó i äèôóçi¨

∂u

∂t
= − ∂

∂x
[A(t, x)u] +

1

2

∂2

∂x2
[B(t, x)u]. (111)

Oêðiì öüîãî, ðîçãëÿíóòî ðÿä iíøèõ çàäà÷, ÿêi òiñíî çâ'ÿçàíi iç òåîðåòè-

êî-àëãåáðà¨÷íèìè äîñëiäæåííÿìè ðiâíÿííÿ (111). Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñè-

ìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ðiâíÿííÿ (111) âèêîðèñòàíî àëãîðèòì Ëi.

Ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî çàìiíè çìiííèõ

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), u = v(t, x)ũ,

dT

dt
̸= 0, Xx ̸= 0, v ̸= 0, (112)

ÿêi çáåðiãàþòü âèãëÿä ðiâíÿííÿ (111) íåçìiííèì.

Òåîðåìà. ßêùî ðiâíÿííÿ ÔÏ (111) äîïóñêà¹ õî÷à á îäèí îïåðàòîð ñè-

ìåòði¨ Q (Q ̸= u∂u, Q ̸= f(t, x)∂u, äå f(t, x) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ (111)), òî iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (112), ÿêå çâîäèòü éîãî
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äî ðiâíÿííÿ (111), äå A = Ã(x̃), B = B̃(x̃), àáî äî ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-

âiäíîñòi.

Íàñëiäîê. Ðiâíÿííÿ ÔÏ (111) ìîæå ìàòè àëãåáðè iíâàðiàíòîñòåé

ðîçìiðíîñòi 1, 2, 4, 6.

Íàéáiëüø öiêàâèìè iç òåîðåòèêî-ãðóïîâîãî ïîãëÿäó ¹ âèïàäêè, êî-

ëè çàäàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ íàéáiëüø âèñîêi ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi. Òàêèìè,

î÷åâèäíî, äëÿ ðiâíÿííÿ ÔÏ áóäóòü âèïàäêè, êîëè âîíî äîïóñêà¹ àëãåáðè

iíâàðiàíòíîñòi ðîçìiðíîñòi 4 òà 6. Çíàéäåíî óìîâè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿ-

ííÿ ÔÏ (111) âiäíîñíî 4- òà 6-âèìiðíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi.

Ó ðîáîòi [Äûíêèí Å.Á. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. � M.: Ôèçìàòãèç. �

1963. � 860 c.] ïîêàçàíî, ùî áóäü-ÿêèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ iç êîåôiöi-

¹íòîì çíåñåííÿ A(t, x) i êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨ B(t, x) ìîæíà çâåñòè çà

äîïîìîãîþ âèïàäêîâî¨ çàìiíè ÷àñó τ(t) äî äèôóçiéíîãî ïðîöåñó iç êîå-

ôiöi¹íòàìè Ã(t, x) = A(t, x)/B(t, x) i B̃(t, x) = 1. Ó ðîáîòi [Ciconga G.,

Vitali D. Classi�cation on the extended symmetries of the Fokker-Planck

equations // J. Phys. A: Math. Gen. � 1990. � 23. � L85�L88.] áóëî ïî-

êàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ ÔÏ (111), äå A(t, x) = A(x), B(t, x) = 1, ìîæå ìàòè

øåñòè-, ÷îòèðè- i äâîïàðàìåòðè÷íó ãðóïè ïåðåòâîðåíü. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ðåçóëüòàò òåîðåìè 3.1, ïðîâåäåíî àíàëîãi÷íó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâ-

íÿííÿ ÔÏ äëÿ êîåôiöi¹íòà B(t, x) = 1 i äîâiëüíîãî êîåôiöi¹íòà A(t, x).

Òåîðåìà. Íåõàé â ðiâíÿííi ÔÏ (111) B(t, x) = 1, à ôóíêöiÿ A(t, x)

çàäîâoëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

At +
1

2
Axx + AAx = λ(x−H(t))−3 + F (t)x+G(t), (113)

äå H, F , G � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, λ ∈ R. Òîäi, ÿêùî â (113) λ ̸= 0,

a G çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

G = H ′′ − FH, (114)

òî ðiâíÿííÿ ÔÏ äîïóñêà¹ ÷îòèðèâèìiðíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi. ßê-

ùî â (113) λ = 0, òî ðiâíÿííÿ ÔÏ äîïóñêà¹ øåñòèâèìiðíó àëãåáðó

iíâàðiàíòîñòi.
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Ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ

L ≡ ∂ u

∂ t
+
∂

∂x
[A1(x, y) u]+

∂

∂y
[A2(x, y) u]−

1

2
B1
∂2u

∂x2
− 1

2
B2
∂2u

∂y2
= 0, (115)

äå B1, B2 � ñòàëi. Çíàéäåíî óìîâè íà êîåôiöi¹íòè, çà ÿêèõ ðiâíÿííÿ ÔÏ

(115) ìà¹ 9-âèìiðíó ìàêñèìàëüíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi, òîáòî òàêî¨ æ

ðîçìiðíîñòi ÿê i àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-

âiäíîñòi

∂ u

∂ t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
. (116)

Òåîðåìà. Ðiâíÿííÿ ÔÏ (115) äîïóñêà¹ 9-âèìiðíó àëãåáðó iíâàðiàíòíî-

ñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè çíåñåííÿ òà äèôóçi¨ çàäîâîëü-

íÿþòü òàêi óìîâè:

A1x +
(A1)

2

B1
+ A2y +

(A2)
2

B2
= c1x

2 + c2x+ c3y
2 + c4y + c5,

A1yB2 = A2xB1. (117)

Òóò ci (i = 1, 2, . . . , 5) � äîâiëüíi äiéñíi ñòàëi iíòåãðóâàííÿ.

3.10 Êâàçi-òî÷íî ðîçâ'ÿçíi ìîäåëi Øðüîäiíãåðà [2, 103, 8]

Â îñòàííié ÷àñ áàãàòî ðîáiò (äèâ., íàïð. [Turbiner A.V. Quasi-exactly

solvable problems and sl2 algebra // Commun. Math. Phys. � 1988. � 118.

� P. 467�474.,Ushveridze A.G. Quasi-exactly solvable models in quantum

mechanics. � Bristol: IOP Publishing, 1993.] áóëî ïðèñâÿ÷åíî ïðîáëåìi

ïîáóäîâi òî÷íî òà êâàçi-òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ ìîäåëåé Øðüîäiíãåðà

Ĥ[x]ψ(x) =
[
∂2x + V (x)

]
ψ(x) = λψ(x). (118)

Â ðîáîòi [Spichak S., Zhdanov R. On algebraic classi�cation of Hermitian

quasi-exactly solvable matrix Schr�odinger operators on line // J. Phys. A:

Math. Gen. � 1999. � 32. � P. 3815�3831.] çíàéäåíî äîñèòü øèðîêi êëà-

ñè êâàçi-òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ ìàòðè÷íèõ ìîäåëåé Øðüîäiíãåðà, ÿêi ìàþòü
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Ëi-àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó. Ùîäî òî÷íî ðîçâ'ÿçíèõ ìîäåëåé, òî îïèñà-

íî ëèøå äåêiëüêà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ [Shifman M.A., Turbiner A.V.

Quantal problems with partial algebraization of the spectrum // Commun.

Math. Phys. � 1989. � 126. � P. 347�365.,Finkel F., Gonz�alez-L�opez A.,

Rodr�iguez M.A. Quasi-exactly solvable spin 1/2 Schr�odinger operators //

hep-th/9509057, 1995.].

Íàìè çíàéäåíî áàãàòî-ïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ òàêèõ ìîäåëåé. Íàâåäåìî

âèãëÿä öèõ ìîäåëåé.

Âèïàäîê 1.

[β̃2 < 0, ε ̸= 0, β1 ̸= β2] ∧ [{λ, γ0, β0, ε(β1 − β2),

δ1(β1 − β2) + β3δ3, δ3} ⊂ R]

∧

[
µ = α0 = α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃2
= −γ0λ+ 2α1

β̃ε̃

β̃2
=

= α1λ− β0λ− γ0 + 2α1
β̃δ̃

β̃2
+ 2α2

β̃ε̃

β̃2
= 0

]
,

Ĥ[y] = ∂2y +
1

16(α2e2x + α1ex)
[(α2

1 + 8α2γ0 − 4β2
0 − 4β̃2)e2x +

+ (8α1γ0 − 8γ0β0 − 8λβ̃2)ex − 4(λ2β̃2 + γ20)] +

+

(
P cos

(
θ(x)

√
−β̃2 + Ω

)
+
ε(β1 − β2)√

−β̃2

e−x ×

× cos

(
θ(x)

√
−β̃2

))
σ1 +

(
P sin

(
θ(x)

√
−β̃2 + Ω

)
+

+
ε(β1 − β2)√

−β̃2

e−x sin

(
θ(x)

√
−β̃2

))
σ3

∣∣∣∣∣
x=z−1(y)

,

ãäå

P =

√
δ23 −

(β̃δ̃)2

β̃2
, cosΩ =

β̃δ̃

P

√
−β̃2

, sinΩ =
δ3
P
,
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Λ = Λ1 · Λ2 = exp

(
β3

2β̃ε̃
ε̃σ

)
· exp(νσ3), e2ν =

√
−β̃2

β1 − β2
.

Âèïàäîê 2.

[β̃2 < 0, ε = 0, β1 ̸= β2, (β̃δ̃)
2 − δ̃2β̃2 > 0] ∧ [λ ∈ R].

Ïiäâèïàäîê 2.1.[
δ3 = α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃2
= α1λ− β0 − γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃2
=

= −γ0λ+ 2α0
β̃δ̃

β̃2
= 0

]
∧ [γ0, β0 ∈ R],

Ĥ[y] = ∂2y +
1

16(α2e2x + α1ex + α0)

[(
α2
1 + 8α2γ0 −

− 4β2
0 − 4β̃2

)
e2x +

(
4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 −

− 8γ0β0 − 8λβ̃2
)
ex − 4(λ2β̃2 + γ20)] +

+
β̃δ̃√
−β̃2

[
cos

(
θ(x)

√
−β̃2

)
σ1 +

+ sin

(
θ(x)

√
−β̃2

)
σ3

]∣∣∣∣∣
x=f−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp

(
β3

2β̃δ̃

)
exp(νσ3), e2ν =

√
−β̃2

β1 − β2
.

Ïiäâèïàäîê 2.2.[
δ3 = 0, γ0 = −α0, λ = −2

β̃δ̃

β̃2

]
∧ [γ0, iβ0 ∈ R] ,

Ĥ[y] = ∂2y +
1

16(α2e2x + α1ex + α0)

[(
α2
1 + 8α2γ0 −

− 4β2
0 − 4β̃2

)
e2x +

(
4α0α1 + 8α1γ0 − 8λβ̃2

)
ex −

− 4
(
λ2β̃2 + γ20

)]
+

iλβ0
2(α2e2x + α1ex + α0)

√
−β̃2σ2e

x +
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+
β̃δ̃√
−β̃2

[
cos

(
θ(x)

√
−β̃2

)
σ1 +

+ sin

(
θ(x)

√
−β̃2

)
σ3

]∣∣∣∣∣
x=f−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp

(
β3

2β̃δ̃

)
exp(νσ3), e2ν =

√
−β̃2

β1 − β2
.

Ïiäâèïàäîê 2.3.

[δ1 = 0, β2
1 − β2

2 ̸= 0] ∧

[{
i

(
α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃2

)
,

i

(
α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃2

)
, i

(
−γ0λ+ 2α0

β̃δ̃

β̃2

)
,

2α2γ0 − β2
0 , α1γ0 − α0β0 − γ0β0, γ

2
0

}
⊂ R

]
,

Ĥ[y] = ∂2y +
1

16(α2e2x + α1ex + α0)

[(
α2
1 + 8α2γ0 − 4β2

0 −

− 4β̃2
)
e2x +

(
4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 −

− 8γ0β0 − 8λβ̃2
)
ex − 4

(
λ2β̃2 + γ20

)]
+

+
1

2(α2e2x + α1ex + α0)

[(
α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃2

)
e2x +

+

(
α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃2

)
ex +

+

(
−γ0λ+ 2α0

β̃δ̃

β̃2

)]
i

√
−β̃2σ2 +

+
δ3
√
β2
1 − β2

2√
β̃2

[
cos

(
θ(x)

√
−β̃2

)
σ3 −

− sin

(
θ(x)

√
−β̃2

)
σ1

]∣∣∣∣
x=f−1(y)

,
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Λ = Λ1 · Λ2 = exp(νσ3) exp(χσ1),

e2ν =

√
β1 + β2
β2 − β1

, e2χ =

√√
β2
2 − β2

1 − β3√
β2
2 − β2

1 + β3
.

Ïiäâèïàäîê 2.4.

[δ1, δ3 ̸= 0] ∧

[{
i

(
α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃2

)
,

i

(
α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃2

)
, i

(
−γ0λ+ 2α0

β̃δ̃

β̃2

)
,

2α2γ0 − β2
0 , α1γ0 − α0β0 − γ0β0, γ

2
0

}
⊂ R

]
,

Ĥ[y] = ∂2y +
1

16(α2e2x + α1ex + α0)

[(
α2
1 + 8α2γ0 −

− 4β2
0 − 4β̃2

)
e2x +

(
4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 −

− 8γ0β0 − 8λβ̃2
)
ex − 4(λ2β̃2 + γ20)] +

+
1

2(α2e2x + α1ex + α0)

[(
α2λ− β0 + 2α2

β̃δ̃

β̃2

)
e2x +

+

(
α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1

β̃δ̃

β̃2

)
ex +

+

(
−γ0λ+ 2α0

β̃δ̃

β̃2

)]
i

√
−β̃2σ2 +

+

√
δ̃2β̃2 − (β̃δ̃)2

β̃2

[
cos

(
θ(x)

√
−β̃2

)
σ1 −

− sin

(
θ(x)

√
−β̃2

)
σ3

]∣∣∣∣∣
x=f−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp(να⃗σ⃗) · exp(χσ3), α =
δ3β̃ − β3δ̃√

β̃2

,

e2να⃗
2

=

√
δ1(β1 − β2)−

√
δ3(β1 − β2)[δ3(β1 + β2)− 2δ1β3]

δ1(β1 − β2) +
√
δ3(β1 − β2)[δ3(β1 + β2)− 2δ1β3]

.
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Âåëè÷èíà χ âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü Λ1 íà
β̃2δ̃σ−(β̃δ̃)β̃σ

β̃2
îòðèìó¹ìî äåÿêó ìàòðèöþ bσ. Êîìïîíåíòè âåêòîðà b = (b1, b2, 0)

ïîâ'ÿçàíi ñ χ òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì

e2χ =

√
ib1 + b2
ib1 − b2

.

Ó âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòðè íå çàäîâîëüíÿþòü âèùåâêàçàíèì óìîâàì

(âèïàäêè 1, 2), îòðèìàíi åðìiòîâi îïåðàòîðè Øðüîäiíãåðà ìàþòü äiàãî-

íàëüíèé âèãëÿä, à ñàìå

Ĥ[y] = ∂2y + h(x) + g(x)σ3|x=f−1(y). (119)

3.11 Íåëiíiéíi óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà [104]

Ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëà â âàêóóìi çàïèñàíi â êîìïëåêñíî¨ ôîðìi:

∇⃗Σ⃗ = 0, ∂0Σ⃗ + i∇⃗ × Σ⃗ = 0, (120)

äå ∇⃗ =
(

∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ∂
∂x3

)
, ∂0 = ∂

∂t , Σ⃗ = E⃗+ iH⃗ ¹ êîìïëåêñíî çíà÷íèé âåêòîð

åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.

ßê âèäîìî, ñèñòåìà (120) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ëiíiéíîãî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ àëãåáðè Ïóàíêàðå AP (1, 3) ñ áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè

AP lin(1, 3) = ⟨Pµ, J lin
ab , J

lin
0a ⟩, (121)

Pµ = ∂µ, J lin
ab = xa∂b − xb∂a + Σa∂Σb

− Σb∂Σa
,

J lin
0a = x0∂a + xa∂0 +N lin

a , N⃗ lin = (N lin
1 , N lin

2 , N lin
3 ) = iΣ⃗× ∇⃗Σ,

µ = 0, 3,

äå ∇⃗Σ =
(

∂
∂Σ1

, ∂
∂Σ2

, ∂
∂Σ3

)
.

Â ðîáîòi [Fushchych W., Tsyfra I. and Boyko V., Nonlinear represen-

tations for Poincar�e and Galilei algebras and nonlinear equations for elect-

romagnetic �elds, J. Nonlinear Math. Phys., 1994, V.1, N 2, 210�221.], áóëî

çíàéäåíî íåëiíiéíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè AP (1, 3):

AP nli(1, 3) = ⟨Pµ, Jnli
ab , J

nli
0a ⟩, (122)
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Pµ = ∂µ, Jnli
ab = J lin

ab , Jnli
0a = x0∂a + xa∂0 +Nnli

a ,

N⃗nli =
(
Nnli

1 , Nnli
2 , Nnli

3

)
= ∇⃗Σ − Σ⃗(Σk∂Σk

), k = 1, 2, 3.

Òåîðåìà. Ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëà (120) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî ïðåäñòàâëå-

ííÿ (122) àëãåáðè AP (1, 3) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëi çàäîâîëüíÿþòüñÿ

íàñòóïíi óìîâi:[
∂0 + Σ⃗∇⃗

]
Σk = 0,[

∇⃗+ Σ⃗∂0 − iΣ⃗× ∇⃗
]
Σk = 0, k = 1, 2, 3. (123)

Îêðiì öüîãî, ñèñòåìà (120) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ëiíiéíîãî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ AP lin(1, 3) (121).

Íàñëiäîê. Iñíó¹ iíøå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ïóàíêàðå, âiäíîñíî ÿêîãî

ðîçãëÿíóòà ñèñòåìà òåæ iíâàðiàíòíà:

AP 3(1, 3) = ⟨Pµ, J3
ab, J

3
0a⟩, J3

ab = xa∂b − xb∂a −
i

2
εabc
(
N lin
c +Nnli

c

)
(124)

J3
0a = x0∂a + xa∂0 +N 3

a =
1

2

(
J lin
0a + Jnli

0a

)
.

Ó ñòàòòi [Fushchych W. and Tsyfra I., On new Galilei and Poincar�e

invariant nonlinear equations for electromagnetic �elds, J. Nonlinear Math.

Phys., 1997, V.4, N 1�2, 44�48.] ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ

ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà:

∇⃗Σ⃗ = A(ω)∂0ω,

∂0Σ⃗ + i∇⃗ × Σ⃗ = A(ω)∇⃗(ω), (125)

äå ω ¹ iíâàðiàíò ïðåäñòàâëåííÿ (121) àëãåáðè AP lin(1, 3).

Òåîðåìà. Ñèñòåìà ðiâíÿíü

∇⃗Σ⃗ = A(Ω)∂0Ω + B(Ω)Σ⃗∇⃗Ω,

∂0Σ⃗ + i∇⃗ × Σ⃗ = A(Ω)∇⃗(Ω) + B(Ω)
(
Σ⃗∂0Ω− iΣ⃗× ∇⃗Ω

)
, (126)
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iíâàðiàíòíà âiäíîñíà ëiíiéíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Ïóàíêàðå (121)

ñ äîâiëüíèìè A(Ω), B(Ω), à âiäíîñíî íåëiíiéíîãî ïðåäñòàâëåííÿ (122)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A = B = 1. Â öüîìó âèïàäêó ïðàâà ÷àñòèíà

öèõ ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ñ ëiâèìè ÷àñòèíàìè ðiâíÿíü (123), ÿêùî çðîáèòü

ïiäñòàíîâêó Σk → Ω.

3.12 Âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â ðiâíÿííÿõ Øðüîäiíãåðà

òà Ïàóëi [29, 31, 30, 32]

Â ðîáîòàõ [29, 32] îäåðæàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê ÿê ïðÿìî¨ òàê i îáåðíå-

íî¨ êëàñèôiêàöiéíèõ çàäà÷ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â (1+3)�âèìiðíîìó

ðiâíÿííi Øðåäiíãåðà äëÿ ÷àñòèíêè, ùî ðóõà¹òüñÿ â åëåêòðîìàãíiòíîìó

ïîëi,

(p0 − papa)ψ(t, x⃗) = 0, (127)

äå ψ(t, x⃗)� êîìïëåêñíà ôóíêöiÿ äiéñíèõ çìiííèõ t, x1, x2, x3. Òóò i íàäàëi

âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ

p0 = i∂/∂t− eA0(t, x⃗), pa = −i∂/∂xa− eAa(t, x⃗), a = 1, 2, 3, (128)

äå A(t, x⃗) = (A0(t, x⃗), A1(t, x⃗), A2(t, x⃗), A3(t, x⃗)) � âåêòîð�ïîòåíöiàë åëå-

êòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, e � åëåêòðè÷íèé çàðÿä ÷àñòèíêè. Òàêîæ òóò i íà-

äàëi, çà iíäåêñàìè a, b, c, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ïåðåäáà÷åíî ïiäñóìîâóâàííÿ

âiä 1 äî 3.

Ââåäåìî íîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò t, ωa = ωa(t, x⃗), a = 1, 2, 3, äå ωa
� äiéñíi ôóíêöi¨, ÿêi ¹ ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèìè ÿê ôóíêöi¨ çìiííèõ

x1, x2, x3, òîáòî ìà¹ ìiñöå óìîâà

det

∥∥∥∥∂ωa∂xb

∥∥∥∥3
a,b=1

̸= 0. (129)

Òðàäèöiéíèì ¹ òàêå ðîçóìiííÿ ìåòîäó âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, çãiäíî

ç ÿêèì ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (127) äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â ñè-

ñòåìi êîîðäèíàò t, ω1, ω2, ω3, ÿêùî êîæåí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (127) ¹ ëiíié-

íîþ êîìáiíàöi¹þ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó F0(t)F1(ω1)F2(ω2)F3(ω3).
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Àëå â ðàìêàõ òàêîãî ïiäõîäó äî âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ âàæêî îòðèìàòè

ÿêèéñü êëàñèôiêàöiéíèé ðåçóëüòàò. Çà îñíîâó áåðåòüñÿ òàêå îçíà÷åííÿ

âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ.

Îçíà÷åííÿ 1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (127) äîïóñêà¹

âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â ñèñòåìi êîîðäèíàò t, ωa = ωa(t, x⃗), a = 1, 2, 3,

ÿêùî iñíóþòü äåÿêà íåíóëüîâà ôóíêöiÿ Q(t, x⃗) i ÷îòèðè çâè÷àéíi äèôå-

ðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

φ̇0(t) = U0(t, φ0(t); λ1, λ2, λ3),

φ̈a(ωa) = Ua(ωa, φa(ωa), φ̇a(ωa); λ1, λ2, λ3), a = 1, 2, 3, (130)

ïðàâi ÷àñòèíè ÿêèõ àíàëiòè÷íî çàëåæàòü âiä òðüîõ íåçàëåæíèõ êîì-

ïëåêñíèõ ïàðàìåòðiâ λ1, λ2, λ3 (ñòàëèõ âiäîêðåìëåííÿ), òàêi, ùî äëÿ

êîæíî¨ òðiéêè λ1, λ2, λ3 òà äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ φ0(t), φ1(ω1),

φ2(ω2), φ3(ω3) ñèñòåìè (130) ôóíêöiÿ

ψ(t, x⃗) = Q(t, x⃗)φ0(t)φ1(ω1)φ2(ω2)φ3(ω3) (131)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (127).

Òóò Q(t, x⃗), φ0(t), φ1(ω1), φ2(ω2), φ3(ω3) � êîìïëåêñíi ôóíêöi¨ äié-

ñíèõ çìiííèõ.

Îçíà÷åííÿ 2. Òðè êîìïëåêñíi ïàðàìåòðè λ1, λ2, λ3 â ñèñòåìi ðiâíÿíü

(130) íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè, ÿêùî 4× 3 � ìàòðèöÿ∥∥∥∥∂Uµ∂λa

∥∥∥∥3 3

µ=0 a=1

(132)

ìà¹ ðàíã 3 ñêðiçü, äå φ0(t)φ1(ω1)φ2(ω2)φ3(ω3) ̸= 0.

Óìîâà (132) ãàðàíòó¹ iñòîòíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ç âiäîêðåìëåíè-

ìè çìiííèìè âiä ñòàëèõ âiäîêðåìëåííÿ λ⃗ = (λ1, λ2, λ3).

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëè (131)�(132) ¹ âõiäíèìè äàíèìè ìåòîäó. Òîá-

òî, êîæíó iç öèõ óìîâ ìîæíà ìîäèôiêóâàòè, óçàãàëüíþþ÷è òèì ñàìèì

òðàäèöiéíå îçíà÷åííÿ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Íàïðèêëàä, ÿêùî äîáóòîê
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ôóíêöié â (131) çàìiíèòè íà ñóìó, òî îäåðæó¹òüñÿ àíçàö äëÿ àäèòèâíîãî

âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ó íåëiíiéíîìó ðiâíÿííi Ãàìiëüòîíà�ßêîái. Îêðiì

öüîãî ìîæíà çìiíþâàòè ïîðÿäîê ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü (130) i çìåíøóâàòè

êiëüêiñòü ñóòò¹âèõ ïàðàìåòðiâ λa.

Îòæå, êîëè ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ âåêòîð�ïî-

òåíöiàëiâ òà ñèñòåì êîîðäèíàò, â ÿêèõ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äîïóñêà¹ âi-

äîêðåìëåííÿ çìiííèõ, òî ðîçóìi¹ìî öå ëèøå â ðàìêàõ íàøîãî îçíà÷åííÿ.

ßêùî æ âèêîðèñòàòè iíøå îçíà÷åííÿ, òî, â ïðèíöèïi, ìîæíà ïîáóäóâàòè

íîâi âåêòîð�ïîòåíöiàëè òà ñèñòåìè êîîðäèíàò, â ÿêèõ ðiâíÿííÿ Øðåäií-

ãåðà äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Ïåðåâàãîþ îçíà÷åííÿ, ùî âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ àâòîðàìè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíî äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè

ÿê âñi âiäîìi òàê i ïðèíöèïîâî íîâi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç

âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè.

Äàëi ìè ââîäèìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âåêòîð�

ïîòåíöiàëiâ A0(t, x⃗), A⃗(t, x⃗), äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äîïóñêà¹ âi-

äîêðåìëåííÿ çìiííèõ, à òàêîæ íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ ç âiäîêðåìëåíèìè

çìiííèìè òà ìíîæèíi âiäïîâiäíèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Çîêðåìà, äâà âåê-

òîð�ïîòåíöiàëè A(t, x⃗) i A′(t, x⃗) ¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè çâ'ÿçàíi

ìiæ ñîáîþ çà äîïîìîãîþ êàëiáðîâíèõ ïåðåòâîðåíü, à äâi ñèñòåìè êîîð-

äèíàò t, ω1, ω2, ω3 òà t′, ω′
1, ω

′
2, ω

′
3 ¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè çâ'ÿçàíi

ìiæ ñîáîþ çà äîïîìîãîþ îáîðîòíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîãî âèãëÿäó:

t→ t′ = f0(t), ωa → ω′
a = fa(ωa), a = 1, 2, 3, (133)

Q→ Q′ = Ql0(t)l1(ω1)l2(ω2)l3(ω3). (134)

Äiéñíî, â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåíü (133) òà (134) ñòðóêòóðà àíçàöó (131)

íå çìiíþ¹òüñÿ. À òîìó, ïðîâiâøè âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â öèõ ñèñòåìàõ

êîîðäèíàò, îòðèìà¹ìî îäèí i òîé æå ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííè-

ìè.

Äàëi ó [29, 32] ñôîðìóëüîâàíî àëãîðèòì ìåòîäó âiäîêðåìëåííÿ çìií-

íèõ, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó âèêîíàííi íàñòóïíèõ êðîêiâ.
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1. Çäiéñíþ¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà àíçàöó (131) â ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (127)

i âèçíà÷àþòüñÿ ïîõiäíi φ̇0, φ̈1, φ̈2, φ̈3 â òåðìiíàõ ôóíêöié φ0, φ1, φ2,

φ3, φ̇1, φ̇2, φ̇3 iç âèêîðèñòàííÿì ðiâíÿíü (130).

2. Ôóíêöi¨ φ0, φ1, φ2, φ3, φ̇1, φ̇2, φ̇3, λ1, λ2, λ3 ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê íîâi

íåçàëåæíi çìiííi y1, . . ., y10. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ Q, ω1, ω2, ω3, A0, A1,

A2, A3 íå çàëåæàòü âiä çìiííèõ y1, . . . , y10, òî ïðèðîäíîþ ¹ âèìîãà,

ùîá îòðèìàíà ðiâíiñòü ïåðåòâîðþâàëàñÿ â òîòîæíiñòü äëÿ äîâiëü-

íèõ y1, . . ., y10. Iíàêøå êàæó÷è, âèíèêà¹ ìîæëèâiñòü ¨¨ ðîçùåïëåííÿ

çà öèìè çìiííèìè. Òàêå ðîçùåïëåííÿ ïðèâîäèòü äî ïåðåâèçíà÷åíî¨

ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ÄÐ×Ï äëÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié Q, ω1, ω2, ω3, A0,

A1, A2, A3.

3. Äëÿ âè÷åðïíîãî îïèñó âåêòîð�ïîòåíöiàëiâ A(t, x⃗), äëÿ ÿêèõ ðiâíÿí-

íÿ Øðåäiíãåðà äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, òà âiäïîâiäíèõ ñè-

ñòåì êîîðäèíàò ïðîâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ÄÐ-

×Ï, îòðèìàíî¨ íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi.

Îêðiì öüîãî, ó [31] äîâåäåíî òåîðåìó ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ìîæëèâiñòþ

âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ òà ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè äàíîãî ðiâíÿííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (127) äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ

çìiííèõ â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1. Òîäi äëÿ âiäïîâiäíîãî ðîçâ'ÿçêó ç âiäîêðåì-

ëåíèìè çìiííèìè çàâæäè iñíóþòü òðè âçà¹ìíî êîìóòóþ÷i ëiíiéíi äè-

ôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ñèìåòði¨ äðóãîãî ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà,

òàêi, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ¹ ñïiëüíîþ âëàñíîþ

ôóíêöi¹þ öèõ îïåðàòîðiâ, à ñòàëi âiäîêðåìëåííÿ λ1, λ2, λ3 ¹ ¨õ âëàñíèìè

çíà÷åííÿìè.

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè çäiéñíåíî ïîáóäîâó âèùåçãàäàíèõ îïå-

ðàòîðiâ ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Â [31, 32] ç âèêîðèñòàííÿì îïèñàíîãî âèùå àëãîðèòìó îäåðæàíî ïîâ-

íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â (1+3)�âèìiðíîìó ðiâíÿííi

Øðåäiíãåðà iç âåêòîð�ïîòåíöiàëîì åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (134), çàâæäè ìîæíà

çâåñòè ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ (130) äî âèãëÿäó

iφ̇0 = (T0(t)− Tb(t)λb)φ0,

φ̈a = (Fa0(ωa) + Fab(ωa)λb)φa, a = 1, 2, 3, (135)

äå T0, Tb, Fa0, Fab � äåÿêi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíèõ àðãóìåíòiâ.

Íà äðóãîìó êðîöi àëãîðèòìó îòðèìàíî ñèñòåìó äåñÿòè íåëiíiéíèõ

ÄÐ×Ï äëÿ âîñüìè ôóíêöié A0, A1, A2, A3, Q, ω1, ω2, ω3, ÿêi çàëåæàòü âiä

÷îòèðüîõ çìiííèõ t, x1, x2, x3
∂ωb
∂xa

∂ωc
∂xa

= 0, b ̸= c, b, c = 1, 2, 3; (136)

3∑
a=1

Fab(ωa)
∂ωa
∂xc

∂ωa
∂xc

= Tb(t), b = 1, 2, 3; (137)

2

(
∂Q

∂xb
− ieQAb

)
∂ωa
∂xb

+Q

(
i
∂ωa
∂t

+∆ωa

)
= 0, a = 1, 2, 3; (138)

Q

3∑
a=1

Fa0(ωa)
∂ωa
∂xb

∂ωa
∂xb

+ i
∂Q

∂t
+∆Q− 2ieAb

∂Q

∂xb
+

+Q

(
T0(t)− ie

∂Ab

∂xb
− eA0 − e2AbAb

)
= 0. (139)

Çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íòè T0, Ta, Fa0, Fab ¹ äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè, ÿêi

ìàþòü áóòè âèçíà÷åíèìè â ïðîöåñi iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü (136)�(139). Ïî-

áóäóâàíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, ùî, çîêðåìà, äà¹ óñi ìîæëèâi

ôîðìè âåêòîð�ïîòåíöiàëó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿA(t, x⃗) = (A0(t, x⃗), . . .,

A3(t, x⃗)), äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ (127) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ

çìiííèõ, à òàêîæ âiäïîâiäíi ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü (136)�(137) äà¹ íàéáiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ñè-

ñòåì êîîðäèíàò t, ωa = ωa(t, x⃗), a = 1, 2, 3, â ÿêèõ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà

(127) äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1. Ç òî÷íiñòþ

äî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (133) öi ñèñòåìè êîîðäèíàò âèçíà÷àþòüñÿ

òàêîþ ôîðìóëîþ:

x⃗ = O(t)L(t) (z⃗(ω⃗) + w⃗(t)) (140)
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(òîáòî ω1, ω2, ω3 ¹ ôóíêöiÿìè t, x⃗, çàäàíi íåÿâíî). Òóò O(t) � îðòîãî-

íàëüíà 3×3�ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ êóòàìè Åéëåðà ; w⃗(t) � âåêòîð�

ñòîâï÷èê, åëåìåíòè ÿêîãî w1(t), w2(t), w3(t) ¹ äîâiëüíèìè ãëàäêèìè ôóí-

êöiÿìè t; ôóíêöi¨ z⃗ = z⃗(ω⃗) âèçíà÷àþòüñÿ îäíi¹þ iç òàêèõ 11 ôîðìóë:

1. z1 = ω1, z2 = ω2, z3 = ω3,

ω1, ω2, ω3 ∈ R.

2. z1 = eω1 cosω2, z2 = eω1 sinω2, z3 = ω3,

0 ≤ ω2 < 2π, ω1, ω3 ∈ R.

3. z1 = (ω2
1 − ω2

2)/2, z2 = ω1ω2, z3 = ω3,

ω1 > 0, ω2, ω3 ∈ R.

4. z1 = a coshω1 cosω2, z2 = a sinhω1 sinω2, z3 = ω3,

ω1 > 0, −π < ω2 ≤ π, ω3 ∈ R, a > 0.

5. z1 = ω−1
1 sechω2 cosω3,

z2 = ω−1
1 sechω2 sinω3,

z3 = ω−1
1 tanhω2,

ω1 > 0, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

6. z1 = a cschω1 sechω2 cosω3, a > 0,

z2 = a cschω1 sechω2 sinω3,

z3 = a cothω1 tanhω2, (141)

ω1 > 0, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

7. z1 = a cscω1 sechω2 cosω3, a > 0,

z2 = a cscω1 sechω2 sinω3,

z3 = a cotω1 tanhω2,

0 < ω1 < π/2, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

8. z1 = eω1+ω2 cosω3, z2 = eω1+ω2 sinω3,

z3 = (e2ω1 − e2ω2)/2,

ω1, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 ≤ 2π.
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9. z1 = 2a coshω1 cosω2 sinhω3, a > 0,

z2 = 2a sinhω1 sinω2 coshω3,

z3 = a(cosh 2ω1 + cos 2ω2 − cosh 2ω3)/2,

ω1, ω3 ∈ R, 0 ≤ ω2 < π.

10. z1 = a
1

sn(ω1, k)
dn(ω2, k

′) sn(ω3, k), a > 0,

z2 = a
dn(ω1, k)

sn(ω1, k)
cn(ω2, k

′) cn(ω3, k),

z3 = a
cn(ω1, k)

sn(ω1, k)
sn(ω2, k

′) dn(ω3, k),

0 < ω1 < K, −K ′ ≤ ω2 ≤ K ′, 0 ≤ ω3 ≤ 4K.

11. z1 = ω−1
1 dn(ω2, k

′) sn(ω3, k),

z2 = ω−1
1 cn(ω2, k

′) cn(ω3, k),

z3 = ω−1
1 sn(ω2, k

′) dn(ω3, k),

ω1 > 0, −K ′ ≤ ω2 ≤ K ′, 0 ≤ ω3 ≤ 4K.

Òóò ìè âèêîðèñòàëè ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ, ãi-

ïåðáîëi÷íèõ ôóíêöié òà åëiïòè÷íèõ ôóíêöié ßêîái ç ìîäóëåì k (0 < k <

1) òà k′ = (1− k2)1/2. I, íàðåøòi, L(t) � äiàãîíàëüíà çàëåæíà âiä ÷àñîâî¨

çìiííî¨ t 3× 3 ìàòðèöÿ

L(t) = diag (l1(t), l2(t), l3(t)), (142)

äå l1(t), l2(t), l3(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, òîòîæíî íå ðiâíi íóëåâi, ùî

çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

• l1(t) = l2(t) � äëÿ âèïàäêiâ ÷àñòêîâî ðîçùåïëþâàíèõ ñèñòåì êîîð-

äèíàò 2�4 iç (141),

• l1(t) = l2(t) = l3(t) � äëÿ âèïàäêiâ íåðîçùåïëþâàíèõ ñèñòåì êîîð-

äèíàò 5�11 iç (141).

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî â ôîðìóëi (140) ïîêëàñòè ñòàëèìè ôóíêöi¨ α, β,

γ, l1, l2, l3, w1, w2, w3, òî ìè îòðèìà¹ìî äîáðå âiäîìi ñèñòåìè êîîðäèíàò,
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ùî çàáåçïå÷þþòü âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ

Øðåäiíãåðà ç òðüîìà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè.

Òåïåð íåâàæêî ïðîiíòåãðóâàòè ðiâíÿííÿ (138) òà (139), îñêiëüêè ¨õ

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ôóíêöié Ab(t, x⃗),

b = 1, 2, 3 òà A0(t, x⃗) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåíî, ùî ðiâíÿííÿ (127) äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â ñåíñi

îçíà÷åííÿ 1 ëèøå òîäi, êîëè ìàãíiòíå ïîëå H⃗ = rot A⃗ ¹ îäíîðiäíèì,

òîáòî íåçàëåæíèì âiä x⃗. Áiëüøå òîãî, ïðîñòîðîâi êîìïîíåíòè âåêòîð�ïî-

òåíöiàëó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ç òî÷íiñòþ äî êàëiáðîâíèõ ïåðåòâîðåíü

çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

A⃗ =
1

2

 0 −H3(t) H2(t)

H3(t) 0 −H1(t)

−H2(t) H1(t) 0

 x⃗ =
1

2
H⃗(t)× x⃗. (143)

Ïðè öüîìó îäåðæàíî 11 êëàñiâ ïîòåíöiàëiâ A0, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ (127)

ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ïðèíàéìíi â îäíié iç 11

ïåðåðàõîâàíèõ âèùå ñèñòåì êîîðäèíàò. Íàïðèêëàä, çàãàëüíèé âèãëÿä ïî-

òåíöiàëó (â òåðìiíàõ ω1, ω2, ω3), äëÿ ÿêîãî ðiâíÿííÿ (127) äîïóñêà¹ âiäî-

êðåìëåííÿ çìiííèõ â êëàñi ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò 5, ¹ òàêèì:

eA0=−e2AbAb + T0(t) + l−2
1 ω4

1F10(ω1) + l−2
1 ω2

1 cosh
2 ω2 (F20(ω2) + F30(ω3))−

−1

4

3∑
a=1

(
l̈1l1(za + wa)

2 + 2l1(l1ẅa + 2l̇1ẇa)(za + wa) + l21ẇ
2
a

)
. (144)

Òóò F10(ω1), F20(ω2), F30(ω3), T0(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, ôóíêöi¨ z1, z2, z3
çàäàíi ôîðìóëàìè 5 iç ïåðåëiêó (141), à l1(t), w1(t), w2(t), w3(t) � ôóí-

êöi¨, ùî âèçíà÷àþòü âèãëÿä íîâèõ ñèñòåì êîîðäèíàò (140). Îêðiì öüîãî,

ÿâíèé âèãëÿä îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöiO(t) ç êóòàìè Åéëåðà α(t), β(t), γ(t)

âèçíà÷à¹òüñÿ iç ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

eH1(t) = −γ̇ cosα− β̇ sinα sin γ,

eH2(t) = −γ̇ sinα + β̇ cosα sin γ,
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eH3(t) = −α̇− β̇ cos γ.

Äàëi, äëÿ êîæíîãî iç 11 êëàñiâ îòðèìàíèõ ïîòåíöiàëiâ âêàçàíî ÿâíèé

âèãëÿä ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü òà ðîçâ'ÿçêiâ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè.

Íàïðèêëàä, äëÿ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç âåêòîð�ïîòåíöiàëîì (143)�(144)

ðîçâ'ÿçêè ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè ìàþòü âèãëÿä

ψ = l
− 3

2
1 exp

{
3∑

a=1

i

4

(
l̇1l1(za + wa)

2 + 2l21ẇa(za + wa)
)}

×

×φ0(t)φ1(ω1)φ2(ω2)φ3(ω3),

äå çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié φ0(t),

φ1(ω1), φ2(ω2), φ3(ω3) òàêi:

iφ̇0 =
(
T0(t)− l−2

1 λ1
)
φ0, φ̈1 =

(
λ1ω

−4
1 − λ2ω

−2
1 + F10(ω1)

)
φ1,

φ̈2 =
(
λ2 sech

2ω2 − λ3 + F20(ω1)
)
φ2, φ̈3 = (λ3 + F20(ω1))φ3.

Äàëi çàïðîïîíîâàíî êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè âñiõ ñèñòåì

êîîðäèíàò, â ÿêèõ (1+3)�âèìiðíå ðiâíÿííÿØðåäiíãåðà ç ôiêñîâàíèì âåê-

òîð�ïîòåíöiàëîì äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Åôåêòèâíiñòü öüîãî

àëãîðèòìó ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ïðèêëàäi âåêòîð�ïîòåíöiàëó

2eA⃗ =

 0 −c 0

c 0 0

0 0 0

 x⃗, eA0 =
q

|x⃗|
− c2

12

(
x21 + x22 − 2x23

)
, (145)

äå q, c � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi. Îñêiëüêè öåé âåêòîð�ïîòåíöiàë çà-

äîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà áåç ñòðóìiâ äëÿ âàêóóìó, âií ¹ ïðèðî-

äíèì óçàãàëüíåííÿì ñòàíäàðòíîãî ïîòåíöiàëó Êóëîíà, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ

ç (145), êîëè c→ 0. Äîâåäåíî, ùî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (127) ç ïîòåíöi-

àëîì (145) äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1 ëèøå â

ñôåðè÷íié, êîíi÷íié ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, òà â êîîðäèíàòàõ âèòÿãíóòîãî

ñôåðî¨äà. Ïðè öüîìó êîæíà iç öèõ ñèñòåì êîîðäèíàò íåïåðåðâíî îáåðòà-

¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ çàëåæíî¨ âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi

ïîâîðîòiâ 3 × 3 ç êóòàìè Åéëåðà α = α(t) = −ct, β = const, γ = const.
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Äëÿ êîæíî¨ iç ïåðåðàõîâàíèõ ñèñòåì êîîðäèíàò ïðîöåäóðó âiäîêðåìëåí-

íÿ çìiííèõ áóëî çäiéñíåíî â ïîâíîìó îáñÿçi, à ñàìå âêàçàíî ÿâíèé âèãëÿä

ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü òà ðîçâ'ÿçêiâ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè. Òàêîæ

äëÿ êîæíî¨ iç öèõ ñèñòåì êîîðäèíàò ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíi òðiéêè âçà¹ì-

íî êîìóòóþ÷èõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ äðóãîãî

ïîðÿäêó.

Ó êiíöi [32] îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ âiäîìîãî ðåçóëüòàòó Åéçåíõàðòà

ïðî êëàñèôiêàöiþ ïîòåíöiàëiâ V (x1, x2, x3), äëÿ ÿêèõ òðèâèìiðíå ñòàöiî-

íàðíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i âiäî-

êðåìëåííÿ çìiííèõ ó ðiâíÿííi Ãàìiëüòîíà�ßêîái iç âåêòîð�ïîòåíöiàëîì

∂u

∂t
+ eA0 +

(
∂u

∂xa
− eAa

)(
∂u

∂xa
− eAa

)
= 0. (146)

Äëÿ öüîãî çàôiêñîâàíî ôîðìó àíçàöó äëÿ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ó òà-

êîìó âèãëÿäi:

u(t, x⃗) = S(t, x⃗) + φ0(t) +
3∑

a=1

φa(ωa(t, x⃗)), (147)

òà ôîðìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ôóíêöié φ0, φ1, φ2,

φ3

φ̇0 = −T0(t)− Tb(t)λb, φ̇a = (−Fa0(ωa) + Fab(ωa)λb)
1/2 . (148)

Äîâåäåíî, ùî ðiâíÿííÿ (146) ðîç'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ

çìiííèõ â îïèñàíîìó âèùå ñåíñi äëÿ òèõ ñàìèõ âåêòîð�ïîòåíöiàëiâ i â

òèõ ñàìèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, â ÿêèõ äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ

ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (127).

Ó [30, 31] ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ (1+3)�âèìiðíèõ

ðiâíÿíü Ïàóëi äëÿ ÷àñòèíêè çi ñïiíîì 1
2 â åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi

(p0 − papa + eσ⃗H⃗)ψ(t, x⃗) = 0, (149)
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ÿêi äîïóñêàþòü âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ çà äîïîìîãîþ àíçàöó

ψ(t, x⃗) = Q(t, x⃗)φ0(t)
3∏

a=1

φa

(
ωa(t, x⃗), λ⃗

)
χ, (150)

â ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìóþòüñÿ òàêi ìàòðè÷íi çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ:

iφ̇0 = − (P00(t) + P0b(t)λb)φ0,

φ̈a = (Pa0(ωa) + Pab(ωa)λb)φa, a = 1, 2, 3.
(151)

Òóò ψ(t, x⃗) � äâîêîìïîíåíòíèé ñïiíîð, H⃗ = rot A⃗ � ìàãíiòíå ïîëå, σ⃗ =

(σ1, σ2, σ3) � âiäîìi ìàòðèöi Ïàóëi, Q, φµ, Pµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3 � 2 ×
2�ìàòðè÷íi ôóíêöi¨ âêàçàíèõ àðãóìåíòiâ, χ � äâîêîìïîíåíòíèé ñòàëèé

ñòîâï÷èê. Îêðiì öüîãî, ìàòðèöi φµ çàäîâîëüíÿþòü òàêó äîäàòêîâó óìîâó:

[φµ, φν] = φµφν − φνφµ = 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3. (152)

Çàóâàæèìî, ùî öå îáìåæåííÿ çâóæó¹ êëàñ ðiâíÿíü Ïàóëi, ÿêi äîïóñêà-

þòü âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ çà äîïîìîãîþ àíçàöó (150). Îäíàê, áåç öi¹¨

óìîâè åôåêòèâíå çàñòîñóâàííÿ àíçàöó (150) äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿí-

íÿ Ïàóëi ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ çäà¹òüñÿ íàì ìàëîiìîâiðíèì.

Ïðèíàéìíi, â óñiõ âiäîìèõ íàì ðîáîòàõ, ïðèñâÿ÷åíèõ ïðîáëåìi âiäîêðåì-

ëåííÿ çìiííèõ â ðiâíÿííi Ïàóëi, öÿ óìîâà íàêëàäà¹òüñÿ (ÿâíî ÷è íåÿâíî).

Äîâåäåíî, ùî ðiâíÿííÿ Ïàóëi (149) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì âiäîêðåì-

ëåííÿ çìiííèõ â îïèñàíîìó âèùå ñåíñi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî çâî-

äèòüñÿ äî ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü Øðåäiíãåðà (127) çà äîïîìîãîþ ïåðåòâî-

ðåííÿ âèãëÿäó

ψ = U(t)ψ̃,

äå U(t) � óíiòàðíà 2× 2 ìàòðèöÿ, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ìàòðè÷íîãî çâè÷àé-

íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

iU̇ = (−eσ⃗H⃗(t))U . (153)
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Îòæå, ðiâíÿííÿ Ïàóëi (149) ðîç'ÿçóþòüñÿ ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìií-

íèõ â îïèñàíîìó âèùå ñåíñi ëèøå äëÿ òèõ âåêòîð�ïîòåíöiàëiâ i ëèøå â

òèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, â ÿêèõ äîïóñêà¹ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ðiâíÿí-

íÿ Øðåäiíãåðà (127).

3.13 Àëãåáðà¨÷íèé ïiäõiä äî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó

[50, 57, 58, 59, 60, 49]

Îá'¹êòîì íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ çà çâiòíèé ïåðiîä ¹ êâàçiëiíiéíi ðiâíÿ-

ííÿ, ÿêi íàëåæàòü äî êëàñó õâèëüîâèõ ðiâíÿíü

utt = uxx + F (t, x, u, ux), (154)

äå ôóíêöiÿ F ¹ äîâiëüíîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ,

u = u(t, x). Òóò i äàëi ut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x , utt = ∂2u
∂t2 , . . . . Ðiâíÿííÿ âè-

ãëÿäó (154) çàéìàþòü âàæëèâå ìiñöå ñåðåä äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìà-

òåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Äî òàêèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, ïðèâîäÿòü çàäà÷i îïèñó

íåëiíiéíèõ õâèëü ç îñüîâîþ òà öåíòðàëüíîþ ñèìåòði¹þ, çàäà÷i ïîøèðå-

ííÿ íåëiíiéíèõ õâèëü â íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi, çàäà÷i õâèëüîâî¨ òà

ãàçîâî¨ äèíàìiêè.

Ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ (154) çàëåæèòü âiä ÿâíîãî âèãëÿäó ôóíêöi¨ F .

Çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ â îïèñi âñiõ íååêâiâàëåíòíèõ êëàñiâ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ F i çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé äàíîãî ðiâíÿííÿ çàñòî-

ñîâó¹òüñÿ ìåòîä, ùî ¹ ñèíòåçîì ìåòîäó Îâñÿííiêîâà, ìåòîäó àïðiîðíî¨

ñïåöèôiêàöi¨ àëãåáð Ëi, ÿêi ìîæóòü âèíèêíóòè ïðè êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü,

òà ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Îñíîâíà iäåÿ öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òî-

ìó, ùî çàìiñòü áåçïîñåðåäíüîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ìè

ñïî÷àòêó áóäó¹ìî ðåàëiçàöi¨ àëãåáð Ëi, ÿêi ìîæóòü äîïóñêàòèñÿ íàøèì

ðiâíÿííÿì. Ñàìå òàêèé ïiäõiä äà¹ çìîãó ðîçâ'ÿçàòè äî êiíöÿ çàäà÷ó ãðó-

ïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äóæå ñêëàäíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
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Ñòîñîâíî êëàñó ðiâíÿíü (154) àëãîðèòì ìåòîäó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨ ïåðåäáà÷à¹ âèêîíàííÿ òàêèõ êðîêiâ.

Çíàõîäèìî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿííÿ (154), òîáòî ñóêóïíiñòü

ïåðåòâîðåíü, ùî çáåðiãàþòü ôîðìó ðiâíÿííÿ, àëå ìîæóòü ìiíÿòè êîíêðå-

òíó ôîðìó ôóíêöi¨ F .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ëi, çíàõîäèìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâ-

íÿíü äëÿ êîåôiöi¹íòiâ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà òà çíàõîäèìî çà-

ãàëüíèé âèãëÿä öüîãî îïåðàòîðà.

Âèõîäÿ÷è ç çàãàëüíîãî âèãëÿäó iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà áóäó-

¹ìî âiäïîâiäíi ðåàëiçàöi¨ àëãåáð Ëi An, n = 1, 2, 3. ßê äîâåäåíî, çà îäíèì

âèíÿòêîì, óñi òàêi àëãåáðè ïîâèííi áóòè ðîçâ'ÿçíi. Ïðè öüîìó, íàÿâíiñòü

ó ðîçâ'ÿçíî¨ àëãåáðè Ëi òàê çâàíîãî êîìïîçèöiéíîãî ðÿäó äîçâîëÿ¹ ïðîâî-

äèòè ïîåòàïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü âèãëÿäó (154), çáiëüøóþ÷è

êîæíîãî ðàçó ðîçìiðíiñòü àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi íà îäèíèöþ.

Çàâåðøåííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi âñiõ íå-

åêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (154) òà âiäïîâiäíèõ ìàêñèìàëüíèõ àë-

ãåáð iíâàðiàíòíîñòi. Ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ öüîãî àëãîðèòìó ¹ ïåðåëiê

íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü, ùî íàëåæàòü äî êëàñó (154), äëÿ ÿêèõ íàâåäåíî

¨õíi ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ñèìåòði¨.

Áóëî äîâåäåíî, ùî çàãàëüíà çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿííÿ (154) ðîç-

ïàäà¹òüñÿ íà çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨ òàêèõ ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ öüîãî ðiâíÿ-

ííÿ:

utt = uxx + g(t, x, u)ux + f(t, x, u), gu ̸= 0; (155)

utx = g(t, x)ux + f(t, x, u), g ̸= 0, fuu ̸= 0; (156)

utx = f(t, x, u), fuu ̸= 0. (157)

òà ðiâíÿííÿ (154) ç Fuxux ̸= 0. Ãðóïó iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (155) ãåíå-

ðó¹ iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð:

Q = (λt+ λ1)∂t + (λx+ λ2)∂x + [h(x)u+ r(t, x)]∂u,
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äå äiéñíi ñòàëi λ, λ1, λ2 òà ôóíêöi¨ h, r, g, f çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó äâîõ

ðiâíîñòåé:

−2h′ − λg = (λt+ λ1)gt + (λx+ λ2)gx + (hu+ r)gu,

−h′′u+ rtt − rxx + (h− 2λ)f = (λt+ λ1)ft + (λx+ λ2)fx +

+ (hu+ r)fu + g(h′u+ rx).

Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi E ðiâíÿííÿ (155) ñêëàäàþòü òàêi íåâèðîäæåíi ïå-

ðåòâîðåííÿ:

t̄ = kt+ k1, x̄ = ϵkx+ k2, v = X(x)u+ Y (t, x), (158)

äå k ̸= 0, X ̸= 0, ϵ = ±1, k, k1, k2 ∈ R, X, Y � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨

ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ç êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü (155), ùî äîïóñêàþòü

îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè Ëi, äà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Iñíóþòü ï'ÿòü íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (155), ÿêi

äîïóñêàþòü îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Âiäïîâiä-

íi ðåàëèçàöi¨ iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ôóíêöié f i g â ðiâíÿ-

ííÿõ (155)ìàþòü âèãëÿä:

A1
1 = ⟨t∂t + x∂x⟩ : g = x−1g̃(ψ, u),

f = x−2f̃(ψ, u), ψ = tx−1, g̃u ̸= 0;

A2
1 = ⟨∂t + β∂x⟩ : g = g̃(η, u), f = f̃(η, u),

η = x− βt, β ≥ 0, g̃u ̸= 0;

A3
1 = ⟨∂t + σ(x)u∂u⟩ : g = −2σ′σ−1 ln |u|+ g̃(ρ, x),

f = (σ′σ−1)2u ln2 |u| − σ′σ−1g̃(ρ, x)u ln |u| − σ−1σ′′u ln |u|+

+ u f̃(ρ, x), ρ = ue−tσ, σ ̸= 0;

A4
1 = ⟨∂x⟩ : g = g̃(t, u), f = f̃(t, u), g̃u ̸= 0;

A5
1 = ⟨σ(x)u∂u⟩ : g = −2σ′σ−1 ln |u|+ g̃(t, x),

f = (σ′σ−1)2u ln2 |u| − (σ−1σ′′ + σ−1σ′g̃(t, x))u ln |u|+
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+ uf̃(t, x), σ′ ̸= 0.

Áóëî äîâåäåíî, ùî íå iñíó¹ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (155), àëãå-

áðè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ içîìîðôíi íàïiâïðîñòèì àëãåáðàì Ëi àáî ìiñòÿòü

¨õ ÿê ïiäàëãåáðè. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåâi�Ìàëüöåâà, öå îçíà÷à¹, ùî íå-

ëiíiéíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (155) ìîæóòü ìàòè òiëüêè òàêi àëãåáðè iíâàði-

àíòíîñòi, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçíèìè. Öå äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíî ïðîâîäèòè ïîåòàïíó

êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü âèãëÿäó (155) âiäíîñíî äâîõ, òðüîõ i áiëüø âèñî-

êîðîçìiðíèõ àëãåáð Ëi. Òàê, íàñòóïíîìó âèâ÷åííþ ïiäëÿãàþòü íåëiíiéíi

ðiâíÿííÿ (155), àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ¹ äâîâèìiðíèìè ðîçâ'ÿçíèìè

àëãåáðàìè Ëi. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (155), ÿêi

iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àëãåáðè A2.1, òà øåñòè ðiâíÿíü âèãëÿäó (155), ÿêi

iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àëãåáðè A2.2 (òóò i äàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷å-

ííÿ àëãåáð Ëi, ââåäåíi Ìóáàðàêçÿíîâèì). Äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëè òàêîæ,

ùî ñåðåä ðiâíÿíü (155) ¹ âiñiì, ìàêñèìàëüíèìè àëãåáðàìè iíâàðiàíòíîñòi

ÿêèõ ¹ òðèâèìiðíi ðîçâ'ÿçíi àëãåáðè Ëi. Ðiâíÿíü, ùî äîïóñêàþòü àëãåáðè

iíâàðiàíòíîñòi ðîçìiðíîñòi âèùå òðüîõ, íå iñíó¹. Íèæ÷å, íàâåäåíî âñi öi

ðiâíÿííÿ òà âêàçàíi áàçèñíi åëåìåíòè âiäïîâiäíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi.

A3.2�iíâàðiàíòíå ðiâíÿííÿ

utt = uxx + ux ln |u|+ 1
4u ln

2 |u| − 1
4u ln |u|+ nu, n ∈ R,

⟨∂t, ∂x, e−
1
2xu∂u⟩;

A3.4�iíâàðiàíòíå ðiâíÿííÿ

utt = uxx + x−1[2 ln |u|+mx−1t+ n]ux + x−2u ln |u|+

+ (mx−1t+ n− 2)x−2u ln |u|+ 1
4m

2x−4t2u+

+ 1
2m(n− 3)x−3tu+ px−2u, m ̸= 0, n, p ∈ R,

⟨t∂t + x∂x, x
−1u∂u, ∂t − m

2 x
−1 ln |x|u∂u⟩.

A3.5�iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

1) utt = uxx + |u|mux + n|u|1+2m, m ̸= 0, n ∈ R;
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⟨∂t, ∂x, t∂t + x∂x −m−1u∂u⟩;

2) utt = uxx + euux + ne2u, n ∈ R;

⟨∂t, ∂x, t∂t + x∂x − ∂u⟩;

3) utt = uxx − x−1[2 ln |u| −mx−1t− n]ux + x−2u ln2 |u|−

−x−2(mx−1t+ n)u ln |u|+ ux−2
[m
4
x−2t2 +

m

2
(n− 1)x−1t+ p

]
,

m, n, p ∈ R;

⟨t∂t + x∂x, xu∂u, ∂t +
m

4
x−1u∂u⟩.

A3.7�iíâàðiàíòíå ðiâíÿííÿ

utt = uxx − 2mx−1ux ln |u|+mx−2[mu ln2 |u| −

− (m− 1)u ln |u|+ nu], m ̸= 0, 1; n ∈ R,

⟨∂t, |x|mu∂u, t∂t + x∂x⟩.

A3.7�iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

2) utt = uxx − x−1[2k + ln |u| −mx−1t− n]ux + k2x−2u ln2 |u|−

−kx−2[mtx−1 + k + n− 1]u ln |u|+ 1
2m(k − 2 + n)tx−3u+

+1
4m

2t2x−4u+ px−2u, |k| ̸= 0, 1;m ̸= 0, n, p ∈ R;

⟨t∂t + x∂x, |x|ku∂u, ∂t + m
2(1+k)x

−1u∂u⟩.

Äàëi ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ (156). Ïîêàçàíî, ùî

ãðóïà iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (156) ãåíåðó¹òüñÿ iíôiíiòåçèìàëüíèì îïå-

ðàòîðîì

Q = τ(t)∂t + ξ(x)∂x + [h(t)u+ r(t, x)]∂u,

äå ôóíêöi¨ τ , ξ, h, r, f , g çàäîâîëüíÿþòü òàêi ðiâíîñòi:

rtx+ f [h− τt− ξx] = grx+ τft+ ξfx+[hu+ r]fu, ht = τtg+ τgt+ ξgx.
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Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi E ðiâíÿííÿ (156) ñêëàäàþòü òàêi ïåðåòâîðåí-

íÿ:

(1) t̄ = T (t), x̄ = X(x), v = U(t)u+ Y (t, x), t′X ′U ̸= 0;

(2) t̄ = T (x), x̄ = X(t), v = Ψ(x)Φ(t, x)u+ Y (t, x), t′X ′Ψ ̸= 0,

Φ(t, x) = exp

[
−
∫
g(t, x)dt

]
, gx ̸= 0.

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëè, ùî ñåðåä ðiâíÿíü âèãëÿäó (156)

iñíóþòü òðè ðiâíÿííÿ, iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îäíîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi. Âiä-

ïîâiäíi îäíîâèìiðíi àëãåáðè Ëi iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ãåíå-

ðóþòü öi ãðóïè, à òàêîæ ôóíêöi¨ f òà g ó âiäïîâiäíèõ ðiâíÿííÿõ, íàâåäåíi

íèæ÷å:

A1
1 = ⟨t∂t + x∂x⟩ : g = t−1g̃(ω), f = t−2f(u, ω), ω = tx−1,

g̃ω ̸= 0, fuu ̸= 0;

A2
1 = ⟨∂t⟩ : g = g̃(x), f = f̃(x, u), g̃′ ̸= 0, f̃uu ̸= 0;

A3
1 = ⟨∂x + tu∂u⟩ : g = x+ g̃(t), f = etxf̃(t, ω), ω = e−txu, f̃ωω ̸= 0.

Îïèñ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî äâîâèìiðíèõ àëãåáð, ïîäàíî â òàêié

òåîðåìi.

Òåîðåìà 2. Ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi, iñíóþòü òðè íåëiíiéíi

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (156), ùî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî äâîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi.

Âiäïîâiäíi ðåàëiçàöi¨ iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ôóíêöié f i g â

ðiâíÿííÿõ (155)ìàþòü âèãëÿä:

A1
2.2 = ⟨t∂t + x∂x, t

2∂t + x2∂x +mut∂u⟩ (m ∈ R) :

g = [mt+ (k −m)x]t−1(t− x)−1, k ̸= 0,

f = |t− x|m−2|x|−mf̃(ω), ω = u|t− x|−m|x|m, f̃ωω ̸= 0;

A2
2.2 = ⟨t∂t + x∂x, t

2∂t +mtu∂u⟩ (m ∈ R) :

g = t−2[kx+mt], k ̸= 0, f = |t|m−2|x|−mf̃(ω),

ω = |t|−m|x|mu, f̃ωω ̸= 0;
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A3
2.2 = ⟨t∂t + x∂x, x

2∂x + tu∂u⟩ :

g = (tx)−1(mx− t) (m ∈ R), f = x−2e−tx
−1

f̃(ω),

ω = uetx
−1

, f̃ωω ̸= 0.

Íååêâiâàëåíòíi íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (156), ÿêi ìàþòü íåòðè-

âiàëüíó ñèìåòðiþ, âè÷åðïóþòüñÿ òðüîìà ðiâíÿííÿìè, ÿêi iíâàðiàíòíi âiä-

íîñíî îäíîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi, òà òðüîìà ðiâíÿííÿìè, ùî íàâåäåíi â òå-

îðåìi 2.

Çíàéäåíî, ùî ãðóïà iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (157) ãåíåðó¹òüñÿ iíôi-

íiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì

Q = τ(t)∂t + ξ(x)∂x + (ku+ r(t, x))∂u,

äå ñòàëà k òà ôóíêöi¨ τ , ξ, r, f çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

rtx + [k − τ ′ − ξ′]f = τft + ξfx + [ku+ r]fu.

Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi E ðiâíÿííÿ (157) ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

(1) t̄ = T (t), x̄ = X(x), v = mu+ Y (t, x),

(2) t̄ = T (x), x̄ = X(t), v = mu+ Y (t, x), T ′X ′m ̸= 0.

Áóëî äîâåäåíî, ùî iñíóþòü äâà íååêâiâàëåíòíi íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ âèãëÿ-

äó (157), ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ãðóï ëîêàëüíèõ

ïåðåòâîðåíü. Îïèñ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêi äîïóñêàþòü àëãåáðè iíâàðiàí-

òíîñòi ðîçìiðíîñòi âèùî¨ íiæ 1, ìè ðîçïî÷èíà¹ìî ç êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü,

àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ¹ íàïiâïðîñòèìè àëãåáðàìè Ëi àáî ìiñòÿòü

òàêi àëãåáðè ÿê ïiäàëãåáðè. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi,

íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ (157), àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ¹ íàïiâïðîñòèìè

àëãåáðàìè Ëi àáî ìiñòÿòü ¨õ ÿê ïiäàëãåáðè, âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿ-

ííÿìè:

utx = (t− x)−2f̃(u), f̃uu ̸= 0,

utx = λeu, λ ̸= 0,
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îñòàíí¹ ç ÿêèõ ¹ ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ. Öå ¹äèíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (154), ùî

äîïóñêà¹ íåñêií÷åííîïàðàìåòðè÷íó ãðóïó ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Òà-

êîæ iñíóþòü ùå äåâ'ÿòü íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (157), ìàêñè-

ìàëüíi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ìàþòü ðîçìiðíiñòü âèùó íiæ îäèíè-

öÿ.

Äàëi ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ (159).

utt = uxx + F (t, x, u, ux), Fuxux ̸= 0. (159)

Çíàéäåíî, ùî ãðóïà iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (159) ãåíåðó¹òüñÿ òàêèì ií-

ôiíiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì

Q = (λt+ λ1)∂t + (λx+ λ2)∂x + [h(x)u+ r(t, x)]∂u.

Ïðè öüîìó äiéñíi ñòàëi λ, λ1, λ2 òà ôóíêöi¨ h = h(x), r = r(t, x),

F = F (t, x, u, ux) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

rtt − rxx −
d2h

dx2
u− 2

dh

dx
ux + (h− 2λ)F − (λt+ λ1)Ft −

−(λx+ λ2)Fx − (hu+ r)Fu −
(
rx +

dh

dx
u+ (h− λ)ux

)
Fux = 0.

Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi E ðiâíÿííÿ (159) ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t = kt+ k1, x = ϵkx+ k2, v = X(x)u+ Y (t, x),

äå {k, k1, k2} ⊂ R, k ̸= 0, ϵ = ±1, X ̸≡ 0.

Äîâåäåíî, ùî iñíóþ¹ ñiì íååêâiâàëåíòíèõ êëàñiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

âèãëÿäó (159), ìàêñèìàëüíèìè àëãåáðàìè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ¹ îäíîâè-

ìiðíi àëãåáðè Ëi.

A1
1 = ⟨t∂t + x∂x⟩ : F = t−2G(ξ, u, ω), ξ = tx−1, ω = xux;

A2
1 = ⟨∂t + k∂x⟩ (k > 0) : F = G(η, u, ux), η = x− kt;

A3
1 = ⟨∂x⟩ : F = G(t, u, ux);

A4
1 = ⟨∂t⟩ : F = G(x, u, ux);
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A5
1 = ⟨∂t + f(x)u∂u⟩ (f ̸= 0) :

F = −tf ′′u+ t2(f ′)2u− 2tf ′ux + etfG(x, v, ω),

v = e−tfu, ω = u−1ux − f ′f−1 ln |u|;

A6
1 = ⟨f(x)u∂u⟩ (f ̸= 0) : F = −f−1f ′′u ln |u| −

−2f−1f ′ux ln |u|+ f−2(f ′)2u ln2 |u|+ uG(t, x, ω),

ω = u−1ux − f ′f−1 ln |u|;

A7
1 = ⟨f(t, x)∂u⟩ (f ̸= 0) : F = f−1(ftt − fxx)u+G(t, x, ω),

ω = ux − f−1fxu.

Òàêîæ áóëî äîâåäåíî, ùî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (159) äîïóñêà-

þòü òiëüêè ðîçâ'ÿçíi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi. Òîìó ïîäàëüøîìó âèâ÷åí-

íþ ïiäëÿãàþòü íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ (159), àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ¹

äâîâèìiðíèìè ðîçâ'ÿçíèìè àëãåáðàìè Ëi. Áóëî çíàéäåíî, ùî iñíóþòü 14

íååêâiâàëåíòíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (159), ìàêñèìàëüíèìè àë-

ãåáðàìè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ¹ äâîâèìiðíi àëãåáðè Ëi, içîìîðôíi àëãåáði

A2.1, òà 16 íååêâiâàëåíòíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (159), ìàêñèìàëü-

íèìè àëãåáðàìè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ¹ äâîâèìiðíi àëãåáðè Ëi, içîìîðôíi

àëãåáði A2.2.

A1
2.1 = ⟨t∂t + x∂x, u∂u⟩ :

utt = uxx + x−2uG(ξ, ω),

ξ = tx−1, ω = u−1xux;

A2
2.1 = ⟨t∂t + x∂x, σ(ξ)∂u⟩ (σ ̸= 0, ξ = tx−1) :

utt = uxx + x−2[σ−1((1− ξ2)σ′′ − 2ξσ′)u+G(ξ, ω)],

ω = ξσ′u+ σxux;

A3
2.1 = ⟨∂t + k∂x, u∂u⟩ (k > 0) :

utt = uxx + uG(η, ω),

η = x− kt, ω = u−1ux;
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A4
2.1 = ⟨∂t + k∂x, φ(η)∂u⟩ (k > 0, η = x− kt, φ ̸= 0) :

utt = uxx + (k2 − 1)φ′′φ−1u+G(η, ω), ω = φux − φ′u;

A5
2.1 = ⟨∂t + k∂x, ∂x + u∂u⟩ (k > 0) :

utt = uxx + eηG(ω, v), η = x− kt, ω = ue−η,

v = u−1ux;

A6
2.1 = ⟨∂t, ∂x⟩ :

utt = uxx +G(u, ux);

A7
2.1 = ⟨∂x, u∂u⟩ :

utt = uxx + uG(t, ω), ω = u−1ux;

A8
2.1 = ⟨∂x, φ(t)∂u⟩ (φ ̸= 0) :

utt = uxx + φ−1φ′′u+G(t, ux);

A9
2.1 = ⟨∂t, ∂u⟩ :

utt = uxx +G(x, ux);

A10
2.1 = ⟨∂t, f(x)u∂u⟩ (f ̸= 0) :

utt = uxx − u−1u2x + uG(x, ω);

ω = u−1ux − f ′f−1 ln |u|.

A11
2.1 = ⟨∂t + f(x)u∂u, g(x)u∂u⟩ (δ = f−1f ′ − g−1g′ ̸= 0) :

utt = uxx − g−1g′′u ln |u| − 2g−1g′ux ln |u|

+g−2(g′)2u ln2 |u| − 2fδtux + 2fδg′g−1tu ln |u|

+f 2δ2t2u+ f(g−1g′′ − f−1f ′′)tu+ uG(x, ω),

ω = u−1ux − g′g−1 ln |u| − tfδ;

A12
2.1 = ⟨∂t + f(x)u∂u, e

tf∂u⟩ (f ̸= 0) :

utt = uxx + [f 2 − tf ′′ + t2(f ′)2]u− 2tf ′ux + etfG(x, ω),

ω = e−tf(ux − tf ′u);
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A13
2.1 = ⟨f(x)u∂u, g(x)u∂u⟩ (δ = f ′g − g′f ̸= 0) :

utt = uxx − u−1u2x − δ−1δ′ux +

+δ−1[f ′′g′ − g′′f ′]u ln |u|+ uG(t, x);

A14
2.1 = ⟨φ(t)∂u, ψ(t)∂u⟩ (φ′ψ − φψ′ ̸= 0) :

utt = uxx + φ−1φ′′u+G(t, x, ux), φ
′′ψ − φψ′′ = 0;

A1
2.2 = ⟨t∂t + x∂x, xu∂u⟩ :

utt = uxx + x−2u ln2 |u| −

−2x−1ux ln |u|+ t−2uG(ξ, ω), ξ = tx−1;

ω = xu−1ux − ln |u|;

A2
2.2 = ⟨t∂t + x∂x, tφ(ξ)∂u⟩ (φ ̸= 0, ξ = tx−1) :

utt = uxx + t−2(1− ξ2)φ−1ξ(2φ′ + ξφ′′)u+ t−2G(ξ, ω),

ω = xφux + ξφ′u;

A3
2.2 = ⟨∂t + k∂x, e

k−1xu∂u⟩ (k > 0) :

utt = uxx + k−2u ln2 |u| − 2k−1ux ln |u| − k−2u ln |u|

+uG(η, ω), η = x− kt, ω = u−1ux − k−1 ln |u|;

A4
2.2 = ⟨∂t + k∂x, e

tφ(η)∂u⟩ (η = x− kt, k > 0, φ ̸= 0) :

utt = uxx +
(
(k2 − 1)φ′′φ−1 − 2kφ′φ−1 + 1

)
u+G(η, ω),

ω = φux − φ′u, φ′ =
dφ

dη
.

A5
2.2 = ⟨−t∂t − x∂x, ∂t + k∂x⟩ (k > 0) :

utt = uxx + η−2G(u, ω), η = x− kt, ω = uxη;

A6
2.2 = ⟨−t∂t − x∂x +mu∂u, ∂t + k∂x⟩ (k > 0, m ̸= 0) :

utt = uxx + |η|−2−mG(v, ω), η = x− kt,

ω = u|η|m, v = ux|η|m+1;

A7
2.2 = ⟨∂x, exu∂u⟩ :
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utt = uxx + u ln2 |u| − u ln |u| − 2ux ln |u|+

+uG(t, ω), ω = u−1ux − ln |u|;

A8
2.2 = ⟨∂x, exφ(t)∂u⟩ (φ ̸= 0) :

utt = uxx + (φ−1φ′′ − 1)u+G(t, ω), ω = ux − u;

A9
2.2 = ⟨−t∂t − x∂x, ∂x⟩ :

utt = uxx + t−2G(u, tux);

A10
2.2 = ⟨−t∂t − x∂x + ku∂u, ∂x⟩, (k ̸= 0) :

utt = uxx + |t|−2−kG(v, ω), v = |t|ku, ω = |t|k+1ux;

A11
2.2 = ⟨∂t, et∂u⟩ :

utt = uxx + u+G(x, ux);

A12
2.2 = ⟨−t∂t − x∂x, ∂t⟩ :

utt = uxx + x−2G(u, ω), ω = xux;

A13
2.2 = ⟨∂t + f(x)u∂u, e

(1+f)t∂u⟩ (f ̸= 0) :

utt = uxx −
(
tf ′′ − t2(f ′)2 − (1 + f 2)

)
u− 2tf ′ux

+etfG(x, ω), ω = e−tf
(
ux − f ′(t+ f−1)u

)
.

A14
2.2 = ⟨−t∂t − x∂x, ∂t + kx−1u∂u⟩ (k > 0);

utt = uxx − 2ktx−3u+ k2t2x−4u+ 2ktx−2ux +

+x−2ektx
−1

G(v, ω), v = e−kx
−1tu,

ω = xu−1ux + ln |u|;

A15
2.2 = ⟨k(t∂t + x∂x), |x|k

−1

u∂u⟩ (k ̸= 0, 1) :

utt = uxx − k−2(1− k)x−2u ln |u| − 2k−1x−1ux ln |u|

+k−2x−2u ln2 |u|+ x−2uG(v, ω),

v = tx−1, ω = xu−1ux − k−1 ln |u|;

A16
2.2 = ⟨k(t∂t + x∂x), |t|k

−1

φ(ξ)∂u⟩
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(k ̸= 0, 1, φ ̸= 0, ξ = tx−1) :

utt = uxx + [k−1(k−1 − 1) + 2ξ(k−1 − ξ2)φ−1φ′

+ξ2(1− ξ)2φ−1φ′′]t−2u+ t−2G(ξ, ω),

ω = xφux + ξφ′u.

Òàêîæ ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ

utt = uxx − u−1u2x + A(x)ux +B(x)u ln |u|+ uD(t, x), (160)

äå A(x), B(x), D(t, x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Ãðó-

ïîâà êëàñèôiêàöiÿ íàâåäåíîãî âèùå ðiâíÿííÿ âèêîíàíà ç âèêîðèñòàííÿì

ìåòîäó Îâñÿííiêîâà. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â öüîìó âèïàäêó ñàìå öåé ìåòîä

äîçâîëÿ¹ âiäíîñíî ïðîñòî ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äî

êiíöÿ. Ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiÿ öüîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî àëãåáð, ùî ìà-

þòü ðîçìiðíiñòü áiëüøó íiæ äâà. Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëè, ùî

iñíóþòü 26 íååêâiâàëåíòíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî òðè-

âèìiðíèõ àëãåáð Ëi, 36 íååêâiâàëåíòíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiä-

íîñíî ÷îòèðèâèìiðíèõ àëãåáð Ëi, òà îäíå ðiâíÿííÿ, iíâàðiàíòíå âiäíîñíî

ï'ÿòèâèìiðíî¨ àëãåáðè Ëi.

Çíàéäåíî, ùî iñíó¹ 43 ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (159), iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî

òðèâèìiðíèõ ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð Ëi, òà 15 ðiâíÿíü ðîçãëÿäóâàíîãî âèäó,

ìàêñèìàëüíèìè àëãåáðàìè iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ¹ ÷îòèðèâèìiðíi ðîçâ'ÿ-

çíi àëãåáðè Ëi. Äëÿ ïðèêëàäó íàâåäåìî êiëüêà ðiâíÿíü òà âiäïîâiäíi ¨ì

ðåàëiçàöi¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi:

A3.3 �iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

A1
3.3 = ⟨u∂u, ∂t + k∂x,m∂t + k−1xu∂u⟩ (k > 0,m ̸= 0) :

utt = uxx − u−1u2x + uG(ω), ω = x− kt+mk2u−1ux;

A2
3.3 = ⟨u∂u, ∂x,m∂t + xu∂u⟩ (m > 0) :

utt = uxx − u−1u2x + uG(ω), ω = t−mu−1ux;
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A3
3.3 = ⟨|t|

1
2∂u,−|t|

1
2 ln |t|∂u, t∂t + x∂x +

1

2
u∂u⟩ :

utt = uxx −
1

4
t−2u+ u3xG(ξ, ω), ξ = tx−1, ω = xu2x;

A4
3.3 = ⟨∂u,−t∂u, ∂t + k∂x⟩ (k ≥ 0);

utt = uxx +G(η, ux), η = x− kt.

A3.4 �iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

A1
3.4 = ⟨|η|m−1∂u, ∂t + k∂x, t∂t + x∂x + (mu+ t|η|m−1)∂u⟩

(η = x− kt, k > 0,m ̸= 1) :

utt = uxx + (k2 − 1)(m− 1)(m− 2)η−2u−

−2k(m− 1)ηm−2 ln |η|+ |η|m−2G(ω),+

ω = [ηux − (m− 1)u]|η|−m;

A2
3.4 = ⟨∂u,−t∂u, ∂t + k∂x + u∂u⟩ (k ≥ 0) :

utt = uxx + etG(η, ω), η = x− kt, ω = e−tux;

A3
3.4 = ⟨|t|

1
2∂u,−|t|

1
2 ln |t|∂u, t∂t + x∂x +

3

2
u∂u⟩ :

utt = uxx −
1

4
t−2u+ u−1

x G(ξ, ω), ξ = tx−1, ω = x−1u2x;

A4
3.4 = ⟨kx−1u∂u, ∂t − kx−1 ln |x|u∂u, t∂t + x∂x⟩ (k > 0) :

utt = uxx − 3ktx−3u− 2x−2u ln |u| − u−1u2x + x−2uG(ω),

ω = xu−1ux + ln |u|+ ktx−1.

A5
3.4 = ⟨ektx−1

∂u, ∂t + kx−1u∂u, t∂t + x∂x + (u+ tektx
−1

)∂u⟩ (k > 0) :

utt = uxx + k2x−4u(t2 + x2) + 2x−1(ktx−1 + 1)ux +

+2kektx
−1

x−1 ln |x|+ x−1ektx
−1

G(ω),

ω = e−ktx
−1

(ux + ktx−2u).

81



A3.5 �iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

A1
3.5 = ⟨|η|m−1∂u, ∂t + k∂x, t∂t + x∂x +mu∂u⟩ (k > 0, m ̸= 1)

utt = uxx + (k2 − 1)(m− 1)(m− 2)η−2u+ |η|m−2G(ω),

ω = |η|−m[ηux − (m− 1)u], η = x− kt;

A2
3.5 = ⟨∂t, ∂x, t∂t + x∂x⟩ :

utt = uxx + u2xG(u);

A3
3.5 = ⟨∂t, ∂x, t∂t + x∂x +mu∂u⟩ (m ̸= 0) :

utt = uxx + |u|1−
2
mG(ω), ω = |ux|m|u|1−m;

A4
3.5 = ⟨∂t, ∂x, t∂t + x∂x + ∂u⟩ :

utt = uxx + e−2uG(ω), ω = euux;

A5
3.5 = ⟨∂t, x−1u∂u, t∂t + x∂x⟩ :

utt = uxx − u−1u2x − 2x−2u ln |u|+ x−2uG(ω),

ω = xu−1ux + ln |u|;

A6
3.5 = ⟨∂t + kx−1u∂u, e

ktx−1

∂u, t∂t + x∂x + u∂u⟩ (k > 0) :

utt = uxx + kx−4u[kt2 − 2tx+ kx2] +

+2ktx−2ux + x−1ektx
−1

G(ω),

ω = e−ktx
−1

(ux + ktx−2u);

A7
3.5 = ⟨φ(t)∂u, ψ(t)∂u, ∂x + u∂u⟩ (φ′ψ − φψ′ ̸= 0) :

utt = uxx + φ−1φ′′u+ uxG(t, ω),

ω = e−xux, φ′′ψ − φψ′′ = 0.

A3.6 �iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

A1
3.6 = ⟨∂t + k∂x, |η|m+1∂u, t∂t + x∂x +mu∂u⟩ (k > 0, m ̸= −1) :
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utt = uxx +m(k2 − 1)(m+ 1)η−2u+ |η|m−2G(ω),

ω = |η|1−m[ux − η−1(m+ 1)u], η = x− kt;

A2
3.6 = ⟨∂t +mx−1u∂u, xu∂u, t∂t + x∂x⟩ (m ≥ 0) :

utt = uxx − u−1u2x − 2mtx−3u+ x−2uG(ω),

ω = xu−1ux − ln |u|+ 2mtx−1;

A3
3.6 = ⟨∂t + kx−1u∂u, e

ktx−1

∂u, t∂t + x∂x − u∂u⟩ (k > 0) :

utt = uxx + x−4[k2x2 − 2ktx+ k2t2]u+

+2ktx−2ux + x−3ektx
−1

G(ω),

ω = e−ktx
−1

(x2ux + ktu);

A4
3.6 = ⟨e−t∂u, et∂u, ∂t + k∂x⟩ (k ≥ 0) :

utt = uxx + u+G(η, ux), η = x− kt;

A5
3.6 = ⟨|t|−

1
2∂u, |t|

3
2∂u, t∂t + x∂x +

1

2
u∂u⟩ :

utt = uxx +
3

4
t−2u+ |t|−

3
2G(ξ, ω), ξ = tx−1, ω = x−1u2x.

A3.7 �iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

A1
3.7 = ⟨∂t + k∂x, |η|m−q∂u, t∂t + x∂x +mu∂u⟩

(k > 0,m ̸= q, 0 < |q| < 1) :

utt = uxx + (k2 − 1)(m− q)(m− q − 1)η−2u+ |η|m−2G(ω),

ω = |η|1−m[ux − (m− q)η−1u], η = x− kt;

A2
3.7 = ⟨∂t + kx−1u∂u, e

ktx−1

∂u, t∂t + x∂x + qu∂u⟩

(k > 0, 0 < |q| < 1) :

utt = uxx + [k2x−2 + k2x−4t2 − 2ktx−3]u+ 2ktx−2ux +

+|x|q−2ektx
−1

G(ω),

ω = |x|1−qe−ktx−1

(ux + ktx−2u).
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A3
3.7 = ⟨|t|

1
2q∂u, |t|1−

1
2q∂u, t∂t + x∂x + (1 +

1

2
q)u∂u⟩ (q ̸= 0,±1) :

utt = uxx +
1

4
q(q − 2)t−2u+ |t|

1
2 (q−2)G(ξ, ω),

ξ = tx−1, ω = |t|−
1
2qux;

A4
3.7 = ⟨e

1
2 (q−1)t∂u, e

1
2 (1−q)t∂u, ∂t + k∂x +

1

2
(1 + q)u∂u⟩

(q ̸= 0,±1; k ≥ 0) :

utt = uxx +
1

4
(q − 1)2u+ e

1
2 (1+q)tG(η, ω),

η = x− kt, ω = e−
1
2 (1+q)tu;

A5
3.7 = ⟨∂t + kx−1u∂u, |x|−qu∂u, t∂t + x∂x⟩ (k ≥ 0, q ̸= 0,±1) :

utt = uxx − u−1u2x − q(q + 1)x−2u ln |u|+

+k(q − 1)(q + 2)tx−3u+ ux−2G(ω),

ω = xu−1ux + q ln |u|+ k(1− q)tx−1.

A3.8 �iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

A1
3.8 = ⟨cos t∂u,− sin t∂u, ∂t + k∂x⟩ (k ≥ 0) :

utt = uxx − u+G(η, ux), η = x− kt;

A2
3.8 = ⟨|t|

1
2 cos(ln |t|)∂u,−|t|

1
2 sin(ln |t|)∂u, t∂t + x∂x +

1

2
u∂u⟩ :

utt = uxx −
5

4
t−2u+ |t|−

3
2G(ξ, ω),

ξ = tx−1, ω = |t|
1
2ux.

A3.9 �iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ

A1
3.9 = ⟨sin t∂u, cos t∂u, ∂t + k∂x + qu∂u⟩ (k ≥ 0, q > 0) :

utt = uxx − u+ eqtG(η, ω), η = x− kt, ω = e−qtux;

A2
3.9 = ⟨|t|

1
2 sin(ln |t|)∂u, |t|

1
2 cos(ln |t|)∂u, t∂t + x∂x + (

1

2
+ q)u∂u⟩

(q ≥ 0) :

utt = uxx −
5

4
t−2u+ |t|q−

3
2G(ξ, ω),
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ξ = tx−1, ω = |t|
1
2−qux.

A4 ∼ A3.7 ⊕ A1, A4 = ⟨∂x, |t|
1
2 (1−q)∂u, |t|

1
2 (1+q)∂u,

t∂t + x∂x +
1

2
(1 + q)u∂u⟩ (q ̸= 0) :

utt = uxx +
1

4
(q + 1)(q − 1)t−2u+ |t|

1
2 (q−3)G(ω),

ω = |t|
1
2 (1−q)ux;

A4 ∼ A4.2, A4 = ⟨∂x,
√

|t|∂u,
√

|t| ln |t|∂u,

t∂t + x∂x + (q +
1

2
)u∂u⟩ (q ̸= 0) :

utt = uxx −
1

4
t−2u+ |t|q−

3
2G(ω), ω = |t|

1
2−qux;

A4 ∼ A4.3, A4 = ⟨∂x, t∂u, ∂u, t∂t + x∂x⟩ :

utt = uxx + t−2G(ω), ω = tux;

A4 ∼ A4.3, A4 = ⟨ekt∂u, ∂t + ku∂u, β∂x + tekt∂u, e
−kt∂u⟩

(k > 0, β > 0) :

utt = uxx + k2u+ 2kβ−1xekt + ektG(ω), ω = e−ktux;

A4 ∼ A4.3, A4 = ⟨ekt∂u, ∂x, ∂t + (ku+ xekt)∂u, e
−kt∂u⟩ (k > 0) :

utt = uxx + k2u+ ektG(ω), ω = e−ktux − t;

A4 ∼ A4.5 (p = α, q = 2m− α− 1), A4 = ⟨∂x, |t|m−α∂u, |t|1−m+α∂u,

t∂t + x∂x +mu∂u⟩

(m ̸= 1

2
(1 + α),

1

2
+ α;α ̸= 0) :

utt = uxx + (m− α)(m− α− 1)t−2u+ |t|m−2G(ω),

ω = |t|1−mux;

A4 ∼ A4.5 (p = −2, q = 1− 2m), A4 = ⟨∂x, |t|m−1∂u, |t|2−m∂u,

t∂t + x∂x −mu∂u⟩
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(m ̸= 0,
1

2
,
3

2
) :

utt = uxx + (m− 1)(m− 2)t−2u+ |t|−m−2G(ω),

ω = |t|m+1ux.

A4 ∼ A4.8, A4 = ⟨|x|m−q∂u, ∂t, t|x|m−q∂u, t∂t + x∂x +mu∂u⟩

(m ∈ R, q ̸= 0) :

utt = uxx − (m− q)(m− q − 1)x−2u+

+|x|m−2G(ω),

ω = |x|1−m[ux − (m− q)x−1u];

A4 ∼ A4.8, A4 = ⟨∂t + k∂x, ∂u, t∂u, t∂t + x∂x + qu∂u⟩ (k ≥ 0) :

utt = uxx + |η|q−2G(ω), ω = |η|1−qux, η = x− kt.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü äîâiëüíi ôóíêöi¨ îäíi¹¨

çìiííî¨ ïðîâåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì ñòàíäàðòíèõ ìåòîäiâ. Îòðèìàíî ïîâ-

íèé ïåðåëiê òàêèõ ðiâíÿíü (159), iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ÷îòèðèâèìiðíèõ

òà ï'ÿòèâèìiðíèõ ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð Ëi. Öåé ïåðåëiê íàâåäåíî íèæ÷å.

utt = uxx +mu−1u2x (m ̸= 0,−1),

A4 ∼ A3.5 ⊕ A1, A4 = ⟨∂t, ∂x, t∂t + x∂x, u∂u⟩;

utt = uxx + eux,

A1
5 = ⟨∂t, ∂x, ∂u, t∂u, t∂t + x∂x + (u− x)∂u⟩,

utt = uxx +m ln |ux|, m > 0,

A2
5 = ⟨∂t, ∂x, ∂u, t∂u, t∂t + x∂x + (2u+

1

2
mt2)∂u⟩;

utt = uxx + |ux|k, k ̸= 0, 1,

A3
5 = ⟨∂t, ∂x, ∂u, t∂u, t∂t + x∂x +

k − 2

k − 1
u∂u⟩.
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3.14 Ñèìåòðiéíèé àíàëiç ñèñòåì êåðóâàííÿ

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñèñòåì ç êåðóâàííÿì ìàþòü âèãëÿä:

ẋi = f i(t, x, u), i = 1, n (161)

Íà âiäìiíó âiä ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìiñòÿòü

òiëüêè ôàçîâi êîîðäèíàòè x òà ÷àñ t, ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåì ç êåðóâàí-

íÿì òàêîæ âêëþ÷àþòü êåðóþ÷i âïëèâè u. Â çàëåæíîñòi âiä àïðiîðíèõ

ïðèïóùåíü u ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó u(t) (ïðîãðàìíå êå-

ðóâàííÿ), àáî ÿê ôóíêöi¨ i ÷àñó i ôàçîâèõ êîîðäèíàò u(t, x) (êåðóâàííÿ

iç çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì). Òàêèì ÷èíîì, ãîëîâíà âiäìiííiñòü ñèñòåì ç êåðó-

âàííÿì � öå òå, ùî âîíè ¹ íåäîâèçíà÷åíèìè ñèñòåìàìè, òîáòî êiëüêiñòü

ðiâíÿíü ìåíøà çà ñóìàðíå ÷èñëî ôàçîâèõ êîîðäèíàò i êåðóâàíü. Äðóãà

îñîáëèâiñòü öèõ ñèñòåì ïîëÿãà¹ ó iñíóâàííi àïðiîðíèõ âèìîã äî êåðîâà-

íîñòi ñèñòåìè, òîáòî âiäñóòíîñòi ó íå¨ iíâàðiàíòíèõ ïîâåðõîíü. Iñíóâàííÿ

òàêèõ ïîâåðõîíü ¹ ïàðàçèòíèì ÿâèùåì i, ÿê ïðàâèëî, ïîäiáíi ñèñòåìè íå

ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Â ðàìêàõ ìîäåëi (161) ìîæóòü áóòè ïîñòàâëåíi ÿê ñóòî òåîðåòè÷íi,

òàê i ïðàêòè÷íi çàäà÷i: ïðîáëåìà êåðîâàíîñòi, îïòèìàëüíîãî òà òåðìi-

íàëüíîãî êåðóâàííÿ i òàêå iíøå. Ïðè âèðiøåííi öèõ çàäà÷ ñóòò¹âîþ ¹

iíôîðìàöiÿ ïðî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè (161), òîáòî ïðî iñíóâà-

ííÿ òà îá÷èñëåííÿ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ âèãëÿäó

X = τ(t, x, u)∂t+ξ
i(t, x, u)∂xi+φ

j(t, x, u)∂uj , i = 1, n, j = 1, r (162)

Ïî÷àòîê äîñëiäæåííÿ iíâàðiàíòíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåì (161) ñëiä

âiäíåñòè äî 30-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ, êîëè ç'ÿâèëèñü ïåðøi ïðà-

öi ïðîôåñîðà Ã.Â.Ùiïàíîâà (à çãîäîì - âiäîìèé êðèòåðié Ùiïàíîâà�

Ëóçiíà). Äî öüîãî ÷àñó çóñèëëÿìè âiò÷èçíÿíèõ i çàðóáiæíèõ â÷åíèõ íàé-

áiëüø äîñëiäæåíèìè ñëiä ââàæàòè äåÿêi âàæëèâi ïiäêëàñè ñèñòåìè (161):

ëiíiéíi, áiëiíiéíi, òàê çâàíi L-ñèñòåìè i òàêå iíøå. Â òîé æå ÷àñ, äîñëi-

äæåííÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì çàãàëüíîãî âèãëÿäó çðîáëåíî íå áóëî. Äåÿêîþ
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ìiðîþ öå ïîÿñíþ¹òüñÿ âiäñóòíiñòþ â òåîði¨ êåðóâàííÿ ñïåöèôi÷íèõ êëàñiâ

ðiâíÿíü (ÿê, íàïðèêëàä, â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi � ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi, ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà òà iíøi). Iíøà ïðè÷èíà � âiäñóòíiñòü ðîç-

âèíåíî¨ òåîði¨. Òîìó ¹äèíèé ñïîñiá ðîçïî÷àòè öþ ñïðàâó � ðîçãëÿíóòè

íåëiíiéíi ñèñòåìè ìàëèõ ïîðÿäêiâ (ïî÷èíàþ÷è âiä n = 2 òà r = 1).

Â ïóáëiêàöiÿõ [51, 52, 55] îá'¹êòîì àíàëiçó ñòàëè ñèñòåìè êåðóâàííÿ

äðóãîãî ïîðÿäêó ç îäíèì êåðóþ÷èì âïëèâîì:

ẋ1 = F (t, x, u), ẋ2 = u (163)

äå: F (·) � äîâiëüíà, äâi÷i äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Äëÿ
ïîäàëüøîãî àíàëiçó çàïðîïîíîâàíà íîâà ãåîìåòðè÷íà êîíñòðóêöiÿ, à ñàìå

� àñîöiéîâàíå ç âèõiäíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðíå ïîëåX, âíóòðiøí¹ (intrinsic)

âèçíà÷åííÿ ÿêîãî äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

X⌋Ω = ω ∧ dω, (164)

äå: Ω � ñòàíäàðòíèé åëåìåíò îá'¹ìó, ω � äèôåðåíöiàëüíà 1-ôîðìà, ùî

âèçíà÷à¹ ïîõiäíó ñèñòåìó (derived system). Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X çà-

ïðîïîíîâàíî íàçâó: �õàðàêòåðèñòè÷íå ïðîäîâæåííÿ�. Â òåðìiíàõ öüîãî

ïðîäîâæåííÿ ñôîðìóëüîâàíi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

a) óìîâà íåêåðîâàíîñòi ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ òîòîæíîþ óìîâi âè-

ðîäæåííÿ ïîëÿ X;

b) óìîâè ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó åêâiâàëåíòi óìîâàì iñíó-

âàííÿ iíâàðiàíòiâ ïîëÿ X;

c) ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ ñèìåòðié äëÿ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó ðåäó-

êó¹òüñÿ äî ïðîáëåìè ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ â ÷àñòè-

íèõ ïîõiäíèõ

Xσ = FuuFx1σ (165)

äå: σ � ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ñèìåòðié. Öå ðiâíÿííÿ òàêîæ âiäêðèâà¹

øëÿõ äî ïîâíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó;

88



d) ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó (çíàõîäæåííÿ çàêîíó êåðóâàííÿ iç

çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì) äëÿ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó ðåäóêó¹òüñÿ äî

ïðîáëåìè ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøè

Xu = 0, x1(T ) = x1k, x2(T ) = x2k (166)

Â ñòàòòi [53] äëÿ êåðîâàíèõ ñèñòåì ç ïàðàìåòðîì G(t, x, ẋ, . . .) +

εF (t, x, ẋ, . . .) = 0 îòðèìàíi äîñòàòíi óìîâè (êðèòåðié) ðåäóêöi¨ äî âèãëÿ-

äó G(t̂, x̂, ˆ̇x, . . .) = 0. Ñôîðìóëüîâàíî òåîðåìó: äëÿ ðåäóêöi¨ äîñòàòíüî,

ùîá âèõiäíå ðiâíÿííÿ áóëî àáñîëþòíî iíâàðiàíòíå âiäíîñíî îïåðàòîðà

Z = τ(t, x)∂t + ξ(t, x)∂x + ∂ε, (167)

äå: τ 2 + ξ2 ̸= 0. Ðåäóêóþ÷i çàìiíè � öå iíâàðiàíòè îçíà÷åíîãî îïåðàòîðà.

Ó ÿêîñòi ïðèêëàäà ðîçãëÿíóòà ïðîáëåìà ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ðóõó ëiòàêà ç

âåðòèêàëüíèì çëüîòîì òà ïîñàäêîþ.

Â ñòàòòi [54] äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì êåðóâàííÿ ç ñèìåòði¹þ çàïðî-

ïîíîâàíî íîâèé ïðèíöèï êåðóâàííÿ (�ðåêóðñèâíå êåðóâàííÿ�) ïðè âèði-

øåííi òåðìiíàëüíèõ çàäà÷ òà ñôîðìóëüîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè çàêîíà

êåðóâàííÿ. Îñíîâó àëãîðèòìó ñêëàäà¹ çíàõîäæåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ �óçà-

ãàëüíåíèìè êåðóâàííÿìè� òà �óçàãàëüíåíèìè ïîõèáêàìè�, ùî ¹ iíâàðiàí-

òàìè ãðóïè ñèìåòðié, ÿêà ëèøà¹ áàæàíèé òåðìiíàëüíèé ìíîãîâèä iíâà-

ðiàíòíèì. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó äëÿ íåëiíiéíèõ

êåðîâàíèõ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó.

4 Ðåàëiçàöi¨ àëãåáð Ëi òà äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè

4.1 Ðåàëiçàöi¨ àëãåáð Ëi íèçüêèõ ðîçìiðíîñòåé [95]

ÍåõàéM � n-âèìiðíèé ãëàäêèé ìíîãîâèä, à Vect(M) � àëãåáðà Ëi ãëàä-

êèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ âèãëÿäó

ξi(x)∂xi, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈M, i = 1, 2, . . . n, (168)
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çi ñòàíäàðòíèì êîìóòàòîðîì âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Òóò i äàëi ∂xi =
∂
∂xi
, ôóíêöi¨ ξi(x) ââàæà¹ìî íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-

éîâíèìè. Çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ïðîâîäèòüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ,

ÿêùî íå âêàçàíî iíøå.

Îçíà÷åííÿ. Ðåàëiçàöi¹þ R àëãåáðè Ëi A â âåêòîðíèõ ïîëÿõ íà M íàçè-

âà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçì R: A→ Vect(M).

Êëàñèôiêàöiþ ðåàëiçàöié äiéñíèõ ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð Ëi ïðîâîäèìî

ïî÷èíàþ÷è ç îäíîâèìiðíî¨ àëãåáðè. Ïðè êëàñèôiêàöi¨ ðåàëiçàöié àëãåáð

Ëi áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðåàëiçàöi¨ ¨¨ ïiäàëãåáð, içîìîð-

ôíèõ âæå äîñëiäæåíèì àëãåáðàì ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi. Ïðè öüîìó ðîçði-

çíÿ¹ìî ñèëüíî òà ñëàáî åêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ i âèêîðèñòîâó¹ìî ïiäõiä,

ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi ìåãàiäåàëó, çàïðîïîíîâàíîìó Ð.Î. Ïîïîâè÷åì

ó [95]. Öå äîçâîëÿ¹ çíà÷íî çìåíøèòè ãðîìiçäêiñòü îá÷èñëåíü, åôåêòèâíî

äîâîäèòè íååêâiâàëåíòíiñòü îòðèìàíèõ ðåàëiçàöié i, ÿê íàñëiäîê, óíèêíó-

òè ïîìèëîê â êëàñèôiêàöi¨.

Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ. Äâi ðåàëiçàöi¨ R1:A→Vect(M1) òà R2:A→Vect(M2) íàçè-

âàþòüñÿ ñèëüíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ äèôåîìîðôiçì f çM1 íàM2

òàêèé, ùî R2(v) = f∗R1(v) äëÿ âñiõ v ∈ A. ßêùî òàêîãî äèôåîìîðôiçìó

íå iñíó¹, òî ðåàëiçàöi¨ R1 òà R2 íàçèâàþòüñÿ ñèëüíî íååêâiâàëåíòíèìè.

Òóò f∗ � içîìîðôiçì çVect(M1) âVect(M2), iíäóêîâàíèé f. Â ðàìêàõ

ëîêàëüíîãî ïiäõîäó, ÿêèé çàñòîñîâó¹òüñÿ,M ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äåÿêó

âiäêðèòó ïiäìíîæèíó Rn i âñi äèôåîìîðôiçìè ¹ ëîêàëüíèìè.

Íåõàé Aut(A) � ãðóïà âñiõ àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè A, G � äåÿêà

ïiäãðóïà ãðóïè Aut(A).

Îçíà÷åííÿ.Ìåãàiäåàëîì àëãåáðè A íàçèâà¹ìî âåêòîðíèé ïiäïðîñòið àë-

ãåáðè A, ÿêèé ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äîâiëüíèõ ïåðåòâîðåíü ç Aut(A).

Îçíà÷åííÿ. Ðåàëiçàöi¨ R1 òà R2 íàçèâàþòüñÿ G-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

iñíó¹ φ ∈ G òà äèôåîìîðôiçì f çM1 íàM2 òàêi, ùî R2(v) = f∗R1(φ(v))
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äëÿ âñiõ v ∈ A. ßêùî G = Aut(A), òî ðåàëiçàöi¨ R1 òà R2 íàçèâàþòüñÿ

ñëàáî åêâiâàëåíòíèìè. Îáìåæåííÿ ðåàëiçàöi¨ R íà ïiäàëãåáðó A0 àëãå-

áðè A íàçèâà¹òüñÿ ðåàëiçàöi¹þ, iíäóêîâàíîþ R, òà ïîçíà÷à¹òüñÿ R
∣∣
A0
.

Êëàñèôiêàöiþ ðåàëiçàöié àëãåáð Ëi áóëî ïðîâåäåíî âiäíîñíî ñëàá-

êî¨ åêâiâàëåíòíîñòi òîìó, ùî òàêà êëàñèôiêàöiÿ ìà¹ áiëüøå çàñòîñóâàíü

i ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà â áiëüø êîìïàêòíié ôîðìi.

Íåõàé V � ïiäìíîæèíà Vect(M) i r(x) = dim⟨V (x)⟩, x ∈M . Ðàíãîì

rankV ïiäìíîæèíè V íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíå çíà÷åííÿ r(x) íà M .

Íåõàé I � ìåãàiäåàë i R1 òà R2 � ðåàëiçàöi¨ àëãåáðè A.

Ëåìà. ßêùî R1

∣∣
I òà R2

∣∣
I ¹ Aut(A)|I-íååêâiâàëåíòíèìè, òî R1 òà R2

¹ ñëàáî íååêâiâàëåíòíèìè.

ßê íàñëiäêè ç öi¹¨ ëåìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

ßêùî R1

∣∣
I òà R2

∣∣
I ¹ ñëàáî íååêâiâàëåíòíèìè, òî R1 òà R2 òàêîæ ¹

ñëàáî íååêâiâàëåíòíèìè.

ßêùî àëãåáðà A ìà¹ ìåãàiäåàë I òàêèé, ùî rankR1(I) ̸= rankR2(I),
òî ðåàëiçàöi¨ R1 òà R2 ¹ ñëàáî íååêâiâàëåíòíèìè.

Êëàñèôiêàöiÿ íååêâiâàëåíòíèõ ðåàëiçàöié äiéñíèõ ðîçâ'ÿçíèõ òà íå-

ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð Ëi ðîçìiðíîñòi m ≤ 4, ñïèðàþ÷èñü íà êëàñèôiêàöiþ

Ã.Ì. Ìóáàðàêçÿíîâà (Èçâ. âûñø. ó÷åáí. çàâåä. Ìàòåìàòèêà, 1963, � 1,

C. 114�123) ïðîâîäèëàñü îêðåìî.

Ó âèïàäêó ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð Ëi áóëî âèêîðèñòàíî òàêèé ïiäõiä.

Äëÿ êîæíî¨ ç ðîçãëÿäóâàíèõ àëãåáð áóëî çíàéäåíî ãðóïó àâòîìîð-

ôiçìiâ Aut(A) òà ìíîæèíó ìåãàiäåàëiâ àëãåáðè (âiäïîâiäíi ïåðåëiêè íà-

âåäåíî íàïðèêiíöi ðîçäiëó).

Âèáèðà¹ìî ìàêñèìàëüíó âëàñíó ïiäàëãåáðó B àëãåáðè A. Íàéáiëüø

ïðîñòèì ¹ âèïàäîê, êîëè B � ìåãàiäåàë A. Ñåðåä ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð ðîç-

ìiðíîñòi m ≤ 4 òiëüêè àëãåáðè mA1, A3.1, A3.1 ⊕ A1 òà 2A2.1 íå ìiñòÿòü

(m− 1)-âèìiðíèõ ìåãàiäåàëiâ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîâíèé ñïèñîê ñèëüíî íååêâiâàëåíòíèõ ðåàëiçàöié

ïiäàëãåáðè B âæå ïîáóäîâàíî. ßêùî B ¹ ìåãàiäåàëîì A i ðåàëiçàöi¨ àë-
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ãåáðè A êëàñèôiêó¹ìî òiëüêè âiäíîñíî ñëàáêî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, òî äî-

ñòàòíüî âèêîðèñòîâóâàòè òiëüêè Aut(A)|B-íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ B.
Äëÿ êîæíî¨ ðåàëiçàöi¨ R(B) ç öüîãî ñïèñêó âèêîíó¹ìî òàêó ïðîöåäóðó.

Çíàõîäèìî ìíîæèíó DiffR(B) ëîêàëüíèõ äèôåîìîðôiçìiâ ïðîñòîðó çìií-

íèõ x, ÿêi çáåðiãàþòü ðåàëiçàöi¨ R(B). Ïîäà¹ìî áàçèñíèé âåêòîð em ̸∈ B

â íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi ei = ξia(x)∂a, äå ∂a = ∂/∂xa, i âèìàãà¹ìî,

ùîá âií çàäîâîëüíÿâ êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ àëãåáðè A ç áàçèñíè-

ìè âåêòîðàìè ç R(B). Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ξi i, ïðîiíòåãðóâàâ-

øè ¨¨, ðîçãëÿäà¹ìî âñi ìîæëèâi âèïàäêè. Äëÿ êîæíîãî âèïàäêó çâîäèìî

çíàéäåíèé ðîçâ'ÿçîê äî íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó, âèêîðèñòîâóþ÷è äèôåî-

ìîðôiçìè ç DiffR(B) òà àâòîìîðôiçìè àëãåáðè A.

Äëÿ ïåðåâiðêè íååêâiâàëåíòíîñòi ïîáóäîâàíèõ ðåàëiçàöié ñïiâñòàâè-

ìî N -é ðåàëiçàöi¨ R(A,N) àëãåáðè A âïîðÿäêîâàíèé íàáið öiëèõ ÷è-

ñåë (rNj), äå rNj äîðiâíþ¹ ðàíãó áàçèñó j-ão ìåãàiäåàëó Ij ó ðåàëiçàöi¨

R(A,N) ç dim Ij > 1. Ðåàëiçàöi¨, ÿêèì âiäïîâiäàþòü ðiçíi íàáîðè ðàíãiâ,

íååêâiâàëåíòíi çãiäíî ç íàñëiäêîì ëåìè.

Òåîðåìà 1. Íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ òðèâèìiðíèõ òà ÷îòèðèâèìið-

íèõ ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð Ëi ó ïðîñòîði äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìi-

ííèõ âè÷åðïóþòüñÿ íàâåäåíèìè ó íàñòóïíèõ òàáëèöÿõ.
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Àëãåáðà N Ðåàëiçàöiÿ

3A1 1 ∂1, ∂2, ∂3

2 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2

3 ∂1, ∂2, x3∂1 + φ(x3)∂2

4 ∂1, x2∂1, x3∂1

5 ∂1, x2∂1, φ (x2) ∂1

A2.1 ⊕A1 1 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x3∂2, ∂2

3 ∂1, x1∂1, ∂2

4 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1

A3.1 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2

3 ∂1, ∂2, x2∂1

A3.2 1 ∂1, ∂2, (x1 + x2) ∂1 + x2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, (x1 + x2) ∂1 + x2∂2

[e2, e3] = e1 + e2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2

A3.3 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2

[e2, e3] = e2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3

4 ∂1, x2∂1, x1∂1

Aa
3.4, |a|≤1, a ̸=0, 1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2

[e2, e3] = ae2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2

Ab
3.5, b ≥ 0 1 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3

[e1, e3] = be1 − e2 2 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2

[e2, e3] = e1 + be2 3 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2
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Àëãåáðà N Ðåàëiçàöiÿ

4A1 1 ∂1, ∂2, ∂3, ∂4

2 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + x5∂2 + x6∂3

3 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + x5∂2 + θ(x4, x5)∂3

4 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + φ(x4)∂2 + ψ(x4)∂3

5 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x5∂1 + x6∂2

6 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x5∂1 + θ(x3, x4, x5)∂2

7 ∂1, ∂2, x3∂1 + φ(x3, x4)∂2, x4∂1 + ψ(x3, x4)∂2

8 ∂1, ∂2, x3∂1 + φ(x3)∂2, θ(x3)∂1 + ψ(x3)∂2

9 ∂1, x2∂1, x3∂1, x4∂1

10 ∂1, x2∂1, x3∂1, θ(x2, x3)∂1

11 ∂1, x2∂1, φ(x2)∂1, ψ(x2)∂1

A2.1 ⊕ 2A1 1 ∂1, x1∂1 + ∂4, ∂2, ∂3

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x4∂2 + x5∂3, ∂2, ∂3

3 ∂1, x1∂1 + x4∂2 + φ(x4)∂3, ∂2, ∂3

4 ∂1, x1∂1, ∂2, ∂3

5 ∂1, x1∂1 + x3∂3, ∂2, x3∂1 + x4∂2

6 ∂1, x1∂1 + x3∂3, ∂2, x3∂1

7 ∂1, x1∂1 + ∂4, ∂2, x3∂2

8 ∂1, x1∂1 + x4∂2, ∂2, x3∂2

9 ∂1, x1∂1 + φ(x3)∂2, ∂2, x3∂2

10 ∂1, x1∂1 + x2∂2 + x3∂3, x2∂1, x3∂1

2A2.1 1 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + ∂4

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + x4∂3

[e3, e4] = e3 3 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + C∂3

4 ∂1, x1∂1 + x3∂2, ∂2, x2∂2 + x3∂3

5 ∂1, x1∂1, ∂2, x2∂2

6 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1, −x2∂2 + ∂3

7 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1, −x2∂2
A3.1 ⊕A1 1 ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2 + x5∂3, ∂2

3 ∂1, ∂3, x3∂1 + φ(x4)∂2 + x4∂3, ∂2

4 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2, ∂2

5 ∂1, ∂3, x3∂1, ∂2

6 ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, x2∂1

7 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂3, x2∂1

8 ∂1, ∂3, x3∂1 + φ(x2)∂3, x2∂1
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Àëãåáðà N Ðåàëiçàöiÿ

A3.2 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, ∂4

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, x4∂3

[e2, e3] = e1 + e2 3 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2, ∂3

4 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, x4e
x3(x3∂1 + ∂2)

5 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3(x3∂1 + ∂2)

6 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3∂1

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, ∂3

8 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, x3e
−x2∂1

9 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, e
−x2∂1

A3.3 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, ∂4

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x4∂3

[e2, e3] = e2 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, ∂3

4 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3(∂1 + x4∂2)

5 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3∂1

6 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, ∂4

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, x4∂3

8 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, φ(x2)∂3

9 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, e
x3∂1

Aa
3.4 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, ∂4

|a| ≤ 1, a ̸= 0, 1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, x4∂3

[e1, e3] = e1 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2, ∂3

[e2, e3] = ae2 4 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1 + x4e

ax3∂2

5 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1 + eax3∂2

6 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, ∂3

8 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, x3|x2|
1

1−a∂1

9 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, |x2|
1

1−a∂1

a ̸= −1 10 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
ax3∂2
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Àëãåáðà N Ðåàëiçàöiÿ

Ab
3.5 ⊕A1, b ≥ 0 1 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, ∂4

[e1, e3] = be1 − e2 2 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, x4∂3

[e2, e3] = e1 + be2 3 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2, ∂3

4 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, x4e
bx3(cosx3∂1 − sinx3∂2)

5 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, e
bx3(cosx3∂1 − sinx3∂2)

6 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2, ∂3

7 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2, x3
√

1 + x22 e
−b arctanx2∂1

8 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2,
√

1 + x22 e
−b arctanx2∂1

A4.1 1 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2 + ∂4

[e2, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2 + x4∂3

[e3, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2

4 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x2∂1 + x4∂3 − ∂4

5 ∂1, ∂2, −1
2x

2
3∂1 + x3∂2, x2∂1 − ∂3

6 ∂1, x2∂1, ∂3, x2x3∂1 − ∂2

7 ∂1, x2∂1, x3∂1, −∂2 − x2∂3

8 ∂1, x2∂1,
1
2x

2
2∂1, −∂2

Ab
4.2, b ̸= 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, bx1∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e1, e4] = be1 2 ∂1, ∂2, ∂3, bx1∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e2, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, x4∂1 + x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 + (b− 1)x4∂4 − ∂3

[e3, e4] = e2 + e3 4 ∂1, ∂2, x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 − ∂3

5 ∂1, x2∂1, ∂3, (bx1 + x2x3)∂1 + (b− 1)x2∂2 + x3∂3

6 ∂1, x2∂1, x3∂1, bx1∂1 + (b− 1)x2∂2 + ((b− 1)x3 − x2)∂3

b ̸= 1 7 ∂1, ∂2, e
(1−b)x3∂1 + x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 − ∂3

8 ∂1, x2∂1,
x2
1−b ln |x2|∂1, bx1∂1 + (b− 1)x2∂2

b = 1 7 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 + x3∂3 + ∂4

A4.3 1 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2 + ∂4

[e1, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2 + x4∂3

[e3, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2

4 ∂1,∂2, x3∂1 + x4∂2, x1∂1 + x3∂3 − ∂4

5 ∂1, ∂2, εe
−x3∂1 + x3∂2, x1∂1 − ∂3

6 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 + x2∂2

7 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 + x2∂2 + (x3 − x2)∂3

8 ∂1, x2∂1, −x2 ln |x2|∂1, x1∂1 + x2∂2
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Àëãåáðà N Ðåàëiçàöiÿ

A4.4 1 ∂1, ∂2, ∂3, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e1, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e2, e4] = e1 + e2 3 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + x4∂3 − ∂4

[e3, e4] = e2 + e3 4 ∂1, ∂2, −1
2x

2
3∂1 + x3∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 − ∂3

5 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 − ∂2 + x3∂3

6 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 − ∂2 − x2∂3

7 ∂1, x2∂1,
1
2x

2
2∂1, x1∂1 − ∂2

Aa,b,c
4.5 , abc ̸= 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + bx2∂2 + cx3∂3 + ∂4

[e1, e4] = ae1 2 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + bx2∂2 + cx3∂3

[e2, e4] = be2 3 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, ax1∂1 + bx2∂2 + (a− c)x3∂3 + (b− c)x4∂4

[e3, e4] = ce3 4 ∂1, x2∂1, x3∂1, ax1∂1 + (a− b)x2∂2 + (a− c)x3∂3

a = b = c = 1 5 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂5

6 ∂1, ∂2, x3∂1 + φ(x3)∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂4

7 ∂1, ∂2, x3∂1 + φ(x3)∂2, x1∂1 + x2∂2

8 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 + ∂4

9 ∂1, x2∂1, φ(x2)∂1, x1∂1 + ∂3

10 ∂1, x2∂1, φ(x2)∂1, x1∂1

a = b = 1, c ̸= 1 5 ∂1, x2∂1, ∂3, x1∂1 + cx3∂3 + ∂4

6 ∂1, x2∂1, ∂3, x1∂1 + cx3∂3

7 ∂1, ∂2, e
(1−c)x3∂1, x1∂1 + x2∂2 + ∂3

−1 ≤ a < b < c = 1 5 ∂1, ∂2, ε1e
(a−1)x3∂1 + ε2e

(b−1)x3∂2, ax1∂1 + bx2∂2 + ∂3

b > 0 if a = −1 6 ∂1, x2∂1, ∂3, ax1∂1 + (a− b)x2∂2 + x3∂3

7 ∂1, e
(a−b)x2∂1, e

(a−1)x2∂1, ax1∂1 + ∂2
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Aa,b
4.6, a > 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + (bx2 + x3)∂2 + (−x2 + bx3)∂3 + ∂4

[e1, e4] = ae1 2 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + (bx2 + x3)∂2 + (−x2 + bx3)∂3

[e2, e4] = be2 − e3 3 ∂1, ∂2, x3∂1+x4∂2, (ax1−x2x3)∂1+(b−x4)x2∂2+(a−b−x4)x3∂3−(1+x24)∂4

[e3, e4] = e2 + be3 4 ∂1, ∂2, εe
(b−a) arctanx3

√
1 + x23∂1 + x3∂2,

(ax1 − εx2e
(b−a) arctanx3

√
1 + x23 )∂1 + (b− x3)x2∂2 − (1 + x23)∂3

5 ∂1, x2∂1, x3∂1, ax1∂1 + ((a− b)x2 + x3)∂2 + (−x2 + (a− b)x3)∂3

6 ∂1, e
(a−b)x2 cosx2∂1, −e(a−b)x2 sinx2∂1, ax1∂1 + ∂2

A4.7 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (2x1 +
1
2x

2
3)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (2x1 +
1
2x

2
3)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e1, e4] = 2e1 3 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, 2x1∂1 + x2∂2 − ∂3

[e2, e4] = e2 4 ∂1, x2∂1, −∂2, (2x1 − 1
2x

2
2)∂1 + x2∂2 + ∂3

[e3, e4] = e2 + e3 5 ∂1, x2∂1, −∂2, (2x1 − 1
2x

2
2)∂1 + x2∂2

Ab
4.8, |b| ≤ 1 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + bx3∂3 + ∂4

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + bx3∂3

[e1, e4] = (1 + b)e1 3 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + (1− b)x3∂3

[e2, e4] = e2 4 ∂1, ∂2, x2∂1, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + ∂3

[e3, e4] = be3 5 ∂1, ∂2, x2∂1, (1 + b)x1∂1 + x2∂2

b = 1 6 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, 2x1∂1 + x2∂2 + ∂4

b = −1 6 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x4∂1 + x2∂2 − x3∂3

7 ∂1, ∂2, x2∂1, x3∂1 + x2∂2

b ̸= ±1 6 ∂1, x2∂1, −∂2, (1 + b)x1∂1 + bx2∂2 + ∂3

7 ∂1, x2∂1, −∂2, (1 + b)x1∂1 + bx2∂2

b = 0 8 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x1∂1 + x2∂2 + x4∂3

9 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x1∂1 + x2∂2 + C∂3

Aa
4.9, a ≥ 0 1 ∂1, ∂2, x2∂1+∂3,

1
2(4ax1+x

2
3−x22)∂1+(ax2+x3)∂2+(−x2+ax3)∂3+∂4

[e2, e3] = e1

[e1, e4] = 2ae1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3,
1
2(4ax1 + x23 − x22)∂1 + (ax2 + x3)∂2 + (−x2 + ax3)∂3

[e2, e4] = ae2 − e3

[e3, e4] = e2 + ae3 3 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, (2ax1 − 1
2x

2
2)∂1 + (a− x3)x2∂2 − (1 + x23)∂3

a = 0 4 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3,
1
2(x

2
3 − x22 + 2x4)∂1 + x3∂2 − x2∂3

A4.10 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + ∂4

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + x4∂3

[e2, e3] = e2 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + C∂3

[e1, e4] = −e2 4 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, −x1x2∂1 − (1 + x22)∂2

[e2, e4] = e1 5 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, x2∂1 − x1∂2 + ∂3

6 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, x2∂1 − x1∂2

7 ∂1, x2∂1, x1∂1, −x1x2∂1 − (1 + x22)∂2
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Îêðåìî áóëî çíàéäåíî óñi íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ íåðîçâ'ÿçíèõ àë-

ãåáð Ëi ðîçìiðíîñòåé òðè òà ÷îòèðè. Òåõíiêà çíàõîäæåííÿ ðåàëiçàöié òà

äîâåäåííÿ ¨õ íååêâiâàëåíòíîñòi áóëà îïóáëiêîâàíà â ðîáîòi [66].

Òåîðåìà 2. Íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ òðèâèìiðíèõ òà ÷îòèðèâèìið-

íèõ íåðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð Ëi ó ïðîñòîði äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

çìiííèõ âè÷åðïóþòüñÿ íàâåäåíèìè ó íàñòóïíié òàáëèöi.

Àëãåáðà N Ðåàëiçàöiÿ

sl(2,R) 1 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x
2
1 − x22)∂1 + 2x1x2∂2

[e2, e3] = e3 3 ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x
2
1 + x22)∂1 + 2x1x2∂2

[e1, e3] = 2e2 4 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2

5 ∂1, x1∂1, x
2
1∂1

sl(2,R)⊕A1 1 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3, ∂4

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3, x2∂1 + 2x2x3∂2 + (x23 + x4)∂3

[e2, e3] = e3 3 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3, x2∂1 + 2x2x3∂2 + (x23 + c)∂3,

c ∈ {−1; 0; 1}
[e1, e3] = 2e2 4 ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x

2
1 + x22)∂1 + 2x1x2∂2, ∂3

5 ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x
2
1 − x22)∂1 + 2x1x2∂2, ∂3

6 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2, ∂3

7 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2, x2x3∂2

8 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2, x2∂2

9 ∂1, x1∂1, x
2
1∂1, ∂2

so(3) 1 − sinx1 tanx2∂1 − cosx1∂2, − cosx1 tanx2∂1 + sinx1∂2, ∂1

[e2, e3] = e1 2 − sinx1 tanx2∂1 − cosx1∂2 + sinx1 secx2∂3,

[e3, e1] = e2 − cosx1 tanx2∂1 + sinx1∂2 + cosx1 secx2∂3, ∂1

[e1, e2] = e3

so(3)⊕A1 1 − sinx1 tanx2∂1 − cosx1∂2, − cosx1 tanx2∂1 + sinx1∂2, ∂1, ∂3

[e2, e3] = e1 2 − sinx1 tanx2∂1 − cosx1∂2 + sinx1 secx2∂3,

[e3, e1] = e2 − cosx1 tanx2∂1 + sinx1∂2 + cosx1 secx2∂3, ∂1, ∂3

[e1, e2] = e3 3 − sinx1 tanx2∂1 − cosx1∂2 + sinx1 secx2∂3,

− cosx1 tanx2∂1 + sinx1∂2 + cosx1 secx2∂3, ∂1, x4∂3

4 − sinx1 tanx2∂1 − cosx1∂2 + sinx1 secx2∂3,

− cosx1 tanx2∂1 + sinx1∂2 + cosx1 secx2∂3, ∂1, ∂4
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4.2 Äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè âåêòîðíèõ ïîëiâ Ëi íà äiéñíié

ïëîùèíi [64]

Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì çàïðîïîíîâàíèé Ë.Â. Îâñÿííiêîâèì áóëî ïî-

áóäîâàíî áàçèñè äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ, îïåðàòîðè iíâàðiàíòíîãî

äèôåðåíöiþâàííÿ òà âèçíà÷íèêè Ëi, äëÿ óñiõ ðåàëiçàöié ñêií÷åíîâèìið-

íèõ àëãåáð Ëi âåêòîðíèìè ïîëÿìè íà äiéñíié ïëîùèíi.

N Ôóíä. äèô. iíâàðiàíòè Îïåðàòîð iíâ. äèô-íÿ Âèçíà÷íèê Ëi

1 y Dx const

1* x, y′ Dx const

2 y′, y′′ Dx const

3 y, y′3

y′′
1
y′Dx −(y′)2

3* x, y′′ Dx const

4 y′ yDx y

5 y, (y′)2

y′′
1
y′Dx y′

5* x, y′′

y′ Dx y′

6 x, y′′φ′′′(x)− y′′′φ′′(x) Dx φ′′(x)

7 y′

y′′ Dx y′

8 y′ + y′′ Dx −e−x

9 y′′ Dx const

10 y′′ey
′

ey
′
Dx const

11 y′′ + 2y′ + y Dx −e−2x

12 y′′′

(y′′)2
1
y′′Dx −y′′

13 x, y′′

y′′′ Dx −y′′

14 y′′y′
2−a
a−1 (y′)

1
a−1Dx (a− 1)y′

15 y′′ + (a+ 1)y′ + ay Dx (1− a)e−(1+a)x

16 y′′e−c arctan y′P
−3/2
1 e−c arctan y′P

−1/2
1 Dx P1

17 y′′ + 2by′ + (b2 + 1)y Dx −(c21 + c22)e
−2bx

18 (y′′y + (y′)2 + 1)P
−3/2
1 2yP

−1/2
1 Dx 2y2P1

19 (2y′(1 + y′) + y′′(x− y))(y′)−3/2 (x− y)(y′)−1/2Dx 2y′(x− y)2
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N Ôóíä. äèô. iíâàðiàíòè Îïåðàòîð iíâ. äèô-íÿ Âèçíà÷íèê Ëi

20 y3y′′ y2Dx y2

21 x, Q3

(y′)2 Dx y(y − x)y′

21* y, (3y′′2 − 2y′y′′′)(y′)−4 1
y′Dx y′

22 y′′(1 + x2 + y2)P
−3/2
1 + 2(y − xy′)P

−1/2
1 (1 + x2 + y2)P−1/2Dx P0P1

23 x, y′′P4,3(φ,ψ) + y′′′P2,4(φ,ψ) + y(4) Dx P2,3(φ,ψ)

24 y′y′′′

(y′′)2
y′

y′′Dx y′y′′

25 y′′+y′

y′′′+y′′ Dx −e−x(y′ + y′′)

26 y′′′ + 2y′′ + y′ Dx −e−2x

27 y′′′ + (1 + a)y′′ + ay′ Dx a(a− 1)e−(1+a)x

28 y′′′ + 2by′′ + (1 + b2)y′ Dx
(1+b2)(c21+c22)

−e2bx

29 S3Q
−3/2
2

√
y
y′′Dx −2y2y′′

30 Q3(y
′)−4 1

y′Dx 2y′2

31 y′′′ Dx const

32 y′′′ + (b+ 2)y′′ + (2b+ 1)y′ + by Dx (b− 1)2e−(b+2)x

33 y′′′ + y′′ Dx −e−x

34 y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y Dx −e−3x

35 x,
P2,3(y,φ)
P2,4(y,φ)

Dx P3,2(y, φ)

36 y′′′ + (a+ b+ c)y′′ + (ab+ ac+ bc)y′ + abcy Dx
(b−a)(c−a)(c−b)

e(a+b+c)x

37 y′′′ + (2b+ a)y′′ + (b2 + 2ab+ 1)y′ + a(b2 + 1)y Dx
(c21+c22)((b−a)2+1)

e(2b+a)x

38 y′′′e
y′′
2 e

y′′
2 Dx const
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N Ôóíä. äèô. iíâàðiàíòè Îïåðàòîð iíâ. äèô-íÿ Âèçíà÷íèê Ëi

39
b = 1, y′′, yIV(y′′′)−2

b ̸= 1, y′′
2−b
b−1

1
y′′′Dx

y′′
1

b−1Dx

y′′′

(1− b)y′′

40 y′′

y′′′ Dx −y′′

41 y′′′P1

(y′′)2 − 3y′ P1
y′′Dx 3y′′P1

42 y′′+y
y′′′+y′ Dx y′′ + x

43
3y′′yIV−5(y′′′)2

(y′′)8/3
1

(y′′)1/3
Dx y′′

44 S5

R
3/2
4

y′′

R
1/2
4

Dx (y′′)2R4

45 Ũ5

Q̃3
3

P1

Q̃
1/2
3

Dx −16P1Q̃
2
3

46 U5

Q3
3

y′

Q
1/2
3

Dx −4y′Q2
3

47 V7

S
8/3
5

y′′

S
1/3
5

Dx −2y′′S2
5

48 x, W (y′, ξ′1, ξ
′
2, . . . , ξ

′
r) Dx L(ξ′1, ξ

′
2, . . . , ξ

′
r)

49 x,
W (y′,ξ′1,ξ

′
2,...,ξ

′
r)

DxW (y′,ξ′1,ξ
′
2,...,ξ

′
r)

Dx L(y′, ξ′1, . . . , ξ
′
r)

50 Kr(η1, . . . , ηr) Dx L(η′1, η
′
2, . . . , η

′
r)

51
Kr(η1,...,ηr)

DxKr(η1,...,ηr)
Dx L(y′, η′1, . . . , η

′
r)

52
c ̸= r + 1, (y(r+1))

2−c+r
c−r−1 y(r+2)

c = r + 1, y(r+1), y(r+3)

(y(r+2))2

(y(r+1))
1

c−r−1Dx

1
y(r+2)Dx

y(r+1)

y(r+2)

53 y(r+1)e
y(r)

r! e
y(r)

r! Dx const

54 y(r+1)y(r+3)

(y(r+2))2
y(r+1)

y(r+2)Dx y(r+1)y(r+2)

55
Qr+3

(y(r+1))
2r+8
r+2

1

(y(r+1))
2

r+2
Dx y(r+1)

56
Sr+4

Q
3/2
r+3

y(r+1)

Q
1/2
r+3

Dx y(r+1)Qr+3

4.3 Äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè îäíîïàðàìåòðè÷íèõ

ãðóï Ëi [17, 94]

Äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè iíòåãðóâàííi â

êâàäðàòóðàõ àáî ïîíèæåííi ïîðÿäêó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, à òàêîæ äëÿ îïèñó êëàñiâ iíâàðiàíòíèõ äèôåðåöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

òîìó ¨õ òåîðiÿ ¹ âàæëèâîþ ñêëàäîâîþ ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü. Â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ îñîáëèâó ðîëü âiäi-
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ãðàþòü ðiçíi âàðiàíòè òåîðåìè ïðî ñêií÷åíèé áàçèñ äèôåðåíöiàëüíèõ ií-

âàðiàíòiâ, ùî íåñòðîãî ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ äîâiëüíî¨

ãðóïè G ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü iñíó¹ òàêèé ñêií÷åíèé íàáið äèôåðåí-

öiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ, ùî êîæåí äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò ãðóïè G ¹

ôóíêöi¹þ öèõ iíâàðiàíòiâ òà ¨õ ïîõiäíèõ. Âïåðøå òâåðäæåííÿ òàêîãî

òèïó (äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ó ïðîñòîði

äâîõ çìiííèõ) îòðèìàíî ùå Ñ. Ëi íàïðèêiíöi ÕIÕ ñò. i íåâäîâçi ñóòò¹âî

óçàãàëüíåíî À. Òðåññîì. Ïðîãðåñ îñòàííüîãî ÷àñó â öüîìó íàïðÿìi ïî-

â'ÿçàíèé ç ðîáîòàìè Ë.Â. Îâñÿííiêîâà i Ï. Îëâåðà, äå ââåäåíî ïîíÿòòÿ

îïåðàòîðà iíâàðiàíòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, iíâàðiàíòíîãî êîôðåéìó äè-

ôðåíöiàëüíèõ ôîðì òà ií., îòðèìàíî, çîêðåìà, ðåçóëüòàòè çi ñòàáiëiçàöi¨

ðàíãó ïðîäîâæåíî¨ äi¨ ãðóïè i îöiíêè êiëüêîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàði-

àíòiâ.

Äàëi âèñâiòëþþòüñÿ ðåçóëüòàòè, ùîäî äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ

îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ãðóï ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü â ïðîñòîði n íåçàëå-

æíèõ òà m çàëåæíèõ çìiííèõ (m,n ∈ N). (Âèïàäîê n = m = 1 ðîç-

ãëÿíóòî â [16], à ðåçóëüòàòè äëÿ äëÿ âèïàäêó n = 1 ïðè äîâiëüíîìó

m ∈ N îïóáëiêîâàíî â [93].) Âàæëèâiñòü òàêî¨ çàäà÷i îáóìîâëåíà òèì, ùî

ïîáóäîâà äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ëîêàëü-

íèõ ïåðåòâîðåíü ¹ ñêëàäîâîþ çàäà÷i ïîøóêó äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàí-

òiâ äëÿ ãðóïè äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi. Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ëi ïðî äèôå-

ðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

ïðîâåäåíî íå òiëüêè çà êiëüêiñòþ çàëåæíèõ i íåçàëåæíèõ çìiííèõ, àëå é i

áåçïîñåðåäíiì ïîñèëåííÿì ¨¨ òâåðäæåííÿì. À ñàìå, äîâåäåíî, ùî çà âiäî-

ìîãî óíiâåðñàëüíîãî iíâàðiàíòà ïîâíèé íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó òàêî¨ ãðóïè áóäó¹òüñÿ

÷åðåç îäíó êâàäðàòóðó i äèôåðåíöiþâàííÿ. Ïðîàíàëiçîâàíî çâ'ÿçîê ìiæ

äèôåðåíöiàëüíèìè iíâàðiàíòàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó i iíòåãðóâàííÿì ñèñ-

òåì ðiâíÿíü òèïó Ðiêêàòi.

2. Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ëi ïðî äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè. Íå-
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õàé Q = ξa(x, u)∂xa + ηi(x, u)∂ui � iíôiíiòåçiìàëüíèé îïåðàòîð îäíîïà-

ðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè G ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, ùî äi¹ íà ìíîæèíi M ⊂
J(0) = X × U , äå X ≃ Rn � ïðîñòið íåçàëåæíèõ çìiííèõ x = (x1, x2, . . .,

xn) i U ≃ Rm � ïðîñòið çàëåæíèõ çìiííèõ u = (u1, u2, . . . , um), G(r) �

ïðîäîâæåííÿ äi¨ ãðóïèG íà ïiäìíîæèíóM(r) =M×U (1)×U (2)×· · ·×U (r)

ïðîäîâæåíîãî ïðîñòîðó J(r) = X × U(r) ñòðóìåíiâ r-ãî ïîðÿäêó íàä ïðî-

ñòîðîì X × U (òóò U(r) = U × U (1) × U (2) × · · · × U (r), r ≥ 1, Q(r) � r-òå

ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà Q. Äèôåðåíöiàëüíèì iíâàðiàíòîì r-ãî ïîðÿäêó

ãðóïè G (àáî îïåðàòîðà Q) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ I :M(r) → R, ÿêà ¹ iíâà-
ðiàíòîì ïðîäîâæåíî¨ äi¨ G(r). Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî,

ùîá ôóíêöiÿ I áóëà äèôåðåíöiàëüíèì iíâàðiàíòîì r-ãî ïîðÿäêó ãðóïè

G, ¹ ñïiââiäíîøåííÿ Q(r)I = 0.

Òóò i íàäàëi, ÿêùî íå îáóìîâëåíî iíøå, iíäåêñè a, b, c, d çìiíþþòüñÿ

âiä 1 äî n, iíäåêñè i, j, k, l � âiä 1 äîm. Çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ,

éäå ïiäñóìîâóâàííÿ.

Íåõàé I = I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) � ïîâíèé

íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ iíâàðiàíòiâ (àáî óíiâåðñàëüíèé iíâàði-

àíò) îïåðàòîðà Q, à J(x, u) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ QJ = 1.

Òîäi ôóíêöi¨ I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u) i J(x, u) � ôóíêöiîíàëü-

íî íåçàëåæíi. Âèêîíà¹ìî ëîêàëüíó çàìiíó çìiííèõ: yc = Ic(x, u), c =

1, n− 1, yn = J(x, u) � íîâi íåçàëåæíi çìiííi òà vi = I i+n−1(x, u) � íîâi

çàëåæíi çìiííi. Â çìiííèõ y = (y1, y2, . . . , yn) i v = (v1, v2, . . . , vm) îïåðà-

òîð Q ìà¹ âèãëÿä ∂yn. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî r ≥ 1 âèãëÿä ïðîäîâæåíîãî

îïåðàòîðà Q(r) ñïiâïàäà¹ ç Q = ∂yn, à òîìó

ŷ = (y1, y2, . . . , yn−1),

v(r) =

{
viα=

∂|α|vi

∂yα1
1 ∂y

α2
2 . . . ∂yαn

n

∣∣∣∣ αa∈N∪{0}, |α|=
n∑
a=1

αa≤r

}
(òóò viα = vi, ÿêùî |α| = 0) óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið éîãî ôóíêöiîíàëüíî

íåçàëåæíèõ iíâàðiàíòiâ, òîáòî (ŷ, v(r)) � óíiâåðñàëüíèé iíâàðiàíò ãðó-

ïè G(r). (Ôóíêöiîíàëüíà íåçàëåæíiñòü êîìïîíåíò ŷ i v(r) î÷åâèäíà, áî
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(y, v(r)) ¹ íàáîðîì çìiííèõ ó ïðîñòîði J(r).) Öå îçíà÷à¹, ùî (ŷ, v) ¹ ôóí-

äàìåíòàëüíèì íàáîðîì äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ îïåðàòîðà Q, òîáòî

áóäü-ÿêèé äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò îïåðàòîðà Q ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

ôóíêöiþ âiä ŷ i v òà ïîõiäíèõ v çà îïåðàòîðàìè G-iíâàðiàíòíîãî äèôå-

ðåíöiþâàííÿ, ÿêi ñïiâïàäàþòü òóò ç îïåðàòîðàìè Dya = ∂ya + viya∂vi +

viyayb∂viyb
+ · · · ïîâíèõ ïîõiäíèõ çà çìiííèìè ya.

Ïîâåðíåìîñÿ äî çìiííèõ x, u. Â öèõ çìiííèõ

Dyc =
(−1)c+a

∆

D(Id, d=1,n−1, d ̸=c, J)

D(xb, b=1,n, b ̸=a)
Dxa, c = 1, n− 1,

Dyn =
(−1)n+a

∆

D(Id, d=1,n−1)

D(xb, b=1,n, b ̸=a)
Dxa,

(169)

äå Dxa = ∂xa + uixa∂ui + uixaxb∂uixb
+ · · · � îïåðàòîð ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ çà

çìiííîþ xa, à

D(Id, d=1,n−1, d ̸=c, J)

D(xb, b=1,n, b ̸=a)
,
D(Id, d=1,n−1)

D(xb, b=1,n, b ̸=a)
, ∆ =

D(Id, d=1,n−1, J)

D(xb, b=1,n)

ïîçíà÷àþòü ÿêîáiàíè (ç ïîâíèõ ïîõiäíèõ)

ôóíêöié Id, d = 1, n− 1, d ̸= c, J çà çìiííèìè xb, b = 1, n, b ̸= a,

ôóíêöié Id, d = 1, n− 1 çà çìiííèìè xb, b = 1, n, b ̸= a,

ôóíêöié Id, d = 1, n− 1, J çà çìiííèìè xb, b = 1, n,

âiäïîâiäíî.

ßê ðåçóëüòàò îòðèìà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) � óíi-

âåðñàëüíèé iíâàðiàíò îïåðàòîðà Q, J(x, u) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ QJ = 1. Òîäi ôóíêöi¨

Ic(x, u), Dα1
y1
Dα2
y2
. . . Dαn

yn
I i+n−1(x, u),

äå c = 1, n− 1, αa∈N∪{0},
∑n

a=1 αa ≤ r, à îïåðàòîðè Dya âèçíà÷àþòüñÿ

ôîðìóëàìè (169), óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ (àáî óíiâåðñàëüíèé äèôåðåíöiàëüíèé iíâà-

ðiàíò) r-ãî ïîðÿäêó îïåðàòîðà Q.
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Íàñëiäîê 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà Q iñíó¹ ïîâíèé íàáið ôóíêöiî-

íàëüíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ r-ãî ïîðÿäêó, â ÿêîìó

êîæåí iíâàðiàíò ¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ çìiííèõ uiα (α = (α1, α2, . . .,

αn), αa ∈ N ∪ {0}, 0 <
∑n

a=1 αa ≤ r) ïðîäîâæåíîãî ïðîñòîðó J(r) ç êîå-

ôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä xa òà u
j.

Íàñëiäîê 2. ßêùî I = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) � óíiâåð-

ñàëüíèé iíâàðiàíò îïåðàòîðà Q i J = J(x, u) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ QJ = 1, òî ôóíêöi¨

DycI
i+n−1 =

(−1)c+a

∆

D(Id, d=1,n−1, d ̸=c, J)

D(xb, b=1,n, b ̸=a)
DxaI

i+n−1,

DynI
i+n−1 =

(−1)n+a

∆

D(Id, d=1,n−1)

D(xb, b=1,n, b ̸=a)
DxaI

i+n−1

(170)

(c = 1, n− 1) óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ ñòðîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó îïåðàòîðà Q.

Çàóâàæèìî, ùî çà âiäîìîãî óíiâåðñàëüíîãî iíâàðiàíòà I îïåðàòîðà Q

÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ QJ = 1 ëåãêî çíàõîäèòüñÿ ÷åðåç îäíó

êâàäðàòóðó. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, êîëè äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî a ξa ̸=
0, ìà¹ìî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

J(x, u) =
∫
dxa/ξ

a(X1 . . . , Xa−1, xa, X
a+1, . . . , Xn, U 1, . . . , Um),

äå xb = Xb(xa, C), b ̸= a, uj = U j(x,C) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè àëãåáðà-

¨÷íèõ ðiâíÿíü I(x, u) = C := (C1, C2, . . . , Cm+n−1) âiäíîñíî çìiííèõ xb,

b ̸= a, uj, à ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ íåîáõiäíî âèêîíàòè çâîðîòíó ïiäñòàíîâêó

C = I(x, u) (ïiäñóìîâóâàííÿ ïî a òóò íåìà¹). Àíàëîãi÷íî, êîëè ηi ̸= 0

äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî i, òîäi ìîæíà ïîêëàñòè

J(x, u) =
∫
dui/ηi(X1, . . . , Xn, U 1, . . . , U i−1, ui, U i+1, . . . , Um)

(ïiäñóìîâóâàííÿ ïî i òóò íåìà¹), äå xb = Xb(ui, C), uj = U j(ui, C),

j ̸= i, � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü I(x, u) = C âiäíîñíî

çìiííèõ xb, uj, j ̸= i.
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Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. ßêùî çíàéäåíî óíiâåðñàëüíèé iíâàðiàíò îïåðàòîðà Q, òî

ïîâíèé íàáið éîãî ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàði-

àíòiâ áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó áóäó¹òüñÿ ÷åðåç îäíó êâàäðàòóðó i äèôåðåí-

öiþâàííÿ.

3. Iíâàðiàíòíi äèôåðåíöiàëè. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòíîãî äèôå-

ðåíöiàëà ùî ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëüíîãî ïîíÿòòÿ êîíòàêòíî-

iíâàðiàíòíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè ïåðøîãî ïîðÿäêó ó ïðîäîâæåíîìó

ïðîñòîði.

Îçíà÷åííÿ. Äèôåðåíöiàë dW (x, u) íàçâåìî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ãðó-

ïè G (îïåðàòîðà Q), ÿêùî âií íå çìiíþ¹òüñÿ ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü ç

ãðóïè G.

Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëà ¹ ðiâ-

íiñòü dQW (x, u) = 0. Ìîæëèâi äâà ïðèíöèïîâî ðiçíi âèïàäêè:

1) ôóíêöiÿ W (x, u) ¹ iíâàðiàíòîì îïåðàòîðà Q, òîáòî QW (x, u) = 0;

äèôåðåíöiàë dW (x, u) àâòîìàòè÷íî ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà Q

(iíâàðiàíòíèé äèôåðåíöiàë ïåðøîãî ðîäó);

2) ôóíêöiÿ W (x, u) íå ¹ iíâàðiàíòîì îïåðàòîðà Q, àëå äèôåðåíöiàë

dW (x, u) iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà Q (iíâàðiàíòíèé äèôåðåíöiàë

äðóãîãî ðîäó); òîäi QW (x, u) � íåíóëüîâà ñòàëà.

ßêùî âiäîìî äåÿêèé íàáið ôóíêöié I(x, u) = (Iq(x, u))q=1,m+n−1 i

J(x, u), ùî çàäàþòü óíiâåðñàëüíèé iíâàðiàíò i iíâàðiàíòíèé äèôåðåíöi-

àë îïåðàòîðà Q äðóãîãî ðîäó âiäïîâiäíî, òî âñi òàêi íàáîðè, î÷åâèäíî,

ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè

Î(x, u) = F (I(x, u)), Ĵ(x, u) = J(x, u) +H(I(x, u)), (171)

äå F = (F 1, F 2, . . . , Fm+n−1) i H � äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãó-

ìåíòiâ, |∂F/∂I| ̸= 0. Ôîðìóëè (171) âèçíà÷àþòü âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi Ω íà ìíîæèíi M íàáîðiâ ç m + n ãëàäêèõ ôóíêöié âiä m + n
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çìiííèõ ç íåíóëüîâèì ÿêîáiàíîì. Âiäïîâiäíó ìíîæèíó êëàñiâ åêâiâàëåí-

òíîñòi ïîçíà÷èìî ÷åðåç M/Ω.

Òâåðäæåííÿ 1. Ìiæ M/Ω i ìíîæèíîþ íåíóëüîâèõ îïåðàòîðiâ {Q} â
ïðîñòîði çìiííèõ (x, u) iñíó¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü: ñóêó-

ïíiñòü {(I(x, u); J(x, u))} ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè QIq = 0, q = 1,m+ n− 1,

QJ = 1, äå Iq � ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíi, ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè

M/Ω, i íàâïàêè, ÿêùî (I(x, u); J(x, u)) � äåÿêèé ïðåäñòàâíèê êëàñó

åêâiâàëåíòíîñòi çM/Ω, òî ñèñòåìà QIq = 0, q = 1,m+ n− 1, QJ = 1

¹ âèçíà÷åíîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî êîåôi-

öi¹íòiâ âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà Q.

4. Âèïàäîê n = 1. Ðîçãëÿíåìî äîêëàäíiøå âèïàäîê îäíi¹¨ íåçàëåæíî¨

çìiííî¨ x (n = 1), â ÿêîìó ìîæíà çíà÷íî êîìïàêòíiøå ñôîðìóëþâàòè

òåîðåìó 1 òà ¨¨ íàñëiäêè, à òàêîæ îòðèìàòè äåÿêi äîäàòêîâi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 1′. Íåõàé I = I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im(x, u)) � óíi-

âåðñàëüíèé iíâàðiàíò îïåðàòîðà Q, J(x, u) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ QJ = 1. Òîäi ôóíêöi¨

Ij(x, u),

(
1

DxJ
Dx

)s
Ij(x, u), s = 1, r,

äå Dx = ∂x+u
i
x∂ui+u

i
xx∂uix+. . . � îïåðàòîð ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ çà çìiííîþ x,

óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

iíâàðiàíòiâ (àáî óíiâåðñàëüíèé äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò) r-ãî ïîðÿä-

êó îïåðàòîðà Q.

Íàñëiäîê 1′. Äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà Q iñíó¹ ïîâíèé íàáið ôóíêöiî-

íàëüíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ n-ãî ïîðÿäêó, â ÿêîìó

êîæåí iíâàðiàíò ¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ çìiííèõ uix, u
i
xx, . . . , (u

i)(n)

ïðîäîâæåíîãî ïðîñòîðó ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä x òà ui.

Íàñëiäîê 2′. ßêùî I = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im(x, u)) � óíiâåðñàëüíèé

iíâàðiàíò îïåðàòîðà Q i J = J(x, u) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
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QJ = 1, òî ôóíêöi¨

Ij(1) = Ij(1)(x, u(1)) =
dIj

dJ
=
DxI

j

DxJ
=

Ijx + Ijuiu
i
x

Jx + Jui′u
i′
x

(172)

óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

iíâàðiàíòiâ ñòðîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó îïåðàòîðà Q.

Íàñëiäîê 3.Êîìïîíåíòè ñòðîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó óíiâåðñàëüíîãî äèôå-

ðåíöiàëüíîãî iíâàðiàíòó îïåðàòîðà Q ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi äðîáî-

âî-ëiíiéíèõ ôóíêöié çìiííèõ uix ïðîäîâæåíîãî ïðîñòîðó ç êîåôiöi¹íòà-

ìè, ùî çàëåæàòü âiä x òà ui.

Íàñëiäîê 2′ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ií-

âàðiàíòíîãî äèôåðåíöiàëà.

Íàñëiäîê 4. Âiäíîøåííÿ iíâàðiàíòíèõ äèôåðåíöiàëiâ îïåðàòîðà Q ïåð-

øîãî i äðóãîãî ðîäó ¹ éîãî äèôåðåíöiàëüíèì iíâàðiàíòîì ñòðîãî ïåðøîãî

ïîðÿäêó. ßêùî dI1, dI2, . . . , dIm óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið íåçàëåæíèõ

iíâàðiàíòíèõ äèôåðåíöiàëiâ îïåðàòîðà Q ïåðøîãî ðîäó, òî ¨õ âiäíîøå-

ííÿ ç éîãî iíâàðiàíòíèì äèôåðåíöiàëîì äðóãîãî ðîäó âè÷åðïóþòü ôóí-

êöiîíàëüíî íåçàëåæíi äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè ñòðîãî ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó îïåðàòîðà Q.

Íàñëiäîê 5 (òåîðåìà Ëi). Íåõàé n=m=1, I(x, u) i I(1)(x, u, ux) � äè-

ôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè íóëüîâîãî i ñòðîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó îïåðàòîðà

Q. Òîäi ôóíêöi¨

I, I(1),
dsI(1)
dIs

=

(
1

DxI
Dx

)s
I(1), s = 1, r − 1,

óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

iíâàðiàíòiâ n-ãî ïîðÿäêó îïåðàòîðà Q.

Îïåðàòîðè G-iíâàðiàíòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ó âèïàäêó îäíi¹¨ íå-

çàëåæíî¨ çìiííî¨ òðàäèöiéíî øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

D =
1

DxI0
Dx,
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äå I0 � äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò ãðóïè G (äèâ., íàïðèêëàä, íàñëi-

äîê 5). Òîìó äëÿ ïîáóäîâè óíiâåðñàëüíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî iíâàðiàíòà

äîâiëüíîãî ïîðÿäêó îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ç

äîïîìîãîþ îïåðàòîðà G-iíâàðiàíòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òàêîãî âèãëÿäó

íåîáõiäíî çíàòèm+1 ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâà-

ðiàíòiâ ãðóïè G ìiíiìàëüíî ìîæëèâîãî ïîðÿäêó, òîáòî m ôóíêöiîíàëüíî

íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ íóëüîâîãî ïîðÿäêó (àáî ïðîñòî

iíâàðiàíòiâ) i îäèí äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò ñòðîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Çàïðîïîíîâàíèé â òåîðåìi 1′ àëãîðèòì äîçâîëÿ¹ âçàãàëi óíèêíóòè ïðÿìî¨

ïîáóäîâè äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé n = m = 1, à G = SO(2) � ãðóïà ïîâîðîòiâ, ùî

äi¹ íà X × U ≃ R2, ç iíôiíiòåçiìàëüíèì îïåðàòîðîì Q = u∂x − x∂u.

I =
√
x2 + u2 � iíâàðiàíò ãðóïè G (îïåðàòîðà Q), à òîìó (â ïîçíà÷åííÿõ

ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2) U(x,C) = ±
√
C2 − x2. Òîäi

J = ±
∫

dx√
C2 − x2

= ± arcsin
x

C
= ± arcsin

x√
x2 + u2

(òóò êîíñòàíòó iíòåãðóâàííÿ ïîêëàäåíî ðiâíîþ íóëþ), çâiäêè

I(1) =
Ix + Iuux
Jx + Juux

=
x+ uux
−u+ xux

√
x2 + u2, àáî Ĩ(1) =

x+ uux
−u+ xux

� äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò ïåðøîãî ïîðÿäêó îïåðàòîðà Q.

5. Ñòàíäàðòíèé ïiäõiä òà iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü òèïó Ði-

êàòi. Ïðÿìèì ìåòîäîì äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè ñòðîãî ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó çíàõîäÿòüñÿ ÿê iíâàðiàíòè ïåðøîãî ïðîäîâæåííÿ

Q(1) = ξa∂xa + ηi∂ui + (ηkc + ηkuju
j
c − ξbxcu

k
b − ξbuju

j
cu

k
b )∂ukc

îïåðàòîðà Q, òîáòî ÿê ïåðøi iíòåãðàëè âiäïîâiäíî¨ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ñè-

ñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dxa

ξa
=
dui

ηi
=

dukc
ηkc + ηkuju

j
c − ξbxcu

k
b − ξbuju

j
cu

k
b

, (173)
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ùî çàëåæàòü íå òiëüêè âiä x òà u, à é âiä iíøèõ çìiííèõ ïîñòîðó J(1).

(Òóò uia � çìiííà ïðîäîâæåíîãî ïðîñòîðó J(1), ùî âiäïîâiäà¹ ïîõiäíié

∂ui/∂xa; íèæíi iíäåêñè ôóíêöié îçíà÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà âiäïî-

âiäíèìè çìiííèìè; â îñòàííüîìó ðiâíÿííi ïiäñóìîâóâàííÿ ïî a, c, i òà

k íåìà¹). Iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (173) ÿê ïðàâèëî ¹ òåõíi÷íî ñêëàäíîþ

çàäà÷åþ. Çà âiäîìîãî óíiâåðñàëüíîãî iíâàðiàíòà I(x, u) îïåðàòîðà Q âîíî

çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü òèïó Ðiêêàòi âèãëÿäó

dukc
dxa

= −
ξbuj

ξa
ujcu

k
b +

ηkuj

ξa
ujc −

ξbxc
ξa
ukb +

ηkxc
ξa

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

xd=X
d(xa,C), d ̸=a

, (174)

ÿêùî ξa ̸= 0 äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî a, àáî

dukc
dui

= −
ξbuj

ηi
ujcu

k
b +

ηkuj

ηi
ujc −

ξbxc
ηi
ukb +

ηkxc
ηi

∣∣∣∣ x=X(ui,C),

ul=U l(ui,C), l ̸=i

, (175)

ÿêùî ηi ̸= 0 äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî i. Òóò xd = Xd(xa, C), d ̸= a,

u = U(x,C) òà x = X(ui, C), ul = U l(ui, C), l ̸= i, � ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè

àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü I(x, u) = C âiäíîñíî çìiííèõ xd, d ̸= a, u òà x, ul,

l ̸= i, âiäïîâiäíî. Êîíñòàíòè C = (C1, C2, . . . , Cm+n−1) â ñèñòåìàõ (174)

i (175) ââàæàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè. Âèïàäîê ηi ̸= 0 çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó

ξa ̸= 0 ç äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà:

x̃a = ui, x̃d = xd, ũi = xa, ũl = ul, d ̸= a, l ̸= i,

ũia =
1

uia
, ũid = −u

i
d

uia
, ũla =

ula
uia
, ũld = uld −

uid
uia
ula.

Òîìó íàäàëi äåòàëüíî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ëèøå âèïàäîê ξa ̸= 0.

Çàïðîïîíîâàíèé íàìè â íàñëiäêó 2 ìåòîä çíàõîäæåííÿ äèôåðåíöi-

àëüíèõ iíâàðiàíòiâ ñòðîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó íà âiäìiíó âiä ñòàíäàðòíîãî

ìåòîäà äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè ïðÿìîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü òèïó

Ðiêêàòi (174) àáî (175) i çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ÷åðåç îäíó êâàäðàòóðó

i äèôåðåíöiþâàííÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî çà âiäîìîãî óíiâåðñàëüíîãî iíâàðiàí-

òà I(x, u) îïåðàòîðà Q ñèñòåìè (174) i (175) çàâæäè iíòåãðóþòüñÿ
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îäíi¹þ êâàäðàòóðîþ. Äiéñíî, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (174) çàäà¹-

òüñÿ íåÿâíî m íåçà÷åïëåíèìè ñèñòåìàìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

Dxb Î
j

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

xd=X
d(xa,C), d ̸=a

= 0,

äå Îj = Ij+n−1 +
∑n−1

d=1 C̃jdI
d + C̃jnJ , C̃ib � äîâiëüíi ñòàëi. Ùîá çàïèñàòè

ðîçâ'ÿçîê â ÿâíîìó âèãëÿäi, äîäàòêîâî ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

x̄ = (xd)
n
d=1, d ̸=a, X̄ = (Xd)nd=1, d ̸=a, z = xa,

I x̄ = (Id)n−1
d=1 , Iu = (Ij+n−1)mj=1,

C x̄ = (Cd)
n−1
d=1 , Cu = (Cj+n−1)

m
j=1,

C̃ ′ = (C̃jd)
m
j=1

n−1
d=1 , C̃ ′′ = (C̃jn)

m
j=1, Î = Iu + C̃ ′I x̄ + C̃ ′′J.

Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (174) äà¹òüñÿ ôîðìóëàìè

(ujb)
m
j=1

n
b=1 = −Î−1

u Îx

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

x̄=X̄(xa,C)

,

àáî

(uja)
m
j=1 = Uz − UC x̄X̄−1

C x̄ X̄z +H((C̃ ′ + C̃ ′′JC x̄)X̄−1
C x̄ X̄z − C̃ ′′JC x̄),

(ujb)
m
j=1

n
b=1, b ̸=a = UC x̄X̄−1

C x̄ −H(C̃ ′ + C̃ ′′JC x̄)X̄−1
C x̄ ,

äå H = (UCu − UC x̄X̄−1
C x̄ X̄Cu)(E + C̃ ′′JCu − (C̃ ′ + C̃ ′′JC x̄)X̄−1

C x̄XCu)−1, E �

îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó m × m; çíà÷êè âåêòîð-ôóíêöié ç íèæíiìè

iíäåêñàìè ç íàáîðiâ çìiííèõ ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíi ìàòðèöi ßêîái. Äëÿ

iñíóâàííÿ â äåÿêîìó îêîëi ôiêñîâàíî¨ òî÷êè (x0, u0) âñiõ îáåðíåíèõ ìà-

òðèöü, ùî çóñòði÷àþòüñÿ âèùå, äîñòàòíüî ââàæàòè ñòàëi C̃ib ìàëèìè i

âèêîíàòè ïîïåðåäíüî íåâèðîäæåíó ëiíiéíó çàìiíó â ìíîæèíi iíâàðiàíòiâ

òàêèì ÷èíîì, ùîá ìàòðèöÿ I(x̄,u)(x0, u0) áóëà îäèíè÷íîþ.

ßêùî ïîêëàñòè C̃ib = 0, òî îòðèìà¹ìî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

(uja)
m
j=1 = Uz − UC x̄X̄−1

C x̄ X̄z, (ujb)
m
j=1

n
b=1, b ̸=a = UC x̄X̄−1

C x̄ .
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Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (174) â ÿâíîìó âèãëÿäi ïðè n = 1 íåîáõiäíî âè-

ïèñóâàòè îêðåìî. Òàê ÿê â öüîìó âèïàäêó u = U(x,C) � çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè duj/dx = ηj(x, u)/ξ(x, u), òî ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

ux = Ux(x,C) ¹ ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (174) (òóò, ÿê i â (174),

C � íàáið ïàðàìåòðiâ). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (174) ìà¹ âèãëÿä

ux = −(Iu−C̃⊗Ju)−1(Ix+C̃Jx)

∣∣∣∣
u=U(x,C)

= Uz−UC(E+C̃⊗JC)−1C̃Jz (176)

(â îñòàííié ðiâíîñòi âèêîíàíî çàìiíó x = z, u = U(z, C)), äå E � îäèíè-

÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðóm×m, C̃ = (C̃1, C̃2, . . . , C̃m)
T � ñòîâï÷èê äîâiëüíèõ

êîíñòàíò, Iu = (I iuj), Ix = (I ix), Uz = (Uk
z ), UC = (U i

Cj
). Îáåðíåíi ìàòðèöi

â (176) çàâæäè iñíóþòü äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ C̃i.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé n = m = 1, Q = ex+u(∂x + 2x∂u). I(x, u) = u− x2 �

iíâàðiàíò îïåðàòîðà Q, çâiäêè u = U(x,C) = x2 + C. Òîäi

J =

∫
e−x−x

2−Cdx = e−C
∫
e−x−x

2

dx = ex
2−u
∫
e−x−x

2

dx,

à òîìó

I(1) =
Ix + Iuux
Jx + Juux

=
(ux − 2x)eu

e−x − (ux − 2x)
∫
e−x−x2dx

� äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò ïåðøîãî ïîðÿäêó îïåðàòîðà Q. Ðiâíÿí-

íÿ (174) äëÿ îïåðàòîðà Q ìà¹ âèãëÿä

dux
dx

= −u2x + (2x− 1)ux + 2x+ 2,

à ôóíêöiÿ ux = Ux = 2x ¹ éîãî ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé n = m = 1, Q = xu(x∂x+ku∂u), k ∈ R. I(x, u) =
ux−k � iíâàðiàíò îïåðàòîðà Q, çâiäêè U(x,C) = Cxk. Òîäi

J =

∫
dx

Cxk+2
=


ln x

C
=

ln x

xu
, ÿêùî k = −1,

− x−(k+1)

(k + 1)C
= − 1

(k + 1)xu
, ÿêùî k ̸= −1
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(òóò êîíñòàíòó iíòåãðóâàííÿ ïîêëàäåíî ðiâíîþ 0). Âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ

Ðiêêàòi

dux
dx

= − 1

Cxk
u2x +

2(k − 1)

x
ux + kCxk−2.

Ôóíêöiÿ ux = kCxk−1 ¹ ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ, à éîãî

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ux = −C

x2

(
1 +

1

Ĉ − ln x

)
, ÿêùî k = −1, àáî

ux = Cxk−1

(
k − k + 1

1 + Ĉxk+1

)
, ÿêùî k ̸= −1,

äå Ĉ � äîâiëüíà ñòàëà.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ äîáðå âiäîìèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü íà ïëîùèíi (òîáòî

n = m = 1) iíòåãðîâíiñòü â êâàäðàòóðàõ ðiâíÿíü (174) i (175) ÿê ïðàâèëî

î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç âèãëÿäó öèõ ðiâíÿíü. Òàê, êîëè ξu = 0 àáî ηx = 0,

âîíè ¹ ëiíiéíèìè ðiâíÿííÿì àáî ðiâíÿííÿìè Áåðíóëi âiäïîâiäíî. ßêùî

G � îäíîïàðàìåòðè÷íà ãðóïà êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü, òî ξx = ηu i

ξu = −ηx, à òîìó â ðiâíÿííÿõ (174) i (175) çìiííi ðîçäiëÿþòüñÿ:

dv

v2 + 1
=
ηx
ξ
dx

∣∣∣∣
u=U(x,C)

i
dv

v2 + 1
=
ηx
η
du

∣∣∣∣
x=X(u,C)

.

4.4 Óìîâíi äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè òà ïîáóäîâà çàãàëüíèõ

êëàñiâ óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü [25, 26]

Ó íàñòóïíèõ äâîõ ïiäðîçäiëàõ ïðåäñòàâëåíi íîâi ìåòîäè äëÿ ïîáóäîâè

ôóíêöiîíàëüíèõ áàçèñiâ äëÿ óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ, à òà-

êîæ iíâàðiàíòiâ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi.

Âèâ÷åííÿ íåêëàñè÷íî¨, àáî óìîâíî¨ ñèìåòði¨, áóëî ïî÷àòå ùå â êií-

öi 1960-õ ðîêiâ. Äîñëiäæåííÿ òàêîãî òèïó ñèìåòðié ïî÷àëî ðîçâèâàòèñü ó

1980-òî ðîêè â ðîáîòàõ Â.I. Ôóùè÷à òà éîãî ó÷íiâ, à òàêîæ ÷èñëåííèõ çà-

ðóáiæíèõ â÷åíèõ � Äæ. Áëþìåíà, Ï. Îëâåðà, Ï. Ðîçåíàó, Ï. Êëàðêñîíà,
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Ì. Êðóñêàëà, Ï. Âiíòåðíiòöà òà áàãàòüîõ iíøèõ. Ïðîòå öi ðîáîòè ñòîñóâà-

ëèñü â îñíîâíîìó çíàõîäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ äëÿ êîíêðåòíèõ ðiâíÿíü

÷è êëàñiâ ðiâíÿíü, òà âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü. Ïðîòå, äî öèõ

ïið íå áóëî çàïðîïîíîâàíî ìåòîäiâ ïîáóäîâè çàãàëüíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü, ùî

ìàþòü ïåâíó óìîâíó ñèìåòðiþ. Àêòóàëüíiñòü öi¹¨ çàäà÷i îáóìîâëþ¹òüñÿ

òèì, ùî òàêèé îïèñ ¹ îäíî÷àñíî çàãàëüíèì îïèñîì êëàñó ðiâíÿíü, ÿêi ìî-

æíà ðåäóêóâàòè çà äîïîìîãîþ ïåâíîãî àíçàöó (ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó

óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi). Öÿ çàäà÷à âèðiøó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâè

ôóíêöiîíàëüíîãî áàçèñó óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ.

Ïîáóäîâó ôóíêöiîíàëüíîãî áàçèñó óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâà-

ðiàíòiâ áóäå ðîçãëÿíóòî íà ïðèêëàäi àëãåáðè Ïóàíêàðå ó ñêàëÿðíîìó

ïðåäñòàâëåííi òà óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ùîäî ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà.

Ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

2u = F (u, u∗) (177)

äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ u = u(x0, x1, . . . , xn), äå x0 = t � ÷àñîâà

çìiííà, x1, . . . , xn - n ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, F � äåÿêà äîâiëüíà ôóíêöiÿ,

2u � îïåðàòîð ä'Àëàìáåðà:

2u = −∂
2u

∂x20
+
∂2u

∂x21
+ · · ·+ ∂2u

∂x2n
. (178)

Âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ (177) ìîæå áóòè ðåäóêîâàíå äî íåëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿØðüîäiíãåðà, ÷èñëî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ ó ÿêîìó ìåíøå çà îäèíè-

öþ ÷èñëà ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ ó ïî÷àòêîâîìó íåëiíiéíîìó õâèëüîâîìó

ðiâíÿííi, êîëè íåëiíiéíiñòü F ìà¹ ñïåöiàëüíèé âèãëÿä F = uf(|u|), äå
|u| = (uu∗)1/2, çiðî÷êà îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ.

Äàëi ìè óçàãàëüíèìî öåé çâ'ÿçîê ìiæ íåëiíiéíèì õâèëüîâèì ðiâíÿí-

íÿì òà íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãåðà ó çâ'ÿçîê ìiæ äèôåðåíöiàëü-

íèìè iíâàðiàíòàìè äëÿ âiäïîâiäíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi, ââåäåìî íîâi

ïîíÿòòÿ ðåäóêöi¨ ôóíäàìåíòàëüíèõ áàçèñiâ òà óìîâíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ iíâàðiàíòiâ. Óìîâíi äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè ìîæóòü âèêîðèñòî-

âóâàòèñü äëÿ îïèñó ðiâíÿíü, ùî óìîâíî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî êîíêðåòíèõ
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îïåðàòîðiâ òà çà äîäàòêîâèõ óìîâ, òàêèì æå ÷èíîì, ÿê àáñîëþòíi äèôå-

ðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè àëãåáðè Ëi ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü äëÿ îïèñó

âñiõ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî öi¹¨ àëãåáðè.

Òóò ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå îçíà÷åííÿ óìîâíî¨ ñèìå-

òði¨ (Â.È. Ôóùè÷, Â.Ì. Øòåëåíü, Í.È. Ñåðîâ �Ñèììåòðèéíûé àíàëèç è

òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � Êè-

åâ: Íàóêîâà äóìêà, 1989. � 336 ñ.).

Îçíà÷åííÿ 1. Ðiâíÿííÿ F (x, u, u
1
, . . . , u

l
) = 0, äå u

k
- ìíîæèíà âñiõ ÷àñ-

òêîâèõ ïîõiäíèõ k -ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ u = (u1, u2, . . . , um), íàçèâà¹òüñÿ

óìîâíî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà

Q = ξi(x, u)∂xi + ηr(x, u)∂ur , (179)

ÿêùî iñíó¹ òàêà äîäàòêîâà óìîâà

G(x, u, u
1
, . . . , u

l1
) = 0, (180)

ùî ñèñòåìà äâîõ ðiâíÿíü F = 0, G = O ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî îïåðà-

òîðà Q.

ßêùî óìîâà (180) ìà¹ âèãëÿä G = Qu, òîäi ðiâíÿííÿ F = 0 íàçèâà-

¹òüñÿ Q-óìîâíî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà Q.

Äàëi ìè íàâåäåìî ùå êiëüêà áàçîâèõ îçíà÷åíü, ÿêi ìè áóäåìî ïîòiì

óçàãàëüíþâàòè. Â ðàìêàõ öèõ îçíà÷åíü ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè àëãåáðè

Ëi, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïåðàòîðiâ

X = ξi(x, u)∂xi + ηr(x, u)∂ur . (181)

Òóò x = (x1, x2, . . . , xn), u = (u1, u2, . . . , um).

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiÿ F = F (x, u, u
1
, . . . , u

l
), íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöi-

àëüíèì iíâàðiàíòîì äëÿ àëãåáðè Ëi L ç áàçèñíèìè åëåìåíòàìè Xi âèãëÿ-

äó (181) (L = ⟨Xi⟩) , ÿêùî âîíà ¹ iíâàðiàíòîì l -ãî ïðîäîâæåííÿ öi¹¨

àëãåáðè:

X
l s

F (x, u, u
1
, ..., u

l
) = λs(x, u, u

1
..., u

l
)F, (182)
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äå λs - äåÿêi ôóíêöi¨; ÿêùî λi = 0, F íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíèì iíâàðiàí-

òîì; ÿêùî λi ̸= 0, öå âiäíîñíèé iíâàðiàíò.

Äàëi, êîëè ìè ãîâîðèìî �äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò�, ìè ìàòèìåìî

íà óâàçi �àáñîëþòíèé äèôåðåíöiàëüíèé iíâàðiàíò�.

Îçíà÷åííÿ 3. Ìàêñèìàëüíà ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ iíâà-

ðiàíòiâ ïîðÿäêó r ≤ l àëãåáðè Ëi L íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì áàçèñîì

l -ãî ïîðÿäêó äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ àëãåáðè L.

Ó íàâåäåíèõ íèæ÷å ñïèñêàõ iíâàðiàíòiâ áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü

íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

ua ≡
∂u

∂xa
, uab ≡

∂2u

∂xa∂xb
, Sk(uab) ≡ ua1a2ua2a3 · · · uak−1akuaka1,

Sjk(uab, vab) ≡ ua1a2 · · · uaj−1ajvajaj+1
· · · vaka1,

Rk(ua, uab) ≡ ua1uakua1a2ua2a3 · · · uak−1ak . (183)

Ó âñiõ ñïèñêàõ iíâàðiàíòiâ j ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ âiä 0 äî k. Ìè íå

áóäåìî ðîçðiçíÿòè âåðõíi òà íèæ÷i iíäåêñè ñòîñîâíî ïiäñóìîâóâàííÿ: äëÿ

âñiõ ëàòèíñüêèõ iíäåêñiâ xaxa ≡ xax
a ≡ xaxa = x21 + x22 + · · ·+ x2n.

Ôóíäàìåíòàëüíi áàçèñè äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ äëÿ ñòàíäàð-

òíèõ ñêàëÿðíèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáð Ïóàíêàðå òà Ãàëiëåÿ òèïó (193),

(188) áóëè çíàéäåíi â ðîáîòi Fushchych W.I. òà Yehorchenko I.A. Second-

order di�erential invariants of the rotation group O(n) òà of its extensions:

E(n); P(1,n); G(1,n), Acta Appl. Math., 1992, V. 28, N 1, 69-92.

Îçíà÷åííÿ 4 Ôóíêöiÿ F = F (x, u, u
1
, . . . , u

l
) íàçèâà¹òüñÿ óìîâíèì äèôå-

ðåíöiàëüíèì iíâàðiàíòîì äëÿ îïåðàòîðà X âèãëÿäó (181), ÿêùî çà óìîâè

G(x, u, u
1
, . . . , u

l1
) = 0, (184)

X
lmax

F (x, u, u
1
, . . . , u

l
) = 0, X

lmax

G(x, u, u
1
, . . . , u

l1
) = 0, (185)

äå X
lmax

¹ lmax-ì ïðîäîâæåííÿì îïåðàòîðà X . Ïîðÿäîê ïðîäîâæåííÿ äîðiâ-

íþ¹ lmax = max(l, l1).
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Àëãåáðà Ãàëiëåÿ äëÿ n − 1 ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ ¹ ïiäàëãåáðîþ àë-

ãåáðè Ïóàíêàðå äëÿ n ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, ùî äîçâîëÿ¹ ðåäóêóâàííÿ

íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (177) äî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà, ÿêå ií-

âàðiàíòíå âiäíîñíî òàêî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ. Ìè áóäåìî äàëi ðîçãëÿäàòè

íåëiíiéíi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ äëÿ òðüîõ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ i ¨õíi ñè-

ìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ðàçîì ç ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè íåëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà äëÿ äâîõ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ. Ïðîòå, âiäïîâiäíi

ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè ëåãêî óçàãàëüíåíi äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïðî-

ñòîðîâèõ çìiííèõ.

Ðåäóêöiÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (177) ìîæå áóòè çäiéñíåíà

çà äîïîìîãîþ àíçàöà

u = exp((−im/2)(x0 + x3))Φ(x0 − x3, x1, x2). (186)

Ïiäñòàíîâêà âèðàçó (186) â (177) äà¹ ðiâíÿííÿ

exp((−im/2)(x0 + x3))(2imΦτ + Φ11 + Φ22) = F (u, u∗).

Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: τ = x0 + x3 � íîâà ÷àñîâà

çìiííà, Φτ =
∂Φ
∂τ , Φa =

∂Φ
∂xa

, Φab =
∂2Φ

∂xa∂xb
.

Äàëi ìè ìà¹ìî íà óâàçi ñóìóâàííÿ çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ.

ßêùî íå âêàçàíå iíøå, iíäåêñè, ïîçíà÷åíi ìàëèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè,

ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ âiä 1 äî 2.

ßêùî íåëiíiéíiñòü ó ðiâíÿííi (177) ìà¹ âèãëÿä F = uf(|u|), òîäi öå
ðiâíÿííÿ ðåäóêó¹òüñÿ äî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà

2imΦτ + Φ11 + Φ22 = Φf(|Φ|). (187)

Òàêà ðåäóêöiÿ äîçâîëÿ¹ ïîáóäîâó ÷èñëåííèõ íîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëi-

íiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿØðüî-

äiíãåðà. Ìè ïîêàæåìî, ùî òàêà ðåäóêöiÿ òàêîæ äîçâîëÿ¹ îïèñàòè äîäà-

òêîâi ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ (177), ùî ïîâ'ÿçàíi ç ñèìåòðié-

íèìè âëàñòèâîñòÿìè ðiâíÿííÿ (187).
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Ðiâíÿííÿ (187) ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ f iíâàðiàíòíå âiäíîñíî àëãåáðè

Ãàëiëåÿ ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè

∂τ =
∂

∂τ
, ∂a =

∂

∂xa
, J12 = x1∂2 − x2∂1,

Ga = t∂a + ixa(Φ∂Φ − Φ∗∂Φ∗) (a = 1, 2), J = (Φ∂Φ − Φ∗∂Φ∗).

(188)

ßêùî f = λ|u|2, äå λ ¹ äîâiëüíîþ ñòàëîþ, ðiâíÿííÿ (187) iíâàðiàíòíå

âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ, ùî ìiñòèòü, êðiì îïåðàòîðiâ (188),

òàêîæ îïåðàòîð äèëàòàöi¨

D = 2τ∂τ + xa∂a − I, (189)

äå I = Φ∂Φ + Φ∗∂Φ∗, òà ïðîåêòèâíèé îïåðàòîð

A = τ 2∂τ + τxa∂a +
im

2
xaxaJ − τI. (190)

Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ òà âiäïîâiäíi áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ìíîæèíè ðîç-

â'ÿçêiâ äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà áóëè çíàéäåíi â ðî-

áîòàõ Â.I. Ôóùè÷à òà Ì.I. Ñ¹ðîâà, à òàêîæ Ð. Âiíòåðíiòöà òà Ë. Ãàíüîíà.

Âiäçíà÷èìî, ùî àíçàö (186) ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

u0 + u3 + imu = 0. (191)

Ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ (191) ÿê äîäàòêîâó óìîâó, ùî íà-

êëàäà¹òüñÿ íà íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ ç íåëiíiéíiñòþ F = λu|u|2.
Ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

2u = λu|u|2, (192)

i ïðè öüîìó óìîâà (191) äîçâîëÿ¹ çìåíøèòè êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ çìií-

íèõ íà îäèíèöþ, òà îäåðæàòè âiäïîâiäíå ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ, ÿêå iíâàði-

àíòíå âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ ç ïðîåêòèâíèì îïåðàòîðîì.

Öå äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè óìîâíó iíâàðiàíòíiñòü íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî

ðiâíÿííÿ (192) âiäíîñíî ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà. Äîáðå âiäîìî, ùî òàêî¨

iíâàðiàíòíîñòi ó ñåíñi ëi íåìà¹.
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Ìàêñèìàëüíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (177), ÿêà ìîæå áó-

òè çíàéäåíà ó âiäïîâiäíîñòi äî àëãîðèòìó Ëi, âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè

áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè:

pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµpν − xνpµ, (193)

äå µ, ν take the values 0, 1, . . . , 3; ìà¹òüñÿ íà óâàçi ïiäñóìîâóâàííÿ çà

iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ (ÿêùî öi iíäåêñè - ìàëi ãðåöüêi ëiòåðè)

çà íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ: xνxν ≡ xνx
ν ≡ xνxν = x20 − x21 − · · · − x2n,

gµν = diag (1,−1, . . . ,−1).

Ïðîòå, ïiäñóìîâóâàííÿ äëÿ âñiõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u çäiéñíþ¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì: uνuν ≡ uνu
ν ≡ uνuν = −u20 + u21 + · · ·+ u2n.

Íà âiäìiíó âiä ñòàíäàðòíî¨ äîìîâëåíîñòi ùîäî ïiäñóìîâóâàííÿ âåðõ-

íiõ òà íèæíiõ iíäåêñiâ, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ìè ââàæà¹ìî xν òà xν ðiâíèìè

ó ñìèñëi ïiäñóìîâóâàííÿ, ç ìåòîþ óíèêíåííÿ ïëóòàíèíè ìiæ ïîçíà÷åí-

íÿìè ïîõiäíî¨ òà íîìåðàìè ôóíêöié.

Òåîðåìà 1. Íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ (192) ¹ óìîâíî iíâàðiàíòíèì

çà óìîâè (191) âiäíîñíî ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà

A1 =
1

2
(x0 − x3)

2(∂0 − ∂3) + (x0 − x3)(x1∂1 + x2∂2)

+
imx2

2
(u∂u − u∗∂u∗) +

n− 1

2
(x0 − x3)(u∂u + u∗∂u∗). (194)

Äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà (192),

(191) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî îïåðàòîðà (194) çà äîïîìîãîþ çâè÷àéíîãî àë-

ãîðèòìó Ëi.

Äàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîáóäîâó çàãàëüíîãî êëàñó Ïóàíêàðå-iíâàðiàí-

òíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìàþòü òàêó æ âëàñòèâiñòü ùîäî óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi.

Ñïî÷àòêó ìè íàâåäåìî ôóíäàìåíòàëüíi áàçèñè äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàði-

àíòiâ, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi ó íàøîìó ïðèêëàäi äëÿ ïîáóäîâè Now we

óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ.

Ôóíêöiîíàëüíèé áàçèñ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ àëãåáðè Ïóàí-

êàðå (193) äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨
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u = u(x0, x1, x2, x3) ñêëàäà¹òüñÿ ç 24 iíâàðiàíòiâ

ur, Rk

(
urµ, u

1
µν

)
, Sjk

(
urµν, u

1
µν

)
; (195)

r = 1, 2; u1 = u, u2 = u∗.

Â (195) çàâæäè k = 1, . . . , 4; j = 0, . . . , k. Ôóíêöiîíàëüíèé áàçèñ

äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ àëãåáðè Ãàëiëåÿ (188), ìàñà m ̸= 0, äðó-

ãîãî ïîðÿäêó äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ Φ = Φ(τ, x1, x2)

ñêëàäà¹òüñÿ ç 16 iíâàðiàíòiâ.

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèðàçiâ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ ìè ââîäèìî íà-

ñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

Φ = expϕ, ImΦ = arctan
Reϕ

Imϕ
.

Åëåìåíòè ôóíêöiîíàëüíîãî áàçèñó òàêî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ ìîæíà âèáðàòè

íàñòóïíèì ÷èíîì:

ϕ+ ϕ∗, M1 = 2imϕt + ϕaϕa, M ∗
1 ,

M2 = −m2ϕtt + 2imϕaϕat + ϕaϕbϕab, M ∗
2 ,

Sjk(ϕab, ϕ
∗
ab), R1

j = Rj(θa, ϕab), R2
j = Rj(θ

∗
a, ϕab),

R3
j = Rj(ϕa + ϕ∗a, ϕab). (196)

Òóò θa = imϕat + ϕaϕab, ϕab - êîâàðiàíòíi òåíçîðè äëÿ àëãåáðè Ãàëiëåÿ.

Ôóíêöiîíàëüíèé áàçèñ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ àëãåáðè Ãàëi-

ëåÿ (188), ÿêà ðîçøèðåíà îïåðàòîðîì äèëàòàöi¨ (189) òà ïðîåêòèâíèì

îïåðàòîðîì (190) ìîæíà âèáðàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

N1e
−2(ϕ+ϕ∗),

N1

N ∗
1

, (197)

N2

N 2
1

,
N ∗

2

(N ∗
1 )

2
, Sjk(ρab, ρ

∗
ab), Rj(ρa, ρab),

Rj(ρ
∗
a, ρab), Rj(ϕa + ϕ∗a, ρab)N

−1
1 , (ϕaa + ϕ∗aa)N

−1
1 , (198)

äå

N1 =M1+ϕaa = 2imϕt+ϕaa+ϕaϕa, N2 =
1

n
ϕaaN1+

ϕ2aa
2n

+M2 (199)
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i êîâàðiàíòíi òåíçîðè ìàþòü âèãëÿä

ρa = θaN
−3/2
1 , ρab =

(
ϕab −

δab
n
ϕcc

)
N−1

1 .

Àëãîðèòì äëÿ ïîáóäîâè óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ ìîæå

áóòè îäåðæàíèé áåçïîñåðåäíüî ç Îçíà÷åííÿ 4. Òàêi iíâàðiàíòè ìîæóòü

áóòè çíàéäåíi øëÿõîì ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè (184), (185).

Ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè óìîâíi äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè äëÿ àëãå-

áðè Ïóàíêàðå (193) òà ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà (194) øëÿõîì ðîçâ'ÿçàííÿ

ñèñòåìè

A1
2
F (InvP ) = 0, u0 + u3 + imu = 0,

äå InvP - âñi äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè (195) àëãåáðè Ïóàíêàðå (193).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî àíçàö (186) ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äîäà-

òêîâî¨ óìîâè (191), ìè ìîæåìî ïðÿìî ïiäñòàâèòè öåé àíçàö â äèôåðåí-

öiàëüíi iíâàðiàíòè (195). Äëÿ óíèêíåííÿ äóæå ãðîìiçäêèõ âèðàçiâ, ìè

íå áóäåìî âèïèñóâàòè òóò âèðàçè äëÿ âñiõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ

ç (195).

Âèðàç 2u ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó íàñòóïíèé:

2u = u(2imϕτ + ϕaa + ϕaϕa),

äå N1 - âèðàç, ÿêèé âõîäèòü äî âèðàçiâ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàí-

òiâ (196). Äàëi ìè îäåðæó¹ìî

uµuµ = u2(2imϕt + ϕaϕa),

uµuνuµν = u3(ϕaϕbϕab + (ϕaϕa)
2 −m2(ϕtt + 4ϕ2t ) + ϕaϕbϕab + (ϕaϕa)

2

−m2(ϕtt + 4ϕ2t ) + 2imϕaϕat + 4imϕtϕaϕa), (200)

Ïiäñòàâëÿþ÷è àíçàö (186) ó âñi åëåìåíòè ôóíêöiîíàëüíîãî áàçèñó (195)

äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ àëãåáðè Ïóàíêàðå àíà-

ëîãi÷íî (200), ìè ìîæåìî îäåðæàòè ðåäóêîâàíèé áàçèñ äèôåðåíöiàëüíèõ

iíâàðiàíòiâ, ÿêèé ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ ïîáóäîâè âñiõ ðiâíÿíü, ùî

122



ðåäóêóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ öüîãî àíçàöó. Ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè íà-

ñòóïíèé âèðàç äëÿ iíâàðiàíòiâ àëãåáðè Ïóàíêàðå ÷åðåç âèðàçè Mk (196)

òà Nk (198), äå ó ôîðìóëàõ äëÿ Mk, Nk (k = 1, 2) ÷àñîâà çìiííà � öå

τ = x0 − x3:

2u = uN1, uµuµ = u2M1, uµuνuµν = u3
(
M2 +M 2

1

)
,

uµνuµν = u2
(
2M2 +M 2

1 + ϕabϕab
)
,

uµu
∗
µ =

uu∗

2
(M1 +M ∗

1 − (ϕa + ϕ∗a) (ϕa + ϕ∗a)) . (201)

Òóò a, b ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ âiä 1 äî 2.

Òàêèì ÷èíîì,

M1 = uµuµu
−2, ϕaa = N1 −M1 =

u2u− uµuµ
u2

,

M2 = uµuνuµνu
−3 − (uµuµ)

2u−4, N1 =
2u

u
,

N2 =
1

n
ϕaaN1 +

ϕ2aa
2n

+M2 = uµuνuµνu
−3 − (uµuµ)

2u−4

+
1

n

2u

u

u2u− uµuµ
u2

+
1

2n

(u2u− uµuµ)
2

u4
,

R1(ϕa + ϕ∗a, ρab)N
−1
1 = (ϕa + ϕ∗a)(ϕa + ϕ∗a)N

−1
1

=

(
N1 +N ∗

1 −
2

uu∗
uµu

∗
µ

)
N−1

1 =
u∗2u+ u2u∗ − 2uµu

∗
µ

u∗2u
. (202)

Ìè áóäó¹ìî Ïóàíêàðå-iíâàðiàíòíi óìîâíi äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè

ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà (194) çà óìîâè (191) ç âèêîðèñòàííÿì äèôåðåí-

öiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ (196)

I1 = N1e
−4(ϕ+ϕ∗) =

2u

u(uu∗)2
, I2 =

N1

N ∗
1

=
u∗2u

u2u∗
,

I3 =
N2

N 2
1

=

(
uuµuνuµν +

3

2
u2(2u)2 +

1

2
(uµuµ)

2 − 2u2u(uµuµ)

)
×

×
(
u2(2u)2

)−1
, I∗3 ,

I4 =
(ϕx + ϕ∗x)

2

N1
=
uµuµu

∗2 + u∗µu
∗
µu

2 − 2uµu
∗
µuu

∗

uu∗22u
,

I5 =
(ϕxx + ϕ∗xx)

N1
=
u∗2u+ u2u∗ − 2uµu

∗
µ

u∗2u
,
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I6 =
θ

2N1
=
(
−u3u∗µu∗νuµν + u∗2(uuµuνuµν − (uµuµ)

2)

+(u2u− uµuµ)(uµuµu
∗2 + u∗µu

∗
µu

2 − 2uµu
∗
µuu

∗)

+(uuµu
∗
µ)

2)
) (
u2u∗2u(uµuµu

∗2 + u∗µu
∗
µu

2 − 2uµu
∗
µuu

∗)
1
2

)−1

, I∗6 .

(203)

Âèðàçè (203) óòâîðþþòü ôóíêöiîíàëüíèé áàçèñ iíâàðiàíòiâ, ùî ¹ àá-

ñîëþòíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè iíâàðiàíòàìè äëÿ îïåðàòîðiâ ðîçøèðåíî¨

àëãåáðè Ïóàíêàðå (193) òà óìîâíèìè iíâàðiàíòàìè îïåðàòîðà A1 (194)

ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ (191). Ôóíêöiîíàëüíó íåçàëåæíiñòü âèðàçiâ (203)

ìîæíà ïåðåâiðèòè ïðÿìî. Íàéïðîñòiøå öå ìîæíà çðîáèòè, âèêîðèñòîâó-

þ÷è äîäàòêîâó óìîâó, òîáòî ïiäñòàâèòè àíçàö (186) â (203), i ïðè öüîìó

â ðåçóëüòàòi áóäå îòðèìàíèé �ðåäóêîâàíèé áàçèñ�. Ðåäóêîâàíi iíâàðiàíòè

ó öüîìó áàçèñi áóäóòü çàëåæàòè âiä íîâèõ ôóíêöié áåç äîäàòêîâî¨ óìîâè,

òà áóäóòü àáñîëþòíèìè iíâàðiàíòàìè îïåðàòîðiâ ⟨G, J,D,A⟩.
Ðîçðàõóíîê êiëüêîñòi iíâàðiàíòiâ ó òàêîìó áàçèñi ìîæå ðîçãëÿäàòèñü

òàêîæ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Êiëüêiñòü iíâàðiàíòiâ = êiëüêiñòü (çìiííèõ + ïîõiäíèõ) �

�
(
ðàíã íàáîðó îïåðàòîðiâ + êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ óìîâ òà ¨õíiõ ïîõiäíèõ

)
.

Ìè ìà¹ìî 20 çàëåæíèõ çìiííèõ òà ïîõiäíèõ, 8 óìîâ ((191) ðàçîì

ç êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè òà ïîõiäíèìè), i ðàíã íàáîðó îïåðàòîðiâ ⟨Jµν ,
D, J,A1⟩ çà óìîâè (191) ðàçîì ç êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè òà ïîõiäíèìè

äîðiâíþ¹ 6.

Ïðîòå, êiëüêiñòü óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ ó íàøîìó

ïðèêëàäi äîðiâíþ¹ 8, à íå 6=20-8-6, ÿê ìîæå çäàâàòèñü. Ïðîòå, ÿêùî ìè

áóäåìî çàñòîñîâóâàòè äîäàòêîâó óìîâó (191) òà ¨¨ ïåðøi ïîõiäíi ç âiäïî-

âiäíèìè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè (8 conditions) äî ôóíäàìåíòàëüíîãî áà-

çèñó äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ àëãåáðè Ïóàíêàðå (17 iíâàðiàíòiâ), ìè

îäåðæèìî 11 íåçàëåæíèõ ðåäóêîâàíèõ iíâàðiàíòiâ, ùî ìîæå ïåðåâiðèòè

øëÿõîì ïðÿìèõ îá÷èñëåíü. Òîáòî äâi ç óìîâ âèÿâëÿþòüñÿ çàëåæíèìè íà

ìíîãîâèäi iíâàðiàíòiâ, i ç òðüîìà iíøèìè óìîâàìè iíâàðiàíòíîñòi âiäíî-
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ñíî îïåðàòîðiâ ⟨D, J,A1⟩ ìè îäåðæó¹ìî 8 iíâàðiàíòiâ ó ôóíêöiîíàëüíîìó
áàçèñi óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ. Òàêèì ÷èíîì, ìè îäåðæó-

¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 2. Âñi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

F (I1, I2, I3, I
∗
3 , I4, I5, I6, I

∗
6) = 0 (204)

¹ óìîâíî iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî îïåðàòîðà A1 (194) ç äîäàòêîâîþ óìî-

âîþ (191). Âñi ðiâíÿííÿ, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî àëãåáðè (193) òà

óìîâíî iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî îïåðàòîðà A1 (194) ç äîäàòêîâîþ óìî-

âîþ (191) ìàþòü âèãëÿä (204).

Âiäçíà÷èìî, ùî ó öüîìó ïðèêëàäi ìè âèìàãàëè, ùîá øóêàíi ðiâíÿ-

ííÿ áóëè iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî àëãåáðè Ïóàíêàðå (193) ó ñåíñi Ëi, à

óìîâà (191) íå ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî öi¹¨ àëãåáðè. Òàêèì ÷èíîì, ìè íå

ìà¹ìî óìîâíèõ iíâàðiàíòiâ ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè òèïó (u0+u2+imu)×
(äîâiëüíà ôóíêöiÿ). Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî îïåðàòîðè ⟨Jµν, D, J,A1⟩ íå
óòâîðþþòü àëãåáðè, i ìè íå ìîãëè á âèêîðèñòîâóâàòè àáñîëþòíi äèôå-

ðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè ó ñìèñëi Ëi äëÿ ïîáóäîâè iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü.

Âèñíîâêè. Îêðåñëåíà âèùå ïðîöåäóðà ïîáóäîâè óìîâíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ iíøèõ âèïàäêiâ, êîëè

äîäàòêîâà óìîâà (184) ìà¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ìîæå áóòè âèêîðèñòà-

íèé ó ÿêîñòi àíçàöó, òà êîëè ôóíêöiîíàëüíèé áàçèñ äëÿ îïåðàòîðà (185)

ó çìiííèõ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ðåäóêöi¨. âæå âiäîìèé.

Êðiì çíàõîäæåííÿ íîâèõ óìîâíî iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü, ïîäàëüøèì

ðîçâèòêîì ïðåäñòàâëåíèõ iäåé ìîæå áóòè îïèñ âñiõ ðiâíÿíü, ùî ðåäó-

êóþòüñÿ ç çàñòîñóâàííÿì ïåâíîãî àíçàöó òà ïîøóê ìåòîäiâ âiäíîâëåííÿ

âèõiäíèõ ðiâíÿíü ç ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü.

Ñèìåòðiÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, ùî îáãîâîðþâàëàñü âè-

ùå, ìîæå áóòè òàêîæ ïðîiíòåðïðåòîâàíà ÿê ïðèõîâàíà ñèìåòðiÿ, ùî âè-

çíà÷à¹òüñÿ äîäàòêîâîþ ñèìåòði¹þ ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ. Òîìó îïèñà-

íèé ìåòîä (ïîáóäîâè óìîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ) ìîæå òàêîæ
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âèêîðèñòîâóâàòèñü äëÿ îïèñó ðiâíÿíü, ùî ìàþòü ïðèõîâàíó ñèìåòðiþ.

4.5 Íîâèé ìåòîä ïîáóäîâè áàçèñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ

iíâàðiàíòiâ äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð [28]

Òåîðiÿ òà ìåòîäè ïîøóêó äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ ñêií÷åííîâèìið-

íèõ àëãåáð äîáðå ðîçâèíóòi. Âñi àáñîëþòíi iíâàðiàíòè ìîæóòü áóòè ïðåä-

ñòàâëåíi ÿê ôóíêöi¨ iíâàðiàíòiâ ç ôóíêöiîíàëüíîãî áàçèñó. Êiëüêiñòü ií-

âàðiàíòiâ (ïåâíîãî âèçíà÷åíîãî ïîðÿäêó r) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðiçíèöÿ ìiæ

êiëüêiñòþ âñiõ ïîõiäíèõ çàëåæíèõ çìiííèõ äî r-ãî ïîðÿäêó òà çàëåæíèõ

i íåçàëåæíèõ çìiííèõ, òà ðàíãó r-ãî ïðîäîâæåííÿ çãiäíî Ëi áàçèñíèõ

îïåðàòîðiâ àëãåáðè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Âèïàäîê íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè ¹ áiëüø ñêëàäíèì, òîìó ùî

áàçèñè öèõ àëãåáð ìiñòÿòü íåñêií÷åííó (çëi÷åííó) êiëüêiñòü îïåðàòîðiâ

(íàïðèêëàä, àëãåáðè Âiðàñîðî òà Êàöà�Ìóäi), àáî iíôiíiòåçèìàëüíi îïå-

ðàòîðè, êîåôiöi¹íòàìè ÿêèõ ¹ äîâiëüíi ôóíêöi¨.

Ïðîòå, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íåçâàæàþ÷è íà íàçâó �íåñêií÷åííîâèìiðíi�,

ðàíãè r-õ ïðîäîâæåíü Ëi äëÿ áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ ¹ ñêií÷åííèìè äëÿ

êîæíîãî ôiêñîâàíîãî r. Íà âiäìiíó âiä ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð öi ðàí-

ãè íå ñòàáiëiçóþòüñÿ, òîáòî íå äîñÿãàþòü ÿêîãîñü ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ.

Òàêà ñêií÷åííiñòü ¹ äîñèòü î÷åâèäíîþ, òîìó ùî ðàíã r-ãî ïðîäîâæåí-

íÿ áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè êiëüêîñòi âñiõ ïîõiäíèõ

çàëåæíèõ çìiííèõ äî r-ãî ïîðÿäêó òà çàëåæíèõ i íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Îá÷èñëåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ

àëãåáð ¹ îñîáëèâî öiêàâèì ç îãëÿäó íà çàñòîñóâàííÿ äî àëãåáð åêâiâà-

ëåíòíîñòi êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òîìó ùî çíàííÿ òàêèõ iíâà-

ðiàíòiâ äà¹ êðèòåði¨ åêâiâàëåíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç îäíîãî

êëàñó âiäíîñíî ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ. Ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ

ðiâíÿíü äîâåäåíî, ùî çíàííÿ òàêèõ iíâàðiàíòiâ äà¹ ÿê íåîáõiäíi, òàê i äî-

ñòàòíi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿíü (M. Berth and G. Czichowski, Using

Invariants to Solve the Equivalence Problem for Ordinary Di�erential Equati-
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ons //AAECC. � 2001, v. 11. � p. 359-376).

Ó íèçöi ñòàòåé Í.Õ. Iáðàãiìîâà òà ñïiâàâòîðiâ, à òàêîæ Ì. Òîððiçi,

À. Âàëåíòi òà iíøèõ, äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè äëÿ àëãåáð åêâiâàëåí-

òíîñòi êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðàõóþòüñÿ øëÿõîì ïðÿìèõ îá-

÷èñëåíü. Öå ìîæëèâî, ïðîòå öåé ìåòîä âèìàãà¹ íàäçâè÷àéíî ñêëàäíèõ

îá÷èñëåíü, i íà ïðàêòèöi çíàéäåíi ëèøå îêðåìi ïðèêëàäè òàêèõ iíâàðiàí-

òiâ äëÿ íåâåëèêèõ ïîðÿäêiâ, ÿê ïðàâèëî, 1 òà 0.

Ìè ïðîïîíó¹ìî ñèñòåìàòè÷íó ïðîöåäóðó, ÿêà äîçâîëÿ¹ çíà÷íî ñïðî-

ñòèòè öi ðîçðàõóíêè. Çàìiñòü äîâiëüíèõ ôóíêöié, ÿêi çâè÷àéíî ìiñòÿòü

áàçèñíi îïåðàòîðè àëãåáð åêâiâàëåíòíîñòi, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ðîçêëàä

öèõ ôóíêöié ó ðÿäè Òåéëîðà. Ìè, çâè÷àéíî, ìà¹ìî ïàì'ÿòàòè, ùî ìè

ìà¹ìî ñïðàâè ñàìå ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè. Õî÷à âîíè ìàþòü áóòè íå-

ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèìè (âðàõîâóþ÷è óìîâó êîìóòóâàííÿ â îçíà-

÷åííi àëãåáðè Ëi), öå íå îçíà÷à¹, ùî âîíè àíàëiòè÷íi. Ïðîòå, äëÿ öiëåé

ðîçðàõóíêó äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð ìè

ìîæåìî îáãðóíòîâàíî îáìåæèòè íàø ðîçãëÿä àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè

â êîåôiöi¹íòàõ áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ, òà âèïàäêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

òàêèõ äîâiëüíèõ ôóíêöié â êîåôiöi¹íòàõ áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä êîåôiöi¹íòiâ â ðÿäè, ìè ìîæåìî çàìiíèòè

îïåðàòîðè ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè íà íåñêií÷åííi ìíîæèíè îïåðàòîðiâ

áåç òàêèõ äîâiëüíèõ ôóíêöié. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ çíà÷íî ïðîñòiøå ðàõó-

âàòè ðàíã ïðîäîâæåíü îïåðàòîðiâ (ó äåÿêèõ âèïàäêàõ öåé ðàíã äîðiâíþ¹

êiëüêîñòi çìiííèõ òà ïîõiäíèõ, i òîäi áåç áóäü-ÿêèõ ïîäàëüøèõ ðîçðà-

õóíêiâ ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ âiäïîâiäíîãî ïîðÿäêó íå iñíó¹ àáñîëþòíèõ

iíâàðiàíòiâ).

Òåîðåìà 3. Äëÿ ôiêñîâàíîãî ïîðÿäêó r iñíó¹ ôóíêöiîíàëüíèé áàçèñ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ äëÿ áóäü-ÿêî¨ àëãåáðè Ëi, âêëþ÷àþ÷è íåñêií-

÷åííîâèìiðíi àëãåáðè çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ äîâiëüíèõ ôóíêöié â êî-

åôiöi¹íòàõ áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ, àáî ç íåñêií÷åííèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè

áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ áåç äîâiëüíèõ ôóíêöié.
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Ìè ïðîiëþñòðó¹ìî íàø ïiäõiä íà ïðèêëàäi ïîøóêó àáñîëþòíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè òèïó Ïóàí-

êàðå, ÿêà ¹ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ åéêîíàëó.

Äîáðå âiäîìî, ùî íàéïðîñòiøå ðåëÿòèâiñòñüêå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó � ðiâíÿííÿ åéêîíàëà, àáî Ãàìiëüòîíà, äëÿ n íåçàëåæíèõ ïðîñòî-

ðîâèõ çìiííèõ xn òà ÷àñîâî¨ çìiííî¨ x0, òà ñêàëÿðíî¨ çàëåæíî¨ çìiííî¨

u,

uαuα ≡ u20 − u21 − · · · − u2n = 0 (205)

¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè, ÿêà ãåíåðó¹òüñÿ

îïåðàòîðàìè

X = (bµνxν + aµ)∂µ + η(u)∂u, (206)

ïðè öüîìó −bµν = bνµ, aµ, η ¹ äîâiëüíèìè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíè-

ìè ôóíêöiÿìè âiä u, ∂µ = ∂/∂xµ. Çàñòîñîâó¹òüñÿ çâè÷àéíå ïiäñóìîâóâàí-

íÿ çà ïîâòîðþâàíèìè ãðåöüêèìè iíäåêñàìè: uµuµ = u20−u21−· · ·−u2n. Ðiâ-
íÿííÿ (205) øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó, íàïðèêëàä, ãåîìåòðè÷íié îïòè-

öi.

Ìè áóäó¹ìî äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè ïîðÿäêiâ 1 òà 2. Çàìiñòü îïå-

ðàòîðiâ (206), ïiñëÿ ðîçêëàäó ôóíêöié −bµν = bνµ, aµ, η ó ðÿäè Òåéëîðà,

ìè ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíi ïîñëiäîâíîñòi îïåðàòîðiâ:

Jkµν = uk(xµ∂ν − xν∂µ), P k
µ = uk∂µ, P k

u = uk∂u. (207)

Äëÿ ïîðÿäêiâ 1 òà 2 ìè ìà¹ìî n+2 çìiííèõ òà n+1 ïåðøèõ ïîõiäíèõ,

i ðàíã ïåðøîãî ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðiâ (206) äîðiâíþ¹ 2n+ 3. Àáñîëþ-

òíèõ iíâàðiàíòiâ íåìà¹, i ¹ îäèí î÷åâèäíèé âiäíîñíèé iíâàðiàíò uµuµ.

Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî äëÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó iíâàðiàíòíiñòü ôóíêöi¨ âiä-

íîñíî îïåðàòîðiâ (206) îçíà÷à¹ òàêîæ iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî îïåðàòîðà

äèëàòàöi¨ D = xµ∂µ.

Ðàíã ïðîäîâæåííÿ ôiêñîâàíîãî ïîðÿäêó ¹ ñêií÷åííèì - òîáòî äëÿ

îá÷èñëåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ òàêîãî ïîðÿäêó íåïîòðiáíî ðîç-

ãëÿäàòè âñþ íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ - äîñòàòíüî
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ðîçãëÿäàòè ëèøå ñêií÷åííèé íàáið (ãåíåðóþ÷èé íàáið) îïåðàòîðiâ, òî-

ìó ùî âñi iíøi îïåðàòîðè âiäïîâiäíîãî ïðîäîâæåííÿ áóäóòü ëiíiéíèìè

êîìáiíàöiÿìè öüîãî ãåíåðóþ÷îãî íàáîðó.

Ãåíåðóþ÷èé íàáið îïåðàòîðiâ äëÿ ïåðøîãî ïðîäîâæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

Jµν = xµ∂ν − xν∂µ, D, P 0
u , P

0
µ .

Ðàíã ïåðøîãî ïðîäîâæåííÿ äëÿ öüîãî íàáîðó îïåðàòîðiâ äîðiâíþ¹

2n+3, i iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî öèõ îïåðàòîðiâ åêâiâàëåíòíà iíâàðiàíòíî-

ñòi âiäíîñíî ïåðøîãî ïðîäîâæåííÿ íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè (207).

Çíàõîäæåííÿ òàêîãî ïðîñòîãî ãåíåðóþ÷îãî íàáîðó (ðàíã òà êiëüêiñòü

îïåðàòîðiâ ÿêîãî äîðiâíþþòü ðàíãó ïåðøîãî ïðîäîâæåííÿ) çíà÷íî ñïðî-

ùó¹ çíàõîäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ òà äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâó-

âàòè âiäïîâiäíå ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ.

Òåíçîð ðàíãó 2 (äèâ. Fushchych W.I. òà Yehorchenko I.A. Second-order

di�erential invariants of the rotation group O(n) òà of its extensions: E(n);

P(1,n); G(1,n), Acta Appl. Math., 1992, V. 28, N 1, 69-92)

θµν = uµuλνuλ + uνuλµuλ − uµuνuλλ − uλuλuµν (208)

¹ êîâàðiàíòíèì âiäíîñíî àëãåáðè (207) (äëÿ ñïðîùåííÿ îçíà÷åííÿ öüîãî

ïîíÿòòÿ. ìè ãîâîðèòèìåìî, ùî òåíçîð ¹ êîâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïåâíî¨

àëãåáðè, ÿêùî âñi çãîðòêè öüîãî òåíçîðà ¹ âiäíîñíèìè ÷è àáñîëþòíèìè

iíâàðiàíòàìè öi¹¨ àëãåáðè).

Êîâàðiàíòíiñòü ìîæå áóòè ïåðåâiðåíà ïðÿìî øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ

àëãîðèòìó Ëi.

Îá÷èñëåííÿ ðàíãó äðóãîãî ïðîäîâæåííÿ (207) äà¹ ìîæëèâiñòü çðî-

áèòè âèñíîâîê, ùî iñíó¹ n íåçàëåæíèõ iíâàðiàíòiâ äðóãîãî ïîðÿäêó:

Sk/(uµuµ)
(3/2)k, (209)

äå Sk = θµ1µ2
θµ2µ3

· · · θµn−1µ1
.

Òåîðåìà 4.Ìíîæèíà (209) ¹ ôóíêöiîíàëüíèì áàçèñîì àáñîëþòíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ äðóãîãî ïîðÿäêó àëãåáðè (207).
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Òóò ìè òàêîæ ìîæåìî íàâåñòè êîìåíòàð ùîäî äîñòàòíîñòi ðîçãëÿäó

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â (206) òà êîðåêòíîñòi ïåðåõîäó äî àëãåáðè (207).

Ìè çíàéøëè íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ iíâàðiàíòiâ, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è àëãåáðó (207) òà ¨¨ ðàíã; ðàíã äðóãîãî ïðîäîâæåííÿ (206) íå

ìîæå áóòè áiëüøèì, òîìó ùî ó öüîìó âèïàäêó êiëüêiñòü ôóíêöiîíàëüíî

íåçàëåæíèõ iíâàðiàíòiâ áóëà á ìåíøîþ.

Äàëi ìè íàâîäèìî ïåðåëiê êðîêiâ äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöiîíàëüíî-

ãî áàçèñó àáñîëþòíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ íåñêií÷åííîâèìiðíî¨

àëãåáðè, áàçèñíi îïåðàòîðè ÿêî¨ ìiñòÿòü äîâiëüíi ôóíêöi¨:

1. Ðîçêëàñòè äîâiëüíi ôóíêöi¨ ó ðÿäè Òåéëîðà.

2. Ïåðåòâîðèòè íàáið îïåðàòîðiâ ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè íà äèñêðå-

òíó íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü áåç äîâiëüíèõ ôóíêöié.

3. Çíàéòè íåîáõiäíi ïðîäîâæåííÿ àëãåáðè.

4. Îá÷èñëèòè ðàíã ïðîäîâæåííÿ àëãåáðè.

5. Çíàéòè ìiíiìàëüíèé �ãåíåðóþ÷èé íàáið� îïåðàòîðiâ, ðàíã ïðîäîâæå-

ííÿ ÿêèõ äîðiâíþ¹ ðàíãó ïðîäîâæåííÿ àëãåáðè.

6. Çíàéòè ôóíêöiîíàëüíèé áàçèñ ç âèêîðèñòàííÿì �ãåíåðóþ÷îãî íàáî-

ðó�.

5 Çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ

5.1 Ïðóæíüî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïiâïëîùèíè

â îêîëi àáñîëþòíî æîðñòêî¨ âñòàâêè

ïiä äi¹þ íàâàíòàæåííÿ

Ðîçãëÿíóòî ïiâïëîùèíó ç ïiâêðóãîâèì âèðiçîì ðàäióñó R0 íà ¨¨ ãðàíèöi.

Â öåé âèðiç âñòàâëåíà æîðñòêà êðóãîâà øàéáà, ùî ñïàÿíà ç ïiâïëîùèíîþ

âçäîâæ êîëà. ßêùî ââåäåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy íà ïiâïëîùèíi, âiñü

Oy ñïiâïàäà¹ ç ïðÿìîëiíiéíîþ ìåæåþ ïiâïëîùèíè, âiñü Ox íàïðàâëåíà
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âñåðåäèíó ïiâïëîùèíè, à ïî÷àòîê êîîðäèíàò O ïîìiñòèìî â öåíòði êðóãî-

âî¨ âñòàâêè. Ââàæà¹ìî, ùî äî âñòàâêè â òî÷öi O′ ïðèêëàäåíi íîðìàëüíà

Fx òà äîòè÷íà Fy ñêëàäîâi íàâàíòàæåííÿ.

Â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò óìîâè ðiâíîâàãè ìàþòü âèãëÿä [Òèìî-

øåíêî Ñ.Ï., Ãóäüåð Äæ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. � Ì.: Íàóêà, 1975. � 654 ñ.]:

∂σr
∂r

+
1

r

∂τrθ
∂θ

+
σr − σθ

r
= 0,

∂τrθ
∂r

+
1

r

∂σθ
∂θ

+ 2
τrθ
r

= 0, (210)

äå σr, σθ, τrθ � âiäïîâiäíî ðàäiàëüíi, òàíãåíöiàëüíi òà äîòè÷íi íàïðó-

æåííÿ. Ïðè öüîìó ÿê çàâæäè ïðèéìà¹òüñÿ, ùî íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ

äîäàòíi, ÿêùî âîíè ðîçòÿãóþ÷i. Çà äîäàòíèé íàïðÿìîê äîòè÷íèõ íàïðó-

æåíü ïðèéìàþòüñÿ íàïðÿìêè êîîðäèíàò, ÿêùî ðîçòÿãóþ÷å íàïðóæåííÿ

ñïiâïàäà¹ ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì âiäïîâiäíî¨ êîîðäèíàòè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u i v êîìïîíåíòè ïåðåìiùåííÿ â òî÷öi P çà íà-

ïðÿìêîì çìiíè ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò r òà θ. Òîäi âiäíîñíi äåôîðìàöi¨ â

ðàäiàëüíîìó òà òàíãåíöiàëüíîìó íàïðÿìêàõ, à òàêîæ äåôîðìàöi¨ çñóâó

âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè:

εr =
∂u

∂r
, εθ =

1

r

∂u

∂r
+
u

r
, εrθ =

1

r

∂u

∂θ
+
∂v

∂r
− v

r
. (211)

Â ñâîþ ÷åðãó çàêîí Ãóêà äëÿ ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ìà¹ âè-

ãëÿä

εr =
1

E
(σr − νσθ), εθ =

1

E
(σθ − νσr), εrθ =

1

G
τrθ, (212)

äå ν � êîåôiöi¹íò Ïóàñîíà, E � ìîäóëü ïîâçäîâæíüî¨ ïðóæíîñòi, G =

E/(2(1 + ν)) � ìîäóëü ïðóæíîñòi ïðè ññóâi.

Ç ñïiââiäíîøåíü (212) ìîæåìî îòðèìàòè i âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü

÷åðåç äåôîðìàöi¨:

σr =
E

1− ν2
(εr+ νεθ), σθ =

E

1− ν2
(εθ+ νεr), τrθ = Gεrθ. (213)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (210)�(212), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

âiäíîñíî ïåðåìiùåíü u òà v:

∂

∂r

(
∂u

∂r
+

1

r

∂v

∂θ
+
u

r

)
− ν1

∂

∂θ

(
1

r

∂v

∂r
− 1

r2
∂u

∂θ
+
v

r2

)
= 0,
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∂

∂θ

(
1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂v

∂θ
+
u

r2

)
+ ν1

∂

∂r

(
∂v

∂r
− 1

r

∂u

∂θ
+
v

r

)
= 0, (214)

äå ν1 = (1− ν)/2.

Óìîâè ðiâíîâàãè àáñîëþòíî æîðñòêî¨ âñòàâêè, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä

äi¹þ ïðèêëàäåíèõ çîâíiøíiõ íàâàíòàæåíü òà âíóòðiøíiõ ïðóæíèõ ñèë ç

ñòîðîíè âñòàâêè, äîçâîëÿþòü îòðèìàòè íàñòóïíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ:

Fx = R0

∫ π/2

−π/2
[τrθ sin θ − σr cos θ]r=R0

dθ,

Fy = −R0

∫ π/2

−π/2
[τrθ cos θ + σr sin θ]r=R0

dθ,

Fy = R0

∫ π/2

−π/2
[τrθ]r=R0

dθ. (215)

Ïåðøi äâà ñïiââiäíîøåííÿ îòðèìàíi ç óìîâè ðiâíîñòi íóëþ ðiâíîäié-

íî¨ âñiõ ñèë, ùî äiþòü íà âñòàâêó, â ïðîåêöiÿõ ¨¨ íà îñi Ox i Oy. Îñòàíí¹

îòðèìàíå ç óìîâè ðiâíîñòi íóëþ ãîëîâíîãî ìîìåíòó âñiõ ñèë âiäíîñíî

òî÷êè O.

Êiíåìàòè÷íi óìîâè íà ëiíi¨ êîíòàêòó àáñîëþòíî æîðñòêî¨ âñòàâêè i

ïðóæíüî¨ ïiâïëîùèíè (æîðñòêå ùåïëåííÿ) ìàþòü âèãëÿä:

u0x cos θ + u0y sin θ = u,

−u0x + u0y cos θ +R0φz = v, (216)

äå u⃗0 = u0x⃗i+ u0yj⃗ � âåêòîð ìàëîãî ïîñòóïàëüíîãî ïåðåìiùåííÿ, à φz �

êóò ìàëîãî ïîâîðîòó âñòàâêè âiäíîñíî ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxy.

Äëÿ çàâåðøåííÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷i íåîþõiäíî ùå äîäàòè ãðàíè÷íi

óìîâè âiäñóòíîñòi íàâàíòàæåííÿ íà ñòîðîíàõ ïiâïëîùèíè:

{σθ}θ=±π/2 = 0, {τrθ}θ=±π/2 = 0. (217)

Êðiì ïðèâåäåíèõ ñïiââiäíîøåíü íà ïåðåìiùåííÿ u i v íåîáõiäíî íà-

êëàñòè ïåâíi îáìåæåííÿ íà øâèäêiñòü ¨õ ðîñòó ïðè r → ∞ äëÿ ëþáîãî

êóòà θ.
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Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ çàäà÷i çâiâñÿ äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿç-

êiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (214), ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-

íÿííÿ (215), êiíåìàòè÷íi óìîâè ñïðÿæåííÿ (216) i ãðàíè÷íi óìîâè (217).

Ðîçâ'ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i øóêà¹ìî ÿê ñóìó ðîçâ'ÿçêiâ íàñ-

òóïíèõ òðüîõ çàäà÷:

1. Ïåðøà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿíü (214), ùî çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ∫ π/2

−π/2
[τrθ sin θ − σr cos θ]r=R0

dθ = 0,∫ π/2

−π/2
[τrθ cos θ + σr sin θ]r=R0

dθ = 0,

Fy = R0

∫ π/2

−π/2
[τrθ]r=R0

dθ, (218)

êiíåìàòè÷íi óìîâè íà êîíòóði âñòàâêè:

u = 0, v = R0φz, (219)

i ãðàíè÷íi óìîâè (217). Ôàêòè÷íî öå ¹ çàäà÷à ïðî êðó÷åííÿ àáñîëþòíî

æîðñòêî¨ âñòàâêè âiäíîñíî îñi, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè i ïðîõî-

äèòü ÷åðåç òî÷êó O, ïiä äi¹þ çàäàíîãî ìîìåíòó R0Fy. Ââåäåìî â ðîçãëÿä

íàñòóïíi áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè:

r∗ = r/R0, {u∗, v∗} = {u, v}/R0,

{σ∗r , σ∗
θ , τ

∗
rθ} = {σr, σθ, τrθ}/G,

{F ∗
x , F

∗
y } = {Fx, Fy}/(GR0). (220)

Íèæ÷å âñi ñïiââiäíîøåííÿ ïðåäñòàâëåíi ó áåçðîçìiðíîìó âèãëÿäi, à

çiðî÷êè äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäîê îïóñêàþòüñÿ.

Äàëi äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ââîäèìî çìiííi:

{û, v̂, σ̂r, σ̂θ, τ̂rθ, } = {u, v, σr, σθ, τrθ}/φz.

Òîäi ìà¹ìî

û|r=1 = 0, v̂|r=1 = 1, (−π/2 ≤ θ ≤ π/2);
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Fy = φz

∫ π/2

−π/2
[τ̂rθ]r=1 dθ. (221)

Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

⃗̂u(n) =
n∑
i=1

xiu⃗i, (222)

äå ⃗̂u(n) = {û(n), v̂(n)} , à ñèñòåìó êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié ⃗̂ui = {u(1)i , u
(2)
i }

âèçíà÷à¹ìî ÿê ôóíäàìåíòàëüíi ðiâíÿííÿ Ëàìå (ñèñòåìà (214), ÿêùî øó-

êàòè ¨õ ó âèãëÿäi:

u
(1)
i = rαp(θ), u

(2)
i = rαq(θ),

ïðè óìîâàõ (217)).

Òóò ìè îáìåæèëèñü ïîáóäîâîþ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (214), ÿêi

äëÿ òî÷îê ïiâïëîùèíè, âiääàëåíèì âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò, çàäîâîëüíÿ-

þòü íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi îöiíêè:

{u(1)i , u
(2)
i } = O(R−1), {σr, σθ, τrθ} = O(R−2)

äå R � âiäñòàíü öèõ òî÷îê âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Öÿ óìîâà ïðèâîäèòü

äî òîãî, ùî âàðòî ïîêëàñòè â çàãàëüíîìó âèïàäêó α = −k (k = 1, 2, . . . ).

Äëÿ óìîâ (221 ìà¹ìî:

u
(1)
i = r1−2i(gi sin 2(1− i)θ − sin 2iθ),

u
(2)
i = r1−2i(gi cos 2(1− i)θ −mi cos 2iθ) (223)

äå

gi =
i(1− ν1)

i+ ν1(1− i)
, mi =

(1− i) + ν1i

i+ ν1(1− i)

Ðîçâ'ÿçîê (222) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (214) òà ïåðøi äâà ñïiââiäíîøåííÿ

(218). Ïîñòiéíi xi áóäåìî âèçíà÷àòè ç óìîâè ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó:

I =

∫ π

−π

[
⃗̂u(n) − f⃗

]2
r=1

dθ , (224)
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äå f⃗ = [0, 1}.
Öå ïðèâîäèòü äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

d1 a1 0 . . . 0 0

a1 d2 a2 . . . 0 0

0 a2 d3 . . . 0 0

. . . . . . dn an−1

0 . . 0 bn dn




x1

x2

x3
...

xn

 =


γ1

0

0
...

0

 , (225)

äå di = π(1+2g2i +m
2
i ), i = 1, n; ai = πgi+1(1−mi), i = 1, n− 1; γ1 = 2πg1;

bi = ai−2, i = 2, n.

Ñèñòåìà (225) ç ñèìåòðè÷íîþ òðüîõäiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ äîñèòü

ïðîñòî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè. Òîäi êóòîâå ïåðåìiùåííÿ àáñî-

ëþòíî æîðñòêî¨ âñòàâêè i êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ïiâïëîùèíè

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè:

φz =
Fy

2πg1x1
,

σr = φz

n∑
i=1

xir
−2i{2(1− 2i)gi sin 2(1− i)θ + γ

(i)
2 sin 2iθ},

σθ = −φz
n∑
i=1

xir
−2i{2(1− 2i)gi sin 2(1− i)θ + γ

(i)
1 sin 2iθ},

τrθ = φz

n∑
i=1

xir
−2i{2(1− 2i)gi cos 2(1− i)θ + γ

(i)
3 cos 2iθ}, (226)

äå γ(i)1 = 2(1− i)(mi − 1), γ(i)2 = 2(1 + i)(mi − 1), γ(i)3 = 2i(mi − 1).

2. Äðóãà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (214),

ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ∫ π/2

−π/2
[τrθ sin θ − σr cos θ]r=R0

dθ = Fx,∫ π/2

−π/2
[τrθ cos θ + σr sin θ]r=R0

dθ = 0,
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∫ π/2

−π/2
[τrθ]r=R0

dθ = 0, (227)

êiíåìàòè÷íi óìîâè íà êîíòóði âñòàâêè:

u = u0x cos θ, v = −u0x sin θ, (228)

i ãðàíè÷íi óìîâè (217). Öÿ çàäà÷à çâ'ÿçàíà ç âèçíà÷åííÿì ïðóæíî-äå-

ôîðìîâàíîãî ñòàíó ïiâïëîùèíè ïðè âäàâëþâàííi â íüîãî âñòàâêè ñèëîþ,

ùî íàïðàâëåíà âçäîâæ îñi 0x.

Ïiñëÿ çàìiíè (220) òà

{û, v̂, σ̂r, σ̂θ, τ̂rθ, } = {u, v, σr, σθ, τrθ}/u0x

êiíåìàòè÷íi óìîâè (228) ïðèéìóòü âèä

û|r=1 = cos θ, v̂|r=1 = − sin θ, (−π/2 ≤ θ ≤ π/2) (229)

à ïåðåìiùåííÿ âñòàâêè â íàïðÿìêó îñi 0x çíàéäåìî ç ñïiââiäíîøåííÿ

u0x =
Fx∫ π/2

−π/2 [τ̂rθ sin θ − σ̂r cos θ]r=1 dθ
. (230)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

⃗̂u(n) =
m∑
j=1

Cju⃗
(1)
j +D1u⃗

(2)
1 , (231)

äå êîìïîíåíòè âåêòîð-ôóíêöié u⃗(1)j òà u⃗(2)1 âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

u⃗
(1)
j =

{
[fj cos(j − 1)θ + cos(j + 1)θ] r−j;

[fj sin(j − 1)θ −m(−j) sin(j + 1)θ] r−j
}
,

u⃗
(2)
1 = {ln r cos θ + ν1(θ sin θ − cos θ);− ln r sin θ − ν sin θ + ν1θ cos θ} ,

à ïîñòiéíi Cj òà Dj çíàõîäÿòüñÿ ç ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó

I =

∫ π

−π

[
⃗̂u(n) − f⃗

]2
r=1

dθ , (232)
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äå f⃗ = {cos θ,− sin θ}.
Êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ u⃗(2)1 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (214) ïðè α = −1.

Â öüîìó âèïàäêó äëÿ êîìïîíåíò íàïðóæåíü ìà¹ìî çíà÷åííÿ

σr =
2(1 + ν)A

r
, σθ = 0, τrθ = 0,

à äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöié:

εr =
A cos θ

r
=
∂u

∂r
, εθ = −Aν cos θ

r
=

1

r

∂v

∂r
+
u

r
,

εrθ = 0 =
1

r

∂u

∂θ
+
∂v

∂r
− v

r
.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è îñòàííþ ñèñòåìó ìåòîäîì âèêëþ÷åííÿ, îòðèìà¹ìî

u = A cos θ ln r − A
1− ν

2
(cos θ − θ sin θ)− C1 sin θ + C2 cos θ,

v = −A
(
ln r sin θ + ν sin θ − 1− ν

2
θ cos θ

)
− C1 cos θ

− C2 sin θ + C3r.

Ïîêëàâøè C1, C2 òà C3 ðiâíèìè íóëþ, òàê ÿê âèðàæàþòü ïåðåìiùå-

ííÿ ïëîùèíè ÿê îäíîãî öiëîãî, îòðèìà¹ìî u⃗(2)1 âêàçàíîãî âèùå âèäó.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ç

ñèìåòðè÷íîþ i ðîçðiæåíîþ ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ:

α11 0 α13 0 . . . . 0 β1

0 α22 0 α24 0 . . . 0 β2

α31 0 α33 0 α35 . . . 0 β3

. . . . . . . . . .

0 . . . . . . . αnn βn

β1 β2 β3 . . . . . βn α∗





C1

C2

C3
...

Cn

D1


=



0

0

0
...

0

γ


, (233)

äå

αji = π(1 + 2f 2i +m(−1)2), α∗ = π(2ν21π
2/3 + 2ν21 + ν2 + νν1),

βi =
2πν1(−1)i+1

i

[
fi −

1 + (i+ 1)m(−1)

i+ 2

]
,
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i = 1, 3, . . . , n; γ = π(ν − ν1);

β2 =
1

4
πν1(1 + 3m(−2))− πf2(ν + ν1);

αi,j+2 = πfi+2(1−m(−i)). (234)

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (233), îá÷èñëåííÿ ïîâçäîâæíüîãî ïåðåìiùåííÿ ïiä

äi¹þ áåçðîçìiðíî¨ ñèëè Fx òà êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ïðîâîäèìî

çà ôîðìóëàìè:

u0x =
Fx

π(1 + ν)D1
,

σr =
n∑
i=1

Cir
−i−1

{
− 2ifi cos(i− 1)θ

− 2

1− ν
[ν(mi(i+ 1)− 1) + i] cos(i+ 1)θ

}
+

2(1 + ν) cos θ

r
D1,

σθ = u0x

n∑
i=1

Cir
−i−1

{
2ifi cos(i− 1)θ

− 2

1− ν
[−mi(i+ 1) + 1− ν1] cos(i+ 1)θ

}
,

τrθ = u0x

n∑
i=1

Cir
−i−1

{
− 2ifi sin(i− 1)θ

+ (i+ 1)(mi − 1) sin(i+ 1)θ
}
. (235)

3. Òðåòÿ çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (233), ùî

çàäîâîëüíÿþòü iíòåãðàëüíèì ñïiââiäíîøåííÿì∫ π/2

−π/2
[τrθsinθ − σr cos θ]r=R0

dθ = 0,

−R0

∫ π/2

−π/2
[τrθ cos θ + σr sin θ]r=R0

dθ = Fy,∫ π/2

−π/2
[τrθ]r=R0

dθ = 0, (236)

êiíåìàòè÷íi óìîâè íà êîíòóði âñòàâêè:

u = u0y sin θ, v = −u0y cos θ, (237)
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i ãðàíè÷íi óìîâè (217).

Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó öÿ çàäà÷à ¹ çàäà÷åþ ïðî âèçíà÷åííÿ ïðóæíüî-

äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïiâïëîùèíè ïðè çìiùåííi âñòàâêè â íàïðÿìêó îñi

Oy ïiä äi¹þ ñèëè Fy ïðè âiäñóòíîñòi ìîìåíòiâ ÿê ç ñòîðîíè çîâíiøíiõ,

òàê i âíóòðiøíiõ ñèë.

Ïiñëÿ çàìiíè (220) òà

{û, v̂, σ̂r, σ̂θ, τ̂rθ} = {u, v, σr, σθ, τrθ}/u0y

êiíåìàòè÷íi óìîâè (237) ïðèéìóòü âèãëÿä

û|r=1 = sin θ, v̂|r=1 = cos θ, (−π/2 ≤ θ ≤ π/2) (238)

à ïåðåìiùåííÿ âñòàâêè â íàïðÿìêó îñi 0y çíàéäåìî ç ñïiââiäíîøåííÿ

u0y =
−Fy∫ π/2

−π/2 [τ̂rθ cos θ + σ̂r sin θ]r=1 dθ
. (239)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi:

û =
n∑
j=2

Dj−1r
−j[−qj sin(j − 1)θ − sin(j + 1)θ]

+Dn[ln r sin θ − ν1(sin θ + θ cos θ)],

v̂ =
n∑
j=2

Dj−1r
−j[qj cos(j − 1)θ −mj cos(j + 1)θ]

+Dn[ln r cos θ + ν1θ sin θ + θ cos θ], (240)

äå êîìïîíåíòè âåêòîð-ôóíêöié fj, qj, m(α) âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåí-

íÿìè:

fj =

{
γ1
2j , (j = 1, 3, 5)

−γ3
2j , (j = 2, 4, 6)

qj =

{
−γ3

2j , (j = 1, 3, 5)
γ1
2j , (j = 2, 4, 6)

à ïîñòiéíi Dj çíàõîäèìî ç ìiíiìóìà ôóíêöiîíàëà (232), äå

m(α) =
(α + 1)− ν1(α− 1)

ν1(α + 1)− (α− 1)
,mj = m(−j), α = −j,
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γ1 =
2

1− ν)
[(α− 1)m(α) + 1 + να], γ3 = (α− ν(1−mα),

f⃗ = {sin θ, cos θ}

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó (233) ç ñèìåòðè÷íîþ i ðîçðiæåíîþ

ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ

αii = π(1 + 2g2i +m(−i)2), αi,j+2 = πgi+2[1−m(−i)], i > 1,

γ = π(ν − ν1), α∗ = π[ν1(2ν1π
2/3− ν) + ν2],

β2 = π

[
νg2 −

ν1(3 +m(−2)

4

]
,

βj =
(−1)j+12πν1

j

[
gj −

m(−j) + j + 1

j + 2

]
, j = 1, 3, 4, . . . , n.

(241)
äå

γj =
2

1− ν
[νm(j)(j − 1) + ν + j] . (242)

Ïiñëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè (241) îá÷èñëåí-

íÿ ïîâçäîâæíüîãî ïåðåìiùåííÿ ïiä äi¹þ áåçðîçìiðíî¨ ñèëè Fy i êîìïî-

íåíòiâ òåíçîðà íàïðóæåíü âiäáóâà¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè:

u0n = − 2Fy
π(1 + ν)Dn

,

σr = u0y

n∑
j=2

Dj−1r
−j−1

{
− 2jgj sin(j − 1)θ

− γ
(j)
2 sin(j + 1)θ

}
+Dn

2(1 + ν)u0y sin θ

r
,

σθ =
n∑
j=1

Dj−1r
−j−1

{
2jgj sin(j − 1)θ − γ

(j)
1 sin(j + 1)θ

}
,

τrθ =
n∑
j=1

Dj−1r
−j−1

{
−2jgj cos(j − 1)θ + γ

(j)
3 sin(j + 1)θ

}
. (243)

Äàíó çàäà÷ó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìîäåëü ïðóæíüî-äåôîðìîâàíîãî

ñòàíó çâ'ÿçêè â îêîëi àëìàçíîãî çåðíà ïiä íàâàíòàæåííÿì. Ìîäåëü âðàõî-

âó¹ ðîçìiðè àëìàçíîãî çåðíà, âïëèâ çîâíiøíiõ íàâàíòàæåíü i ìåõàíi÷íèõ
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âëàñòèâîñòåé (êîåôiöi¹íòè Ïóàñîíà òà ìîäóëü ïðóæíîñòi). Êîìïîíåíòè

íàïðóæåíü âèçíà÷àþòüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè òðüîõ ñêëàäîâèõ - ðîçâ'ÿçêiâ

äîïîìiæíèõ çàäà÷ ïðè ñïåöiàëüíèõ óìîâàõ íà êîíòóði âñòàâêè (àëìà-

çíîãî çåðíà). �õ íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê îòðèìàíî âàðiàöiéíèì ìåòîäîì,

äå â ÿêîñòi êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié âçÿòî ñèñòåìè ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿíü Ëàìå. Ïðîàíàëiçîâàíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ äëÿ ïå-

ðåìiùåíü àëìàçíîãî çåðíà, êóòà éîãî ïîâîðîòó, êîìïîíåíòiâ òåíçîðà íà-

ïðóæåíü äëÿ çâ'ÿçêè âiäðiçíîãî êðóãà â ïðîöåñi éîãî ðîáîòè ïðè çìiíi

ðàäiàëüíî¨ òà äîòè÷íî¨ ñêëàäîâèõ íàâàíòàæåííÿ òà ïðóæíiõ õàðàêòåðè-

ñòèê çâ'ÿçêè.

5.2 Êiíåòè÷íèé àíàëiç ïðîöåñiâ äèôóçi¨, çàðîäêîâîóòâîðåííÿ

òà õiìi÷íèõ ðåàêöié ïðè ñïiêàííi àëìàçîâìiñíèõ ìàòåðià-

ëiâ

Çàïðîïîíîâàíî êiíåòè÷íi ìîäåëi äëÿ îïèñó ïðîöåñiâ äèôóçi¨, çàðîäêîâî-

óòâîðåíü òà õiìi÷íèõ ðåàêöié ïðè ñïiêàííi ìàòåðiàëiâ, ùî ìiñòÿòü àë-

ìàçè. Öi ïðîöåñè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü äëÿ ôîðìóâàííþ ñòðóêòóðè

êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ òà ¨õ âëàñòèâîñòåé. Îñîáëèâà óâàãà ïðèäiëåíà

âèçíà÷åííþ êiíåòè÷íèõ ïàðàìåòðiâ i êîíñòàíò ïðîöåñiâ ïðè ñïiêàííi êîì-

ïîçèöi¨ àëìàç-òâåðäèé ñïëàâ ÂÊ6-ÑrÂ2 íà ðiçíèõ ñòàäiÿõ, óçãîäæóþ÷è ¨õ

ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè ïðî øâèäêiñòü óñàäêè1.

Àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîêàçó¹, ùî ââåäåííÿ ñïåöiàëüíèõ äî-

áàâîê (íàïðèêëàä,ÑrÂ2) ó çâè÷àéíó øèõòó àêòèâiçó¹ ïðîöåñ ñïiêàííÿ,

çìiíþ¹ ìåõàíiçìè ìàñîïåðåíîñó i åíåðãåòè÷íèé áàð'ð, ÿêi ïîâèííi ïîäî-

ëàòè àòîìû ñèñòåìè äëÿ òîãî, ùîá âiäáóëèñÿ ïðîöåñè äèôóçi¨, çàðîäûøå-

óòâîðåííÿ íîâûõ ôàç i ïîâåðõíåâi õiìi÷íi ðåàêöi¨ ìiæ êîìïîíåíòàìè. Ïî

ðåçóëüòàòàõ äîñëiäæåíü îòðèìàíî îäèí ïàòåíò íà âèíàõiä òà 3 äåêëàðà-

öiéíi ïàòåíòè.
1Ðîáîòà âèêîíóâàëàñü ðàçîì ç ñïiâðîáiòíèêàìè Iíñòèòóòó íàäòâåðäèõ ìàòåðiàëiâ iì.Â.Í. Áàêóëÿ

ÍÀÍ Óêðà¨íè: Ì.Î. Áîíäàðåíêî, Â.À. Ìå÷íèê òà ií.
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5.3 Ìåòîä iòåðàöié ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåëiíiéíèõ

çàäà÷ êîíâåêöi¨ â'ÿçêî¨ íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè

Íàâåäåíi íèæ÷å ðåçóëüòàòè ñòîñóþòüñÿ ïî÷àòêîâî�êðàéîâèõ çàäà÷, ïî-

â'ÿçàíèõ ç ðiâíÿííÿìè Íàâ'¹�Ñòîêñà [37, 46, 47]. Ïðè öüîìó ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ óçàãàëüíåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷ i, âiäïîâiäíî, ¨õ óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè.

Öå íå òiëüêè ðîçøèðþ¹ êëàñ ôóíêöié, â ÿêîìó âiäøóêóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè,

àëå é äîçâîëÿ¹ âèäiëèòè âèçíà÷åííÿ ñêëàäîâî¨ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i òèñêó

â ðiäèíi òà iíøèõ ñêëàäîâèõ ðîçâ'ÿçêó â äâi îêðåìi çàäà÷i, ùî çíà÷íî

ñïðîùó¹ äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Ïðè äîñëiäæåííi öèõ çàäà÷ âè-

êîðèñòîâóâàëàñü ìåòîäèêà ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Öÿ ìåòîäèêà ãðóíòó-

¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi ìåòîäó Áóáíîâà�Ãàëüîðêiíà i ¹ åôåêòèâíîþ òàêîæ

ïðè êîíñòðóêòèâíié ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ (Ãàëèöûí À.Ñ.,Æóêîâñêèé À.Í.,

Êàðàãîäîâ Â.Ï. Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê ðåøåíèþ îñåñèììåò-

ðè÷íîé çàäà÷è êîíâåêöèè æèäêîñòè â çàìêíóòîì îáúåìå. � Êèåâ, 1985.

� 48 ñ. � (Ïðåïðèíò / ÀÍ ÓÑÑÐ. Èí-ò ìàòåìàòèêè; � 85.40), Ãàëèöûí

À.Ñ., Æóêîâñêèé À.Í., Êàðàãîäîâ Â.Ï. Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ çàäà÷ êîí-

âåêöèè â çàìêíóòîì îáúåìå âÿçêîé æèäêîñòè ïðîåêöèîííî-ðàçíîñòíûì

ìåòîäîì. � Êèåâ, 1987. � 44 ñ. � (Ïðåïðèíò / ÀÍ ÓÑÑÐ. Èí-ò ìàòåìà-

òèêè; � 87.9)).

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà ñèñòåìà íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó â'ÿçêî¨ íåñòèñëèâî¨

ðiäèíè ïðè çàäàíîìó ïî÷àòêîâîìó ¨¨ ñòàíi ïiä äi¹þ çîâíiøíüî¨ ñèëè çáó-

ðåííÿ [37]:

vt + (v · ∇)v = ν∆v −∇p+ f, (244)

div v = 0, x ∈ QT , t ∈ [0, T ], (245)

v(x, 0) = a(x), v(x, t)|ST
= 0. (246)

Òóò øóêàíi âåëè÷èíè: âåêòîð øâèäêîñòi ðóõó ðiäèíè v(x, t) òà òèñê

â ðiäèíi p(x, t) â òî÷öi x ∈ Q(Q ⊂ E2 àáî Q ⊂ E3) â ìîìåíò ÷àñó

t ∈ [0, T ]; f(x, t) � ñèëà çîâíiøíüîãî çáóðåííÿ ðiäèíè; ν � êiíåìàòè÷íèé
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êîåôiöi¹íò â'ÿçêîñòi ðiäèíè; S (ST = S × [0, T ]) � ãðàíèöÿ îáëàñòi Q

(QT = Q × [0, T ]) ââàæà¹òüñÿ êóñêîâî-ãëàäêîþ. Ââàæà¹òüñÿ òàêîæ, ùî

div a = 0 i div f = 0.

Â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Áóáíîâà�Ãàëüîðêiíà çàäà÷à (244)�

(246) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ íåëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(vnt , ai) + ((vn · ∇)vn, ai) + ν(vnx , aix) = (f, ai), i = 1, n. (247)

Òóò ãàëüîðêiíñüêå íàáëèæåííÿ

vn(x, t) =
n∑
k=1

cnk(t)ak(x), n = 1, 2, . . . , (248)

äå c(t) = {ck(t), k = 1, n} � øóêàíèé âåêòîð�ñòîâï÷èê êîåôiöi¹íòiâ ãà-

ëüîðêiíñüêîãî íàáëèæåííÿ, n � ðîçìið êîðäèíàòíîãî áàçèñó, ak(x) �

ôóíêöi¨ êîîðäèíàòíîãî áàçèñó. Â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi ñèñòåìà (247) ìî-

æå áóòè ïðåäñòàâëåíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

dc

dt
+ cTDc+ Ac = F, (249)

äå cT (t) � âåêòîð-ðÿäîê, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ âåêòîðà c(t), A �

êâàäðàòíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, D � òðèâèìiðíèé ÷èñëîâèé ìàñèâ, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç n êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ðîçìiðîì n × n; F (t) = (f, ak) �

âåêòîð�ñòîâï÷èê ðîçìiðó n. Åëåìåíòè â A, D � âiäîìi êîíñòàíòè. Ïî÷à-

òêîâå çíà÷åííÿ c(0) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (246), à ñàìå:

ck(0) = (a(x), ak(x)), k = 1, n. (250)

Òóò i äàëi ïîçíà÷åííÿ (∗, ∗) îçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2(Q).

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (247), (250) àáî, ùî òå ñàìå, çàäà÷i (249),

(250) çàïðîïîíîâàíî íàñòóïíèé iòåðàöiéíèé ïðîöåñ. Âiäðiçîê [0, T ] ðîç-

áèâà¹òüñÿ íà M ÷àñòèí [ti, ti+1] òàê, ùî t0 = 0, tM = T . Öå ðîçáèòòÿ,

âçàãàëi êàæó÷è, ìîæå áóòè íåðiâíîìiðíèì, àëå, ÿê äîâåäåíî, âîíî áóäå
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ñêií÷åííèì ïðè ïåâíèõ óìîâàõ. Òóò æå çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó äâîâè-

ìiðíèõ îáëàñòåé ÷èñëî M çàëåæèòü ëèøå âiä âèõiäíèõ äàíèõ çàäà÷i, à

ó âèïàäêó êîëè Q ⊂ E3, � òàêîæ âiä ðîçìiðó êîîðäèíàòíîãî áàçèñó. Íà

êîæíîìó âiäðiçêó [ti, ti+1], i = 0,M − 1 ðîçãëÿäàþòüñÿ íàñòóïíi çàäà÷i:(
s+1
vt , ak

)
+
((

s
v · ∇

)
s+1
v , ak

)
+ ν

(
s+1
vx , akx

)
= (f, ak), (251)

s+1
ck =

(
s+1
vt (x, ti), ak

)
=

S
ck(ti), k = 1, n, (252)

äå s = 0, 1, 2, . . . � íîìåð iòåðàöi¨,
S
ck(ti), k = 1, n� íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (251), (252) íà âiäðiçêó [ti−1, ti] ïðè âèêîíàííi S iòåðàöié. ßêùî

íà äàíîìó âiäðiçêó iòåðàöi¨ çáiãàþòüñÿ äî ãàëüîðêiíñüêîãî íàáëèæåííÿ

vn, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî
S
ck(ti) = (vn(x, ti), ak(x)), k = 1, n (íà âiäðiçêó

[0, t1], òîáòî ïðè i = 0 öå î÷åâèäíî). Ââàæà¹òüñÿ, ùî
0
v = 0.

Äëÿ ðiçíèöi ðîçâ'ÿçêiâ v = vs+1 =
s+1
v − vn îòðèìóþòüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ âèãëÿäó (251), (252), ç ÿêèõ âèâîäÿòüñÿ åíåðãåòè÷íi ðiâíîñòi

1

2
(y2)′ + νφ2 = ((vs·)v, vn),

y(ti) = 0, t ∈ [ti, ti+1], i = 0,M − 1, s = 0, 1, 2, . . . . (253)

Îöiíèâøè ïðàâó ÷àñòèíó â (253) i âèáðàâøè ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0, T ] òàê,

ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà

ν−1

∫ ti+1

ti

(φn)2dt < 1, (254)

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

∥vs+1∥2
V 1,0
2 (Q

ti+1
ti

)
< ∥vs∥2

V 1,0
2 (Q

ti+1
ti

)
,

äå ∥vs+1∥2
V 1,0
2 (Q

ti+1
ti

)
=

1

2
max

t∈[ti,ti+1]
y2(t) + ν

∫ ti+1

ti

φ2dt. (255)

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà ïî t çáiæíiñòü
s
v(t) äî vn(t) ïðè s → ∞.

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëüîâàíèé ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåí-

íÿ.
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Òåîðåìà 1. ßêùî â çàäà÷i (244)�(246) a(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩H(Q), f(x, t) ∈

L2,1(QT ), x ∈ Q ⊂ E2, t ∈ [0, T ], òî âiäðiçîê [0, T ] çàâæäè ìîæíà

ðîçáèòè íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü M âiäðiçêiâ [ti, ti+1], i = 0,M − 1, íà

êîæíîìó ç ÿêèõ iòåðàöi¨
s
v(t) ïðîöåñó (251)�(252) çáiãàþòüñÿ â íîðìi

(255) ïðè s→ ∞ äî òî÷íîãî ãàëüîðêiíñüêîãî íàáëèæåííÿ vn ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (244)�(246). Öå ðîçáèòòÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå âèõiäíèìè äàíèìè

çàäà÷i i íå çàëåæèòü âiä êîîðäèíàòíîãî áàçèñó.

Ó âèïàäêó òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé [37] äîâåäåííÿ çáiæíîñòi iòåðàöié

ïðîâîäèòüñÿ â îñíîâíîìó òàê ñàìî. Òóò äëÿ îöiíêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè â (253)

ãàëüîðêiíñüêå íàáëèæåííÿ (248) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó âåêòîðiâ c(t) òà Ai(x) = {aki(x), k = 1, n}, i = 1, 3, äå aki(x) �

ñêëàäîâi âåêòîð-ôóíêöié ak(x) i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî âêëàäå-

ííÿ W 2
2 (Q) â C(Q). Ïðè öüîìó äëÿ çáiæíîñòi iòåðàöié íà êîæíîìó ç M

âiäðiçêiâ [ti, ti+1] âêàçàíå âèùå ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0, T ] ïîâèííî çàäîâîëü-

íÿòè óìîâó

n(2ν)−1C2
1B

2(ti+1 − ti) < 1, (256)

äå âåëè÷èíà B çàëåæèòü âiä ðîçìiðíîñòi áàçèñó n. Â äàíîìó âèïàäêó

ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Ó âèïàäêó òðèâèìiðíî¨ îáëàñòi Q ïðè iíøèõ iäåíòè÷íèõ

óìîâàõ òåîðåìè 1 âèêîíóþòüñÿ ¨¨ òâåðäæåííÿ, îáóìîâëåíi ðîçìiðîì

êîîðäèíàòíîãî áàçèñó, à ñàìå, óìîâîþ (256).

Îäíèìè iç çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç ðiâíÿííÿìè Íàâ'¹�Ñòîêñà, ùî øèðî-

êî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi ðiçíèõ ïðèðîäíèõ ÿâèù òà òåõíî-

ëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ, ¹ çàäà÷i ïðî ãðàâiòàöiéíî�òåìïåðàòóðíi êîíâåêòèâíi

ïðîöåñè â ðiäèíi. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à äëÿ

âêàçàíèõ ðiâíÿíü [46]:

vt + (v · ∇)v = ν∆v −∇p− βg⃗u+ f, divv = 0, (257)

v(x, 0) = a(x), v|ST
= 0, (258)
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ut + (v · ∇u) = χ∆u+ q, (259)

u(x, 0) = u0(x), u|ST
= 0, (260)

x ∈ Q ⊂ E2, t ∈ [0, T ], ST = S × [0, T ],

Óìîâè ãëàäêîñòi ôóíêöié f(x, t) i q(x, t) òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ òàêi

ñàìi, ÿêi áóëè âèçíà÷åíi â çàäà÷i (244)�(246) äëÿ ôóíêöi¨ f(x, t) òà ïî÷à-

òêîâî¨ óìîâè (246).

Â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Áóáíîâà�Ãàëüîðêiíà çàäà÷à (257)�

(260) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ íåëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(vnt , ak) + ((vn · ∇)vn, ak) + ν(vnx , akx) = (f − β gu, ak), k = 1, n,(261)

(umt , θl) + ((um · ∇)um, θl) + χ(umx , θlx) = (q, θl), l = 1,m. (262)

Òóò vn(x, t) ìà¹ âèãëÿä (248), à

um(x, t) =
m∑
l=1

bml (t)θl(x), m = 1, 2, . . . , (263)

äå b(t) = {bml (t), l = 1,m} � øóêàíèé âåêòîð êîåôiöi¹íòiâ ãàëüîðêií-

ñüêîãî íàáëèæåííÿ, m � ðîçìið êîðäèíàòíîãî áàçèñó, θl(x) � ôóíêöi¨

êîîðäèíàòíîãî áàçèñó. Â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi ñèñòåìà (261), (262) ìîæå

áóòè ïðåäñòàâëåíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

dc

dt
+ cTD1c+ A1c = F + Pb,

dc

dt
+ cTD2c+ A2b = Fq, (264)

äå A1, A2 � êâàäðàòíi ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ðîçìiðîì n × n òà m × m

âiäïîâiäíî, D1, D2 � òðèâèìiðíi ÷èñëîâi ìàñèâè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç n

êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ðîçìiðîì n×n òà m×m âiäïîâiäíî; F (t) = (f, ak),

Fq(t) = (q, θl) � âåêòîðè-ñòîâï÷èêè ðîçìiðîì n òà m, B � ïðÿìîêóòíà

ìàòðèöÿ ðîçìiðîì n × m. Åëåìåíòè â A1, A2, D1, D2, P � âiäîìi êîí-

ñòàíòè. Ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ c(0), b(0) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ
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a(x), u0(x), à ñàìå:

ck(0) = (a(x), ak(x)), k = 1, n,

bl(0) = (u0(x), θl(x)), l = 1,m. (265)

Iòåðàöiéíèé ïðîöåñ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i, (261), (262), (265) ((264),

(265)) áóäó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî (251), (252). Äëÿ ðiçíèöi ðîçâ'ÿçêiâ v = vs+1 =
s+1
v − vn, u = us+1 =

s+1
u − um îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

(vt, ak) +
(
(
s
v · ∇)v, ak

)
+ ((vs · ∇)vn, ak) + ν(vx, akx) = −β(gu, ak),

(ut, θl) +
(
(
s
v · ∇)u, θl

)
+ ((vs · ∇)um, θl) + χ(ux, θlx) = 0,

(v(x, ti), ak) = 0, k = 1, n, (u(x, ti), θl) = 0, l = 1,m, s = 0, 1, 2, . . . .

ç ÿêèõ âèâîäÿòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1

2
(y2)′ + νφ2 = ((vs·)v, vn), y(ti) = 0, (266)

1

2
(z2)′ + χζ2 = ((vs·)u, um), z(ti) = 0, (267)

t ∈ [ti, ti+1], i = 0,M − 1, s = 0, 1, 2, . . . .

Òóò z(t) = ∥u(x, t)∥, ζ(t) = ∥ux(x, t)∥.
Âèáðàâøè ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0, T ] òàêèì, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè

(4χ)−1

∫ ti+1

ti

ζ2dt ≤ 1

2
,

1

2
ν−1

∫ ti+1

ti

(φn)2dt+ β2|g|2(ti+1 − ti) ≤
1

2
,

ν−1

∫ ti+1

ti

(φn)2dt+ 4ζν−1|g|2(ti+1 − ti) ≤
1

2
, (268)

îòðèìà¹ìî ñïî÷àòêó çáiæíiñòü
s
v äî vn ïðè s → ∞ â íîðìi (255), ç ÿêî¨

âèïëèâà¹ òàêîæ çáiæíiñòü
s
u äî um ïðè s → ∞ â íîðìi L2(Q). Îòæå

âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. ßêùî â çàäà÷i (257)�(260) a(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩ H(Q), u0(x) ∈

W 2
2 (Q) ∩

0

W
1

2(Q), f(x, t), q(x, t) ∈ L2,1(QT ), x ∈ Q ⊂ E2, t ∈ [0, T ], òî
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âiäðiçîê [0, T ] çàâæäè ìîæíà ðîçáèòè íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü M âiä-

ðiçêiâ [ti, ti+1], i = 0,M − 1 òàêèõ, ùî íà êîæíîìó ç íèõ iòåðàöi¨ { sv, su}
çáiãàþòüñÿ ïðè s → ∞ äî ãàëüîðêiíñüêèõ íàáëèæåíü {vn, um}: vn � â

íîðìi (255), à um � â íîðìi ïðîñòîðó L2(Q). Öå ðîçáèòòÿ âèçíà÷à¹-

òüñÿ óìîâàìè (268), ÿêi çàëåæàòü ëèøå âiä âèõiäíèõ äàíèõ çàäà÷i i íå

çàëåæèòü âiä êîîðäèíàòíèõ áàçèñiâ.

5.4 Îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü äâîâèìiðíèõ çàäà÷

ïðî êîíâåêòèâíi ïðîöåñè â áiíàðíié ñóìiøi ðiäèí

Çàäà÷i ïðî êîíâåêòèâíi ïðîöåñè â áiíàðíié (äâîêîìïîíåíòíié) ñóìiøi íå-

ðåàãóþ÷èõ ìiæ ñîáîþ ðiäèí äîñèòü ñêëàäíi ÿê çà ôiçè÷íèì çìiñòîì ïðî-

öåñiâ, ÿêi âîíè îïèñóþòü, òàê i çà ìàòåìàòè÷íîþ ïîñòàíîâêîþ. Êîíâåê-

òèâíi ïðîöåñè â áiíàðíié ñóìiøi ðiäèí çóìîâëåíi ïîðÿä ç òåïëîâèìè òà

äèôóçiéíèìè ïîòîêàìè ðiäèíè, âèêëèêàíèìè ãðàäi¹íòàìè òåìïåðàòóðè

(òåïëîïðîâiäíiñòü) òà êîíöåíòðàöi¨ (äèôóçiÿ).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â ðîáîòi, çàäà¹òüñÿ äëÿ ðiâ-

íÿíü, âèâåäåíèõ I. Øàïîøíiêîâèì (Ê òåîðèè êîíâåêòèâíûõ ÿâëåíèé áè-

íàðíîé ñìåñè. ÏÌÌ. � 1953. � 17. � � 5. � Ñ. 604�606), ÿêi ¹ ñïðîùåíèì

âàðiàíòîì ðiâíÿíü, ùî áóëè îòðèìàíi Ë. Ëàíäàó òà �. Ëiôøiöåì (Ìåõà-

íèêà ñïëîøíûõ ñðåä. � Ì.: Ãîñòåõèçäàò, 1944).

Ðîçãëÿíóòî äâi çàäà÷i. Ïåðøà ñòîñó¹òüñÿ ïðîñòiøèõ ðiâíÿíü, âèâåäå-

íèõ I. Øàïîøíiêîâèì çà óìîâè, ùî êîíöåíòðàöiÿ îäíi¹¨ ç êîìïîíåíò ìàëà

(çàäà÷à I). Âiäïîâiäíî äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ äëÿ öèõ ðiâíÿíü ¹

äîñòóïíiøèì. Â äðóãié çàäà÷i (çàäà÷à II) òàêà óìîâà íå íàêëàäà¹òüñÿ.

Çíàõîäæåííÿ àïðiîðíèõ îöiíîê äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i, íà îñíîâi ÿêèõ

äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ ¨¨ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó, òà äîâåäåííÿ éîãî ¹äè-

íîñòi çíà÷íî ñêëàäíiøå, íiæ ó âèïàäêó ïåðøî¨ çàäà÷i.

Çàäà÷à I. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà ñèñòåìà íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè:

vt + (v · ∇)v = ν∆v −∇p− g⃗(β1u+ β2c) + f1, divv = 0, (269)
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ut + (v · ∇u) = χ∆u+ γ∆c+ f2, γ =
ku2

mCp
λ

′
D, (270)

ct + (v · ∇c) = D∆c+ f3, (271)

v(x, 0) = a(x), u(x, 0) = u0(x), c(x, 0) = c0(x), (272)

v|ST
= 0, u|ST

= 0, c|ST
= 0, (273)

x ∈ Q ⊂ E2, t ∈ [0, T ], ST = S × [0, T ],

äå S � ãðàíèöÿ îáëàñòi Q (QT = Q× [0, T ]).

Òóò øóêàíi âåëè÷èíè: âåêòîð øâèäêîñòi ðóõó ðiäèíè v(x, t) = {v1, v2},
òèñê â ðiäèíi p(x, t), òåìïåðàòóðà ðiäèíè u(x, t) òà êîíöåíòðàöiÿ îäíi¹¨

ç êîìïîíåíò ñóìiøi ðiäèí c(x, t). Çàóâàæèìî, ùî p(x, t), u(x, t), c(x, t)

� öå âiäõèëåííÿ âiä âiäïîâiäíèõ âåëè÷èí â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi ñóìiøi.

Ôóíêöi¨ f1(x, t) � ñèëà çîâíiøíüîãî çáóðåííÿ ðiäèíè, f2(x, t) � äæåðåëà

âíóòðiøíüî¨ òåïëîâî¨ åíåðãi¨. Ôóíêöiþ f3(x, t) ôîðìàëüíî ìîæíà òðàêòó-

âàòè ÿê äåÿêèé âíóòðiøíié ôàêòîð âQ, ùî âïëèâà¹ íà çìiíó êîíöåíòðàöi¨

c(x, t). Ââàæà¹òüñÿ òàêîæ, ùî diva = 0 i divf1 = 0, ãðàíèöÿ S îáëàñòi Q

êóñêîâî-ãëàäêà, à ïî÷àòêîâi óìîâè (272) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ãëàäêîñòi

a(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩

0

J
(1)

2 (Q), u0(x) òà c0(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩

0

W 1
2 (Q). (274)

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó (269)�(273) ç îäíîðiäíèìè êðàéîâèìè óìî-

âàìè ïåðøîãî ðîäó (273). Ðàçîì ç òèì, êðàéîâi óìîâè ìîæóòü áóòè òàê

ñàìî íåîäíîðiäíèìè ïåðøîãî òà äðóãîãî i òðåòüîãî ðîäó.

Îçíà÷åííÿ. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (269)�(273) ïðè t ∈ [0, T ],

x ∈ Q íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü ôóíêöié v(x, t) ∈
0

J
(1)

2 (QT ) =
0

J(QT ) ∩
0

W 1
2 (QT ), u(x, t) i c(x, t) ∈

0

W 1
2 (QT ), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òîòîæíîñòi:∫ t

0

[
(vt,Φ1)− ((v · ∇)Φ1, v) + ν(vx,Φ1x)

]
dt =

=

∫ t

0

([
−g⃗(β1u+ β2c) + f1

]
,Φ1

)
dt, (275)∫ t

0

[
(ut,Φ2)− ((v · ∇)Φ2, u) + χ(ux,Φ2x) + γ(cx,Φ2x)

]
dt =
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=

∫ t

0

(f2,Φ2)dt, (276)∫ t

0

[
(ct,Φ3)− ((v · ∇)Φ3, c) +D(cx,Φ3x)

]
dt =

∫ t

0

(f3,Φ3)dt (277)

ïðè äîâiëüíèõ Φ1(x, t) ∈
0

J
(1,0)

2 (QT ), Φ2(x, t) òà Φ3(x, t) ∈
0

W
1,0

2 (QT )i òà-

êèõ, ùî ìàþòü çìiñò âñi iíòåãðàëè â (6)�(8).

Îòðèìàíî äëÿ öi¹¨ çàäà÷i íàñòóïíi îöiíêè:

yc(t) ≤ yc(0) +

∫ T

0

∥f3∥dt ≡ A1,

[2mm]
1

2
y2c +D

∫ t

0

φ2
cdt ≤

1

2
y2c (0) + A1

∫ T

0

∥f3∥dt ≡ A2
2,

[2mm]y2u(t) ≤
[
y2u(0) + χ−1γ2D−1A2

2 +

∫ T

0

∥f2∥2dt
]
eT ≡ A2

3,

[2mm]y2u(t) + χ

∫ t

0

φ2
udt ≤ y2u(0) + A2

3T + χ−1γ2D−1A2
2+

+ 2A3

∫ T

0

∥f2∥dt ≡ A2
4,

yv(t) ≤ yv(0) + gT (β1A3 + β2A1) +

∫ T

0

∥f1∥dt ≡ A5,

1

2
y2v(t) + ν

∫ t

0

φ2
vdt ≤

1

2
y2v(0)+

+ A5

[
(β1A3 + β2A1)gT +

∫ T

0

∥f1∥dt
]
≡ A2

6, t ∈ [0, T ]. (278)

ψ2
v(t) ≤

[
ψ2
v(0) +

∫ T

0

∥f1t∥2dt+ α1(χν)
−1/2A4A6+

+ α2χ
−1A2

4 + α3D
−1A2

2 + α4(Dν)
−1/2A2A6 + α5D

−1A2
2

]
×

× exp
(
12ν−2A2

6 + T
)
≡ A2

7,

ψ2
v(t) + ν

∫ t

0

F 2
v dt ≤ ψ2

v(0) + A ≡ A2
8,

ψ2
c (t) ≤

[
ψ2
c (0) + 2(Dν)−1/2A1A2A7A8 +

∫ T

0

∥f3t∥2dt
]
eT ≡ A2

9,
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ψ2
c +D

∫ t

0

F 2
c dt ≤ ψ2

c (0) + B ≡ A2
10,

ψ2
u(t) ≤

[
ψ2
u(0) + 2χ−1(2χ−1/2ν−1/2A3A4A7A8+

+ γ2D−1/2A10) +

∫ T

0

∥f2t∥2
]
eT ≡ A2

11,

ψ2
u(t) + χ

∫ t

0

F 2
u ≤ ψ2

u(0) + C ≡ A2
12,

νφ2(t) ≤ A5

[
(β1A3 + β2A1)g + A7 + C01

]
≡ A2

13,

Dφ2
c(t) ≤ A1(A9 + C03) ≡ A2

14,

χφ2
u(t) ≤ χ−1γ2D−1A2

14 + 2A3(A11 + C02) ≡ A2
15, (279)

äå C0i = max
t∈[0,T ]

∥fi(x, t)∥ < ∞, i = 1, 3. Âñi îöiíêè (279), (279) ãëîáàëü-

íi, òîáòî âèêîíóþòüñÿ áåç áóäü�ÿêèõ îáìåæåíü, êðiì óìîâ ãëàäêîñòi, íà

âèõiäíi äàíi çàäà÷i.

Íàäàëi äîâåäåíî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. ßêùî â çàäà÷i (269)�(273) a(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩

0

J
(1)

2 (Q), u0(x)

òà c0(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩

0

W 1
2 (Q), à fi(x, t) òà fit(x, t) ∈ L2(QT ) i C0i =

max
t∈[0,T ]

∥fi(x, t)∥ < ∞, i = 1, 3, òî íà âñüîìó ïðîìiæêó [0, T ] iñíó¹ óçà-

ãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i, ÿêèé ¹ ¹äèíèé òà äëÿ ÿêîãî âèêîíóþ-

òüñÿ îöiíêè (278), (279). Ïðè öüîìó íîðìè y(t), φ(t), ψ(t), ùî âiäïîâiä-

àþòü ôóíêöiÿì v(x, t), u(x, t), c(x, t), òîáòî äëÿ ðîçâ'ÿçêó äàíî¨ çàäà÷i,

íåïåðåðâíi íà [0, T ], à vtx(x, t), utx(x, t), ctx(x, t) íàëåæàòü äî ïðîñòîðó

L2(QT ).

Çàäà÷à II. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà ñèñòåìà íåëiíiéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè:

vt + (v · ∇)v = ν∆v −∇p− g⃗(β1u+ β2c), divv = 0, (280)

ut + (v · ∇u) = (χ+ α2DN)∆u+ αDN∆c, (281)

ct + (v · ∇c) = D∆c+ αD∆u, (282)

v(x, 0) = a(x), u(x, 0) = u0(x), c(x, 0) = c0(x), (283)
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v|ST
= 0, u|ST

= 0, c|ST
= 0, (284)

x ∈ Q ⊂ E2, t ∈ [0, T ], ST = S × [0, T ],

äå S � ãðàíèöÿ îáëàñòi Q (QT = Q × [0, T ]). Íàäàëi äëÿ ñïðîùåííÿ

çàïèñó áóäåìî êîðèñòóâàòèñü ïîçíà÷åííÿì γ = (χ+ α2DN).

Òóò êîåôiöi¹íò N ≡
(
u
Cp

∂µ
∂c

)
0
> 0 � òåðìîäèíàìi÷íèé ïàðàìåòð,

äå µ = µ1/m1 − µ2/m2 � åôåêòèâíèé õiìi÷íèé ïîòåíöiàë, µ1, µ2 � õiìi-

÷íi ïîòåíöiàëè, à m1, m2 � ìàñè ìîëåêóë, âiäïîâiäíî, ïåðøî¨ (ëåãøî¨) i

äðóãî¨ êîìïîíåíò ñóìiøi (òóò iíäåêñ 0 îçíà÷à¹, ùî âñi âåëè÷èíè â äóæ-

êàõ âiäíåñåíi äî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó ñóìiøi), Cp � òåïëî¹ìíiñòü ñóìiøi

ïðè ïîñòiéíèõ çíà÷åííÿõ òèñêó òà êîíöåíòðàöi¨. Òàê ñàìî ââàæà¹òüñÿ,

ùî diva = 0, a ãðàíèöÿ S îáëàñòi Q êóñêîâî-ãëàäêà.

Ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (280)�(282) ââîäèòüñÿ àíà-

ëîãi÷íî, ÿê â ïîïåðåäíié çàäà÷i. Òàê ñàìî îòðèìóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

1

2

(
y2v
)′
+ νφ2

v = −
(
(β1u+ β2c)g⃗, v

)
, yv(0) = ∥a(x)∥, (285)

1

2
(y2u)

′ + γφ2
u = −αDN(ux, cx), yu(0) = ∥u0(x)∥, (286)

1

2
(y2c )

′ +Dφ2
c = −αD(ux, cx), yc(0) = ∥c0(x)∥, (287)

1

2

(
ψ2
v

)′
+ νF 2

v = −
(
g⃗(β1ut + β2ct), vt

)
− ((vt · ∇)v, vt), (288)

1

2
(ψ2

u)
′ + γF 2

u = ((vt · ∇ut), u)− αDN(utx, ctx), (289)

1

2
(ψ2

c )
′ +DF 2

c = ((vt · ∇ct), c)− αD(utx, ctx), (290)

t ∈ [0, T ].

Â ðåçóëüòàòi âèçíà÷åíi íàñòóïíi îöiíêè:

y2c (t) ≤ B5B
−1
6 ≡ A2

16, t ∈ [0, T ],∫ t

0

φ2
cdt ≤ B5D

−1B−1
7 ≡ A2

17, t ∈ [0, T ],

y2u(t) + γ

∫ t

0

φ2
udt ≤ y2u(0) + γ−1(αDN)2A2

17 ≡ A2
18,
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∫ t

0

φ2
udt ≤ γ−1A2

18 ≡ A2
19,

yv(t) ≤ yv(0) + gT (β1A18 + β2A16) ≡ A20,∫ t

0

φ2
vdt ≤ ν−1B8 ≡ A2

21, t ∈ [0, T ]. (291)

äå B5 = y2c (0) +
1
2α

2Dγ−1y2u(0), B6 = 1 − 1
2α

2DNγ−1, B7 = 1 − α2Dγ−1,

γ = χ + α2DN . Êîíñòàíòè A16 − −A21 çàëåæàòü ëèøå âiä âèõiäíèõ äà-

íèõ çàäà÷i, òîáòî âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òà êîåôiöi¹íòiâ, ùî âõîäÿòü â

ðiâíÿííÿ (281), (282).

ab ≤ 1

2
ϵa2 +

1

2
ϵ−1b2, (292)

äå a, b, ϵ � äîâiëüíi äîäàòíi âåëè÷èíè. Çàâäÿêè öüîìó âäà¹òüñÿ äîâå-

ñòè, ùî öi îöiíêè áóäóòü ãëîáàëüíèìè. Ïðè öüîìó îòðèìó¹òüñÿ íàñòóïíå

ñïiââiäíîøåííÿ:

B13ψ
2
c (t) + B14D

∫ t

0

F 2
c dt ≤ B12, (293)

äå

B12 = B11 + 2ϵ−1
4 ϵ−2

3 (2− ϵ1)
−2α4Dγ−2N 2A16A17A22A23,

B13 =
{
ϵ3(2− ϵ1)χ+ [ϵ3(2− ϵ1)− 1]α2DN)

}
[ϵ3(2− ϵ1)γ]

−1,

B14 = [Bχ+ (B − 2)α2DN ][ϵ3(2− ϵ1)γ]
−1,

B = ϵ3(2− ϵ1)(2− ϵ2 − ϵ3 − ϵ4).

Îöiíêà (293) çìiñòîâíà, êîëè B13 > 0 i B14 > 0 (äîäàòíiñòü B12 �

î÷åâèäíà). Äîâåäåíî, ùî ïðè äîâiëüíèõ çàäàíèõ âèõiäíèõ çàäà÷i (280)�

(284) çíà÷åííÿ ϵ1, ϵ2, ϵ4 (âèçíà÷åíî, ùî äîöiëüíî ïîêëàñòè ϵ3 = 1− (ϵ2 +

ϵ4)/2)) çàâæäè ìîæíà âèáðàòè òàêèìè, ùî êîåôiöi¹íòè B13, B14 áóäóòü

äîäàòíi.

Äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (280)�(284) îòðèìàíî íàñòóïíi

ãëîáàëüíi àïðiîðíi îöiíêè:

ψ2
v(t) ≤

(
ψ2
v(0) + 7ν−1g2

{
β2
1

[
2A18A20

(∫ T

0

φ2
vdt

)1/2(∫ T

0

φ2
udt

)1/2

+
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+ γ2
∫ T

0

φ2
udt+ (αDN)2

∫ T

0

φ2
cdt

]
+ β2

2

[
2A16A20

(∫ T

0

φ2
vdt

)1/2

×

×

(∫ T

0

φ2
cdt

)1/2

+D2

∫ T

0

φ2
cdt+ (αD)2

∫ T

0

φ2
udt

]})
×

×
(
14ν−1

∫ T

0

φ2
vdt

)
≡ A2

22,∫ t

0

F 2
v dt ≤ ν−1(ψ2

v(0) + B9) ≡ A2
23,

ψ2
c (t) ≤ B12B

−1
13 ≡ A2

25,∫ t

0

F 2
c dt ≤ B12B

−1
14 D

−1 ≡ A2
26,

ψ2
u(t) ≤ B10 +N(A2

25 + 2DA2
26) ≡ A2

27,∫ t

0

F 2
u (t)dt ≤ (2− ϵ1)

−1γ−1A2
27 ≡ A2

28,

φ2
v(t) ≤ ν−1A20[A22 + g(β1A18 + β2A16)] ≡ A2

24,

φ2
u(t) ≤

[
2α2DN 2A16A25 + 2A18A27(χ+ α2DN)

]
×

×(χ2 + 2χα2DN)−1 ≡ A2
29,

φ2
c ≤ 2D−1A16A25 + α2A2

26 ≡ A2
30, t ∈ [0, T ]. (294)

Òóò B9 = const.

Îòðèìàíi îöiíêè äîçâîëÿþòü äîâåñòè iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü óçàãàëü-

íåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (280)�(284):

Òåîðåìà 6. ßêùî â çàäà÷i (280)�(284) a(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩

0

J(Q), u0(x)

òà c0(x) ∈ W 2
2 (Q) ∩

0

W 1
2 (Q), äå Q ⊂ E2, òî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] iñíó¹

óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i, ÿêèé ¹ ¹äèíèé. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó

âèêîíóþòüñÿ îöiíêè (294). Ïðè öüîìó íîðìè y(t), φ(t), ψ(t) âiäïîâiäíèõ

ôóíêöié v(x, t), u(x, t), c(x, t), òîáòî äëÿ ðîçâ'ÿçêó äàíî¨ çàäà÷i, áóäóòü

íåïåðåðâíi íà [0, T ], à vtx, utx, ctx íàëåæàòèìóòü L2(QT ).
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6 Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ, ó÷àñòü â êîíôåðåíöiÿõ,

íàóêîâå ñïiâðîáiòíèöòâî òîùî

Ðåçóëüòàòè, ùî ââiéøëè â ïiäñóìêîâèé çâiò äîïîâiäàëèñü âèêîíàâöÿìè

ïðîåêòó íà ðÿäi ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ. Ùîäî öiëî¨ íèçêè âèñâiòëå-

íèõ òóò äîñÿãíåíü ïðîâîäèòüñÿ òiñíå íàóêîâå ñïiâðîáiòíèöòâî ç íàóêîâ-

öÿìè ñâiòó (çîêðåìà, Êàíàäè, Iòàëi¨, ×åõi¨, Àíãëi¨, Êiïðó, Iðàíó, Ïîëüùi

òîùî).

Ñèëàìè ñïiâðîáiòíèêiâ âiääiëó çà çâiòíèé ïåðiîä ïðîâåäåíî òðè ìiæ-

íàðîäíi êîíôåðåíöi¨: ×åòâåðòà, Ï'ÿòà òà Øîñòà ìiæíàðîäíi êîíôåðåíöi¨

�Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics�, Êè¨â, 2001, 2003, 2005. Äå-

òàëüíó iíôîðìàöiþ ïðî öi êîíôåðåíöi¨ ìîæíà çíàéòè íà iíòåðíåò-ñàéòi

http://www.imath.kiev.ua/�appmath/conf.html. Ïðàöi ×åòâåðòî¨ òà

Ï'ÿòî¨ êîíôåðåíöié îïóáëiêîâàíi ÿê ïðàöi Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè [5, 6],

çàãàëüíèé îáñÿã � 2312 ñòîðiíîê.

Ñïiëüíi äîãîâîðè ïðî íàóêîâå ñïiâðîáiòíèöòâî

1) ç Iíñòèòóòîì ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¹þ íàóê, Ïðàãà, ×åõiÿ;

2) ç ôàêóëüòåòîì ìàòåìàòèêè òà ñòàòèñòèêè óíiâåðñèòåòîì Êiïðó, Íi-

êîñiÿ, Êiïð;

3) ç ôàêóëüòåòîì ôiçèêè òà àñòðîíîìi¨ óíiâåðñèòåòó Ïàëåðìî, Ïàëåð-

ìî, Iòàëiÿ.

Íàóêîâi âiçèòè çàêîðäîííèõ ó÷åíèõ â Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè

1. ÷ëåí-êîð. ÐÀÍ, ïðîôåñîð Â.Â. Ïóõíà÷îâà (Iíñòèòóò ãiäðîäèíàìiêè

iì. Ì. Ëàâðåíò¹âà, Íîâîñèáiðñê), 2003;

2. ïðîôåñîð Ð. Ñìiðíîâà (Óíiâåðñèòåò Äàëõàóçi, Ãàëiôàêñ, Êàíàäà),

2004;

3. ïðîôåñîð Õ. Ñîôîêëåóñà (Óíiâåðñèòåò Êiïðó), 2004;
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4. ïðîôåñîð Î. Áîðîâñüêèõ (Ìîñêîâñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò), 2004;

5. ïðîôåñîð Äæ. Äàâîóë (Óíiâåðñèòåò áåí-Ãóðiîíà, Içðà¨ëü), 2005;

6. ïðîôåñîð Â. Ðîáóê (Îá'¹äíàíèé iíñòèòóò ÿäåðíèõ äîñëiäæåíü, Äó-

áíà), 2005;

7. Ê. Äæóñò (Óíiâåðñèòåò Àðiçîíè, ÑØÀ), 2005.

Êîðîòêîòåðìiíîâi íàóêîâi âiçèòè

1. Iíñòèòóò ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¹þ íàóê, Ïðàãà, ×åõiÿ, 2001 (Íiêi-

òií À.Ã.);

2. Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè óíiâåðñèòåòó ì. Ëií÷îïiíã,Øâåöiÿ, 2001 (Ìàã-

äà Î.Â.);

3. Iíñòèòóòi áiîêiáåðíåòèêè òà áiîìåäè÷íî¨ iíæåíåði¨ ÏÀÍ, Âàðøàâà,

Ïîëüùà, 2001 (×åðíiãà Ð.Ì.);

4. Iíñòèòóò ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¹þ íàóê, Ïðàãà, ×åõiÿ, 2002 (Íiêi-

òií À.Ã.);

5. Àëüáåðòà óíiâåðñèòåò, Êàíàäà, 2002 (Íiêiòií À.Ã.);

6. Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè óíiâåðñèòåòó ì. Ëií÷îïiíã,Øâåöiÿ, 2002 (Ìàã-

äà Î.Â.);

7. Íîòòií àìñüêèé óíiâåðñèòåò, Âåëèêîáðèòàíiÿ, 2002 (×åðíiãà Ð.Ì.);

8. Iíñòèòóò áiîêiáåðíåòèêè òà áiîìåäè÷íî¨ iíæåíåði¨ ÏÀÍ, Âàðøàâà,

Ïîëüùà, 2002 (×åðíiãà Ð.Ì.);

9. Óíiâåðñèòåòè ì. Ïàëåðìî òà ì. Áîëîíüÿ, Iòàëiÿ, 2003 (Íiêiòií À.Ã.);

10. Iíñòèòóò ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¹þ íàóê, Ïðàãà, ×åõiÿ, 2003 (Íiêi-

òií À.Ã.);

11. Ìåêñèêàíñüêèé àâòîíîìíèé óíiâåðñèòåò, Ìåêñèêà, 2003 (Íiêiòií À.Ã.);

12. Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè òà ñòàòèñòèêè óíiâåðñèòåòó Êiïðó, Íiêîñiÿ,

Êiïð, 2003 (Iâàíîâà Í.Ì.);
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13. Iíñòèòóò äîñëiäæåíü â òåîðåòè÷íié ôiçèöi i ìàòåìàòèöi, Òåãåðàí,

Iðàí, 2003 (Ïîïîâè÷ Ð.Î.);

14. Ëàáîðàòîðiÿ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè iì. Ì. Áîãîëþáîâà, Îá'¹äíàíèé ií-

ñòèòóò ÿäåðíèõ äîñëiäæåíü, Äóáíà, Ðîñiÿ, 2003 (Ìàãäà Î.Â., Ïî-

ïîâè÷ Ð.Î., Ñïi÷àê Ñ.Â.);

15. Òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò Äðåçäåíà, Äðåçäåí, Íiìå÷÷èíà, 2003 (Ëåãå-

íüêèé Â.I.);

16. Iíñòèòóò ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¹þ íàóê, Ïðàãà, ×åõiÿ, 2004 (Íiêi-

òií À.Ã.);

17. Iíñòèòóò äîñëiäæåíü â òåîðåòè÷íié ôiçèöi i ìàòåìàòèöi, Òåãåðàí,

Iðàí, 2004 (Ïîïîâè÷ Ð.Î.);

18. Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè óíiâåðñèòåòó ì. Áiëîñòîê, Ïîëüùà, 2004 (Áîé-

êî Â.Ì.);

19. Öåíòð ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü óíiâåðñèòåòó ì. Ìîíðåàëü, Êàíà-

äà, 2004 (Ïîïîâè÷ Ð.Î.);

20. Iíñòèòóò ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¹þ íàóê, Ïðàãà, ×åõiÿ, 2005 (Íiêi-

òií À.Ã.);

21. Àëüáåðòà óíiâåðñèòåò, Êàíàäà, 2005 (Íiêiòií À.Ã.);

22. Þòà óíiâåðñèòåò, ÑØÀ, 2005 (Íiêiòií À.Ã.);

23. Öåíòð ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü óíiâåðñèòåòó ì. Ìîíðåàëü, Êàíà-

äà, 2005 (Áîéêî Â.Ì.);

24. Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè òà ñòàòèñòèêè óíiâåðñèòåò Êiïðó, Íiêîñiÿ,

Êiïð, 2004 (Iâàíîâà Í.Ì., Ïîïîâè÷ Ð.Î.);

25. Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè òà ñòàòèñòèêè óíiâåðñèòåò Êiïðó, Íiêîñiÿ,

Êiïð, 2005 (Ïîïîâè÷ Ð.Î.);

26. Iíñòèòóò ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¹þ íàóê, Ïðàãà, ×åõiÿ, 2005 (Íå-

ñòåðåíêî Ì.Î.).
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Íàóêîâå ñòàæóâàííÿ

1. Óíiâåðñèòåò ì. Îïàâà, ×åõiÿ, 2001�2003 (Ñåðã¹¹â À.Ã.)

2. Óíiâåðñèòåò áåí-Ãóðiîíà, Içðà¨ëü, 2002 (Æàëié Î.Þ.);

3. Öåíòð ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü óíiâåðñèòåòó ì. Ìîíðåàëü, Êàíà-

äà, 2002�2004 (Æàëié Î.Þ.);

4. Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè óíiâåðñèòåò Áðèòàíñüêî¨ Êîëóìái¨, Âàíêó-

âåð, Êàíàäà, 2005 (Iâàíîâà Í.Ì.).

Ó÷àñòü ó êîíôåðåíöiÿõ òà íàóêîâèõ øêîëàõ

1. ×åòâåðòà, Ï'ÿòà, Øîñòà ìiæíàðîäíi êîíôåðåíöi¨ �Symmetry in Nonli-

near Mathematical Physics�, Êè¨â, 2001, 2003, 2005 (óñi ñïiâðîáiòíè-

êè âiääiëó);
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