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Âñòóï

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñèñòåìó ÄÐ×Ï

S(x,u,u
1
,u

2
, · · · ,u

p
) = 0, (1)

äå u
k
� ñóêóïíiñòü âñåìîæëèâèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ k-ãî ïî-

ðÿäêó ôóíêöi¨ u = u(x) = (u0, u⃗)∈R1+m çà çìiííèìè x = (x0, x⃗)∈
R1+n.

ßêùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) äîïóñêà¹ ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ ç
âåêòîðíèì ïîëåì

X = ξ (x,u)∂x +η(x,u)∂u, (2)

òî öþ ñèìåòðiþ, ÿê äîáðå âiäîìî, ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïî-
áóäîâè iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ, ÿêi ðåäóêóþòü ñèñòåìó (1) äî
ñèñòåìè ÄÐ ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ.



Âñòóï

Òàêi àíçàöè çíàõîäÿòüñÿ iç óìîâè iíâàðiàíòíîñòi ðîçâ'ÿçêó

Φ(x,u) = 0 (3)

ñèñòåìè (1). Öÿ óìîâà ìîæå áóòè çàïèñàíà òàê:

XΦ |Φ=0 = 0. (4)

Óìîâà (4) ¹ êâàçiëiíiéíèì ÄÐ×Ï ïåðøîãî ïîðÿäêó i ¨¨ çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïåðøi iíòåãðàëè òàê çâàíî¨
ñèìåòðè÷íî¨ ôîðìè âèãëÿäó

dx
ξ (x,u)

=
du

η(x,u)
. (5)



Âñòóï

ßêùî A � àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (1) áàãàòîâèìiðíà,
òî ôóíêöi¨ ξ i η , êðiì çìiííèõ x, u, çàëåæàòü i âiä ïàðàìåòðiâ

θ = (θ1, . . . ,θs,)

äå s � ðîçìiðíiñòü àëãåáðè A, òîáòî

ξ = ξ (x,u,θ), η = η(x,u,θ).

Òàêèì ÷èíîì âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ç áà-
ãàòüìà ïàðàìåòðàìè. Çàäà÷i ç ïàðàìåòðàìè ïîòðåáóþòü îñî-
áëèâèõ ïiäõîäiâ äî ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ. Îäíèì iç òàêèõ ïiäõîäiâ,
ÿêèé çàïðîïîíóâàâ ùå Ñîôóñ Ëi i ðîçâèâàëè òà âäîñêîíàëþ-
âàëè áàãàòî íàóêîâöiâ ó ñôåði ñèìåòðiéíîãî àíàëiçó, ¹ ìåòîä
çíàõîäæåííÿ íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè A. Äëÿ êî-
æíî¨ ïiäàëãåáðè àëãåáðè A ïàðàìåòðè θ ôiêñîâàíi i öå çíà÷íî
ïîëåãøó¹ iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè ÄÐ (5).



Âñòóï

Ùå ñâîãî ÷àñó â äàëåêi 80-òi ðîêè ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ
Âiëüãåëüì Iëëi÷ Ôóùè÷ ïîñòàâèâ ïåðåäi ìíîþ çàäà÷ó ðîç-
ðîáèòè iíøèé ïiäõiä, âiäìiííèé âiä çíàõîäæåííÿ ïiäàëãåáð,
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèòåìè ÄÐ (5). Öåé ìåòîä áóâ ðîçðîáëåíèé, àëå
òàê ñòàëîñÿ, ùî ìè éîãî íå îïóáëiêóâàëè i òîìó ÿ âèðiøèâ
ïðèãàäàòè éîãî ó ñüîãîäíiøíié äîïîâiäi i ïðèñâÿòèòè ¨¨ äîáðié
ïàì'ÿòi ïðî íàøîãî íàñòàâíèêà.

Ââåäåìî êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi ñèñòåìè (5)

dx
ξ (x,u)

=
du

η(x,u)
= dp. (6)

Öå äîçâîëÿ¹ ñèñòåìó (6) ïåðåïèñàòè â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi ó
âèãëÿäi ñèñòåìè

ẋ = ξ (x,u),

u̇ = η(x,u)
(7)

äå ẋ = dx/dp, u̇ = du/dp. Ñïðàâäåäëèâå òâåðäæåííÿ.



Âñòóï

Lemma

Êîìïîçèöiÿ ñêií÷åíèõ ïåðåòâîðåíü

ẋ = f (x,u,a),

u̇ = g(x,u,a),
(8)

ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ àëãåáðîþ A, ¹ íåïåðåðâíèìè ïåðåòâîðåííÿ-
ìè åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè ÇÄÐ (7).

Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿþòü ðîçáèòè êëàñ
ñèñòåì (7) íà íååêâiâàëåíòíi ïiäêëàñè òà âèäiëèòè â êîæíîìó
ïiäêëàñi êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâíèêà. Òàêi êàíîíi÷íi ïðåäñòàâ-
íèêè i âiäïîâiäàþòü îäíîâèìiðíèì ïiäàëãåáðàì àëãåáðè A. Â
çâ'ÿçêó ç öèì âiäïàäà¹ íåîáõiäíiñòü ïîáóäîâè îäíîâèìiðíèõ
ïiäàëãåáð àëãåáðè A, òàê ÿê çàäà÷à çíàõîäæåííÿ iíâàðiàíòíèõ
àíçàöiâ çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ êàíîíi÷íèõ ñèñòåì ñèñòå-
ìè (7).



I. Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AIGL(2,R)

ßêùî æ çâè÷àéíî ïiäàëãåáðè çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíøèõ çàäà÷, âiäìiííèõ âiä ïîáóäîâè iíâà-
ðiàíòíèõ àíçàöiâ, òî íàâåäåíèé âèùå ìåòîä ìîæå ïîñëóæèòè
äëÿ ïåðåâiðêè ïiäàëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó. Ïðîiëþñòðó¹ìî
îïèñàíèé âèùå ìåòîä íà ïðèêëàäàõ êiëüêîõ êîíêðåòíèõ
àëãåáðàõ.

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó îïåðàòîðiâ, ÿêi ïîðîäæóþòü ãðóïó ëi-
íiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó R2. �¨ áàçîâi ãåíå-
ðàòîðè àáî â ñó÷àñíié òåðìiíîëîãi¨ ëiíiéíó îáîëîíêó âåêòîð-
íèõ ïîëiâ çàäàìî ó âèãëÿäi

AIGL(2,R) = ⟨∂u1 , ∂u2 , u1
∂u1 , u2

∂u1 , u1
∂u2 , u2

∂u2⟩. (9)

Â ïðîöåñi ñïiëêóâàííÿ ç Ðîìàíîì Îìåëÿíîâè÷åì ÿ çðîçó-
ìiâ, ùî àëãåáðó (9) íàçèâàþòü àôiííîþ àëãåáðîþ i ïîçíà÷à-
þòü aff(2,R).



I. Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AIGL(2,R)

Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð àáî âåêòîðíå ïîëå àëãåáðè (9)
ìà¹ âèãëÿä

X = (kabub +ma)∂ua , (10)

äå kab, ma � äîâiëüíi ñòàëi, çà iíäåêñàìè a, b, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ
ñëiä ðîçóìiòè ñóìó âië 1 äî 2.

Àëãåáðà (9) ïîðîäæó¹ ñêií÷åíi ïåðåòâîðåííÿ, êîìïîçèöiÿ
ÿêèõ ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

U ′ = PU +Q, (11)

äå

P =

(
p11 p12
p21 p22

)
, Q =

(
q1
q2

)
äîâiëüíi ñòàëi ìàòðèöi, p11 > 0, p22 > 0, detP ̸= 0.
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Ñèñòåìà ðiâíÿíü (7) â äàíîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

U̇ = KU +M, (12)

äå

U =

(
u1

u2

)
∈ R2, U̇ =

(
u̇1

u̇2

)
, u̇a =

dua

dp

K =

(
k11 k12
k21 k22

)
, M =

(
m1
m2

)
.

(13)
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Ñèñòåìà ðiâíÿíü (12) � öå ñèñòåìà çâè÷àéíèõ ëiíié-
íèõ íåîäíîðiäíèõ ÄÐ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ìåòîäè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêî¨ ñèñòåìè äîáðå âiäîìi. Ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-
ìè (12) çàëåæèòü âiä êîðåíiâ λ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ,
ðàíãó ìàòðèöi A−λE ó âèïàäêó êðàòíîãî êîðåíÿ λ òà âèãëÿ-
äó ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (12).

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ïåðåòâîðåííÿ (11) ¹ ïå-
ðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (12).

ßêùî ñèñòåìó (12) çàïèñàòè â øòðèõîâàíèõ êîîðäèíàòàõ

U̇ ′ = KU ′+M (14)

òà ïiäñòàâèòè â (14) ôîðìóëè (11), òî îòðèìà¹ìî

U̇ = (P−1KP)U +P−1(KQ+M). (15)



I. Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AIGL(2,R)

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (15) íàëåæèòü äî òîãî æ êëàñó ñèñòåì, ùî
i ñèñòåìà (12). Öå îçíà÷à¹, ùî ïåðåòâîðåííÿ (11) ¹ ïåðåòâîðå-
ííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè (12). Ïåðåòâîðåííÿ (11) âèêî-
ðèñòà¹ìî äëÿ òîãî, ùîá êëàñ ñèñòåì (12) ðîçáèòè íà íååêâiâà-
ëåíòíi ïiäêëàñè òà âèäiëèòè â êîæíîìó ïiäêëàñi êàíîíi÷íi ñè-
ñòåìè. (Äî ñëîâà õî÷ó ñêàçàòè, ùî öþ çàäà÷ó ìè ðîçâ'ÿçàëè ó
2020 ðîöi ñóìiñíî ç Âiííi÷åíêî Îëåêñàíäðîþ ó ñòàòòi [2] i îïó-
áëiêóâàëè ó çáiðíèêó íàóêîâèõ ïðàöü ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî
ôàêóëüòåòó ÏÍÏÓ iìåíi Â. Ã. Êîðîëåíêà).
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Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê I. rankK =0. Öå îçíà÷à¹, ùî
K = 0 i ñèñòåìà (12) ìà¹ âèãëÿä

U̇ = M. (16)

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü (11) ñèñòå-
ìà (16) êâiâàëåíòíà òàêié êàíîíi÷íié ñèñòåìi

U̇ =

(
1
0

)
. (17)

Âèïàäîê II. rankK = 1. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ââàæàòè,
ùî ðÿäêè ìàòðèöi K ïðîïîðöiéíi i ñèñòåìà ðiâíÿíü (12) ìà¹
âèãëÿä

u̇1 = k(k21u1 + k22u2)+m1,

u̇2 = k21u1 + k22u2 +m2,
(18)

äå k � äîâiëüíà ñòàëà.
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Çàñòîñóâàâøè äî ñèñòåìè (18) ïåðåòâîðåííÿ (11) âèãëÿäó

w1 = u1 − ku2, w2 = u2, (19)

îäåðæèìî

ẇ1 = m̃1,

ẇ2 = k21w1 + k̃22w2 +m2,
(20)

äå m̃1 = m1 − km2, k̃22 = k22 + kk21. Äëÿ ñèñòåìè (20) ìîæëèâi
äâà íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè.
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II.1. k̃22 ̸= 0 (íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî
k̃22 = 1). Ó öüîìó ïiâèïàäêó ïåðåòâîðåííÿìè (11) âèãëÿäó

v1 = w1, v2 = w2 + k21w1 +m2 + m̃1k21 (21)

ñèñòåìà (20) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè

v̇1 = m̃1,

v̇2 = v2.
(22)

Iç ñèñòåìè (22) ìà¹ìî äâi íååêâiâàëåíòíi êàíîíi÷íi ïiäñèñòåìè

v̇1 = 0, v̇1 = 1,

v̇2 = v2; v̇2 = v2.
(23)
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II.2. k̃22 = 0. Òàê ÿê rankK = 1, òî ó öüîìó ïiäâèïàäêó k21 ̸= 0
(íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî k21 = 1). Çà
äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü

v1 = w1 +m2, v2 = w2 (24)

ñèñòåìà (20) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

v̇1 = m̃1,

v̇2 = v1.
(25)

Iç ñèñòåìè (25) ìà¹ìî äâi íååêâiâàëåíòíi êàíîíi÷íi ïiäñèñòåìè

v̇1 = 0, v̇1 = 1,

v̇2 = v1; v̇2 = v1.
(26)
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Âèïàäîê III. rankK = 2. Ïåðåòâîðåííÿìè

w1 = u1 +q1, w2 = u2 +q2 (27)

ñèñòåìà ðiâíÿíü (12) ó öüîìó âèïàäêó çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ÄÐ âèãëÿäó

Ẇ = KW. (28)

Äîáðå âiäîìî, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü (11) ñèñòåìà
ðiâíÿíü (28) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó, êîëè ìàòðèöÿ K ¹ îäíi¹þ
iç êëiòîê Æîðäàíà(

1 0
0 1+ s

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
m 1
−1 m

)
, (29)

äå s, m � äîâiëüíi ñòàëi, s ̸=−1,0.



I. Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AIGL(2,R)

Ìàòðèöÿì (29) âiäïîâiäàþòü êàíîíi÷íi ñèñòåìè{
u̇1 = u1,

u̇2 = (1+ s)u2,

{
u̇1 = u1,

u̇2 = u2,

{
u̇1 = u1,

u̇2 = u1 +u2,

{
u̇1 = mu1 +u2,

u̇2 =−u1 +mu2.
(30)

Ñèñòåìàì (17), (23), (26), (30) âiäïîâiäàþòü òàêi îäíîâè-
ìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AIGL(2,R):

⟨∂u1⟩, ⟨∂u1 +u2
∂u2⟩, ⟨∂u1 +u1

∂u2⟩, ⟨u2
∂u2⟩, ⟨u1

∂u2⟩,
⟨I⟩, ⟨I + su2

∂u2⟩, ⟨I +u1
∂u2⟩, ⟨mI + J⟩,

(31)

äå s, m � äîâiëüíi ñòàëi, s ̸=−1,0, I = u1∂u1 +u2∂u2 ,
J = u2∂u1 −u1∂u2 .



II. Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AIGL(3,R)

Àëãåáðó îïåðàòîðiâ Ëi, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ãðóïîþ ëiíiéíèõ
íåîäíîðiäíèõ ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó R3 çàäàìî ëiíiéíîþ îáî-
ëîíêîþ âåêòîðíèõ ïîëiâ âèãëÿäó

AIGL(3,R) = ⟨∂ua , ua
∂ub⟩, a,b = 1,3. (32)

Âåêòîðíå ïîëå àëãåáðè (32) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (10), â ÿêié
a,b = 1,3. Àëãåáðà (32) ïîðîäæó¹ ñêií÷åíi ïåðåòâîðåííÿ, êîì-
ïîçèöiÿ ÿêèõ ðàçîì ç äåÿêèìè äèñêðåòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè
ìà¹ âèãëÿä (11), äå ñòàëi ìàòðèöi P i Q ìàþòü ðîçìiðíiñòü
3× 3 òà 3× 1 âiäïîâiäíî. Ñèñòåìà (7) â äàíîìó âèïàäêó ìà¹
âèãëÿä (12), äå U ∈ R3, à ñòàëi ìàòðèöi K i M ìàþòü ðîçìið-
íîñòi 3× 3 òà 3× 1 âiäïîâiäíî. Àíàëîãi÷íî, ÿê i äëÿ àëãåáðè
AIGL(2,R), íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïåðåòâîðåííÿ (11) ¹ ïå-
ðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè (12).



II. Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AIGL(3,R)

ßê i â ïîïåðåäíié çàäà÷i çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåí-
òíîñòi ðîçiá'¹ìî êëàñ ñèñòåì (12) íà íååêâiâàëåíòíi ïiäêëàñè
òà âèäiëèìî â êîæíîìó ïiäêëàñi êàíîíi÷íi ñèñòåìè. Ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (12) çàëåæèòü âiä ðàíãó ìàòðèöi K, ÿêèé ïðîáiãà¹ çíà-
÷åííÿ âiä 0 äî 3.

Âèïàäîê 1. rankK=0. Â öüîìó âèïàäêó K = 0 i ñèñòåìà (12)
çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (11) çâîäèòüñÿ äî
êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

U̇ =

1
0
0

 . (33)
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Âèïàäîê 2. rankK =1. Â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (12) åêâi-
âàëåíòíà òàêié ñèñòåìi:

u̇1 = m1,

u̇2 = 0,
u̇3 = k31u1 + k32u2 + k33u3.

(34)

Â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ k31, k32, k33 òà m1 ìà¹ìî
òàêi êàíîíi÷íi ñèñòåìè êëàñó (12):

u̇1 = r,
u̇2 = 0,
u̇3 = u3,


u̇1 = r,
u̇2 = 0,
u̇3 = u2,


u̇1 = r,
u̇2 = 0,
u̇3 = u1,

(35)

äå r ∈ {0,1}.
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Âèïàäîê 3. rankK = 2. Ñèñòåìà (12) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi
u̇1 = m1,

u̇2 = k21u1 + k22u2 + k23u3,

u̇3 = k31u1 + k32u2 + k33u3.

(36)

Ïðîàíàëiçóâàâøè çíà÷åííÿ ìiíîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó äâîõ îñòàííiõ ðÿäêiâ
ìàòðèöi K ñèñòåìè (36), ïðèõîäèìî äî òàêèõ íååêâiâàëåíòíèõ êàíîíi÷íèõ
ñèñòåì:

u̇1 = r,
u̇2 = u2,

u̇3 = (1+m)u3,


u̇1 = r,
u̇2 = u2,

u̇3 = u3,


u̇1 = r,
u̇2 = u2,

u̇3 = u2 +u3,


u̇1 = r,
u̇2 = su2 +u3,

u̇3 =−u2 + su3,

(37)

äå r ∈ {0,1}, s, m � äîâiëüíi ñòàëi, m ̸=−1,0;
u̇1 = r,
u̇2 = u1,

u̇3 = u3,


u̇1 = r,
u̇2 = u1,

u̇3 = u2.

(38)
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Âèïàäîê 4. rankK =3. ßê i äëÿ ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i â öüîìó
âèïàäêó ñèñòåìà (12) åêâiâàëåíòíà îäíîðiäíié ñèñòåìi âèãëÿ-
äó (28), à êàíîíi÷íi âèãëÿäè ìàòðèöi K çàäàþòüñÿ îäíi¹þ iç
òàêèõ êëiòîê Æîðäàíà:

K1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , K2 =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

 , K3 =

1 0 0
1 1 0
0 1 1

 , K4 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1+m

 ,

K5 =

1 0 0
1 1 0
0 0 1+m

 , K6 =

1 0 0
1 1+n 0
0 0 1+m

 , K7 =

1 0 0
0 1+ s 1
0 −1 1+ s

 ,

(39)

äå m, n, s � äîâiëüíi ñòàëi, m ̸= n, m ̸=−1,0, n ̸=−1,0, s ̸=−1,0.
Âèïèøåìî îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AIGL(3,R), ÿêi

âiäïîâiäàþòü êàíîíi÷íèì ñèñòåìàì, îòðèìàíèìè íàìè âèùå:
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⟨∂u1⟩, ⟨r∂u1 +u3
∂u3⟩, ⟨r∂u1 +u2

∂u3⟩, ⟨r∂u1 +u1
∂u3⟩,

⟨r∂u1 + I23 +mu3
∂u3⟩, ⟨r∂u1 + I23⟩, ⟨r∂u1 + I23 +u2

∂u3⟩,
⟨r∂u1+sI23+J23⟩, ⟨r∂u1+u1

∂u2+u3
∂u3⟩, ⟨r∂u1+u1

∂u2+u2
∂u3⟩,

⟨I +nu2
∂u2 +mu3

∂u3⟩, ⟨I⟩, ⟨I +u1
∂u2⟩,

⟨I +u1
∂u2 +u2

∂u3⟩, ⟨I +mu3
∂u3⟩,

⟨I +u1
∂u2 +mu3

∂u3⟩, ⟨I + sI23 + J23⟩,

(40)

äå r ∈ {0,1}, m, n, s � äîâiëüíi ñòàëi, òàêi, ùî m ̸= n, m ̸=−1,0,
n ̸=−1,0, s ∈ R, I = u1∂u1 +u2∂u2 +u3∂u3 , I23 = u2∂u2 +u3∂u3 ,
J23 = u3∂u2 −u2∂u3 .

Â ñòàòòi [1] ïîðàõîâàíi ïiäàëãåáðè àôiííî¨ àëãå-
áðè aff(2,R), ÿê îäíîâèìiðíèõ òàê i áiëüø âèñîêèõ ðîçìið-
íîñòåé. Òîìó ðåçóëüòàòè ïî îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáðàõ ìîæíà
ïîðiâíÿòè.



III. Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè

Ãàëiëåÿ AG2(1,1)

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíó àëãåáðó Ãàëiëåÿ

AG2(1,1) = ⟨∂t , ∂x , G = t∂x +∂u1 , D = 2t∂t + x∂x −u∂u , Π = t2
∂t + tx∂x +(x− tu)∂u⟩, (41)

âiäíîñíî ÿêî¨ iíâàðiàíòíå, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà

ut +uux = uxx, (42)

äå u = u(t,x)∈R1, t, x � ÷àñîâà òà ïðîñòîðîâà çìiííi. Âåêòîðíå
ïîëå àëãåáðè (41) ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

X =(c1t2+2c2t+c3)∂t+(c1tx+c2x+c4t+c5)∂x+[c1(x− tu)− c2u+ c4]∂u, (43)

äå c1, . . . ,c5 � äîâiëüíi ñòàëi. Ñèñòåìà ðiâíÿíü (5) äëÿ âèïàäêó
àëãåáðè (41) ìà¹ âèãëÿä

dt
c1t2 +2c2t + c3

=
dx

c1tx+ c2x+ c4t + c5
=

du
c1(x− tu)− c2u+ c4

. (44)
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Ãàëiëåÿ AG2(1,1)

ßêùî ââåñòè êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi dp, òî ñèñòåìó (44)
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi

ṫ = c1t2 +2c2t + c3, ẋ = c1tx+ c2x+ c4t + c5, u̇ = c1(x− tu)− c2u+ c4. (45)

Êîìïîçèöiÿ ïåðåòâîðåíü ãðóïè, ïîðîäæåíî¨ àëãåáðîþ (41), íà-
ïðèêëàä, ìîæå áóòè çàïèñàíà òàêèì ÷èíîì:

t ′ =
e2θ2

A
+θ3, x′ =

x+θ4t
A

eθ2 +θ5, u′ = (Au+θ1x+θ4)e−θ2 , (46)

äå A = 1−θ1t, θ1, . . . ,θ5 � äîâiëüíi ïàðàìåòðè. ßêùî ïåðåòâî-
ðåííÿ (46) ïiäñòàâèòè â ñèñòåìó (45), ÿêà çàïèñàíà â øòðèõî-
âàíèõ çìiííèõ t ′, x′, u′, òî îòðèìà¹ìî

ṫ =C1t2 +2C2t +C3, ẋ =C1tx+C2x+C4t +C5, u̇ =C1(x− tu)−C2u+C4, (47)

äå C1, . . . ,C5 � ñòàëi, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ñòàëi c1, . . . ,c5 òà
ïàðàìåòðè ïåðåòâîðåíü (46) θ1, . . . ,θ5 çà ôîðìóëàìè
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Ãàëiëåÿ AG2(1,1)

C1 = e2θ2 c1 −2θ1(c1θ2 + c2)+θ
2
1 e−2θ2(c1θ

2
3 +2c2θ3 + c3),

C2 = c1θ3 + c2 −θ1e−2θ2(c1θ
2
3 +2c2θ3 + c3),

C3 = e−2θ2(c1θ
2
3 +2c2θ3 + c3),

C4 = eθ2(c1θ5 + c4)−θ4(c1θ3 + c2)+θ1θ4e−2θ2(c1θ
2
3 +2c2θ3 + c3)

−θ1e−θ2(c1θ3θ5 + c2θ5 + c4θ3 + c5),

C5 = θ4e−2θ2(c1θ
2
3 +2c2θ3 + c3)+ e−θ2(c1θ3θ5 + c2θ5 + c4θ3 + c5).

(48)

Öå ïiäòâåðäæó¹ òîé ôàêò, ùî ïåðåòâîðåííÿ (46) ¹ ïåðåòâîðå-
ííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (45).
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Ãàëiëåÿ AG2(1,1)

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (47), íà âiäìiíó âiä àíàëîãi÷íèõ ñèñòåì ó ïî-
ïåðåäíiõ äâîõ çàäà÷àõ, ¹ íåëiíiéíîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Ïðîàíàëiçó¹ìî ÷è ìîæëèâî ïiäiáðàòè ïàðàìåòðè
θ òàê, ùîá çàíóëèòè äåÿêi iç ñòàëèõ C1, . . . ,C5. ßêùî ñòàëi C1
òà C3 ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

C1 = e−2θ2c1[(e2θ4 −θ1(θ3 + c2/c1))
2 +θ

2
1 /c2

1(c1c3 − c2
2)],

C3 = e−2θ2c1[(θ
3 + c2/c1)

2 +1/c2
1(c1c3 − c2

2)].
(49)

Ç ôîðìóë (49) âèïëèâà¹, ùî âèáið ïàðàìåòðiâ θ ç öiëëþ çàíó-
ëåííÿ C1 òà C3 çàëåæèòü âiä çíàêó âèðàçó

∆ = c1c3 − c2
2, (50)

à òàêîæ òîé ôàêò, ùî ó âèïàäêó ∆ > 0 ñòàëi C1 òà C3 áóäóòü
îäíîãî çíàêó.
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Ãàëiëåÿ AG2(1,1)

a)∆>0, òî ñòàëiC1,C3 íåìîæëèâî çàíóëèòè, àëå ïàðàìåòðè θ

ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá ¨õ íîðìóâàòè, òîáòîC1 =C3 = 1. ßêùî
ïðîàíàëiçóâàòè âèãëÿä ñòàëèõ C2, C4, C5 ó ôîðìóëàõ (48), òî
íåñêëàäíî ïðèéòè äî âèñíîâêó, ùî ïàðàìåòðè θ ìîæëèâî ïi-
äiáðàòè òàê, ùîá C2 = C4 = C5 = 0. Êàíîíi÷íèé âèãëÿä ñèñòå-
ìè (47) òàêèé:

ṫ = t2 +1, ẋ = tx, u̇ = x− tu, (51)

ùî âiäïîâiäà¹ îäíîâèìiðíié ïiäàëãåáði àëãåáðè (41)

⟨Π+∂t⟩. (52)
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Ãàëiëåÿ AG2(1,1)

á) ∆ < 0, òî ïàðàìåòðè θ ìîæëèâî âèáðàòè òàê, ùîá C1 =
C3 = 0 i ñèñòåìà (47) ñòà¹ ëiíiéíîþ, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçøèðåíié
àëãåáði Ãàëiëåÿ

AG1(1,1) = ⟨∂t , ∂x, G, D⟩. (53)

ßêùî ïðîäîâæèòè àíàëiç ôîðìóë (48), òî îòðèìà¹ìî òàêi êà-
íîíi÷íi âèãëÿäè ñèñòåìè (47):

ṫ = 2t, ẋ = x, u̇ =−u, (54)

ùî âiäïîâiäà¹ îäíîâèìiðíié ïiäàëãåáði àëãåáðè (41)

⟨D⟩; (55)
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Ãàëiëåÿ AG2(1,1)

ṫ = m− const, ẋ = t, u̇ = 1, (56)

ùî âiäïîâiäà¹ îäíîâèìiðíié ïiäàëãåáði

⟨G+m∂t⟩; (57)

ṫ = m− const, ẋ = n− const, u̇ = 0, (58)

ùî âiäïîâiäà¹ îäíîâèìiðíié ïiäàëãåáði

⟨m∂t +n∂x⟩. (59)
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Ãàëiëåÿ AG2(1,1)

Remark
Ñèñòåìó ðiâíÿíü (58) ìîæíà òàêîæ ðîçáèòè íà íååêâiâàëåíòíi
ïiäâèïàäêè, àëå îñêiëüêè ¨¨ iíòåãðóâàííÿ íå ïîâ'ÿçàíå iç ÿêè-
ìèñü ñêëàäíîùàìè, òî, íà ìîþ äóìêó, öüîãî ðîáèòè íåïîòði-
áíî. Iíâàðiàíòíèé àíçàö, îòðèìàíèé iç (58) áóäå ìàòè âèãëÿä
ïëîñêîõâèëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó

u = ϕ(ω), ω = αt +βx. (60)
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