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Нехай для X ⊂ Rn наз. conv(X) опуклою оболонкою, тобто найменшою опук-

лою, що мiстить X. Для X, Y ⊂ Rn, ρ ∈ R наз. X + Y = {x + y : x ∈ X, y ∈ Y }
Мiнковською сумою X та Y , а ρX = {ρx : x ∈ X} наз. ρ-розширення of X. Kn позн.
множину компактних опуклих множин та для C ∈ Kn множина C◦ = {a ∈ Rn :
aTx ≤ 1, x ∈ C} є поляром для C.

Середнi величини чисел a, b > 0 можна асоцiювати з вiдрiзками [−a, a] та [−b, b].
Середнє арифметичне K,C ∈ Kn визначається множиною 1

2
(K +C), мiнiмум – мно-

жиною K∩C, а максимум –множиною conv(K∪C). Поляризацiя є аналогом операцiї
x→ 1/x, тому середнє гармонiчне K та C є

(
1
2
(K◦ + C◦)

)◦.
Фiрей довiв нерiвнiсть середнiх величин для опуклих множин:

Твердження 1. Нехай C,K ∈ Kn та 0 є внутрiшньою точкою множин C,K. Тодi

K ∩ C ⊂
(
K◦ + C◦

2

)◦

⊂ K + C

2
⊂ conv(K ∪ C). (1)

Нехай для K мiститься оптимально у C (K ⊂opt C), якщо K ⊂ C та K ̸⊂ ρC+ t
для ρ ∈ [0, 1) та t ∈ Rn.

Теорема 1. Нехай C,K ∈ Kn та 0 ∈ inter(K ∩ C). Тодi

K ∩ C ⊂opt conv(K ∪ C)

тодi i тiльки тодi, коли
(
1
2
(K◦ + C◦)

)◦ ⊂opt 1
2
(K + C).

Якщо C = −C+t для t ∈ Rn, то C наз. симетричною множиною, якщо C = −C,
то C наз. 0-симетричною. Ми розглядаємо середнi значення множин C та −C для
опуклих тiл C, що є симетризацiями множини C. Симетризацiї часто використову-
ються вопуклiй геометрiї в геометричних нерiвностях.

Мiнковською мiру асиметрiї множини C ∈ Kn наз.

s(C) := inf{ρ > 0 : C − c ⊂ ρ(C − c), c ∈ Rn}.

Зауважимо, що s(C) ∈ [1, n], та s(C) = 1 тодi i тiльки тодi, коли C є симетричною
множиною, а s(C) = n тодi i тiльки тодi, коли C є n-симплексом.

Для симетризацiй опуклих множин ми отримали наступнi нерiвностi.



Теорема 2. Нехай C ∈ Kn є Мiнковськi-центрованою. Тодi

1. conv(C ∪ (−C)) ⊂opt s(C)(C ∩ (−C)),

2. conv(C ∪ (−C)) ⊂opt 2s(C)
s(C)+1

C−C
2

,

3.
(
C◦−C◦

2

)◦ ⊂opt 2s(C)
s(C)+1

(C ∩ (−C)),

4. C−C
2

⊂opt s(C)+1
2

(C ∩ (−C)), та

5. conv(C ∪ (−C)) ⊂opt s(C)+1
2

(
C◦−C◦

2

)◦.
6. C−C

2
⊂ s(C)+1

2

(
C◦−C◦

2

)◦, та для усiх s ∈ [n] iснує Мiнковськi-центрована мно-
жина C ∈ Kn з s(C) = s, для якої нерiвнiсть є оптимальною.

Введемо наступнi параметри:

ψ := ψ(n, s) :=
(n− s+ 1)(s+ 1)

1− n(n− s)(n+ s(n+ 1))
− n,

µ := µ(n, s) =
n+ 1

s+ 1

(
1− s(n+ 1)(n− s)

1− n(n− s)

)
,

γ1 := γ1(n) :=
1

2
(n− 1 +

√
(n− 2)n+ 5),

γ2 := γ2(n) :=
n4 + n3 + 2n2 +

√
n8 + 6n7 + 17n6 + 28n5 + 28n4 + 12n3 − 4n2 − 12n− 4

2(n3 + 2n2 + 3n+ 1)
,

γ3 := γ3(n) :=
n4 + 3n3 + 2n2 + 1 +

√
n8 + 6n7 + 13n6 + 8n5 − 14n4 − 22n3 + 8n+ 1

2(n3 + 2n2 + 2n)
.

Теорема 3. Нехай n непарне та C ∈ Kn є Мiнковськi-центрованою множиною з
s(C) = s. Тодi

1. C ∩ (−C) ⊂ ψ n
n+1

conv(C ∪ (−C)), якщо s ≥ γ2(n), та

2.
(

C◦+(−C)◦

2

)◦
⊂ µψ n(n+2)

(n+1)2
C−C
2

, якщо s ≥ γ3(n).

2


