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Анотацiя
Здiйснено класифiкацiю нееквiвалентних вiдносно групи неперервних перетворень

еквiвалентностi лiнiйних зображень узагальненої алгебри Галiлея у випадку триви-
мiрного векторного поля U . Результати класифiкацiї застосовано для дослiдження
симетрiйних властивостей двовимiрної системи нелiнiйних рiвнянь конвекцiї–дифузiї

Розглядається клас систем нелiнiйних рiвнянь конвекцiї–дифузiї

U0 = ∆U + F i(U)Ui, (1)

де U ∈ R3, x = (x0, ~x), ~x ∈ R2, F i(U) — довiльнi функцiональнi матрицi розмiрностi 3× 3,
i = 1, 2, нижнiй iндекс функцiї означає диференцiювання за вiдповiдною змiнною.

Справедливе наступне твердження.

Лема 1 Група вигляду

x
′

0 = 2cx0 + q0, x
′

i = cxi + qijxj + rix0 + qi, (2)

ua
′
= kabu

b + la, (3)

де c, q0, qi, ri, kab, la, qji = −qij — const, a, b = 1, 3, i, j = 1, 2 є групою неперервних
перетворень еквiвалентностi системи (1).

Розв’язується задача видiлення iз класу систем (1) таких, якi iнварiантнi вiдносно
алгебри Галiлея, розширеної операторами масштабних i проективних перетворень. Реалi-
зацiєю такої алгебри для ~x ∈ R2 є алгебра з базисними генераторами вигляду:

AG2(1, 2)= < ∂0, ∂i, Gi=x0∂i +Qi, J12=x1∂2 − x2∂1 +Q3,

D=2x0∂0 + xi∂i +Q4, Π=x20∂0 + x0xi∂i + xiQi + x0Q4 +Q5 >,
(4)

де оператори
Qs = (αsabu

b + βsa)∂ua , s = 1, 5 (5)
задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Q1, Q2] = 0, [Q1, Q3] = Q2, [Q2, Q3] = −Q1, (6)

[Q1, Q4] = −Q1, [Q2, Q4] = −Q2, [Q3, Q4] = 0, (7)
[Q1, Q5] = [Q2, Q5] = [Q3, Q5] = 0, [Q4, Q5] = 2Q5. (8)

Встановимо вигляд операторiв Qs, за яких зображення алгебри (4) будуть нееквiва-
лентнi вiдносно перетворень (2)–(3). Справедливе наступне твердження.
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Теорема 1 З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (2), (3) iснує 12 нееквiвален-
тних зображень алгебри (4), визначених операторами Q1– Q5 з наступної таблицi.

Таблиця 1: Нееквiвалентнi зображення операто-
рiв Q1–Q5 у випадку поля U ∈ R3.

№ Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

1. u1∂u2 u1∂u3 kI+u2∂u3−u3∂u2 lI+u1∂u1 0

2. u1∂u2 u3∂u2 u1∂u3−u3∂u1 −I−u2∂u2 ∂u2

3. u1∂u2 u3∂u2 kI+u1∂u3−u3∂u1 lI−u2∂u2 0

4. u1∂u2 u3∂u2 u1∂u3−u3∂u1+æ∂u2 I13+θ∂u2 0

5. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1+ku3∂u3 −I12+lu3∂u3 0

6. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1 −I−u3∂u3 ∂u3

7. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1 −I12+∂u3 0

8. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1+∂u3 −I−u3∂u3 s∂u3

9. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1+∂u3 −I12+su3∂u3 0

10. ∂u1 ∂u2 u1∂u2−u2∂u1+∂u3 −I12+l∂u3 0

11. ∂u1+u1∂u2 u3∂u2+∂u3 u1∂u3−u3∂u1 −I−u2∂u2 k∂u2

12. ∂u1+u2∂u3 u2∂u1−∂u3 u3∂u1−u1∂u3 −I13 0

У таблицi 1 s 6= 0, k, l ∈ R, (æ, θ) ∈ {(0, 1), (1, k)}, I12 = u1∂u1 + u2∂u2, I13 = u1∂u1 + u3∂u3.

Отримана класифiкацiя використовується для видiлення систем класу (1), iнварiан-
тних вiдносно алгебри (4). Справедливе наступне твердження.

Теорема 2 З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (2), (3) cистема (1) iнварi-
антна вiдносно алгебри (4) тодi i тiльки тодi, коли вона набуває одного з наступних
виглядiв

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u30 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + u3
(

s
2
(u11 − u22) + lu22 + λ~∇⊥~u

)
,

(9)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 + su3∂u3, Q4 = −I12 + lu3∂u3, Q5 = 0, l 6= 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u30 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + λ~∇⊥~u+ sin(2
s

lnu3) ~D~u+ cos(2
s

lnu3) ~D⊥~u,
(10)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 + su3∂u3, Q4 = −I12, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u+ (u3)−
2
s
−1

(
λ1~∇u3 + λ2~∇⊥u3

)
,

u30 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + u3
(

s
2
~∇~u+ λ3~∇⊥~u

)
,

(11)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −I12 + su3∂u3, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u30 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + ψ~∇⊥~u,
(12)
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коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −I12, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u+ e−2u
3
(
λ1~∇u3 + λ2~∇⊥u3

)
,

u30 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + 1
2
~∇~u+ λ3~∇⊥~u,

(13)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −I12 + ∂u3, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u30 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + s
2
~∇~u+ λ~∇⊥~u,

(14)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 + ∂u3, Q4 = −I12 + s∂u3, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u,

u30 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + λ~∇⊥~u+ sin2u3 ~D~u+ cos2u3 ~D⊥~u,
(15)

коли Qi = ∂ui, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 + ∂u3, Q4 = −I12, Q5 = 0;

~u0 + (~u~∇)~u = ∆~u+ ~Lω,

u30 + (~u~∇)u3 = ∆u3 + (~u~L)ω − ω~∇~u,
(16)

коли Qi = ∂ui + ui∂u3, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −I − u3∂u3, Q5 = 2∂u3 .

У системах (9)–(16) ω = u3 − ~u2

2
, ~L = λ1~∇ + λ2~∇⊥, ~∇=(∂1, ∂2), ~∇⊥=(∂2,−∂1), ~u =

(u1, u2), ~D = (~c~∇⊥,~c~∇), ~D⊥ = (~c~∇,−~c~∇⊥), ~c = (c1, c2), ψ = ψ(u3) — довiльна гладка
функцiя, ci, λa, λ, k, l, s 6= 0 — довiльнi сталi, i ∈ {1, 2}, a = 1, 3.
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[1] Lie S. Über die Integration durch bestimmte Integrale von einer Klasse linear partieller Differential glei-

chung / S. Lie // Arch for Math. — 1881. — V6, № 3. — P. 328–368.

[2] Фущич В. И. Симметрийный анализ и точные решения уравнений нелинейной математической фи-
зики / Фущич В.И., Штелень В.М., Серов Н.И. — К. : Наук. думка, 1989. — 339 с.

[3] Лагно В.I. Симетрiйний аналiз рiвнянь еволюцiйного типу / В.I. Лагно, С.В. Спiчак, В.I. Стогнiй —
Працi Iнституту математики НАН України: Мат-ка та її застосування. — К., 2002. — Т. 45. — 359 с.

[4] Сєров М.I. Iнварiантнiсть системи рiвнянь кoнвекцiї–дифузiї вiдносно узагальненої алгебри Галiлея
у випадку тривимiрного векторного поля./ М.I. Сєров, Т.О. Карпалюк // Математичний вiсник
НТШ. — Київ. — 2010. — Т.7. — С. 267–288.

3


