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АНОТАЦIЯ

Райновськиий I.А. Асимптотична модальна теорiя Нарiманова-

Моiсєєва усталених демпфованих коливань рiдини в цилiндричному бацi.

— Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.02.01 – "Тео-

ретична механiка" (113 – "Прикладна математика"). — Iнститут матема-

тики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена розвитку методiв аналiтичної ме-

ханiки та асимптотичних методiв нелiнiйної механiки для аналiзу уста-

лених резонансних хвильових рухiв рiдини у вертикальному резервуарi

кругового перерiзу за наявностi демпфування. Шляхом введення (не-

скiнченого числа) узагальнених координат та швидкостей, застосування

варiацiйних принципiв механiки та рiвнянь Ейлера-Лагранжа другого

роду у формi Майлза-Луковського, а також використання асимптотики

Нарiманова-Моiсєєва, вихiдна крайова задача iз вiльною поверхнею зво-

диться до системи звичайних диференцiальних рiвнянь вiдносно введе-

них узагальнених координат. Система ефективно наближує резонанснi

рухи даної механiчної системи, коли частота перiодичних рухiв баку є

близькою до першої власної частоти коливань рiдини. Врахувавши в’яз-

ке демпфування, побудовано та проаналiзовано перiодичнi розв’язки си-

стеми, що дозволило описати всi класи усталених хвиль при орбiтальних

тривимiрних резонансних рухах баку.

Тематика наукових дослiджень дисертацiйної роботи пов’язується iз

планом наукових дослiджень вiддiлу математичних проблем механiки та

теорiї керування Iнституту математики НАН України.

Дисертацiя складається iз вступу, п’яти роздiлiв, висновку i списку

використаних наукових джерел iз 233 найменувань. Загальний обсяг ди-
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сертацiї становить 161 сторiнку. В роботi мiститься 18 рисункiв.

Актуальнiсть даного напрямку теоретичних дослiджень пiдтверджу-

ється висновками iз вступу та першого роздiлу дисертацiї, де наведено

огляд лiтератури з питань аналiтичних методiв теоретичної механiки сто-

совно механiчних систем iз нескiнченним числом ступенiв вiльностi, до

яких належить дослiджувана задача. Акцент зроблено на нелiнiйному

модальному методi, його виникненню, розвитку, узагальненню та вiд-

критим питанням. Зокрема, показано, що вiдкритою теоретичною про-

блемою залишається аналiз усталених хвильових резонансних рухiв рi-

дини в цилiндричних баках бiореакторiв, якi рухаються за складною ор-

бiтальною траекторiєю, коли не можна знехтувати в’язкою дисипацiєю.

Цiй проблемi присвячено дослiдження дисертацiйної роботи.

Роздiл 2 наводить деталi нелiнiйного модального методу, який, вико-

ристовуючи варiацiйний принцип Бейтмена-Люка, дозволяє перейти вiд

крайової задачi iз вiльною поверхнею теорiї коливання рiдини до нескiн-

ченновимiрної системи нелiнiйних звичайних диференцiальних (модаль-

них) рiвнянь Майлза-Луковського вiдносно узагальнених координат та

швидкостей гiдродинамiчної системи. Основним результатом роздiлу є

доведення твердження, що за умов малостi зовнiшнiх резонансних збу-

рень цилiндричного резервуара за чотирма ступенями вiльностi (виклю-

чаючи круговi та вертикальнi), система рiвнянь Майлза-Луковського

допускає спецiальну аналiтичну форму, яка може бути базою для по-

будови наближених нелiнiйних модальних теорiй, включаючи теорiю

Нарiманова-Моiсєєва.

В основному теоретичному роздiлi 3 виведено асимптотичнi форму-

ли (в термiнах числа Галiлея) для оцiнки коефiцiєнтiв демпфування,

якi вiдображають в’язку дисипацiю, пов’язану iз ефектом ламiнарно-

го поверхневого шару на змочених стiнках рiдини та внутрiшнiм тер-

тям. Показано, що демпфування є важливим для радiусiв резервуара
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0.05m . R0 . 0.3m, що вiдповiдає розмiрам контейнерiв бiореакто-

рiв. Додатковi члени, що вiдображають лiнiйне демпфування в меха-

нiчнiй системi, введено до нелiнiйної модальної системи рiвнянь типу

Нарiманова-Моiсєєва. Побудовано аналiтично асимптотичнi перiодичнi

розв’язки останньої системи, якi асоцiюються iз усталеними резонансни-

ми хвильовими рухами при перiодичних рухах баку iз малою амплiту-

дою. Дослiджено стiйкiсть цих розв’язкiв. Задача побудови аналiтичних

розв’язкiв зводиться до розв’язування системи секулярних (нелiнiйних

алгебраїчних) рiвнянь вiдносно чотирьох амплiтудних параметрiв пер-

шого порядку малостi, a, ā, b̄, b, чи їх аналогiв в термiнах iнтегральних

амплiтуд A,B та зсувiв фаз ψ, ϕ. Основним результатом роздiлу є Тео-

рема 3.1, яка стверджує, що в рамках наближення Нарiманова-Моiсєєва,

всi можливi усталенi резонанснi хвилi на вiльнiй поверхнi рiдини з то-

чнiстю до членiв другого порядку малостi включно є еквiвалентними

деякому класу усталених хвиль в бацi, що рухається за елiптичною го-

ризонтальною орбiтою; при цьому демпфування безпосередньо впливає

лише на члени першого порядку малостi, а стiйкiсть залежить лише вiд

значень амплiтурних параметрiв a, ā, b̄, b.

В четвертому роздiлi доводиться теорема, яка дозволяє конструктив-

но аналiтично (без чисельного розв’язування секулярної системи з роз-

дiлу 2) знайти значення A,B та ψ, ϕ за наявностi ненульового демпфу-

вання для випадку поздовжнiх перiодичних резонансних збурень баку.

Проведено параметричнi дослiдження амплiтудно-частотних характери-

стик, побудовано типовi бiфуркацiйнi кривi. Показано, що демпфування

слабо впливає на дiапазони стiйкостi та на величини амплiтуд A,B. Ре-

зультати валiдовано порiвнянням iз вiдомими експериментами. В той же

час, продемонстровано, що демпфування якiсно впливає на зсуви фаз

ψ, ϕ. Порiвняння з експериментами також вказує на те, що демпфування

повинно рости iз амплiтудою кругових усталених хвиль (для узгоджен-
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ня теоретичних зсувiв фаз iз експериментальними результатами). Дано

фiзичне пояснення цього феномену.

Основним результатом роздiлу 5 є усунення протирiччя мiж вiдоми-

ми експериментальними результатами стосовно резонансних коливань рi-

дини в бiореакторах (орбiтальнi збурення) та iснуючими теоретичними

дослiдженнями. Показано, що для таких збурень iснують лише круговi

хвилi, а наявнiсть ненульового демпфування робить неможливим кру-

говi хвилi проти напрямку елiптичних збурень, починаючи вiд деякого

спiввiдношення мiж осями елiпсу збурення; зокрема, протинаправленi

круговi хвилi вiдсутнi при кругових орбiтах баку.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та

вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Практичне значення одержаних результатiв. Одержанi в ди-

сертацiї новi результати мають, в основному, теоретичне значення. Вони

зацiкавлять фахiвцiв, що працюють в галузi теоретичної механiки бага-

товимiрних систем.

Ключовi слова: усталенi коливання, стiйкiсть, узагальненi ко-

ординати, модальна система Нарiманова-Моiсєєва, демпфування,

амплiтудно-частотнi характеристики, зсуви фаз.
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ABSTRACT

Raynovskyy I.A. An asymptotic modal Narimanov-Moiseev theory of the

damped steady-state sloshing in an upright cylindrical tank. — Qualifying

scientific work on the right of manuscript.

Thesis submitted for the Degree of Candidate of Physics and Mathematics

(Doctor of Philosophy) in speciality 01.02.01 — Theoretical Mechanics (113

– Applied Mathematics). — Institute of Mathematics, National Academy of

Sciences of Ukraine, Kyiv, 2018.

The Thesis develops methods of analytical mechanics and asymptotic

methods of nonlinear mechanics for studying the damped steady-state

sloshing in an upright cylindrical tank. By introducing (an infinite number) of

the generalised coordinates and velocities, by applying variational principles

of analytical mechanics and the Euler-Lagrange equations of the second kind

in the Miles-Lukovsky’s form, as well as by using the Narimanov-Moiseev

asymptotics, the original free-surface problem reduces to a system of ordi-

nary differential equations with respect to the introduced generalised coordi-

nates. The system effectively approximates resonance motions of the present

mechanical system when the frequency of periodic motions of the tank is close

to the lowest natural sloshing frequency. Accounting for the viscous damping,

periodic solutions of the system are constructed and analysed. This makes it

possible to describe all classes of steady-state sloshing in the tank during its

orbital three-dimensional resonance motions.

The subject of scientific researches of the dissertation work is associated

with the research projects of the Department of Mathematical Problems of

Mechanics and Control Theory of the Institute of Mathematics of NAS of

Ukraine.

The Thesis consists of introduction, five sections, conclusion and bibli-

ography, which contains 233 references. The total Thesis volume consists of
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161 pages; it contains 18 figures.

The relevance of this direction of theoretical studies is confirmed by

conclusions made in the introduction and the first section of the Thesis, which

provides a literature survey regarding analytical methods of the theoretical

mechanics applied to mechanical systems with an infinite number of degrees

of freedom, to which the studied system belongs. An emphasis is placed on the

nonlinear multimodal method, its genesis, development, generalization and

open problems. In particular, it has been shown that the analytical modeling

of the steady-state sloshing in cylindrical tanks of bioreactors moving along

a complex orbital trajectory, when damping can not be neglected, belongs

to the open theoretical problems. The Thesis is devoted to studying this

problem.

Section 2 gives details of the nonlinear multimodal method, which, by

using the Bateman-Luke variational formalism, makes it possible to go from

the free-surface problem of the liquid sloshing dynamics to an infinite-

dimensional system of nonlinear ordinary differential (modal) Miles-Lukovsky

equations with respect to the generalised coordinates and velocities of the

hydrodynamic system. The main result of the section consists of proving the

proposition, which states that, when assuming a small-magnitude external

resonance excitation of the cylindrical tank with four degrees of freedom

(exluding yaw and heave), the Miles-Lukovsky equations allow for a specific

analytic form; the equations could be a base for constructing approximate

nonlinear modal theories, including the Narimanov-Moiseev theory.

In the main theoretical section 3, asymptotic formulas (in terms of the

Galileo number) are derived to define the damping coefficients, which imply

dissipation associated with the laminar viscous layer on the wetted tank

sufrace and the bulk viscocity. It is shown that the damping is important for

the radii in the range 0.05m . R0 . 0.3m. The dimensions are consistent wi-

th dimensions of bioreactors. Additional qualities, which introduce the linear
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damping in the mechanical system, are included into the nonlinear modal

equations of the Narimanov-Moiseev type. Analytical asymptotic periodic

solutions of the latter equations are derived. The solutions are assosiated

with the steady-state resonant sloshing due to periodic motions of the tank

performed with a small amplitude. The stability of these solutions is investi-

gated. The problem on deriving the analytical solutions reduces to a system of

secular (nonlinear algebraic) equations with respect to four first-order ampli-

tude parameters, a, ā, b̄ and b, or, alternatively, their analogy in terms of

integral amplitudes A,B and phase-lags ψ, ϕ. The main result of the section

in Theorem 3.1, which states that, within the framework of the Narimanov-

Moiseev approximation, the admissible resonant waves on the free surface,

up to the second order of the smallness, are equivalent to a class of stable

waves in tanks moving along an elliptical horizontal orbit; the damping di-

rectly affects only the first order of the smallness, and the stability depends

only on the amplitude paramaters a, ā, b̄ and b.

Section 4 contains the theorem, which makes it possible to find,

constructively and analytically (without the numerical solving of the secular

system from section 2), the amplitudes A,B and the phase-lags ψ, ϕ in the

presence of a non-zero damping and for the longitudinal periodic resonance

tank forcing. Parametric studies of the wave amplitude response curves are

carried out and typical bifurcation graphs are drawn. It is shown that the

damping causes an almost negligible effect on the ranges of stability and the

amplitudes A and B. The results are validated by comparison with known

experiments of measurements. At the same time it has been demonstrated

that the damping substantially affects the phase-lags ψ and ϕ. Comparison

with the measurements indicates that the damping should increase with

increasing amplitude of the rotary wave (to fit the experimental data). A

physical treatment of the phenomenon is given.

The main result of Section 5 consists of resolving a contradiction between



11

well-known experimental results on resonant sloshing in bioreactors (orbi-

tal tank forcing) and existing theoretical studies. It is shown that, for such

the forcing, there are only swirling-type waves, and a small nonzero damping

makes the counterdirected ones (to the elliptic tank forcing swirling) impossi-

ble, starting from a certain ratio between the axes of the ellipse. In particular,

the counter-directed swirling is always absent for the circular orbital tank

excitation.

Appendix contains the applicant publication list related to the Thesis and

informs where the obtained results were reported and discussed.

The practical significance of the results. The results, which are

obtained in the Thesis, have mainly theoretical character. They could be of

interest for researchers working in the field of the theoretical mechanics of

multidimensional systems.

Keywords: steady-state sloshing, stability, multimodal Narimanov-

Moiseev system, damping, amplitude response curves, phase-lags.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Задача про резонанснi коливання рiдини у вер-

тикальних цилiндричних баках кругового перерiзу (iз практичної точки

зору) набула популярностi в серединi XX столiття у зв’язку iз iнженерiєю

ракетокосмiчної технiки (баки з паливом), контейнерiв iз великою масою

рiдини (нафта, водонапiрнi баки), а також танкерiв iз скрапленим газом.

Останнi десять рокiв ця задача стає актуальною у контекстi розвитку

бiотехнологiй (бiореактори), а також фармацевтичної промисловостi, що

пов’язується iз необхiднiстю врахування ряду специфiчних реалогiчних

властивостей руху рiдини, зокрема, їх в’язкого демпфування. Крiм то-

го, контейнери бiо- та фармтехнологiй рухаються за складною та суттєво

тривимiрною траекторiєю, циклiчно, на великому промiжку часу, що ста-

вить проблему визначення всiх можливих усталених перiодичних хвиль

та аналiзу їх стiйкостi.

Традицiйним для аналiзу резонансних коливань в’язкої рiдини в ба-

ках є шлях, що базується на чисельних методах розв’язування вiдповiд-

них крайових задач для рiвняння Нав’є-Стокса. Цей пiдхiд є малоприда-

тним для визначення всiх можливих усталених рухiв рiдини (неоднозна-

чнiсть розв’язку) та аналiтичного дослiдження їх стiйкостi. Природними

для дослiдження усталених хвильових рухiв є методи аналiтичної меха-

нiки, якi використовуть наближенi математичнi моделi у виглядi систем

звичайних диференцiальних рiвнянь вiдносно гiдродинамiчних узагаль-

нених координат цiєї механiчної системи. Такi методи було започаткова-

но у 60-70х роках минулого столiття в роботах М.М. Моiсєєва, Т.С. Нарi-

манова, I.О. Луковського, Р.Д. Докучаєва, Б.I. Рабiновiча, Г.М. Мiкiше-

ва, В.В. Румянцева, Т.Н. Абрамсона, Н. Кана, Г. Хаттона та Дж. Майлза.

Використовуючи поняття власних форм коливань рiдини (вперше вини-

кло в роботi В. Остроградського), цi вченi розглядали вихiдну гiдродина-

мiчну проблему як задачу аналiтичної механiки для систем iз нескiнчен-
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ною кiлькiстю ступенiв вiльностi. Вони ввели узагальненi координати,

якi вiдповiдають за збурення власних форм, а також, використовуючи

варiацiйнi принципи механiки, побудували декiлька типiв наближених

математичних моделей (модальних рiвнянь), що зв’язують цi узагальне-

нi координати. Такий (модальний) метод було розвинено у роботах I.О.

Луковського, Г. Нарiманова, Дж. Хаттона, О. Фалтiнсена, О. Тимохи,

О.С. Лимарченка, Т. Iкеди, А. Колає, М. Ла Рокка, Дж. Лове, Л. Пер-

ко, В. Столбенцова, Х. Такахари, Ю.М. Кононова та багатьох iнших. Цi

автори запропонували використовувати методи нелiнiйної механiки для

побудови та аналiзу перiодичних розв’язкiв нелiнiйних (модальних) рiв-

нянь, що дозволило б описати стiйкi усталенi резонанснi рухи рiдини.

Практично всi цi аналiтичнi результати вiдносно нелiнiйних модальних

рiвнянь та усталених хвильових рухiв обмежено випадком iдеальної рi-

дини без демпфування. Предметом даної роботи є поширення їх на випа-

док демпфованих хвиль у бiореакторах, в тому числi i для тривимiрних

перiодичних рухiв баку.

Зв’язок iз науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiя виконана згiдно з планом наукових дослiджень вiд-

дiлу математичних проблем механiки та теорiї керування Iнститу-

ту математики НАН України на 2016–2019 роки в рамках держбю-

джетної теми №III-13-16 "Математичнi проблеми динамiки, стабiлiза-

цiї та оптимiзацiї складних механiчних систем" (номер держ. реєстрацiї

011U003101), в межах науково-дослiдної теми №III-23-12" (номер держ.

реєстрацiї 0122U001015) за програмою "Розробка математичних моделей

та чисельно-аналiтичних методiв розв’язування сучасних задач фiзико-

технiчних i медико-бiологiчних наук та iнформацiйних технологiй",

а також цiльової програми наукових дослiджень вiддiлення матема-

тики НАН України № III-20-17 "Розробка аналiтичних та чисельно-

аналiтичних методiв дослiдження задач природознавства" (номер держ.
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реєстрацiї 0117U04077).

Мета та завдання дослiдження.

Метою дисертацiйної роботи є аналiтичнi дослiдження, використо-

вуючи методи аналiтичної та нелiнiйної механiки, усталених демпфова-

них хвильових резонансних рухiв рiдини у вертикальних кругових ба-

ках (бiореакторах) та їхньої стiйкостi за умови складних просторових

перiодичних збурень баку.

Об’єктом дослiдження є варiацiйна постановка задачi поверхневих

хвиль у формi Бейтмена-Люка, а також нелiнiйнi наближенi модаль-

нi рiвняння типу Нарiманова-Моiсєєва, якi зв’язують узагальненi коор-

динати гiдродинамiчної системи (аналог рiвнянь Ейлера-Лагранжа) та

ефективно описують динамiку вiльної поверхнi при резонансних збурен-

нях першої власної частоти коливання рiдини.

Предметом дослiдження є аналiтичнi перiодичнi розв’язки модаль-

них рiвнянь типу Нарiманова-Моiсєєва iз лiнiйними членами, якi вiд-

повiдають за демпфування, та аналiз стiйкостi цих розв’язкiв з метою

описати всi можливi усталенi резонанснi демпфованi хвилi в баках, якi

рухаються за складною перiодичною траекторiєю.

Методи дослiдження. Варiацiйнi методи аналiтичної та нелiнiйної

механiки, асимптотичнi методи побудови перiодичних розв’язкiв нескiн-

ченновимiрних систем звичайних нелiнiйних диференцiальних рiвнянь,

перший метод Ляпунова, чисельно-аналiтичнi методи розв’язування си-

стем нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Визначена мета зумовлює вирiшення таких задач:

• редукцiю нелiнiйної крайової задачi теорiї про коливання рiдини до

нелiнiйних модальних рiвнянь Луковського-Майлза спецiального типу

(для вертикального кругового баку),

• оцiнку коефiцiєнтiв демпфування (логарифмiчних декрементiв)

стоячих хвиль, обумовлених ламiнарним в’язким шаром на змоченiй
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поверхнi баку та внутрiшнiм тертям (узагальнення формул Хендерсон-

Майлза),

• побудову нелiнiйних модальних рiвнянь типу Нарiманова-Моiсєєва,

яка описує резонанснi демпфованi хвилi,

• побудову аналiтичних перiодичних розв’язкiв рiвнянь типу

Нарiманова-Моiсєєва, аналiз їх стiйкостi та, як результат, опис всiх мо-

жливих усталених резонансних хвиль (стоячих та кругових),

• визначення дiапазонiв iснування та стiйкостi кругових хвиль за-

та проти напрямку орбiтальних рухiв баку в залежностi вiд вiдношення

о́сей "елiпсу орбiти”,

• порiвняння результатiв аналiтичних дослiджень iз експериментами,

виконаними рiзними авторами; аналiз впливу демпфування на амплiту-

днi характеристики хвиль та зсуви фаз.

Практичне значення одержаних результатiв.

Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер. Їх мо-

жна використати в iнженерних дослiдженнях, пов’язаних iз аеруванням

вина (пiд час колоподiбних рухiв бокалу), у фармацевтичнiй галузi (бiо-

реактори для культури клiтин), тощо. Теоретичнi результати та розро-

бленi спецiальнi методи аналiтичної механiки можуть бути корисними

для спецiальних курсiв ВНЗ України, для вчених з Iнститутiв механiки

та гiдромеханiки НАН України, iнших наукових установ.

Наукова новизна одержаних результатiв.

У дисертацiйнiй роботi отримано наступнi новi науковi результати:

• Побудовано повнi (в математичному сенсi) нелiнiйнi модальнi рiв-

няння типу Нарiманова-Моiсєєва для випадку резонансних коливань рi-

дини у вертикальному цилiндричному бацi, що пов’язують нескiнченну

кiлькiсть узагальнених гiдродинамiчних координат та ефективно опису-

ють усталенi демпфованi рухи рiдини за умови довiльних перiодичних

тривимiрних рухiв баку з частотою, близькою до першої власної частоти
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коливання рiдини.

• Виведено асимптотичнi формули для оцiнки коефiцiєнтiв демпфу-

вання, пов’язаного iз в’язким шаром на змочених стiнках баку та вну-

трiшнiм тертям в рiдинi. Встановлено, що впливом дисипацiї не можна

нехтувати для 0.05m . R0 . 0.3m (R0 – радiус баку), що є типовим

розмiром для бiореакторiв та iнших застосувань, що розглядаються.

• Для тривимiрних перiодичних рухiв баку побудовано асимптоти-

чнi аналiтичнi перiодичнi розв’язки системи типу Нарiманова-Моiсєєва,

проаналiзовано їх стiйкостi.

• Доведено, що з точнiстю до членiв другого порядку малостi (вклю-

чно), побудованi перiодичнi розв’язки (а, значить, й вiдповiднi устале-

нi хвилi) є математично еквiвалентними розв’язкам, якi виникають при

пiдходящих (вiдповiдних) орбiтальних горизонтальних елiптичних рухах

баку.

• Показано, що, окрiм випадку поздовжнiх збурень баку, всi устале-

нi хвилi є круговими, якi виникають за чи проти напрямку елiптичного

збурення баку. Доведено, що, починаючи з деякої величини спiввiдно-

шень о́сей елiпсу збурень, наявнiсть дисипацiї унеможливлює iснування

кругових хвиль протилежно направлених рухам баку.

• Побудовано типовi амплiтудно-частотнi характеристики. Описано

вплив дисипацiї на зсув фаз.

• Результати валiдовано порiвнянням з експериментальними вимiра-

ми рiзних авторiв. Проаналiзовано дiапазони застосування побудованої

аналiтичної теорiї. Зокрема, вказано на необхiднiсть збiльшувати коефi-

цiєнти демпфування iз ростом амплiтуди кругової хвилi.

Особистий внесок здобувача у сумiсних роботах.

За темою дисертацiї опублiковано 7 статей сумiсно iз науковим керiв-

ником, якому належить постановка задачi та аналiз отриманих резуль-

татiв.
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Апробацiя результатiв дисертацiї.

Результати дисертацiї доповiдались та обговорювались на семiнарах

вiддiлу математичних проблем механiки та теорiї керування Iнституту

математики НАН України протягом 2016-18 рокiв, семiнарi "Математи-

чнi проблеми механiки та обчислювальна математика" Iнституту мате-

матики НАН України пiд керiвництвом академiкiв НАН України I.О. Лу-

ковського та В.Л. Макарова (в повному обсязi – 20.09.2018р.), а також

на таких мiжнародних конференцiях: Мiжнародна конференцiя молодих

математикiв, присвячена 100-рiччю з дня народження академiка НАН

України Ю.О. Митропольського (червень 2017 р., Київ); IV Мiжнаро-

дна наукова конференцiя "Сучаснi проблеми механiки" (серпень 2017 р.,

Київський Нацiональний Унiверситет iм. Т. Шевченка, Київ); Конферен-

цiя молодих учених "Пiдстригачiвськi читання – 2017"(травень 2017 р.,

Львiв); OMAE – 37th International Conference on Ocean, Offshore & Arctic

Engineering (червень 2018р., Мадрид, Iспанiя).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано в стат-

тях [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] у наукових перiодичних фахових виданнях; [2, 3]

– закордоннi науковi журнали, що iндексуються Scopus та Web of Sci-

ence, [1] – український журнал, який проiндексовано Web of Science, [7] –

матерiали конференцiї у виглядi статтi, якi iндексуються Scopus та Web

of Science (видано за кордоном); [8, 9, 10] – тези доповiдей на наукових

конференцiях.

Дисертацiя складається зi вступу, основної частини, що мiстить п’ять

роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел iз 233 найменувань,

вона мiстить 18 рисункiв. Загальний обсяг дисертацiї – 161 сторiнка дру-

кованого тексту.
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Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

1.1. Методи аналiтичної механiки в задачах про рух рiдини в

резервуарах

Нами розглядається гiбридна механiчна система, що складається з

абсолютно жорсткого баку, який рухається iз шiстьма ступенями вiльно-

стi за заданим у часi законом (перiодичним в цiй дисертацiйнiй роботi),

в порожнинi якого знаходиться рiдина з вiльною поверхнею. Коливання

рiдини (хлюпання) в контейнерi (порожнинi) описуються еволюцiйною

крайовою задачею з вiльною (невiдомою) межею.

Типовими для аналiзу хлюпання рiдини є використання вiдповiдних

чисельних методiв до розв’язування цих початково-крайових задач з вiд-

повiдними умовами Кошi, якi описують початкове положення вiльної

границi та початковий розподiл швидкостей. Принципово iншою (з фi-

зичної точки зору) є задача про усталенi резонанснi хвилi на поверх-

нi рiдини, що реалiзуються при перiодичних збуреннях баку на довгих

промiжках часу (пiсля закiнчення перехiдних процесiв). Вiдомо, що така

задача не має однозначного розв’язку (декiлька усталених хвиль можуть

iснувати при однакових вхiдних параметрах). Аби описати всi можливi

усталенi хвилi за допомогою традицiйних чисельних методiв, необхiдно

перебрати нескiнченну кiлькiсть початкових умов та провести для ко-

жної такої умови довгi обчислення, поки не зникнуть перехiднi хвилi

та обчислення не приведуть до перiодичних чисельних розв’язкiв. Ще

складнiшою проблемою є чисельне дослiдження стiйкостi перiодичних

хвиль. Таким чином, вихiдна задача про класифiкацiю (опис всiх можли-

вих усталених резонансних хвиль та дослiдження їх стiйкостi) потребує

аналiтичних пiдходiв.

Таким пiдходом є так званий модальний метод, який зводить вихi-
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дну еволюцiйну крайову задачу до задачi аналiтичної механiки, системи

звичайних диференцiальних рiвнянь вiдносно узагальнених гiдродина-

мiчних координат системи (рiвнянь типу Ейлера-Лагранжа). Коли ви-

ведено такi системи диференцiальних рiвнянь, стає можливим не лише

спростити їх до такого вигляду, аби можна було б проводини їх аналi-

тичнi дослiдження, зокрема, аналiтично будувати їх перiодичнi розв’яз-

ки, але й застосовувати теорiю стiйкостi, щоб дослiдити стiйкiсть таких

розв’язкiв.

Ключовими елементами даної дисертацiйної роботи є варiацiйний

модальний метод, що базується на функцiоналi дiї Бейтмена-Люка, за-

гальна модальна система Майлза-Луковського, її наближена форма у

виглядi Нарiманова-Моiсєєва (для випадку вертикального цилiндрично-

го баку), коефiцiєнти дисипацiї (декременти затухання власних форм

коливань рiдини), а також аналiтичнi дослiдження системи Нарiманова-

Моiсєєва через побудову її перiодичних розв’язкiв для довiльного триви-

мiрного руху баку та аналiз їх стiйкостi. Специфiчними моментами, що

вирiзняють цю дисертацiйну роботу вiд iнших, є аналiтичнi дослiдження

усталених резонансних коливань рiдини методами нелiнiйної механiки,

довiльнi тривимiрнi збурення баку та аналiз впливу демпфування.

З точки зору теоретичної механiки, крайова задача про рух рiдини є

механiчною системою iз нескiнченною кiлькiстю ступенiв вiльностi. Ко-

жну iз таких ступенiв вiльностi можна зв’язати iз збуреннями власних

форм коливання рiдини. Цi форми вперше математично строго (для вер-

тикального баку кругового перерiзу) були введенi та проаналiзованi Ми-

хайлом Остроградським [11] ще на початку XIX столiття. Але загальна

теорiя вiдповiдних спектральних крайових задач iз параметром на части-

нi границi, яка описує власнi форми та частоти, була побудована лише в

60х роках минулого столiття [12].

Модальний метод передбачає введення гiдродинамiчних узагальне-
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них координат, якi вiдповiдають за збурення власних форм, та виве-

дення (модальної) системи нелiнiйних звичайних диференцiальних рiв-

нянь вiдносно узагальнених координат, яка є аналогом рiвнянь Ейлера-

Лагранжа для даного типу механiчних систем. Вивiд модальних рiвнянь

використовує методи аналiтичної механiки, якi, як правило, базуються

на варiацiйних формулюваннях типу Гамiльтона-Остроградського. Виве-

дену систему можна використовувати для прямих обчислень нелiнiйних

поверхневих хвиль, вiдповiдних сил та моментiв (перша задача меха-

нiки), чи для моделювання сумiсних рухiв тiло-рiдина, використовую-

чи аналiтично зв’язанi модальнi рiвняння та рiвняння руху носiя (баку)

[13, 14, 15].

Модальнi системи на теперiшнiй час є, фактично, єдиним ефектив-

ним iнструментом для вивчення резонансних усталених хлюпань рiдини,

дослiдженню їх стiйкостi, внутрiшнiх резонансiв, хаосу, тощо. Виведен-

ню та аналiзу такої модальної системи, адаптованої для вивчення дем-

пфованих хлюпань в баках бiореакторiв, присвячено дану дисертацiйну

роботу.

1.2. Виникнення лiнiйного та нелiнiйного модальних методiв

Слово "мультимодальний" (модальний) бере свiй початок iз роботи

[16], яка вийшла в 2000 роцi. Але, з iсторичної точки зору, модальний

метод було запропоновано сорок рокiв до того, у 50-60х роках минуло-

го столiття, коли дослiдники вперше зiштовхнулись iз проблемою браку

знань про коливання рiдини у лiтальних апаратах, космiчних кораблях

та морських контейнерах. Наукову спадщину перших крокiв у напрямку

розвитку цих методiв систематизовано у [14, 17, 18, 19, 20, 21, 22] (USA)

та [12, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31] (СССР). В тi часи дослiдники

концентрувались на теоретичному аналiзi лiнiйних (малих) коливань

рiдини та експериментальному вивченню нелiнiйних (резонансних) фе-
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номенiв. Експерименти з США було найкраще викладено у звiтi НАСА

[17]. Експерименти науковцiв Радянського Союзу проводились у Москвi,

Києвi [15, 25], Днiпропетровську [32] та Томську [33, 34], але вони зали-

шились, в своїй бiльшостi, не опублiкованими.

Лiнiйний мультимодальний метод (див. оригiнальнi [35, 36, 37],

[12, 26, 38, 39] та сучаснi роботи [13, 40], де описуються деталi цього мето-

ду) було запропоновано у 50-х роках. Цей метод, у разi його застосуван-

ня до лiнiйної задачi хлюпання, виводить нескiнченну множину лiнiйних

осциляторiв (звичайних диференцiальних рiвнянь), названих, разом, лi-

нiйною модальною системою, у якiй неоднорiднi члени є функцiями ше-

сти узагальнених координат (ступеней вiльностi) для твердого тiла, а не-

вiдомими є гiдродинамiчнi узагальненi координати, що вiдповiдають за

вiдхилення вiльної границi. Метод iнтерпретує коливання рiдини (хлюпа-

ння) як механiчну систему iз нескiнченною кiлькiстю ступенiв вiльностi.

Потрiбно знати власнi форми коливання рiдини, ϕn, частоти, σn, а також

лiнiйнi потенцiали Стокса-Жуковського, Ω0 = (Ω01,Ω02,Ω03).

Розглянувши разом лiнiйну модальну систему та динамiчнi рiвняння

твердого контейнера i використовуючи лiнеаризованi формули Луков-

ського, якi виражають гiдродинамiчнi сили та моменти у термiнах гiдро-

динамiчних узагальнених координат, дозволяє аналiзувати сумiснi рухи

механiчної системи "тiло-рiдина". У лiнiйнiй модальнiй системi та фор-

мулах Луковського гiдродинамiчнi коефiцiєнти є iнтегралами вiд Ω0, ϕn

та їхнiх похiдних. Це означає, що знаючи Ω0 та ϕn i використовуючи ана-

лiтичнi та/або чисельнi методи для звичайних диференцiальних (модаль-

них) рiвнянь, можливо знайти напiваналiтичний розв’язок лiнiйної за-

дачi коливання рiдини (див. Главу 5 [13] та [41, 42, 43, 44]) i, таким чином,

описати лiнiйну динамiку тiла та рiдини у абсолютно твердому бацi.

Три потенцiали Стокса-Жуковського, Ω0i, i = 1, 2, 3, виводять нео-

днорiднi компоненти, що зв’язанi iз трьома кутовими ступенями вiль-
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ностi твердого баку. Вони є розв’язками крайових задач Неймана в гi-

дростатичнiй областi рiдини Q0 (задач для лiнiйного потенцiалу Стокса-

Жуковського), якi вперше були виведенi Миколою Жуковським (1885)

[45] в процесi вивчення просторового руху твердого тiла iз порожнинами,

повнiстю заповненими iдеальною нестисливою рiдиною. Точнi аналiтичнi

вирази для Ω0i є рiдкiсними випадками (Глава 5, [13]).

Власнi форми коливання рiдини є власними функцiями спектральної

крайової задачi в областi Q0. Спектральний параметр κ з’являється у

граничнiй умовi на вiльнiй поверхнi Σ0 та власнiй частотi σ =
√
κg (g –

прискорення гравiтацiї Землi).

Слiди ϕn|Σ0
визначають геометрiю стоячих хвиль. Їх було вперше опи-

сано Михайлом Остроградським для вертикального кругового баку. Його

робота [11] була подана до Парижської Академiї Наук у 1826 та, згодом,

узагальнена Пуассоном [46] для iнших форм резервуара. Точна мате-

матична теорiя спектральних задач про власнi коливання рiдини була

побудована в 60-х роках (див. Главу VI в [12] та [40, 47]) Зокрема, во-

на стверджує, що (i) спектр складається виключно iз додатних власних

значень, κ, з єдиною граничною точкою на нескiнченностi (в порiвнян-

нi iз зовнiшньою задачею хвиль на поверхнi океану, де спектр є непе-

рервним) та (ii) ϕn|Σ0
являють собою, разом iз ненульовою константою,

базис Фур’є на Σ0. Факт (i) є важливим для розумiння, чому рiвняння

Кордевега-де-Врiза i Буссiнеска (нескiнченний об’єм рiдини) та модальнi

системи (рiдина в посудинi) випливають iз одної й тої самої крайової за-

дачi iз вiльною поверхнею, але мають рiзну математичну природу. Факт

(ii) є основним для введення гiдродинамiчних узагальнених координат.

У 60-70х роках, С. Крейн [48, 49] (також див. [50, 51]) узагальнив

цi результати до в’язкої нестисливої рiдини, а Копачевський – враху-

вав поверхневий натяг (частина II у [52] та [48, 53]). Цiкавою є задача

про власнi коливання рiдини у пружних резервуарах, рiзнi аспекти якої
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дослiджено в [23, 26, 27, 31, 54, 55, 56].

У 50-80х роках, основнi дослiдження в галузi коливань рiдини у ру-

хомих баках були зосередженi на побудовi аналiтичних наближених

розв’язках задачi про власнi коливання рiдини та визначеннi лiнiйного

потенцiалу Стокса-Жуковського. Через необхiднiсть виконання умови

збереження маси, розв’язки [38, 57], як стандарт, використовували метод

Трефтза, найчастiше за допомогою гармонiчних многочленiв [38], чия

повнота була доведена для зiркоподiбних посудин у [58, 59]. Розв’язки

Трефтза стають особливо ефективними та забезпечують рiвномiрне на-

ближення, коли враховується сингулярнiсть [12, 60, 61, 62, 63] розв’язку

бiля кутової точки [41, 64]. Сьогоднi гармонiчнi многочлени широко вико-

ристовуються в обчислювальних методах, наприклад, у методi Harmonic

Polynomial Cell (HPC) [65, 66]. Iз зростанням можливостей комп’ютерiв у

90х роках минулого столiття знаходження ϕn та Ω0 стало набагато про-

стiшим. Винятками, можливо, є негладкi баки, що мiстять перегородки,

сiтки тощо, що веде до сингулярної поведiнки 5ϕn [41, 64, 67, 68, 69, 70].

Теоретичнi дослiдження нелiнiйних коливань рiдини в рухомих ба-

ках було започатковано Пеннi та Прайсом [71], Моiсєєвим [72], Нарiма-

новим [73] та Перко [74, 75] ще у 50х роках. З використанням теорiї

збурень [71] Моiсєєв [72] побудував асимптотичний усталений (перiо-

дичний) розв’язок задачi про нелiнiйнi коливання рiдини в абсолютно

жорсткому баку, що виконує горизонтальнi i/або кутовi низькоамплiту-

днi гармонiчнi рухи з частотою σ, що є близькою до найнижчої власної

частоти коливання рiдини σ1. Вiн розглянув випадок скiнченної (нема-

лої) глибини рiдини в бацi, заповненого iдеальною нестисливою рiдиною

з безвихоровими рухами та довiв, що якщо безрозмiрна амплiтуда коли-

вання посудини має порядок ε � 1, то перша власна форма коливань

рiдини має амплiтуду порядку O(ε1/3). Необхiдною умовою є асимпто-

тика (Моiсєєва) |σ2 − σ2
1|/σ2

1 = O(ε2/3), яка математизує факт σ → σ1.
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Теорiя Моiсєєва неявно припускає, що немає так званого внутрiшнього

резонансу [13, 76, 77, 78, 79] в цiй механiчнiй системi.

Асимптотичний розв’язок Моiсєєва було аналiтично побудовано (у

явному виглядi) для двовимiрного прямокутного баку в [80, 81]. Iншi

форми посудин було розглянуто в [14, 82, 83, 84]. Отримання асимпто-

тичного розв’язку Моiсєєва в аналiтичному виглядi вимагає громiстких

викладок, що пов’язується iз необхiднiстю розв’язувати аналiтично по-

слiдовнiсть крайових задач.

У 80-х роках, аналiзуючи майже перiодичнi коливання рiдини,

Майлз [85, 86] узагальнив результати Моiсєєва та вивiв так званi рiв-

няння Майлза. Цi рiвняння сформульовано вiдносно повiльних варiацiй

домiнантних амплiтуд, якi введено в теорiї Моiсєєва. Майлз розглянув го-

ризонтальнi гармонiчнi збурення вертикального кругового цилiндрично-

го баку, використавши асимптотику Моiсєєва для σ та σ1, процедуру роз-

дiлення швидкого i повiльного часiв та варiацiйний принцип Бейтмена-

Люка [87, 88, 89]. Рiвняння Майлза згодом були виведенi для вертикаль-

ного прямокутного баку. У прикладнiй математицi з тематики майже

перiодичних резонансних коливань рiдини, в тому числi знаходження

перiодичних орбiт та класифiкацiї хаосу, використання цих рiвнянь є

загально визнаним мейнстрiмом [85, 90, 91]. Як горизонтальнi, так i вер-

тикальнi (хвилi Фарадея) гармонiчнi збурення були темою дослiджень

в [86, 90, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99]; роботи [100, 101] використовува-

ли рiвняння Майлза для вивчення системи бак-рiдина з обмеженою за

амплiтудою силою, яка дiє на бак.

Використовуючи теорiю збурень, Нарiманов [73] вперше вивiв слабко

нелiнiйнi модальнi рiвняння, якi описують резонанснi коливання рiдини.

Нарiманов не знав про результати Моiсєєва, але вiн постулював асимпто-

тичну залежнiсть мiж гiдродинамiчними узагальненими координатами

та гiдродинамiчними узагальненими швидкостями саме так, як вони
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випливають iз перiодичного розв’язку Моiсєєва. Першi модальнi систе-

ми з [73] (такi ж, як у [102, 103, 104, 105]) було виведено iз алгебраїчними

помилками, якi згодом були виправленi Луковським [15, 106, 107, 108].

Технiка Нарiманова також приводить до великих та громiздких викла-

док, що рiзко збiльшуються при збiльшеннi кiлькостi введених гiдро-

динамiчних узагальнених координат. Як наслiдок, всi iснуючi модаль-

нi системи Нарiманова є малорозмiрними. Вони зв’язують вiд двох до

п’яти (iз нескiнченної кiлькостi) гiдродинамiчних узагальнених коорди-

нат. Модальнi системи Нарiманова було виведено для кругових прямоку-

тних, конусоподiбних та сферичних бакiв, так само як i для вертикаль-

ного кругового цилiндричного баку iз перегородкою у виглядi твердого

кiльця [15, 107, 108, 109]. Сьогоднi цей метод майже не використовує-

ться i, можна сказати, що його витiснили варiацiйнi версiї модального

методу [110, 111, 112], основаного, зазвичай, на варiацiйному принципi

Бейтмена-Люка [13, 15, 87, 88, 89]. Останнiй природним чином виводить

динамiчну та кiнетичну частини крайової задачi про коливання рiдини

[13, 15, 113, 114, 115].

Варiацiйний модальний метод, який базується на принципi Бейтмена-

Люка, було вперше запропоновано у 1976 роцi Майлзом та Луковським

[107, 116]. Вони незалежно вивели нелiнiйну модальну систему вiдносно

узагальнених координат та узагальнених швидкостей для коливання рi-

дини у вертикальному баку, що описує заданий коливний поступальний

рух. Пiзнiше Луковський вивiв нелiнiйну модальну систему, що сьогоднi

носить iм’я Майлза-Луковського. Ця система припускає довiльнi рухи ба-

ку [16, 117]. Луковський також запропонувавтехнiку некомформних вiд-

ображень для бакiв iз невертикальними стiнками [106, 118, 119, 120, 121]

та вивiв так званi формули Луковського для гiдродинамiчної сили та мо-

менту [15, 107] (Глава 7, [13] дає альтернативне виведення цих формул).

Також вiн показав як використати формалiзм Бейтмена-Люка для виве-
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дення рiвнянь динамiки системи "твердий бак-рiдина" [107, 122].

Беручи до уваги спецiальнi асимптотичнi спiввiдношення мiж гi-

дродинамiчними узагальненими координатами та гiдродинамiчними уза-

гальненими швидкостями, систему Майлза-Луковського можна звести

до слабко нелiнiйної форми, яка сьогоднi носить назву адаптивних не-

лiнiйних (асимптотичних) модальних систем [13, 15, 123, 124, 125].

Система Майлза-Луковського та адаптивна нелiнiйна модальна систе-

ма вимагають знайти (a priori) власнi форми коливання рiдини, ϕn, та

нелiнiйнi потенцiали Стокса-Жуковського, Ω. В явному аналiтичному

виглядi. Аналiтичнi власнi форми повиннi бути також неперервно за-

даними вище гiдростатичної вiльної поверхнi Σ0. Це та iншi обмеження

нелiнiйних модальних методiв детальнiше описано в Главi 7 книги [13]

та в [118, 123, 125].

Подавши потенцiал швидкостi у виглядi рядiв Фур’є за власни-

ми формами коливання рiдини, Перко [74, 75] запропонував чисель-

ний модальний метод, який вiн використав для моделювання коро-

ткотривалих, перехiдних хвильових процесiв на поверхнi рiдини. У 70-

80х роках метод Перко використовували (iз модифiкацiями) Чахлов

[126, 127] та Лимарченко з учнями [128, 129, 130, 131, 132, 133, 134].

Оскiльки Лимарченко користувався варiацiйним принципом Гамiльтона-

Остроградського та теорiєю збурень, вiн запропонував, фактично, чи-

сельний слабко нелiнiйний варiацiйний модальний метод типу Перко,

який, взагалi кажучи, не придатний для аналiтичних дослiджень уста-

лених хвиль, а лише для обчислення перехiдних хвиль на короткому

промiжку часу.
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1.3. Нелiнiйне модальне моделювання як база аналiтичних до-

слiджень

У 2000-х роках дослiдження нелiнiйних коливань рiдини роздiлилося

на майже незалежнi чисельний та аналiтичний напрямки. Останнi до-

сягнення чисельного моделювання викладено в оглядi [135] (див. також

[136, 137, 138, 139, 140, 141, 142]). Найкращi розрахунковi алгоритми ба-

зуються на моделi в’язкої нестисливої рiдини. Вони ефективно описують

коливання рiдини у газi для заданих початкових умов, можуть моде-

лювати розвали та дефрагментацiї вiльної поверхнi, перекидання хвилi,

удари хвилi по стiнкам та перевертання (flip-through). Останнi феноме-

ни не можуть бути точно описанi в рамках фiзичних (математичних)

моделей, якi використовуються для аналiтичних дослiджень коливання

рiдини. Цi моделi є слабко-нелiнiйними, припускають iдеальну нестисли-

ву рiдину iз потенцiйними течiями та гладкi вiльнi поверхнi без розривiв

суцiльностi.

У XX столiттi подiбне роздiлення вiдбулось у теорiї морських хвиль,

якi сьогоднi дослiджуються, майже незалежно, через чисельнi розв’язки

вiдповiдних крайових задач, чи за допомогою наближених аналiтичних

моделей типу Кортевега-де Врiза, Бусiнеска та iн., якi є диференцiальни-

ми рiвняннями у частинних похiдних [143]. Наближенi аналiтичнi моделi

зазвичай не використовуються у практичних обчисленнях. Їх застосо-

вують для якiсного аналiзу та класифiкацiї типiв поверхневих хвиль,

їхнiй стiйкостi, хаосу у гiдродинамiчнiй системi, дослiдження залежно-

стi вiд початкових сценарiїв та вхiдних параметрiв, тобто, у випадках,

коли застосування традицiйних чисельних методiв не є ефективними з

практичної точки зору.

Оскiльки метод Перко належить до прямих чисельних методiв, хоч

i використовує спрощенi математичнi моделi модального типу, вiн є ма-

лоцiкавим для обчислень гiдродинамiчних навантажень та опису вище-
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згаданих хвильових феноменiв на вiльнiй поверхнi, а також, за визначе-

нням, для аналiтичних дослiджень. Це пояснює, чому цей метод рiдко

використовується у сучасних дослiдженнях. Як у випадку, коли обчисле-

ння базуються на нелiнiйних системах Майлза-Луковського [144, 145],

чи слабко нелiнiйних системах [132, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152].

Iншим недолiком обчислень за методом Перко є те, що вiдповiднi систе-

ми звичайних диференцiальних рiвнянь є жорсткими, тобто обчислен-

ня необхiдно вимагають внесення штучного демпфування для зниження

паразитальних вищих гармонiк [146, 147]. Iнакше, метод не є стiйким

на вiдносно довгому часовому промiжку. Проведення обчислень за до-

помогою методу Перко має сенс, наприклад, для посудин, обладнаних

екранами-перегородками, тобто, коли демпфування хлюпання є досить

великим [150, 151, 152] з фiзичної точки зору.

Використання нелiнiйного модально методу як ефективного апара-

ту в аналiтичних дослiдженнях було, до певної мiри, пов’язаним iз зро-

стаючою практичною зацiкавленiстю до гладких (без внутрiшнiх стру-

ктур) бакiв, в тому числi бакiв iз Скрапленим Природим Газом (LNG).

В статтi [16] перевиведена система Майлза-Луковського. Ця стаття

iнiцiювала серiю публiкацiй вiдносно нелiнiйних модальних систем, в

основному, для прямокутних та кругових бакiв, коли точнi аналiтичнi

ϕn та Ω0 iснують, та глибина рiдини є скiнченною. Для опису устале-

них та перехiдних резонансних хвиль використовувались слабко нелiнiй-

нi модальнi системи.

Двовимiрне нелiнiйне резонансне коливання рiдини у гладкому пря-

мокутному баку iз скiнченною глибиною рiдини вивчалося з використа-

нням рiзноманiтних нелiнiйних модальних систем в [16, 77, 123, 153, 154,

155, 156, 157]. Прикладене до баку збурення було маленьким, порядку

O(ε) � 1, а збурююча частота σ була близькою до найнижчої вла-

сної частоти коливань рiдини σ1. Система [16] базується на асимптотицi
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Нарiманова-Моiсєєва. Перехiднi та усталенi режими було визначено для

гармонiчних коливань [16] та для баку, що плаває на поверхнi моря (тан-

кер) [158, 159, 160]. Усталенi резонанснi коливання рiдини характеризу-

ються м’якою нелiнiйнiстю, якщо спiввiдношення глибини до довжини

> 0.3368.., та жорсткою нелiнiйнiстю для < 0.3368..., так що теоре-

тична безрозмiрна критична глибина = 0.3368... [13, 161]. Математи-

чний аналiз нелiнiйної мультимодальної системи було запропоновано у

[123, 153, 154].

Нелiнiйна модальна система Нарiманова-Моiсєєва [16] стає фiзично

незастосовною iз збiльшенням амплiтуди коливань та при критичних

та малих глибинах рiдини через вторинний (внутрiшнiй) резонанс в

системi, тобто коли nσ ≈ σn для деякого цiлого n, що призводить до

збiльшення амплiтуди коливань вищих форм через нелiнiйний механiзм

передачi енергiї вiд основних (σ1) до вторинних (σn) збурених гiдродина-

мiчних узагальнених координат. Аби впоратися iз вторинними резонанса-

ми для рiдини iз скiнченною глибиною вимагаються так званi адаптивнi

модальнi системи [77, 154], що пропонують введення декiлькох домi-

нантних (збурених вторинно) гiдродинамiчних узагальнених координат

∼ O(ε1/3), для яких внесок домiнантних вищих гармонiк є теоретично

передбачуваним (nσ ≈ σn). Концепцiя адаптивного мультимодального

методу була перевiрена порiвнянням з експериментальними вимiрами

[77, 78, 147]. Коли виникають вториннi резонанси, вiдповiднi амплiтудно-

частотнi кривi характеризуються подвiйними вершинами в зонi основно-

го резонансу. Бiльше про адаптивнi модальнi системи та їх структуру

можна знайти у Главi 8 книги [13].

На основi адаптивної модальної системи Герман та Тимоха [154] по-

казали, що критична глибина є функцiєю вiд амплiтуди збурень (гра-

ничним випадком при ε → 0 є 0.3368...) та пояснили експерименталь-

не значення 0.28 в класичнiй експериментальнiй роботi [162]. Адаптивнi
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модальнi системи [155, 156, 157] використовують асимптотичне впоряд-

кування узагальнених гiдродинамiчних координат, яке базується на по-

няттi вторинного резонансу.

Виведення нелiнiйної модальної системи [78] для рiдини iз малою

глибиною у прямокутному баку потребує асимптотичне впорядкування

четвертого порядку типу Бусiнеска (поєднує асимптотику Моiсєєва та

Кордевега-де-Врiза [81, 163, 164], де всi гiдродинамiчнi узагальненi ко-

ординати та безвимiрна глибина рiдини є однакового порядку O(ε1/4)).

Шляхом урiзання цiєї нескiнченновимiрної системи та включенням лiнiй-

ного демпфування (через ламiнарний в’язкий шар на змоченiй поверхнi

баку, Глава 6 [13] та [165, 166, 167, 168, 169]) було забезпечено гарне

спiвпадiння теоретичних результатiв iз експериментальними вимiрами

[78, 170, 171], як для усталеного, так i для перехiдного типiв коливання

рiдини. Для прикладу, в експериментах Честера [78, 170, 171] теорети-

чнi амплiтудно-частотнi кривi [78, 172] мали таку саму "пальцеподiбну"

форму iз багатьма пiками в зонi основного резонансу (σ ≈ σ1), як то

було i в експериментах. Збiльшуючи амплiтуду збурення i/або зменшу-

ючи глибину рiдини робить фiзично незастосовною нелiнiйну модальну

систему для малих глибин [78] через розриви та перекидання хвиль i

фрагментацiю вiльної поверхнi, що дають надзвичайно великий вклад у

демпфування. Детальна експериментальна класифiкацiя хлюпання для

мiлководдя (описано чотири рiзнi типи хвиль) в загальному та iз акцен-

том на локальнi поверхневi феномени дана у Главi 8 книги [13]. Дем-

пфування внаслiдок вищезгаданих феноменiв вiльної поверхнi є схожим

до удару по стелi, ефект якого було включено iз використанням теорiї

Вагнера в нелiнiйнi модальнi системи [16, 77] в статтi [173].

Демпфування через в’язкий турбулентний шар при перетiканнi рiди-

ни через пористi екрани було враховано в нелiнiйних модальних систе-

мах [146, 150, 174, 175] (для коливання рiдини у прямокутному двовимiр-
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ному баку iз скiнченною глибиною). Для меншого вiдношення щiльностi

екранiв, 0 < Sn < 0.5, та вiдносно малої сили коливань, використовуючи

умову падiння тиску на екранi [176], було отримано iнтегральнi додан-

ки для iснуючих модальних систем [150, 174]. Цi модифiкованi нелiнiйнi

модальнi системи показали результат, що спiвпадав кiлькiсно та якiсно iз

експериментальними. Для бiльшого вiдношення щiльностi 0.5 < Sn < 1,

мiняються власнi форми та частоти коливань рiдини [67] й, тим самим,

лiнiйнi [175] та нелiнiйнi [146] модальнi системи мiняють свою аналiти-

чну структуру. Вториннi резонанси стають тодi бiльш виразними, та пiки

амплiтудно-частотних кривих в основнiй резонанснiй зонi вiдрiзняються

вiд тих, що були для гладкого (без перегородок) прямокутного баку. Не-

лiнiйнi модальнi системи бакiв iз пористими екранами були виведенi,

вивченi та валiдованi у роботах [150, 151, 152, 177, 178].

Узагальнення двовимiрних результатiв [16] для випадку тривимiрно-

го прямокутного баку дається в [179]. Основна увага придiляється май-

же квадратному перерiзу, що призводить до ситуацiї, коли двi нижчi

форми коливання мають рiвнi власнi частоти (хвилi Стокса). Вiдповiдна

нелiнiйна модальна система Нарiманова-Моiсєєва з робiт [179, 180] має

дев’ять ступенiв вiльностi iз двома домiнантними O(ε1/3) гiдродинамi-

чними узагальненими координатами. Ця система ефективно забезпечує

аналiтичну класифiкацiю усталених режимiв (плоска, дiагональна, май-

же дiагональна та кругова хвилi) для поздовжнiх та дiагональних гармо-

нiчних збурень/коливань баку [179, 181]. Усталений перiодичний розв’я-

зок модальної системи приводить до специфiчних амплiтудно-частотних

кривих, особливо, коли спiввiдношення мiж горизонтальними розмiрами

баку збурюється в околi одиницi [180, 182, 183]. Показане гарне якiсне

узгодження з експериментами, включаючи оцiнку дiапазону частот, де

iснують хаотичнi хвилi. З iншого боку, теоретичнi перехiднi та усталенi

хвилi не були кiлькiсно пiдкрiпленi експериментами через ефект вторин-
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ного резонансу, який стає особливо виразним для кругової хвилi, навiть

при достатньо малiй амплiтудi збурень (коливань баку). Врахування ефе-

кту вторинного резонансу призвело до виникнення багатовимiрних ада-

птивних модальних систем [147, 184].

1.4. Нелiнiйний модальний метод для осесиметричних бакiв

У 80-х роках минулого столiття Луковський [107, 122, 185] вивiв

п’ятивимiрну (пов’язує п’ять гiдродинамiчних узагальнених координат)

нелiнiйну модальну систему типу Нарiманова-Моiсєєва, що наближено

описує резонанснi коливання рiдини у вертикальному круговому цилiн-

дричному баку при горизонтальних гармонiчних збуреннях першої вла-

сної частоти. Вiн побудував аналiтичнi перiодичнi розв’язки цiєї систе-

ми (плоска та кругова хвилi), дослiдив їх стiйкiсть за допомогою пер-

шого методу Ляпунова, визначив зону iснування хаосу (iррегулярних

хвиль) та перевiрив результати про усталенi хвилi шляхом порiвняння

з експериментальними даними [186]. У статтi [187] ця система перевиве-

дена, i знову проведено класифiкацiю усталених хвильових режимiв (як

у [15, 122]). Нелiнiйна модальна система Луковського та її перiодичнi

розв’язки також дослiджуються в роботi [188], де також розглянуто по-

ведiнку вузлових кривих на поверхнi рiдини. Теоретично показано, що

цi кривi не є прямими лiнiями, як то стверджувалося в iнших (найпро-

стiших) теорiях. Експерименти пiдтверджують поведiнку вузлових лiнiй

згiдно теорiї Луковського. Фалтiнсен та Тимоха [13] (Глава 9). Вони пока-

зали, що теоретичний аналiз перiодичних режимiв у [15, 107] є у хорошiй

вiдповiдностi з новими експериментами в роботi [189].

В той же час, асимптотика Нарiманова-Моiсєєва для осесиметри-

чних бакiв вимагає включати у вiдповiднi модальнi системи нескiнченну

кiлькiсть гiдродинамiчних узагальнених координат другого та третьо-

го порядку [118, 190]. Для вертикального кругового цилiндричного ба-
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ку нескiнченновимiрна система була вперше виведена та проаналiзована

в [124]. Нескiнченна кiлькiсть гiдродинамiчних узагальнених координат

другого та третього порядкiв майже не вплинула на якiснi результати

Луковського щодо перiодичних усталених розв’язкiв (хвиль) окрiм де-

кiлькох глибин рiдини та частот, коли у нескiнченновимiрнiй системi ви-

никали вториннi (внутрiшнi) резонанси (див. [76, 109]), якi iгноруються

п’ятимодовою системою Луковського.

Луковський також аналiтично вивiв та проаналiзував перiодичнi

розв’язки п’ятивимiрної нелiнiйної модальної системи [107, 191, 192] для

резонансних хвиль у вертикальному кiльцевому цилiндричному бацi.

Остання система була перевиведена та модифiкована шляхом включення

додаткових гiдродинамiчних узагальнених координат третього порядку в

[193], де також було проведено новi експериментальнi дослiдження резо-

нансних хвиль при поздовжних резонансних збуреннях баку. Порiвнюю-

чи експериментальнi та теоретичнi амплiтудно-частотнi характеристики

в [193], було показано гарне узгодження з експериментами для плоскої

стоячої хвилi, але навiть при включеннi спекулятивних додаткових чле-

нiв (заради спiвпадiння з експериментальними вихiдними даними), вiзу-

ально була помiтна невiдповiднiсть мiж теорiєю та експериментами для

кругової хвилi. Спроба вивести нелiнiйну модальну систему Нарiманова-

Моiсєєва для нецентрального положення колони проводиться у [194]. Ко-

ливання рiдини у вертикальному баку кiльцеподiбної форми та при на-

явностi поперечних перегородок дослiджено в роботах [195, 196].

Для бакiв iз невертикальними стiнками не iснує точних аналiтичних

власних форм коливання рiдини та є неможливим нормальна презента-

цiя вiльної поверхнi. Остання проблема може бути розв’язана за допо-

могою технiки неконформних вiдображень, запропонованої Луковським

[106, 108, 197, 198] у 1975 роцi. Цю аналiтичну технiку було скомбiновано

iз асимптотичною схемою Нарiманова в [106, 108]. Вона використову-
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валася у методi Перко [132, 133, 149] та була вбудована у варiацiйний

метод Майлза-Луковського [15, 107, 118]. Проте, багатовимiрнi нелiнiйнi

модальнi системи Нарiманова-Моiсєєва були виведенi тiльки для конусо-

подiбних/конiчних та сферичних бакiв. Головною складнiстю для поши-

рення методу некомформних вiдображень на iншi форми геометрiї посу-

дин залишається вiдсутнiсть ефективного та високоточного аналiтичного

наближення власних форм коливання рiдини, якi точно задовiльняють

рiвняння Лапласа та умову непротiкання на стiнках, а також допускають

аналiтичне продовження через вiльну поверхню (див. список обмежень

на модальний метод у [15, 125] та Глава 9 у [13]).

Вiдповiдно до результатiв робiт [82, 199, 200], незбурена горизонталь-

на поверхня рiдини у круговому конiчному бацi малого кута розгину

може бути замiнена на сферичну "шапку", аби побудувати наближе-

ний аналiтичний розв’язок задачi про власнi коливання рiдини в тер-

мiнах сферичних функцiй. З використанням таких наближень власних

форм була побудована нелiнiйна модальна система типу Нарiманова-

Моiсєєва в [201, 202]. Цей результат крок за кроком покращувався у

роботах [107, 119, 203, 204, 205, 206, 207] (див. також посилання). У пра-

цях [203, 205, 206] було побудовано наближенi власнi форми коливання

рiдини без вищезгаданої замiни плоскої незбуреної поверхнi на сфери-

чну "шапку". Базуючись на цих власних формах, було та дослiджено

п’ятивимiрнi нелiнiйнi модальнi системи Нарiманова-Моiсєєва для зрiза-

них та не зрiзаних кругових V-конiчних бакiв [119, 205]. По вiдношенню

до системи Луковського [107, 122, 185], така система мiстить додатко-

вi нелiнiйнi члени, що вiдображають так звану геометричну нелiнiй-

нiсть (невертикальнiсть стiнок). В [208] акцент робиться на дослiджен-

нi поведiнки вузлових лiнiй на вiльнiй поверхнi, що являє собою уза-

гальнення результатiв iз [188]. Теоретичний аналiз вторинних резонан-

сiв [119, 205] та порiвняння теоретичних результатiв iз експериментами
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[119, 204, 209, 210] показали, що вториннi резонанси дiйсно мають зна-

чення для конiчних резервуарiв. Вдалося описати геометрiю та глибини,

коли це вiдбувається.

Аналiтичнi наближенi власнi форми коливання рiдини для сфери-

чного баку було побудовано у [68, 69, 211, 212]. Базуючись на розв’язках

iз [68, 212], була явно виведена нескiнченновимiрна нелiнiйна модальна

система типу Нарiманова-Моiсєєва (узагальнення [124]) в [118, 213]. Ре-

зультати дослiдження перiодичних резонансних хвиль (з використанням

цiєї системи) були пiдтвердженi експериментами [20] для спiввiдношень

глибини до радiусу ≤ 0.5. Вториннi резонанси та експериментально спо-

стережувана фрагментацiя вiльної поверхнi (разом iз перекиданням) ро-

бить цю нелiнiйну модальну систему практично непридатною для iнших

глибин заповнення, а також при збiльшеннi амплiтуди коливання. Не-

скiнченновимiрна нелiнiйна модальна система Нарiманова-Моiсєєва була

побудована, але не проаналiзована для кругового баку в [214]. Посудини

iз круговим поперечним перерiзом характеризуються вторинним резо-

нансом для майже всiх заповнень баку [32, 41]. Це робить [214] слабо

застосовним для аналiзу нелiнiйних резонансних коливань рiдини.

1.5. Основнi виклики, вiдкритi питання модального моделю-

вання в контекстi дослiджень даної дисертацiйної роботи

Сьогоднi iснує серiя викликiв в аналiтичних методах дослiдження не-

лiнiйних хвиль, загалом, та нелiнiйному мультимодальному моделюван-

нi, зокрема. Бiльшiсть таких викликiв та вiдкритих проблем дискутують-

ся в оглядi Луковського та Тимохи [215]. В цьому контекстi доцiльно та-

кож вiдмiтити огляди в книзi Фалтiнсена та Тимохи [13]. Зокрема, Глава

6 цiєї книги дає огляд аналiтичних методiв та пiдходiв, якi дозволяють

оцiнити дисипацiю енергiї коливання рiдини. Ця глава також демонструє

як можна включити демпфування до нелiнiйних модальних теорiй. Оста-
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ння процедура була реалiзована для прямокутних бакiв, в тому числi i

для випадку, коли резервуар мiстить пористi екрани [146, 150, 175]. Вiд-

критою проблемою залишається питання: як оцiнити демпфування че-

рез фрагментацiю вiльної поверхнi та ефекти перекидання. Поверхневий

натяг, в цiлому, та феномен динамiчного контактного кута [216, 217],

зокрема, також породжують додаткове демпфування. Ще поки не повнi-

стю зрозумiло, як можна включити цi демпфування у модальний метод.

Ця дисертацiйна робота присвячена особливостям модального моде-

лювання резонансних коливань рiдини у бiореакторах. Така досить ва-

жлива з практичної точки зору проблема стала актуальною лише декiль-

ка рокiв тому. Було проведено низку експериментальних та теоретичних

дослiджень фiзичного плану, серед яких треба вiдмiтити дослiдження з

дисертацiї Рекларi [218], а також статтi [218, 219, 220, 221, 222].

Специфiкою поставленої в дисертацiї задачi є 1) необхiднiсть враху-

вання в’язкого демпфування резонансних нелiнiйних коливань рiдини, 2)

складний перiодичний рух бiореактора на вiбростендi, що вiдбувається

на довгому промiжку часу, 3) необхiднiсть мати аналiтичнi розв’язки

задачi, якi описують усталенi хвильовi рухи та вмiти дослiдити їх стiй-

костi. Цi проблеми є новими з теоретичної точки зору. Перший крок до

їх розв’язання було зроблено в роботi [223]. Але автори не врахували

демпфування. Як правильно ввести демпфування у вiдповiднi модаль-

нi системи, оцiнити значення коефiцiєнтiв демпфування, побудувати та

вивчити аналiтично усталенi хвильовi рухи (перiодичнi розв’язки си-

стем, дослiдити стiйкiсть) i проаналiзувати типи поверхневих хвиль в

залежностi вiд траекторiї руху баку (в тому числi кругового орбiталь-

ного) – є метою даної роботи. Результати дослiджень в статтях автора

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] дають вiдповiдь на деякi з цих питань.
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Роздiл 2

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНА, ВАРIАЦIЙНА ТА МОДАЛЬНА

ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧI

Розглянемо коливання рiдини у рухомiй цилiндричнiй порожнинi, яка

має шiсть ступенiв вiльностi та рухається у просторi згiдно позначень на

Рис. 2.1. Всюди в дисертацiйнiй роботi припускаємо, що стiнки баку та

дно є абсолютно твердими, система координат Oxyz є жорстко зв’яза-

ною iз твердим баком, при тому вiсь Oz спiвпадає з вiссю симетрiї, а

площина Oxy з незбуреною (гiдростатичною) вiльною поверхнею рiди-

ни. Вважаємо також, що рух баку є вiдомим. Ставиться задача: описати

рухи рiдини та вiдповiднi гiдродинамiчнi навантаження на стiнки баку,

тобто розв’язати першу задачу динамiки для носiя (баку).

Всюди у цiй роботi заданий рух носiя вiдповiдає осциляцiям з малою

амплiтудою (вiдносно радiусу баку R0). Система бак-рiдина знаходиться

у гравiтацiйному полi, яке має потенцiал

Ug = −g · r′ = −g · r − g · r′
0, (2.1)

де g – прискорення гравiтацiї (див. позначення на Рис.2.1), r = (x, y, z),

а r′
0 – радiус-вектор початку координат O вiдносно нерухомої системи

O′x′y′z′.

Рiдина є нестисливою, iдеальною, та рухи рiдини є безвихоровими.

Надалi також припускаємо, що рiдина не мiстить газових порожнин.

Поверхневий натяг не враховується, що пояснюється вiдносно велики-

ми розмiрами баку (число Бонда перевищує 100).

В’язкий ламiнарний поверхневий шар на змочених стiнках посудини

має товщину, яка є меншою, нiж амплiтуда коливань рiдини. За межа-

ми такого шару дiйсно можна вважати рiдину iдеальною, але, взагалi

кажучи, не можна нехтувати демпфуванням, яке породжує цей в’язкий

шар. Це означає, що класичнi рiвняння коливання iдеальної нестисливої
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рiдини в абсолютно твердому бацi, що здiйснює заданi рухи у просторi,

повиннi бути модифiкованими шляхом включення в них ефекту демпфу-

вання, яке породжується ламiнарним в’язким шаром, а також, можливо,

iншими локальними феноменами, в тому числi i на вiльнiй поверхнi рi-

дини (або бiля неї). У випадку нерухомого баку, це демпфування можна

трактувати також як логарифмiчний декремент затухання вiльних коли-

вань (стоячих хвиль) рiдини, якi є наслiдком початкових збурень вiльної

поверхнi.

Для фiзично та математично коректної трактовки демпфування ру-

хiв iдеальної рiдини бажано перейти, використовуючи варiацiйнi принци-

пи аналiтичної механiки, вiд класичної крайової задачi з вiльною поверх-

нею до системи звичайних диференцiальних (модальних) рiвнянь вiдно-

сно гiдродинамiчних узагальнених координат, кожна з яких вiдповiдає

збуренню однiєї з нескiнченної кiлькостi стоячих хвиль. Такi рiвняння

будуть математично подiбними до тих, що виникають для динамiки зв’я-

заних осциляторiв, отже, ввiвши вiдповiднi лiнiйний демпфуючий член

для кожного рiвняння, дозволить як промоделювати затухання стоячих

хвиль, так i вивчити вплив демпфування на вимушенi рухи цiєї систе-

ми. Для оцiнки коефiцiєнта демпфування введеного члена, можна ви-

користати оцiнку типу Хендерсон-Майлза, точнiсть якої пiдтверджено

експериментально.

Такий перехiд вiд крайової задачi iз вiльною поверхнею до рiвнянь

типу Ейлера-Лагранжа, що зв’язують узагальненi координати систе-

ми, перетворюють задачу гiдромеханiки у задачу теоретичної меха-

нiки, до якої можна застосувати традицiйнi для цiєї галузi методи

дослiджень. Як це зробити буде показано в даному та наступних роздi-

лах цiєї дисертацiйної роботи.
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2.1. Крайова задача з вiльною поверхнею

Всюди надалi в текстi Q(t) – рухомий об’єм рiдини, Σ(t) – вiльна по-

верхня, S(t) – змочена поверхня баку, Q0 – незбурений (гiдростатичний)

об’єм рiдини, Σ0 – незбурена вiльна поверхня, S0 – незбурена змочена

поверхня баку.

2.1.1. Рiвняння руху рiдини. Запишемо рiвняння безвихоро-

вих рухiв iдеальної нестисливої рiдини у неiнерцiйнiй системi коорди-

нат Oxyz, яка жорстко зв’язана iз посудиною (носiєм). Поле абсолю-

тних швидкостей в Q(t) тут i надалi описується потенцiалом швидкостей,

v = 5Φ. Цей потенцiал швидкостей задовiльняє рiвняння Лапласа, що

є наслiдком рiвняння неперервностi для даного випадку. Тиск в об’ємi

рiдини можна знайти, використовуючи iнтеграл Лагранжа–Кошi [223].

Оскiльки рiвняння Лапласа є iнварiантним вiдносно вибору системи

координат (iнерцiйна чи неiнерцiйна), можна записати

4Φ ≡ ∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= 0 в Q(t). (2.2)

Iнтеграл Лагранжа–Кошi

p+ ρ

(
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
iнерцiйна

+
1

2
(v)2 + Ug

)
= C(t) (2.3)

є результатом iнтегрування рiвняння Ейлера. Його канонiчна форма да-

ється в iнерцiйнiй системi координат O′x′y′z′. Аби записати iнтеграл

Лагранжа-Кошi в неiнерцiйнiй системi координат Oxyz, ми повиннi до-

слiдити член ∂Φ/∂t, що в iнерцiйнiй системi означає похiдну вiд часу

Φ для фiксованих точок з координатами (x′, y′, z′). У системi координат

Oxyz ми також оперуємо з похiдною по часу вiд Φ для фiксованої точки

(x, y, z), що означає

∂Φ

∂t

∣∣∣∣
в неiнерцiйнiй Oxyz

= lim
4t→0

Φ(x, y, z, t+ ∆t)− Φ(x, y, z, t)

∆t
.
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Припустимо, що точка (x, y, z) спiвпадає з точкою (x′, y′, z′) в момент

часу t. Рiзниця мiж точками (x, y, z) та (x′, y′, z′) в момент часу t+ t∆t,

з точнiстю до нелiнiйних членiв, рiвна vb∆t, де, згiдно формули Ейлера

для твердого тiла,

vb = vo + ω × r (2.4)

є швидкiстю точки твердого тiла (баку), заданого радiусом-вектором r =

(x, y, t), v0 – швидкiсть початку координат O, а ω – миттєва кутова

швидкiсть тiла навколо O. Розклад в ряд Тейлора функцiї Φ(x, y, z, t +

Рис. 2.1: Рухомий абсолютно твердий цилiндричний резервуар, частково

заповнений рiдиною. Система Oxyz жорстко пов’язана iз баком. O′x′y′z′

є iнерцiйною системою координат, яка, як правило, пов’язується iз зем-

лею. Вiдноснi рухи системи Oxyz є визначеними в будь-який момент t

швидкiстю v0 = dr′
0/dt = ṙ′

0 початку координат та миттєвою кутовою

швидкiстю ω(t).

∆t) бiля точки (x′, y′, z′) дає
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∂Φ

∂t

∣∣∣∣
в неiнерцiйнiй Oxyz

=

= lim
4t→0

Φ(x′, y′, z′, t+ ∆t) + vb · 5Φ4 t− Φ(x, y, z, t)

∆t
=

=
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
в iнерцiйнiй O′x′y′z′

+ vb · 5Φ. (2.5)

Таким чином iнтеграл Лагранжа–Кошi (2.3) в неiнерцiйнiй системi

Oxyz можна записати у виглядi

p+ρ

(
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
неiнерцiйна

− (v0 +ω×r) ·5Φ+
1

2
(5Φ)2 +Ug

)
= C(t), (2.6)

де C(t) - довiльна функцiя часу, ρ - густина рiдини, Ug визначено (2.1),

p - тиск в рiдинi.

Потенцiал сили тяжiння Ug було визначено в (2.1) як Ug = −g ·r′, або,

згадуючи, що r′ = r′
0 + r, а g · r′

0 є лише функцiєю вiд часу (потенцiал

визначається з точнiстю до функцiї вiд часу), а не координат, можна

вважати, що в неiнерцiйнiй системi координат Oxyz

Ug = −g · r, r = (x, y, z). (2.7)

Виберемо систему координат Oxyz таким чином, аби z = 0 вiдпо-

вiдало незбуренiй поверхнi рiдини (статичне положення, коли посудина

знаходиться у вертикальному положеннi).

Припускаємо, що атмосферний тиск в газi над рiдиною є константою

та рiвний p0. Виберемо таке C(t), аби тиск дорiвнював p0 на незбуренiй

поверхнi. Iнтеграл Лагранжа-Кошi (2.6) приймає тодi вигляд

p− p0 = −ρ
(
∂Φ

∂t
+

1

2
(5Φ)2 −5Φ · (v0 + ω × r) + Ug

)
. (2.8)

2.1.2. Крайовi умови. Крайова умова на змоченiй поверхнi баку

S(t) вимагає, аби не було перетiкання рiдини крiзь змочену поверхню
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баку, тобто нормальна швидкiсть рiдини дорiвнює нормальнiй швидкостi

абсолютно твердого баку на змоченiй поверхнi

v · n = v0 · n + [ω × r] · n на S(t), (2.9)

де n є вектором нормалi до поверхнi S(t) та v - абсолютна швидкiсть

рiдини вiдносно. Ми можемо переписати рiвняння (2.9) як

∂Φ

∂n
= v0 · n + ω · [r × n] на S(t). (2.10)

Оскiльки тиск на вiльнiй поверхнi є рiвний тиску газу p0 над рiдиною,

можна, використовуючи (2.8), записати так звану динамiчну крайову

умову

∂Φ

∂t
+

1

2
(5Φ)2 − (v0 + ω × r) · 5Φ + Ug = 0 на Σ(t). (2.11)

Таким чином, ми записали двi умови: на змочених стiнках баку (2.10)

та на невiдомiй вiльнiй поверхнi (2.11). Додатково необхiдно додати кi-

нетичну крайову умову на вiльнiй поверхнi, яка забезпечує той факт,

що частинка рiдини завжди перебуває на вiльнiй поверхнi, тобто немає

розриву суцiльностi на Σ(t). Якщо використовується система координат

Oxyz, то найбiльш загальне, неявне визначення вiльної поверхнi асоцiю-

ється з рiвнянням

Z(x, y, z, t) = 0. (2.12)

Те, що частинки рiдини залишаються на вiльнiй поверхнi означає, що

матерiальна похiдна вiд Z в iнерцiйнiй системi координат O′x′y′z′ рiвна

нулю, тобто

0 =
D′Z

Dt
=
∂Z

∂t

∣∣∣∣
O′x′y′z′

+ v · 5Z =
∂Z

∂t

∣∣∣∣
Oxyz

− vb · 5Z +5Φ · 5Z на Σ(t),

(2.13)

де ми використали формулу для похiдної за часом в неiнерцiйнiй системi

(як у рiвняннi (2.5)). Вектор зовнiшньої нормалi до вiльної поверхнi Σ(t)
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може бути записаний як

n =
5Z
| 5 Z|

на Σ(t), (2.14)

що перетворює рiвняння (2.13) до шуканої форми кiнетичної крайової

умови
∂Φ

∂n
= v0 · n + ω · [r × n]− ∂Z/∂t

| 5 Z|
на Σ(t), (2.15)

де похiдна по часу обчислюється у системi координат Oxyz.

У практично важливих випадках, коли стiнка посудини паралельна

осi z в околi вiльної поверхнi, можна скористатися нормальною формою

представлення вiльної поверхнi

Z(x, y, z, t) = z − ζ(x, y, t) = 0. (2.16)

Кiнетична крайова умова (2.15) приймає тодi вигляд

∂Φ

∂n
= (v0 + ω × r) · n +

∂ξ/∂t√
1 + (5ξ)2

на Σ(t), (2.17)

Рiвностi (2.11) та (2.17) є динамiчною та кiнетичною крайовими умо-

вами, якi задаються на рухомiй вiльнiй поверхнi Σ(t).

2.1.3. Збереження маси (об’єму). Маса нестисливої рiдини по-

винна залишатись константою, тобто,

Ml =

∫
Q(t)

ρdQ = ρVol = const , (2.18)

де Ml та Vol є масою та об’ємом рiдини вiдповiдно. Рiвняння (2.18) не

задовiльняється автоматично. Воно обмежує допустимий клас функцiй

Z(чи ζ), якi задають рух вiльної поверхнi, тобто з точки зору аналiти-

чної механiки (2.18) є геометричною (голономною) в’яззю.
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2.1.4. Початковi умови та умови перiодичностi. Рiвняння

(2.2), (2.10), (2.11), (2.13), (2.18) складають крайову задачу з вiльною по-

верхнею, яка описує рух рiдини у рухомому резервуарi. Ця задача потре-

бує або початковi умови, або, у випадку перiодичних векторних функцiй

v0(t) та ω(t), умови перiодичностi. Фiзично, початковi умови визначають

початковий сценарiй коливання рiдини. Розв’язок задачi з початковими

умовами описує так званi перехiднi рухи системи, на якi впливають рух

баку (v0(t),ω(t)), а також початковi збурення вiльної поверхнi та поля

швидкостi. Початковими умовами (Кошi) є

Z(x, y, z, t0) = Z0(x, y, z);
∂Φ

∂n

∣∣∣∣∑
(t0)

= V0(x, y, z)|∑(t0), (2.19)

де вiдома функцiя Z0 визначає початкову позицiю вiльної поверхнi Σ(t0) :

Z0(x, y, z) = 0, та V0(x, y, z) задає початковi абсолютнi нормальнi швид-

костi на вже визначенiй поверхнi Σ(t0). За допомогою кiнетичної умови

(2.15), початковi умови (2.19) можна переписати у виглядi

Z(x, y, z, t0) = Z0(x, y, z);
∂Z

∂t

∣∣∣∣
t=t0

= Z1(x, y, z)|∑(t0), (2.20)

де Z0 та Z1 данi функцiї вiд просторових змiнних.

Крайова задача (2.2), (2.10), (2.11), (2.13), (2.18) iз умовою перiоди-

чностi визначає перiодичнi (усталенi) хвильовi рухи рiдини. Стiйкi уста-

ленi хвилi реалiзуються пiсля завершення перехiдних процесiв, пов’яза-

них iз початковими умовами типу (2.20). Математично, умова перiоди-

чностi записується у виглядi

Z(x, y, z, t+ T ) = Z(x, y, z, t), (2.21)

де v0(t+T ) = v0(t) та ω(t+T ) = ω(t), а T – вiдомий перiод. Умова (2.21)

гарантує виконання перiодичностi поля швидкостей, яке визначається iз

задачi Неймана (2.2), (2.9), (2.17).
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2.2. Варiацiйне формулювання Люка-Бейтмена

Твердження 1.1 (принцип Гамiльтона–Остроградського у формi

Люка-Бейтмена). Гладкi розв’язки крайової задачi з вiльною поверхнею

(2.2), (2.10), (2.11), (2.13), (2.18) спiвпадають iз екстремумом фун-

кцiоналу дiї за Люке–Бейтменом

W (Z,Φ) =

∫ t2

t1

L dt,

L =

∫
Q(t)

(p−p0)dQ = −ρ
∫
Q(t)

[
∂Φ

∂t
+

1

2
(5Φ)2−5Φ·(v0+ω×r)+Ug

]
dQ,

(2.22)

для iзохронних незалежних гладких варiацiй

δΦ(x, y, z, t1) = 0, δΦ(x, y, z, t2) = 0;

δZ(x, y, z, t1) = 0, δZ(x, y, z, t2) = 0. (2.23)

Це варiацiйне формулювання було доведено в [224]. Опишемо деякi

деталi цього доведення.

Припустимо, що можна задати двi невiдомi функцiї у виглядi Φ =

Φ(x, y, z, t, α1) та Z = Z(x, y, z, t, α2), де два малi параметри α1 та α2 є

незалежними та їхнi нулi вiдповiдають екстремальним точкам функцiо-

налуW . Пiдстановка Φ i Z в (2.22) дає функцiю вiд двох дiйсних змiнних

α1 та α2 (W = W (α1, α2)). Обрахунок варiайцiй в точцi α1 = α2 = 0 буде

таким

dW (0, 0) =
∂W

∂α1

∣∣∣∣
0,0

dα1 +
∂W

∂α2

∣∣∣∣
0,0

dα2 = δW =

∂W

∂Z

∂Z

∂α2
dα2︸ ︷︷ ︸

δZ

+
∂W

∂Φ

∂Φ

∂α1
dα1︸ ︷︷ ︸

δΦ

=
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− ρ
∫ t2

t1

(
−
∫
∑

(t)

[
∂Φ

∂t
+

1

2
(5Φ)2 −5Φ · (v0 + ω × r) + Ug

]
∂Z

| 5 Z|
dS

+

∫
Q(t)

[
5 Φ · 5(δΦ) +

∂(δΦ)

∂t
−5(δΦ) · (v0 + ω × r)

]
dQ

)
dt = 0.

(2.24)

Тут ми врахували, що потенцiал гравiтацiї Ug та (v0 + ω × r) не

залежать вiд α1 та α2; бiльше того, їх варiацiї нульовi.

Оскiльки δZ та δΦ незалежнi, можна вибрати δΦ = 0. Розглядаючи

довiльнi варiацiї δZ, рiвнiсть (2.24) виводить динамiчну крайову умову

(2.11) на Σ(t). Коли δZ = 0, δΦ 6= 0, iнтеграл з (2.24) може бути модифi-

кованим, використовуючи формулу Грiна, теорему Гауса та транспортну

теорему Рейнольдза

∫
Q(t)

5Φ · 5(δΦ) dQ =

∫
S(t)+

∑
(t)

δΦ
∂Φ

∂n
dS −

∫
Q(t)

52ΦδΦ dQ,∫
Q(t)

v0 ·5(δΦ) dQ =

∫
Q(t)

5(v0 · r) ·5(δΦ) dQ =

∫
S(t)+

∑
(t)

δΦ(v0 ·n) dS,∫
Q(t)

(ω × r) · 5(δΦ) dQ =

∫
S(t)+

∑
(t)

δΦ((ω × r) · n) dS,∫
Q(t)

∂(δΦ)

∂t
dQ =

d

dt

∫
Q(t)

δΦ dQ+

∫
∑

(t)

(δΦ)|∑(t)
∂Z/∂t

| 5 Z|
dS. (2.25)

Вони перетворюють останнiй iнтеграл до варiацiйної рiвностi

δW |δZ=0 = ρ

∫ t2

t1

(∫
S(t)

[
∂Φ

∂n
− (v0 +ω× r) ·n

]
δΦ dS−

∫
Q(t)

52ΦδΦ dQ

+

∫
∑

(t)

[
∂Φ

∂n
−(v0+ω×r)·n+

∂Z

∂t
/|5Z|

]
δΦ dS

)
dt−ρ

∫
Q(t)

δΦ dQ|t=t2t=t1 = 0,

(2.26)

де остання величина, ρ
∫
Q(t) δΦ dQ|t=t2t=t1 = 0, дає нульовий вклад, оскiльки

δΦ = 0 для t = t1, t2 вiдповiдно до умов (2.23). З варiацiйної рiвностi

(2.26) випливають кiнетичнi спiввiдношення крайової задачi.
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2.3. Загальнi нелiнiйнi модальнi рiвняння Майлза-

Луковського

Дана дисертацiйна робота використовує принцип Люка-Бейтмена i

модальний пiдхiд для виводу системи нелiнiйних модальних рiвнянь. Пiд

модальною системою ми розумiємо систему звичайних диференцiальних

рiвнянь вiдносно узагальнених координат гiдродинамiчної системи. Ана-

лiтичнi методи, що роблять це принципово можливим, запропоновано в

[107], [224] та [16].

2.3.1. Модальне представлення вiльної поверхнi та по-

тенцiалу швидкостi. Модальний метод використовує представлення

розв’язкiв у виглядi рядiв Фур’є iз залежними вiд часу невiдомими ко-

ефiцiєнтами, якi формально можуть бути розглянутi як узагальненi ко-

ординати даної гiдромеханiчної системи. Оскiльки функцiї, що описують

вiльну поверхню та потенцiал швидкостi (Z та Φ) є незалежними, необ-

хiдно мати два представлення Фур’є, для вiльної поверхнi та потенцiалу

швидкостей Φ вiдповiдно.

Представимо вiльну поверхню Σ(t) через рiвняння z = ζ(x, y, t)

(Z(x, y, z, t) = z − ζ(x, y, t) = 0) в неiнерцiйнiй системi координат Oxyz,

ζ(x, y, t) =
∞∑
i=1

βi(t)fi(x, y). (2.27)

Функцiональний базис fi(x, y) не обов’язково презентує власнi фор-

ми коливання рiдини (стоячi хвилi) коливання рiдини, але представлення

(2.27) повинно використовувати повний набiр базисних функцiй {fi}. За-
лежнi вiд часу функцiї {βi} iнтерпретуються як узагальненi координати

гiдродинамiчної системи (модальнi функцiї). Необхiдною умовою є збе-

реження маси рiдини, тобто
∫

Σ0
fi(x, y)dxdy = 0, ∀i, де Σ0 - незбурена

вiльна поверхня. Ця умова еквiвалентна умовi (2.18).

Представлення у виглядi ряду Фур’є також потрiбне для Φ(x, y, z, t).



53

Воно може бути розглянуто як узагальнення модального представлення

для лiнiйного випадку, а саме

Φ(x, y, z, t) = v0(t) · r + ω(t) ·Ω(x, y, z, t) +
∞∑
n=1

Rn(t)ϕn(x, y, z)︸ ︷︷ ︸
ϕ(x,y,z,t)

, (2.28)

де функцiональний базис {ϕn} не обов’язково є пов’яза-

ний iз власними модами (формами) коливання рiдини, а

Ω = (Ω1(x, y, z, t),Ω2(x, y, z, t),Ω(x, y, z, t))T - потенцiал Стокса–

Жуковського, який є функцiєю просторових координат та узагальнених

координат i задовiльняє наступну задачу Неймана

52 Ω = 0 в Q(t),
δΩ1

δn
= ynz − zny;

δΩ2

δn
= znx − xnz;

δΩ3

δn
= xny − ynx на S(t) ∪ Σ(t), (2.29)

де ми позначили компоненти зовнiшньої нормалi як n = (nx, ny, nz).

Функцiональний базис {ϕn(x, y, z)} у представленнi (2.28) повинен

бути повним для будь-яких допустимих геометрiй Q(t). Коли справа

доходить до практичних застосувань, {ϕn(x, y, z)} зазвичай спiвпадає з

власними формами коливання рiдини. Тодi Φ (iз рiвняння (2.28)) авто-

матично задовiльнятиме рiвняння Лапласа та граничнi крайовi умови на

поверхнi баку. Але двi крайовi умови на вiльнiй поверхнi не задовiльня-

ються.

Оскiльки обидвi, кiнетична та динамiчна граничнi умови є приро-

дними у варiацiйному формулюваннi Люка-Бейтмена, варiацiйний фор-

малiзм Люка-Бейтмена може бути розглянутий як iнструмент для отри-

мання звичайних диференцiальних рiвнянь, що пов’язують залежнi вiд

часу узагальненi координати βi(t) та узагальненi швидкостi Rn(t). Такi

диференцiальнi рiвняння, принаймнi їх динамiчну складову, можна тра-

ктувати як рiвняння Ейлера-Лагранжа другого роду вiдносно βi та Rn
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для гiдромеханiчної системи iз нескiнченною кiлькiстю ступенiв вiльно-

стi, якi вiдповiдають узагальненим координатам в (2.27).

2.3.2. Модальна система (рiвняння Ейлера-Лагранжа), яка

випливає iз формулювання Люка-Бейтмена. Пiсля пiдстановки

(2.28) в (2.22), функцiя Лагранжа в принципi Люка–Бейтмена приймає

наступний вигляд

L = −ρ
∫
Q(t)

[
dv0

dt
· r +

∂

∂t
(ω ·Ω) +

1

2
5 (ω ·Ω) · 5(ω ·Ω)

−ω ·(r×5(ω ·Ω))−1

2
v2
0−ω ·(r×v0)−ω ·(r×5ϕ)+5(ω ·Ω)·ϕ

]
dQ+Lr,

(2.30)

де

Lr = −ρ
∫
Q(t)

[
∂ϕ

∂t
+

1

2
(5ϕ)2 + Ug

]
dQ. (2.31)

Iнтегральнi вирази в (2.30) потребують деяких спрощень. Вони слi-

дують iз векторної алгебри, теореми Гауса та крайової умови Нейма-

на (2.29). Два пiдiнтегральнi доданки у рiвняннi (2.30) скасовують одне

одного, тобто∫
Q(t)

[−(ω × r) · 5ϕ+5(ω ·Ω) · 5ϕ]dQ

=

∫
S(t)+Σ(t)

(
∂(ω ·Ω)

∂n
− (ω × r) · n

)
ϕdS = 0. (2.32)

Iншi величини, що появляються в iнтегралi рiвняння (2.30), можуть

компактно бути записанi через тензор iнерцiї J1 = J1(x, y, z, t), ком-

понентами якого є наступнi iнтеграли вiдносно потенцiалiв Стокса-
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Жуковського (2.29)

J1
11 = ρ

∫
Q(t)

(y
∂Ω1

∂z
− z∂Ω1

∂y
)dQ = ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω1
∂Ω1

∂n
dS,

J1
22 = ρ

∫
Q(t)

(z
∂Ω2

∂x
− x∂Ω2

∂z
)dQ = ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω2
∂Ω2

∂n
dS,

J1
33 = ρ

∫
Q(t)

(x
∂Ω3

∂y
− y∂Ω3

∂x
)dQ = ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω3
∂Ω3

∂n
dS,

J1
12 = J1

21 = ρ

∫
Q(t)

(z
∂Ω1

∂x
− x∂Ω1

∂z
)dQ = ρ

∫
Q(t)

(y
∂Ω2

∂z
− z∂Ω2

∂y
)dQ

= ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω1
∂Ω2

∂n
dS = ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω2
∂Ω1

∂n
dS,

J1
13 = J1

31 = ρ

∫
Q(t)

(x
∂Ω1

∂y
− y∂Ω1

∂x
)dQ = ρ

∫
Q(t)

(y
∂Ω3

∂z
− z∂Ω3

∂y
)dQ

= ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω1
∂Ω3

∂n
dS = ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω3
∂Ω1

∂n
dS,

J1
23 = J1

32 = ρ

∫
Q(t)

(x
∂Ω2

∂y
− y∂Ω2

∂x
)dQ = ρ

∫
Q(t)

(z
∂Ω3

∂x
− x∂Ω3

∂z
)dQ

= ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω2
∂Ω3

∂n
dS = ρ

∫
S(t)+Σ(t)

Ω3
∂Ω2

∂n
dS. (2.33)

Означення для J1
ij у рiвняннi (2.33) отримано iз використанням пер-

шої тотожностi Грiна та теореми Гауса. Тензор iнерцiї асоцiюється iз

наступною квадратичною формою

− 1

2
ω2

1J
1
11 −

1

2
ω2

2J
1
22 −

1

2
ω2

3J
1
33 − ω1ω

2
2J

1
12 − ω1ω

2
3J

1
13 − ω2ω

2
3J

1
23

+
1

2
ρ

∫
S(t)+Σ(t)

(ω ·Ω)

(
∂Ω

∂n
· ω
)
dS =

=
1

2
ρ

∫
Q(t)

(
1

2
5 (ω ·Ω) · 5(ω ·Ω)− ω · (r ×5(ω ·Ω))

)
dQ. (2.34)

Останнiй об’ємний iнтеграл є частиною рiвняння (2.30). Пiсля спро-
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щень, (2.30) виглядатиме наступним чином

L = −[v̇O1l1 + v̇O2l2 + v̇O3l3 + ω̇1l1ω + ω̇2l2ω + ω̇3l3ω +ω1l1ωt+ω2l2ωt+ω3l3ωt

− 1

2
(ω2

1J
1
11 + ω2

2J
1
22 + ω2

3J
1
33)− ω1ω2J

1
12 − ω1ω3J

1
13 − ω2ω3J

1
23

− 1

2
M1(v

2
O1 + v2

O2 + v2
O3) + (ω2vO3 − ω3vO2)l1

+ (ω3vO1 − ω1vO3)l2 + (ω1vO2 − ω2vO1)l3] + Lr, (2.35)

де Ml - маса рiдини та

lkω = ρ

∫
Qt

ΩkdQ; lkωt = ρ

∫
Qt

∂Ωk

∂t
dQ;

l1 = ρ

∫
Q(t)

xdQ; l2 = ρ

∫
Q(t)

ydQ; l3 = ρ

∫
Q(t)

zdQ. (2.36)

Вектори l(t) = (l1, l2, l3), lω(t) = (l1ω, l2ω, l3ω) та lωt(t) =

(l1ωt, l2ωt, l3ωt) є функцiями {βi} та
{
β̇i

}
. Бiльше того, компонента (2.31)

повинна враховуватись у модальному представленнi (2.28), звiдки отри-

муємо наступне

Lr = −ρ
∫
Q(t)

[ ∞∑
n=1

Ṙnϕn +
1

2

∞∑
n,k=1

RnRk(5ϕn · 5ϕk) + Us

]
dQ

= −
[ ∞∑
n=1

DnṘn +
1

2

∞∑
n,k=1

DnkRnRk − g1l1 − g2l2 − g3l3 −m1g · r′0
]
,

(2.37)

де

An = ρ

∫
Q(t)

ϕndQ, Ank = Akn = ρ

∫
Q(t)

(5ϕn · 5ϕk)dQ. (2.38)

Варiацiйний принцип Люка-Бейтмена, рiвняння (2.22) та (2.23), роз-

глядають L як функцiю вiд двох незалежних змiнних ζ(x, y, t) та

Φ(x, y, z, t). Пiсля пiдстановки представлень (2.27) та (2.28), функцiя Ла-

гранжа L виражається через рiвняння (2.35) та (2.37) i стає функцiєю вiд
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незалежних узагальнених координат {βi} та швидкостей {Rn}. Зауважи-

мо, що iнтеграли в рiвняннях (2.33), (2.36) та (2.38) є функцiями вiд {βi}.
Незалежнi варiацiї функцiоналу дiїW =

∫ t2
t1
Ldt (через δζ та δΦ) повиннi

бути пов’язанi iз незалежними варiацiями δβi та δRn, вiдповiдно. Це дає

наступну варiацiйну рiвнiсть:

δW =

∫ t2

t1

[∑
n

AnδṘn +
∑
n

AnkRkδRn

+

(∑
n

Ṙn
∂An

∂βi
+ ω1

∂l1ωt
∂βi

+ ω2
∂l2ωt
∂βi

+ ω3
∂l3ωt
∂βi

+
1

2

∑
n,k

RnRk
∂Ank

∂βi
+ ω̇1

∂l1ω
∂βi

+ ω̇2
∂l2ω
∂βi

+ ω̇3
∂l3ω
∂βi

+ (v̇O1 − g1 + ω2vO3 − ω3vO2)
∂l1
∂βi

+ (v̇O2 − g2 + ω3vO1 − ω1vO3)
∂l2
∂βi

+ (v̇O3 − g3 + ω1vO2 − ω2vO1)
∂l3
∂βi
− 1

2
ω2

1

∂J1
11

∂βi
− 1

2
ω2

2

∂J1
22

∂βi
− 1

2
ω2

3

∂J1
33

∂βi

− ω1ω2
∂J1

12

∂βi
− ω1ω3

∂J1
13

∂βi
− ω2ω3

∂J1
23

∂βi

)
δβi

+ (ω1
∂l1ωt

∂β̇i
+ ω2

∂l2ωt

∂β̇i
+ ω3

∂l3ωt

∂β̇i
)δβ̇i

]
dt = 0, i ≥ 1. (2.39)

Доданки, якi пропорцiйнi до δṘn та δβ̇i в останньому виразi (2.39),

можуть бути проiнтегрованi за частинами i, використовуючи факт

δRn(t1) = δRn(t2) = δβi(t1) = δβi(t2) = 0,

зведенi до виразiв через δRn та δβi замiсть δṘn та δβ̇i. Ми отримаємо

наступну нескiнченну систему нелiнiйних звичайних диференцiальних

рiвнянь (рiвняння Майлза-Луковського) вiдносно {Rn(t)} та {βi(t)}∑
i

∂An

∂βi
β̇i −

∑
k

RkAnk = 0, n = 1, 2, ... , (2.40)
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∑
n

Ṙn
∂An

∂βi
+

1

2

∑
n

∑
k

∂Ank

∂βi
RnRk + ω̇1

∂l1ω
∂βi

+ ω̇2
∂l2ω
∂βi

+ ω̇3
∂l3ω
∂βi

+ ω1
∂l1ωt
∂βi

+ ω2
∂l2ωt
∂βi

+ ω3
∂l3ωt
∂βi
− d

dt

(
ω1
∂l1ωt

∂β̇i
+ ω2

∂l2ωt

∂β̇i
+ ω3

∂l3ωt

∂β̇i

)
+

+ (v̇O1 − g1 + ω2vO3 − ω3vO2)
∂l1
∂βi

+ (v̇O2 − g2 + ω3vO1 − ω1vO3)
∂l2
∂βi

+ (v̇O3 − g3 + ω1vO2 − ω2vO1)
∂l3
∂βi
− 1

2
ω2

1

∂J1
11

∂βi
− 1

2
ω2

2

∂J1
22

∂βi
− 1

2
ω2

3

∂J1
33

∂βi

− ω1ω2
∂J1

12

∂βi
− ω1ω3

∂J1
13

∂βi
− ω2ω3

∂J1
23

∂βi
= 0, i = 1, 2, .... (2.41)

Якщо посудина має вертикальну цилiндричну форму в околi незбуре-

ної вiльної поверхнi Σ0, значення ∂lk/∂δi можуть бути записанi у виглядi

∂l3
∂βi

= ρ

∫
Σ0

f 2
i dSβi = λ3iβi;

∂l2
∂βi

= ρ

∫
Σ0

yf 2
i dS = λ2i,

∂l1
∂βi

= ρ

∫
Σ0

xf 2
i dS = λ1i. (2.42)

Систему (2.40)-(2.41) було виведено незалежно Майлзом та Луковсь-

ким в 1976 роцi. Її останнiй вигляд (для довiльного руху баку) було отри-

мано Луковським. Надалi нам буде потрiбна ця система, переписана у

спецiальному виглядi, придатному для кругового вертикального цилiн-

дричного баку.

2.4. Спецiальна форма модальної системи Майлза-

Луковського (2.40), (2.41) для вертикального цилiн-

дричного кругового баку, що виконує осциляцiйнi рухи з

малою амплiтудою

В подальшому ми зосередимося на (спецiальному) явному виглядi

модальної системи для вертикального контейнера iз круговим перерi-

зом радiусу R0, що коливається iз малими амплiтудами у просторi, що

описується узагальненими координатами η1(t) i η2(t) (вiдповiдають за
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горизонтальнi поступальнi рухи посудини) та кутовими збуреннями, якi

описуються η4(t) i η5(t). Обертальнi рухи навколо вiсi Oz (yaw) не мо-

жуть породити збурення у рамках моделi iдеальної рiдини. Вертикаль-

нi збурення не розглядаються в данiй роботi. Малiсть кутових збурень

означає, що квадратами η4(t) та η5(t) можна знехтувати, отже, миттєва

кутова швидкiсть ω = (η̇4, η̇5, 0).

Рис. 2.2: Область рiдини Q(t) є обмеженою вiльною поверхнею (рiдини в

посудинi) Σ(t) та змоченою поверхнею посудини S(t). Коливання рiдини

розглядаються у зв’язанiй з баком неiнерцiйнiй системi координат Oxyz,

в якiй координатна площина Oxy спiвпадає iз незбуреною вiльною по-

верхнею Σ0; Oz - вiсь симетрiї. Осциляцiйнi збурення баку описуються

узагальненими координатами η1(t) (surge), η4(t) (roll), η2(t) (sway), η5(t)

(pitch). Збурення вважаються малими вiдносно радiусу баку R0.

Як показано у попередньому параграфi, варiацiйний принцип Люка-

Бейтмена є базою для реалiзацiї модального метода, який базується на

розкладi в ряди Фур’є розв’язку (ζ та Φ). Залежнi вiд часу коефiцiєнти в

цих представленнях Фур’є вважаються незалежними змiнними за часом

(узагальненими координатами та швидкостями).

Представлення Фур’є зазвичай базуються на власних формах коли-
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вання рiдини, що є власними функцiями спектральної краєвої задачi

∇2ϕ = 0 в Q0,
∂ϕ

∂n
= 0 на S0e, S0i, S0b,

∂ϕ

∂n
= κϕ та Σ0,

∫
Σ0

ϕ dS = 0

(2.43)

сформульованої у гiдростатичнiй областi Q0, що обмежена незбуреною

вiльною поверхнею Σ0 та змоченою поверхнею бака S0.

В даному параграфi та всюди в iнших роздiлах ми вважаємо, що

задача переписана до безрозмiрної форми пiсля введення характерного

лiнiйного розмiру R0 (радiуса) та характерного часу T = 1/σ, де T

– характерний перiод часу (σ – кутова частота). У якостi кутової

частоти σ ми використовуємо частоту коливання баку.

Введемо малий параметр ε � 1, що характеризуватиме безрозмiрне

збурення посудини, тобто

ηi(t) = O(ε), i = 1, 2, 4, 5. (2.44)

Геометричнi позначення на Рис. 2.2 включають залежну вiд часу

область рiдини Q(t) з вiльною поверхнею Σ(t) та змоченою поверхнею

S(t). Вiльна поверхня Σ(t) задається у виглядi z = ζ(r, θ, t), а рух рiдини

задається потенцiалом швидкостей Φ(r, θ, z, t). Невiдомi ζ та Φ визначе-

но в цилiндричнiй координатнiй системi, пов’язанiй з баком. Функцiї ζ

та Φ можуть бути знайденi або iз вiдповiдної крайової задачi, або еквi-

валентного їй варiацiйного формулювання.

Нормалiзована спектральна крайова задача (2.43) має аналiтичний

розв’язок (див. [13, 225])

ϕMi(r, z, θ) = RMi(r)ZMi(z) cos
sin (Mθ), M = 0, . . . ; i = 1, . . . , (2.45)

де

RMi(r) = αMiJM(kMir), ZMi(z) =
cosh(kMi(z + h))

cosh(kMih)
. (2.46)

Тут, JM(·) – функцiя Бесселя першого роду. Радiальнi хвильовi числа

kMi визначаються з рiвнянь J ′Mi(kMi) = 0. Нормалiзуючi множники αMi
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випливають з умови ортогональностi∫ 1

0

rRMi(r)RMj(r) dr = δij, i, j = 1, . . . , (2.47)

де δij - символ Кронекера. Спектральний параметр κMi та власнi частоти

коливань σMi визначаються за формулами

κMi = kMi tanh(kMih), σ2
Mi = κMi g/R0, (2.48)

де g - прискорення сили тяжiння (розмiрне).

В подальшому розглядаємо виключно низькоамплiтуднi кутовi збуре-

ння баку (2.44), тому нам потрiбнi будуть лише лiнеаризованi потенцiали

Стокса-Жуковського Ω0i(r, z, θ), i = 1, 2, 3, якi є гармонiчними функцiя-

ми, що задовiльняють умови Неймана

∂Ω01

∂n
= −(znr − rnz) sin θ,

∂Ω02

∂n
= (znr − rnz) cos θ,

∂Ω03

∂n
= 0 (2.49)

на Σ0 та S0 (позначення на Рис. 2.2), де nr та nz є зовнiшнiми компонента-

ми нормалi у r- та z- напрямках таким чином, що nz = 0 на вертикальних

стiнках, але nr = 0 на Σ0.

Це означає, що Ω01 = −F (r, z) sin θ, Ω02 = F (r, z) cos θ, Ω03 = 0, де

F (r, z) = rz +
∞∑
n=1

−2Pn
k1n
R1n(r)

sinh(k1n(z + 1
2h))

cosh(1
2k1nh)

, Pn =

∫ 1

r1

r2R1n(r) dr.

(2.50)

Цей розв’язок можна знайти, наприклад, у главi 5 книги [13].

Нелiнiйну модальну систему Майлза-Луковського перепишемо вiдно-

сно узагальнених координат (pMi(t) та rmi(t)) i швидкостей (PMi(t) та

Rmi(t)), якi вводимо наступним чином

ζ(r, θ, t) =

Iθ,Ir∑
M,i

RMi(r) cos(Mθ) pMi(t)+

Iθ,Ir∑
m,i

Rmi(r) sin(mθ) rmi(t), (2.51a)
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Φ(r, θ, z, t) = η̇1(t) r cos θ+ η̇2(t) r sin θ+F (r, z)[−η̇4(t) sin θ+ η̇5(t) cos θ]

+

Iθ,Ir∑
M,i

RMi(r)ZMi(z) cos(Mθ)PMi(t)+

Iθ,Ir∑
m,i

Rmi(r)Zmi(z) sin(mθ)Rmi(t),

(2.51b)

Iθ, Ir → ∞. Тут та надалi, всi великi iндекси сумування означають

сумування вiд нуля до Iθ, але малi iндекси означають змiну вiд одного

до Iθ, або Ir.

Модальне представлення (2.51) є спецiальним виглядом (2.27), (2.28).

Використовуючи (2.51), веде, в свою чергу, до спецiальної структури в

модальних рiвняннях Майлза-Луковського (2.40),(2.41), якщо ми додат-

ково припускаємо (2.44) та розглядаємо виключно резонансне збурення

коливань рiдини, коли гiдродинамiчнi узагальненi координати є асим-

птотично бiльшими, нiж збурення. Математично, останнє означає, що

O(ε) . pMi(t), rmi(t) та O(ε) . PMi(t), Rmi(t). (2.52)

Далi ми також нехтуємо членами порядку o(ε), а отже, ряд членiв в

(2.41), якi зв’язанi iз нелiнiйним потенцiалом Стокса-Жуковського, тепер

лiнiйно залежать вiд ηi(t), i = 4, 5, як це вiдбувається в лiнiйнiй теорiї

коливання рiдини. В той же час, завдяки (2.52), ми зберiгаємо повну

нелiнiйнiсть вiдносно узагальнених координат та швидкостей, пов’язаних

iз рiдиною.

Результатом є нелiнiйна модальна система Майлза-Луковського

(2.40),(2.41), переписана у виглядi

Iθ,Ir∑
M,n

∂Ap
Ab

∂pMn
ṗMn +

Iθ,Ir∑
m,n

∂Ap
Ab

∂rmn
ṙmn =

Iθ,Ir∑
M,n

App
(Ab)(Mn)PMn +

Iθ,Ir∑
m,n

Apr
(Ab),(Mn)Rmn,

(2.53a)
Iθ,Ir∑
M,n

∂Ar
ab

∂pMn
ṗMn +

Iθ,Ir∑
m,n

∂Ar
ab

∂rmn
ṙmn =

Iθ,Ir∑
M,n

Apr
(Mn),(ab)PMn +

Iθ,Ir∑
m,n

Arr
(ab)(mn)Rmn,

(2.53b)
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A = 0, . . . , Iθ; a = 1, ..., Iθ; b = 1, . . . , Ir; Iθ, Ir → ∞ (кiнетична пiдсисте-

ма), та

Iθ,Ir∑
M,n

∂Ap
Mn

∂pAb
ṖMn +

Iθ,Ir∑
m,n

∂Ar
mn

∂pAb
Ṙmn +

1

2

Iθ,Ir∑
ML,nk

∂App
(Mn)(Lk)

∂pAb
PMnPLk

+

Iθ,Ir∑
Ml,nk

∂Apr
(Mn),(lk)

∂pAb
PMnRlk +

1

2

Iθ,Ir∑
ml,nk

∂Arr
(mn)(lk)

∂PAb
RmnRlk + gΛAA pAb

+ (η̈1 − gη5 − Sbη̈5)Λ1APb = 0, (2.54a)

Iθ,Ir∑
M,n

∂Ap
Mn

∂rab
ṖMn +

Iθ,Ir∑
m,n

∂Ar
mn

∂rab
Ṙmn +

1

2

Iθ,Ir∑
ML,nk

∂App
(Mn)(Kl)

∂rab
PMnPLk

+

Iθ,Ir∑
Nl,nk

∂Apr
(Mn),(lk)

∂rab
PMnRlk +

1

2

Iθ,Ir∑
ml,nk

∂Arr
(mn)(lk)

∂rab
RmnRlk + gΛaarab

+ (η̈2 + gη4 + Sbη̈4)Λ1aPb = 0, (2.54b)

A = 0, . . . , Iθ; a = 1, ..., , Iθ; b = 1, . . . , Ir,, Iθ, Ir → ∞ (динамiчна субси-

стема), де кома мiж парами iндексiв, таких як (Ab), (Mn), означає, що

пари не комутують; коефiцiєнти Pb визначенi у (2.50),

Sb = 2 k−1
1b tanh(k1b

h
2), ΛIJ =

2π, I = J = 0,

πδIJ , iнакше,
(2.55)

де δIJ - символ Кронекера. Модальна система (2.53), (2.54) мiстить на-
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ступнi нелiнiйнi вирази вiд узагальнених гiдродинамiчних координат

App
(Ab)(Mn)=

∫ 1

0

∫ π

−π
r
[
cosAθ cosMθ G(1)

(Ab)(Mn)+ sinAθ sinMθ G(2)
(Ab)(Mn)

]
dθdr,

Arr
(ab)(mn)=

∫ 1

0

∫ π

−π
r
[
sin aθ sinmθ G(1)

(ab)(mn) + cos aθ cosmθ G(2)
(ab)(mn)

]
dθ dr,

Apr
(Ab),(mn)=

∫ 1

0

∫ π

−π
r
[
cosAθ sinmθ G(1)

(Ab)(mn) − sinAθ cosmθ G(2)
(Ab)(mn)

]
dθdr,

Ap
Ab=

∫ 1

0

∫ π

−π
r cos(Aθ)G(0)

Ab dθ dr, Ar
ab =

∫ 1

r1

∫ π

−π
r sin(aθ)G(0)

Ab dθ dr,

(2.56)

де

G(0)
Ab = RAb(r)

∫ ζ

−h

cosh(kAb(z + h))

cosh(kAbh)
dz = RAb(r) I

(0)
(Ab),

G(1)
(Ab)(Mn) = R′Ab(r)R′Mn(r) I

(1)
(Ab)(Mn) +RAb(r)RMn(r) kAbkMnI

(2)
(Ab)(Mn),

G(2)
(Ab)(Mn) = AM r−2RAb(r)RMn(r) I

(1)
(Ab)(Mn); (2.57)

I
(1)
(Ab)(Mn) =

∫ ζ

−h

cosh(kAb(z + h)) cosh(kMn(z + h))

cosh(kAbh) cosh(kMnh)
dz,

I
(2)
(Ab)(Mn) =

∫ ζ

−h

sinh(kAb(z + h)) sinh(kMn(z + h))

cosh(kAbh) cosh(kMnh)
dz.

(2.58)

Система звичайних диференцiальних рiвнянь (2.53)-(2.54) має, взага-

лi кажучи, нескiнченну розмiрнiсть, бо Iθ, Ir →∞. Якщо взяти скiнченнi

Iθ та Ir, то можна чисельно розв’язувати задачу Кошi для (2.53), (2.54),

яка описує перехiднi рухи гiдродинамiчної системи iз вiдповiдними поча-

тковими умовами. Як ми писали в оглядi лiтератури, таке використання

модальної системи (2.53), (2.54) пов’язується iз методом Перко.

Нашою подальшою метою є аналiтичнi дослiдження перiодичних

(усталених) рухiв системи за допомогою рiвнянь (2.53)-(2.54). Такi до-

слiдження стають можливими за умови додаткових спрощень в (2.53)-

(2.54) шляхом використання спецiальних асимптотичних спiввiдношень

мiж узагальненими координами замiсть (2.52). Крiм того, ми повиннi

врахувати демпфування.
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Таким чином, доведено основний результат цього роздiлу.

Твердження 1.2. За умов малостi зовнiшнiх збурень вертикаль-

ного цилiндричного резервуара (2.44) (Рис. 2.2), вводячи узагальне-

нi координати та швидкостi шляхом модальних представлень (2.51)

та припускаючи резонанси у гiдромеханiчнiй системi, що вимагає

(2.52), нехтування членами порядку o(ε) в модальнiй системi Майлза-

Луковського (2.40), (2.41) приводить до наближених модальних рiв-

нянь (2.53), (2.54), якi описують резонанснi рухи рiдини у вертикаль-

них баках кругового перерiзу в термiнах введених узагальнених гiдро-

динамiчних координат та швидкостей.

2.5. Висновки до роздiлу

Згiдно Твердження 1.2 цього роздiлу, використовуючи варiацiйнi

принципи механiки (в нашому випадку варiацiйний принцип Люка-

Бейтмена), для крайової задачi гiдродинамiки рiдини з вiльною поверх-

нею, а також постулюючи модальне представлення для вiльної грани-

цi та потенцiалу швидкостей, можна не тiльки отримати загальнi нелi-

нiйнi модальнi рiвняння у формi Майлза-Луковського, в яких невiдо-

мими є гiдродинамiчнi узагальненi координати та узагальненi швидко-

стi, що виникають у вищевказаних модальних представленнях (як за-

лежнi вiд часу коефiцiєнти), але й вивести нелiнiйнi модальнi рiвнян-

ня Майлза-Луковського спецiального вигляду (2.53), (2.54). Цi рiвняння

описують хлюпання при малих резонансних збуреннях вертикального

цилiндричного баку кругового перерiзу iз чотирма ступенями вiльностi

ηi(t), i = 1, 2, 4, 5 (див. Рис. 2.2), причому збурення ηi(t) задовiльня-

ють умову (2.44) (безрозмiрнi величини, характерний розмiр дорiвнює

радiусу R0, характерний час 1/σ, де σ – частота збурень), гiдродинамiчнi

узагальненi координати та швидкостi задовiльняють (2.52), а компоненти

порядку o(ε) нехтуються.
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Роздiл 3

НЕЛIНIЙНА АСИМПТОТИЧНА МОДАЛЬНА ТЕОРIЯ

ТИПУ НАРIМАНОВА-МОIСЄЄВА РЕЗОНАНСНИХ

КОЛИВАНЬ РIДИНИ З УРАХУВАННЯМ

ДЕМПФУВАННЯ

Нелiнiйна модальна система (2.53), (2.54) враховує малiсть амплiтуди

рухiв контейнера, пов’язаних iз узагальненими координатами ηi(t), i =

1, 2, 4, 5, але не враховує асимптотичний порядок для узагальнених ко-

ординат pMi(t) та rmi(t) на введенiй асимптотичнiй шкалi O(ε). Умова

(2.52) носить абстрактний характер та є неконструктивною. Це робить

систему звичайних диференцiальних рiвнянь (2.53), (2.54) складною та

не придатною для аналiтичних дослiджень усталених резонансних хвиль,

метою яких i є дана дисертацiйна робота. Аби спростити (2.53), (2.54),

необхiдно ввести додатковi асимптотичнi припущення щодо PMi, rmi та

RMi, Pmi.

Є декiлька типiв припущень потрiбного типу. Типовою для немалих

глибин рiдини,

h = O(1), (3.1)

є так звана адаптивна асимптотика, коли резонансно збуренi власнi фор-

ми з iндексами (M1i1) мають порядок O(ε1/3), деяка кiлькiсть власних

форм (M2i2) є порядку O(ε2/3), а також iснує набiр форм (M3i3) тре-

тього порядку O(ε), в той час всiма iншими власними формами можна

знехтувати, бо вони характеризуються порядком o(ε).

Очевидно, що є найбiльш загальний (граничний) випадок адаптивних

модальних систем, коли всi узагальненi координати pMi ∼ rmi = O(ε1/3).

Цей випадок є чисто гiпотетичним, вiн не приводить до нелiнiйних

модальних рiвнянь, якi можна дослiджувати аналiтично.

Вiдносно простим випадком є система, що є наслiдком асимптотичних
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спiввiдношень Нарiманова-Моiсєєва, якi ми розглянемо далi.

Нарештi, найпростiшим випадком є лiнiйна модальна система, коли

вiдсутнi резонанси в гiдродинамiчнiй системi, тому всi pMi та rmi ма-

ють порядок O(ε). Останнiй лiнiйний випадок буде нам потрiбним для

фiзично коректного введення демпфування в цiй механiчнiй системi че-

рез оцiнку логарифмiчних декрементiв затухання власних форм рiдини

(стоячих хвиль).

3.1. Найбiльш загальний випадок адаптивної асимптотичної

модальної системи

У найбiльш загальному випадку пiд адаптивною модальною систе-

мою третього порядку розумiється ситуацiя, коли амплiтуда збурень, якi

прикладено до посудини, має порядок O(ε), (2.44), а узагальненi гiдро-

динамiчнi координати та швидкостi мають порядок O(ε1/3).

rmi ∼ RMi ∼ PMi ∼ pMi = O(ε1/3). (3.2)

Якщо знехтувати членами порядку o(ε), то, використовуючи припу-

щення (3.2) та (2.44), можна спростити (2.53), (2.54) та отримати систему

звичайних диференцiальних рiвнянь вiдносно лише узагальнених коор-

динат rmi(t) та pMi(t). Процедура виводу таких рiвнянь є досить склад-

ною з аналiтичної точки зору. Опишемо лише деякi її кроки.

Перший етап виведення адаптивної системи передбачає розклад

I
(0)
(Ab), I

(1)
(Ab)(Mn), та I

(2)
(Ab)(Mn) у виглядi рядiв Тейлора вiдносно ζ, де ζ =

O(ε1/3). Аналiз (2.40), (2.41) показує, що I(0)
(Ab) повинно бути розкладено

до третього порядку малостi, але I(1)
(Ab)(Mn) та I(2)

(Ab)(Mn) потребують роз-

кладу тiльки другого порядку, тобто

I
(0)
(Ab) = k−1

Ab tanh(kAbh) + ζ + 1
2κAbζ

2 + 1
6k

2
Abζ

3 + . . . , (3.3a)

I
(1)
(Ab)(Mn) = O(1) + ζ + 1

2(κAb + κMn)ζ
2 + . . . , (3.3b)
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I
(2)
(Ab)(Mn) = O(1) + κAbκMnζ + 1

2(k2
AbκMn + k2

MnκAb)ζ
2 + . . . . (3.3c)

Пiдстановка (3.3b) та (3.3c) у (2.13) дає

G(1)
(Ab)(Mn) = O(1) + (R′AbR′Mn +RAbRMnκAbκMn) ζ

+ 1
2 [(κAb + κMn)R′AbR′Mn +RAbRMn(k

2
AbκMn + k2

MnκAb)]ζ
2, (3.4a)

G(2)
(Ab)(Mn) = O(1) + r−2AMRAbRMn ζ + 1

2r
−2AM(κAb + κMn)RAbRMn ζ

2.

(3.4b)

На другому етапi Ap
Ab та A

r
ab повиннi бути розкладенi до O(ε) в тер-

мiнах вiдповiдних узагальнених координат,

Ap
Ab = ΛAA,pAb + 1

2

Iθ,Ir∑
MN,ij

χpp(Mi)(Nj),(Ab)pMipNj + 1
2

Iθ,Ir∑
mn,ij

χrr(mi)(nj),(Ab)rmirnj

+ 1
3

Iθ,Ir∑
MNK,ijl

χppp(Mi)(Nj)(Kl),(Ab)pMipNjpKl +

Iθ,Ir∑
Mnk,ijl

χprr(Mi),(nj)(kl),(Ab)pMirnjrkl,

(3.5a)

Ar
ab = Λ,aarab +

Iθ,Ir∑
Mn,ij

χpr(Mi),(nj),(ab)pMirnj + 1
3

Iθ,Ir∑
mnk,ijl

χrrr(mi)(nj)(kl),(ab)rmirnjrkl

+

Iθ,Ir∑
MNk,ijl

χppr(Mi)(Nj),(kl),(ab)pMipNjrkl, Iθ, Ir →∞, (3.5b)

де

χpp(Mi)(Nj),(Ab) = κAbΛAMN,λ(Ab)(Mi)(Nj), χ
rr
(Mi)(nj),(Ab) = κAbΛA,mnλ(Ab)(mi)(nj),

χppp(Mi)(Nj)(Kl),(Ab) = 1
2k

2
AbΛAMNK,λ(Ab)(Mi)(Nj)(Kl),

χprr(Mi),(nj)(kl),(Ab) = 1
2k

2
AbΛAM,nkλ(Ab)(Mi)(nj)(kl),

χpr(Mi),(nj),(ab) = κabΛM,anλ(Mi)(nj)(ab), χ
rrr
(mi)(nj)(kl),(ab) = 1

2k
2
abΛ,amnkλ(mi)(nj)(kl)(ab),

χppr(Mi)(Nj),(kl),(ab) = 1
2k

2
abΛMN,akλ(Mi)(Nj)(kl)(ab)

та

ΛM...N,i...j =

∫ π

−π
cos(Aθ) . . . cos(Mθ) · sin(iθ) . . . sin(jθ) dθ. (3.6)
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Тензори Λ можна обчислити за рекурсивними формулами

ΛM,i = 0, Λ,ij = πδij, ΛMN, = πδMN , M
2 +N 2 6= 0, Λ00, = 2π,

ΛM...NK,i...j = 1
2(ΛM...|N−K|,i...j + ΛM...|N+K|,i...j),

ΛM...N,i...ljk = 1
2(ΛM...|j−k|,i...l − ΛM...|j+k|,i...l).

Тензори λ визначено за формулою

λ(Ab)...(Mn) =

∫ 1

0

rRAb(r) . . .RMn(r) dr. (3.7)

Частиннi похiднi (3.5) за узагальненими координатами набувають

вигляд

∂Ap
Ab

∂pDf
= ΛAD,δbf +

Iθ,Ir∑
M,i

χpp(Mi)(Df),(Ab)pMi +

Iθ,Ir∑
NK,jl

χppp(Df)(Nj)(Kl),(Ab)pNjpKl

+

Iθ,Ir∑
nk,jl

χprr(Df),(nj)(kl),(Ab)rnjrkl, (3.8a)

∂Ap
Ab

∂rdf
=

Iθ,Ir∑
m,i

χrr(mi)(df),(Ab)rmi + 2

Iθ,Ir∑
Mn,ij

χprr(Mi),(nj)(df),(Ab)pMirnj, (3.8b)

∂Ar
ab

∂pDf
=

Iθ,Ir∑
n,j

χpr(Df),(nj),(ab)rnj + 2

Iθ,Ir∑
Mn,ij

χppr(Mi)(Df),(nj),(ab)pMirnj, (3.8c)

∂Ar
ab

∂rdf
= Λ,adδbf +

Iθ,Ir∑
M,i

χpr(Mi),(df),(ab)pMi +

Iθ,Ir∑
mn,ij

χrrr(mi)(nj)(df),(ab)rmirnj

+

Iθ,Ir∑
MN,ij

χppr(Mi)(Nj),(df),(ab)pMipNj, Iθ, Ir →∞. (3.8d)

Третiй етап веде до аналiтичних виразiв для App
(Ab)(Mn), A

rr
(ab)(mn) та

Apr
(Ab),(mn), де зберiгаються лише величини другого порядку, O(ε2/3). Ве-

личина O(1)-порядку може бути взята з лiнiйної модальної теорiї. Ре-
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зультатом буде

App
(Ab)(Mn) = ΛAM,δbnκAb +

Iθ,Ir∑
K,l

Πp,p
(Kl),(Ab)(Mn)pKl

+

Iθ,Ir∑
KC,ld

Πp,pp
(Kl)(Cd),(Ab)(Mn)pKlpCd +

Iθ,Ir∑
kc,ld

Πp,rr
(kl)(cd),(Ab)(Mn)rklrcd, (3.9a)

Arr
(ab)(mn) = Λ,amδbnκab +

Iθ,Ir∑
K,l

Πr,p
(Kl),(ab)(mn)pKl

+

Iθ,Ir∑
KC,ld

Πr,pp
(Kl)(Cd),(ab)(mn)pKlpCd +

Iθ,Ir∑
kc,ld

Πr,rr
(kl)(cd),(ab)(mn)rklrcd, (3.9b)

Apr
(Ab),(mn) =

Iθ,Ir∑
k,l

Πr
(kl),(Ab),(mn)rkl +

Iθ,Ir∑
Kc,ld

Πpr
(Kl),(cd),(Ab),(mn)pKlrcd, (3.9c)

де

Πp,p
(Kl),(Ab)(Mn) = ΛAMK,G

(11)
(Ab)(Mn),(Kl) + ΛK,AMG

(12)
(Ab)(Mn),(Kl),

Πr,p
(Kl),(ab)(mn) = ΛK,amG

(11)
(ab)(mn),(Kl) + ΛamK,G

(12)
(ab)(mn),(Kl),

Πr
(kl),(Ab),(mn) = ΛA,mkG

(11)
(Ab)(mn),(kl) − Λm,AkG

(12)
(Ab)(mn),(kl),

Πp,pp
(Kl)(Cd),(Ab)(Mn) = ΛAMKC,G

(21)
(Ab)(Mn),(Kl)(Cd) + ΛKC,AMG

(22)
(Ab)(Mn),(Kl)(Cd),

Πp,rr
(kl)(cd),(Ab)(Mn) = ΛAM,kcG

(21)
(Ab)(Mn),(kl)(cd) + Λ,AMkcG

(22)
(Ab)(Mn),(kl)(cd),

Πr,pp
(Kl)(Cd),(ab)(mn) = ΛKC,amG

(21)
(ab)(mn),(Kl)(Cd) + ΛKCam,G

(22)
(ab)(mn),(Kl)(Cd),

Πr,rr
(kl)(cd),(ab)(mn) = Λ,amkcG

(21)
(ab)(mn),(kl)(cd) + Λam,kcG

(22)
(ab)(mn),(kl)(cd),

Πpr
(Kl),(cd),(Ab),(mn) = 2[ΛAK,mcG

(21)
(Ab)(mn),(Kl)(cd) − ΛKm,AcG

(22)
(Ab)(mn),(Kl)(cd)];

G
(11)
(Ab)(Mn),(Kl) = λ′(Ab)(Mn),(Kl) + κAbκMnλ(Ab)(Mn)(Kl),

G
(12)
(Ab)(Mn),(Kl) = AMλ̄(Ab)(Mn)(Kl),

G
(21)
(Ab)(Mn),(Kl)(Cd) = 1

2 [(κAb + κMn)λ
′
(Ab)(Mn),(Kl)(Cd) + (k2

AbκMn

+ k2
MnκAb)λ(Ab)(Mn)(Kl)(Cd)],

G
(22)
(Ab)(Mn),(Kl)(Cd) = 1

2AM(κAb + κMn)λ̄(Ab)(Mn)(Kl)(Cd)
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та

λ′(Ab)(Mn),(Cd)...(Ef) =

∫ 1

0

rR′Ab(r)R′Mn(r) · RCd(r) . . .REf(r) dr,

λ̄(Ab)...(Mn) =

∫ 1

0

r−1RAb(r) . . .RMn(r) dr.

(3.10)

Частинними похiдними (3.9) за узагальненими координатами є

∂App
(Ab)(Cd)

∂pEf
= Πp,p

(Ef),(Ab)(Cd) + 2

Iθ,Ir∑
M,i

Πp,pp
(Mi)(Ef),(Ab)(Cd)pMi, (3.11a)

∂App
(Ab)(Cd)

∂ref
= 2

Iθ,Ir∑
m,i

Πp,rr
(mi)(ef),(Ab)(Cd)rmi, (3.11b)

∂Arr
(ab)(cd)

∂pEf
= Πr,p

(Ef),(ab)(cd) + 2

Iθ,Ir∑
M,i

Πr,pp
(Mi)(Ef),(ab)(cd)pMi, (3.11c)

∂Arr
(ab)(cd)

∂ref
= 2

Iθ,Ir∑
m,i

Πr,rr
(mi)(ef),(ab)(cd)rmi, (3.11d)

∂Apr
(Ab),(cd)

∂pEf
=

Iθ,Ir∑
n,j

Πpr
(Ef),(nj),(Ab)(cd)rnj, (3.11e)

∂Apr
(Ab),(cd)

∂ref
= Πr

(ef),(Ab),(cd) +

Iθ,Ir∑
M,i

Πpr
(Mi),(ef),(Ab)(cd)pMi. (3.11f)

На четвертому етапi кiнетичнi рiвняння (2.53) повиннi бути розв’я-

занi вiдносно узагальнених швидкостей PAb та Rab. Постулюючи

PAb =
1

κAb
ṗAb +

Iθ,Ir∑
MN,ij

V pp
(Mi),(Nj),(Ab)ṗMipNj +

Iθ,Ir∑
mn,ij

V rr
(mi),(nj),(Ab)ṙmirnj

+

Iθ,Ir∑
Mnk,ijl

V prr
(Mi),(nj),(kl),(Ab)ṗMirnjrkl +

Iθ,Ir∑
MNK,ijl

V ppp
(Mi),(Nj),(Kl),(Ab)ṗMipNjpKl

+

Iθ,Ir∑
Mnk,ijl

V rpr
(nj),(Mi),(kl),(Ab)ṙnjpMirkl, (3.12a)
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Rab =
1

κab
ṙab +

Iθ,Ir∑
Mn,ij

V pr
(Mi),(nj),(ab)ṗMirnj +

Iθ,Ir∑
Mn,ij

V rp
(nj),(Mi),(ab)ṙnjpMi

+

Iθ,Ir∑
mnk,ijl

V rrr
(mi),(nj),(kl),(ab)ṙmirnjrkl

+

Iθ,Ir∑
MNk,ijl

V rpp
(kl),(Mi),(Nj),(ab)ṙklpMipNj +

Iθ,Ir∑
MNk,ijl

V ppr
(Mi),(Nj),(kl),(ab)ṗMipNjrkl,

(3.12b)

пiдставляючи (3.12) в кiнетичну субсистему (2.53) та групуючи подiбнi

величини, виводимо формули для коефiцiєнтiв в (3.12),

V pp
(Mi),(Nj),(Ab) =

1

ΛAAκAb

[
χpp(Nj)(Mi),(Ab) −

Πp,p
(Nj),(Ab)(Mi)

κMi

]
,

V rr
(mi),(nj),(Ab) =

1

ΛAAκAb

[
χrr(nj)(mi),(Ab) −

Πr
(nj),(Ab),(mi)

κmi

]
,

V rp
(nj),(Mi),(ab) =

1

Λaaκab

[
χpr(Mi),(nj),(ab) −

Πr,p
(Mi),(ab)(nj)

κnj

]
,

V pr
(Mi),(nj),(ab) =

1

Λaaκab

[
χpr(Mi),(nj),(ab) −

Πr
(nj),(Mi),(ab)

κMi

]
,

V ppp
(Mi),(Nj),(Kl),(Ab) =

1

ΛAAκAb

[
χppp(Mi)(Nj)(Kl),(Ab) −

Πp,pp
(Nj)(Kl),(Ab)(Mi)

κMi

−
Iθ,Ir∑
C,d

V pp
(Mi),(Nj),(Cd)Π

p,p
(Kl),(Ab)(Cd)

 ,
V prr

(Mi),(nj),(kl),(Ab) =
1

ΛAAκAb
×

[
χprr(Mi),(nj)(kl),(Ab) −

Πp,rr
(nj)(kl),(Ab)(Mi)

κMi

−
Iθ,Ir∑
c,d

V pr
(Mi),(nj),(cd)Π

r
(kl),(Ab),(cd)

 ,
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V rrr
(mi),(nj),(kl),(ab) =

1

Λaaκab

[
χrrr(nj)(kl)(mi),(ab) −

Πr,rr
(nj)(kl),(ab)(mi)

κmi

−
Iθ,Ir∑
C,d

V rr
(mi),(nj),(Cd)Π

r
(kl),(Cd),(ab)

 ,

V rpp
(kl),(Mi),(Nj),(ab) =

1

Λaaκab
×

[
χppr(Mi)(Nj),(kl),(ab) −

Πr,pp
(Mi)(Nj),(ab)(kl)

κkl

−
Iθ,Ir∑
c,d

V rp
(kl),(Mi),(cd)Π

r,p
(Nj),(ab),(cd)

 ,

V ppr
(Mi),(Nj),(kl),(ab) =

1

Λaaκab

[
2χppr(Mi)(Nj),(kl),(ab) −

Πpr
(Nj),(kl),(Mi)(ab)

κMi

−
Iθ,Ir∑
C,d

V pp
(Mi),(Nj),(Cd)Π

r
(kl),(Cd),(ab) −

Iθ,Ir∑
c,d

V pr
(Mi),(kl),(cd)Π

r,p
(Nj),(ab)(cd)

 ,
V rpr

(nj),(Mi),(kl),(Ab) =
1

ΛAAκAb

[
2χprr(Mi),(kl)(nj),(Ab) −

Πpr
(Mi),(kl),(Ab)(nj)

κnj

−
Iθ,Ir∑
C,d

V rr
(nj),(kl),(Cd)Π

p,p
(Mi),(Ab)(Cd) −

Iθ,Ir∑
c,d

V rp
(nj),(Mi),(cd)Π

r
(kl),(Ab),(cd)

 .
На п’ятому етапi вирази (3.8), (3.11) та (3.12) пiдставляються у ди-

намiчнi модальнi рiвняння (2.54). Виключаючи величини порядку o(ε),

отримуємо шуканi адаптивнi нелiнiйнi модальнi рiвняння

Iθ,Ir∑
M,i

p̈Mi

δMEδif +

Iθ,Ir∑
N,j

d
pp,(Ef)
(Mi),(Nj)pNj +

Iθ,Ir∑
NK,jl

d
ppp,(Ef)
(Mi),(Nj),(Kl)pNjpKl+
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+

Iθ,Ir∑
nk,jl

d
prr,(Ef)
(Mi),(nj),(kl)rnjrkl

+

Iθ,Ir∑
mn,ij

r̈mirnj

drr,(Ef)
(mi),(nj) +

Iθ,Ir∑
K,l

d
rrp,(Ef)
(mi),(nj),(Kl)pKl


+

Iθ,Ir∑
MN,ij

ṗMiṗNj

tpp,(Ef)
(Mi),(Nj)+

Iθ,Ir∑
K,l

t
ppp,(Ef)
(Mi),(Nj),(Kl)pKl

+ Iθ,Ir∑
Mnk,ijl

t
prr,(Ef)
(Mi),(nj),(kl)ṗMiṙnjrkl

+

Iθ,Ir∑
mn,ij

ṙmiṙnj

trr,(Ef)
(mi),(nj) +

Iθ,Ir∑
K,l

t
rrp,(Ef)
(mi),(nj),(Kl)pKl

+ σ̄2
EfpEf

= −(η̈1 − gη5 − Sbη̈5)δ1Eκ1f Pf ; E = 0, . . . , Iθ; f = 1, . . . , Ir, (3.13a)

Iθ,Ir∑
m,i

r̈mi

δmeδij +

Iθ,Ir∑
N,j

d
rp,(ef)
(mi),(Nj)pNj +

Iθ,Ir∑
NK,jl

d
rpp,(ef)
(mi),(Nj),(Kl)pNjpKl

+

Iθ,Ir∑
nk,jl

d
rrr,(ef)
(mi),(nj),(kl)rnjrkl

+

Iθ,Ir∑
Mn,ij

p̈Mirnj

dpr,(ef)
(Mi),(nj) +

Iθ,Ir∑
K,l

d
prp,(ef)
(Mi),(nj),(Kl)pKl


+

Iθ,Ir∑
Mn,ij

ṗMiṙnj

tpr,(ef)
(Mi),(nj) +

Iθ,Ir∑
K,l

t
prp,(ef)
(Mi),(nj),(Kl)pKl


+

Iθ,Ir∑
MNk,ijl

t
ppr,(ef)
(Mi),(Nj),(kl)ṗMiṗNjrkl +

Iθ,Ir∑
mnk,ijl

t
rrr,(ef)
(mi),(nj),(kl)ṙmiṙnjrkl + σ̄2

efref

= −(η̈2 + gη4 + Sbη̈4)δ1eκ1fPf ; e = 1, . . . , Iθ; f = 1, . . . , Ir, (3.13b)

де безрозмiрнi власнi частоти

σ̄Ef =
σEt
σ

(3.14)

визначено (2.48), Pf та Sb задано в (2.50) та (2.55), вiдповiдно, та гiдроди-

намiчнi коефiцiєнти в нелiнiйних величинах можуть бути явно обчисленi
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як функцiї вiд безрозмiрної глибини h

d
pp,(Ef)
(Mi),(Nj) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV

pp
(Mi),(Nj),(Ef) +

χpp(Nj)(Ef),(Mi)

κMi

]
,

d
ppp,(Ef)
(Mi),(Nj),(Kl) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV

ppp
(Mi),(Nj),(Kl),(Ef) +

χppp(Ef)(Nj)(Kl),(Mi)

κMi

+

Iθ,Ir∑
A,b

V pp
(Mi),(Nj),(Ab)χ

pp
(Kl)(Ef),(Ab)

 ,
d
prr,(Ef)
(Mi),(nj),(kl) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV

prr
(Mi),(nj),(kl),(Ef) +

χprr(Ef),(nj)(kl),(Mi)

κMi

+

Iθ,Ir∑
a,b

V pr
(Mi),(nj),(ab)χ

pr
(Ef),(kl),(ab)

 ,

d
rr,(Ef)
(mi),(nj) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV

rr
(mi),(nj),(Ef) +

χpr(Ef),(nj),(mi)

κmi

]
,

d
rrp,(Ef)
(mi),(nj),(Kl) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV

rpr
(mi),(Kl),(nj),(Ef) +

2χppr(Kl)(Ef),(nj),(mi)

κmi

+

Iθ,Ir∑
a,b

V rp
(mi),(Kl),(ab)χ

pr
(Ef),(nj),(ab) +

Iθ,Ir∑
A,b

V rr
(mi),(nj),(Ab)χ

pp
(Kl)(Ef),(Ab)

 ,

t
pp,(Ef)
(Mi),(Nj) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV

pp
(Mi),(Nj),(Ef) +

Πp,p
(Ef),(Mi)(Nj)

2κMiκNj

]
,

t
ppp,(Ef)
(Mi),(Nj),(Kl) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV̄

ppp
(Mi),(Nj),(Kl),(Ef) +

Πp,pp
(Kl)(Ef),(Mi)(Nj)

κMiκNj

+

Iθ,Ir∑
A,b

V pp
(Mi),(Nj),(Ab)χ

pp
(Kl)(Ef),(Ab) +

Iθ,Ir∑
A,b

Πp,p
(Ef),(Mi)(Ab)

κMi
V pp

(Nj),(Kl),(Ab)

 ,
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t
rr,(Ef)
(mi),(nj) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV

rr
(mi),(nj),(Ef) +

Πr,p
(Ef),(mi)(nj)

2κmiκnj

]
,

t
rrp,(Ef)
(mi),(nj),(Kl) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV

rpr
(mi),(Kl),(nj),(Ef) +

Πr,pp
(Kl)(Ef),(mi)(nj)

κmiκnj

+

Iθ,Ir∑
A,b

V rr
(mi),(nj),(Ab)χ

pp
(Kl)(Ef),(Ab) +

Iθ,Ir∑
a,b

Πr,p
(Ef),(mi)(ab)

κmi
V rp

(nj),(Kl),(ab)

 ,
t
prr,(Ef)
(Mi),(nj),(kl) =

κEf
ΛEE

[
ΛEEV̄

prr
(Mi),(nj),(kl),(Ef) +

Πpr
(Ef),(kl),(Mi)(nj)

κMiκnj

+

Iθ,Ir∑
a,b

(
V̄ pr

(Mi),(nj),(ab)χ
pr
(Ef),(kl),(ab) +

1

κnj
V pr

(Mi),(kl),(ab)Π
r,p
(Ef),(ab)(nj)

)

+

Iθ,Ir∑
A,b

Πp,p
(Ef),(Mi)(Ab)

κMi
V rr

(nj),(kl),(Ab)

 ,
d
pr,(ef)
(Mi),(nj) =

κef
Λee

[
ΛeeV

pr
(Mi),(nj),(ef) +

χrr(nj),(ef),(Mi)

κMi

]
,

d
prp,(ef)
(Mi),(nj),(Kl) =

κef
Λee

[
ΛeeV

ppr
(Mi),(Kl),(nj),(ef) +

2χprr(Kl),(nj)(ef),(Mi)

κMi

+

Iθ,Ir∑
A,b

V pp
(Mi),(Kl),(Ab)χ

rr
(nj)(ef),(Ab) +

Iθ,Ir∑
a,b

V pr
(Mi),(nj),(ab)χ

pr
(Kl),(ef),(ab)

 ,
d
rp,(ef)
(mi),(Nj) =

κef
Λee

[
ΛeeV

rp
(mi),(Nj),(ef) +

χpr(Nj),(ef),(mi)

κmi

]
,

d
rpp,(ef)
(mi),(Nj),(Kl) =

κef
Λee

[
ΛeeV

rpp
(mi),(Nj),(Kl),(ef) +

χppr(Nj)(Kl),(ef),(mi)

κmi

+

Iθ,Ir∑
a,b

V rp
(mi),(Nj),(ab)χ

pr
(Kl),(ef),(ab)

 ,
d
rrr,(ef)
(mi),(nj),(kl) =

κef
Λee

[
ΛeeV

rrr
(mi),(nj),(kl),(ef) +

χrrr(nj)(kl)(ef),(mi)

κmi

+

Iθ,Ir∑
A,b

V rr
(mi),(nj),(Ab)χ

rr
(kl)(ef),(Ab)

 ,
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t
pr,(ef)
(Mi),(nj) =

κef
Λee

[
ΛeeV̄

pr
(Mi),(nj),(ef) +

Πr
(ef),(Mi),(nj)

κMiκnj

]
,

t
prp,(ef)
(Mi),(nj),(Kl) =

κef
Λee

[
ΛeeV̄

rpp
(nj),(Mi),(Kl),(ef) +

Πpr
(Kl),(ef),(Mi)(nj)

κMiκnj

+

Iθ,Ir∑
a,b

V̄ pr
(Mi),(nj),(ab)χ

pr
(Kl),(ef),(ab) +

Iθ,Ir∑
a,b

V rp
(nj),(Kl),(ab)

κMi
Πr

(ef),(Mi),(ab)

+

Iθ,Ir∑
A,b

V pp
(Mi),(Kl),(Ab)

κnj
Πr

(ef),(Ab),(nj)

 ,

t
ppr,(ef)
(Mi),(Nj),(kl) =

κef
Λee

[
ΛeeV

ppr
(Mi),(Nj),(kl),(ef) +

Πp,rr
(kl)(ef),(Mi)(Nj)

κMiκNj

+

Iθ,Ir∑
A,b

V pp
(Mi),(Nj),(Ab)χ

rr
(kl)(ef),(Ab) +

Iθ,Ir∑
a,b

V pr
(Nj),(kl),(ab)

κMi
Πr

(ef),(Mi),(ab)

 ,
t
rrr,(ef)
(mi),(nj),(kl) =

κef
Λee

[
ΛeeV̄

rrr
(mi),(nj),(kl),(ef) +

Πr,rr
(kl)(ef),(mi)(nj)

κmiκnj

+

Iθ,Ir∑
A,b

V rr
(mi),(nj),(Ab)χ

rr
(kl)(ef),(Ab) +

Iθ,Ir∑
A,b

V rr
(mi),(kl),(Ab)

κnj
Πr

(ef),(Ab),(nj)

 ;

V̄ ppp
(Mi),(Nj),(Kl),(Ab) = V ppp

(Mi),(Nj),(Kl),(Ab) + V ppp
(Mi),(Kl),(Nj),(Ab),

V̄ prr
(Mi),(nj),(kl),(Ab) = V prr

(Mi),(nj),(kl),(Ab) + V prr
(Mi),(kl),(nj),(Ab) + V rpr

(nj),(Mi),(kl),(Ab),

V̄ pr
(Mi),(nj),(ab) = V pr

(Mi),(nj),(ab) + V rp
(nj),(Mi),(ab),

V̄ rrr
(mi),(nj),(kl),(ab) = V rrr

(mi),(nj),(kl),(ab) + V rrr
(mi),(kl),(nj),(ab),

V̄ rpp
(kl),(Mi),(Nj),(ab) = V rpp

(kl),(Mi),(Nj),(ab) + V rpp
(kl),(Nj),(Mi),(ab) + V ppr

(Mi),(Nj),(kl),(ab).

Систему звичайних диференцiальних рiвнянь (3.13) можна трактува-

ти як таку, що описує механiчну систему, складену iз нескiнченної кiль-

костi осциляторiв без демпфування. Якщо знехтувати нелiнiйними чле-

нами вiдносно узагальнених координат pMi та rmi, то система розпада-

ється на нескiнченний набiр лiнiйних осциляторiв. Отже, цi осцилятори
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(в нашому випадку пов’язанi iз pMi та rmi) взаємодiють виключно не-

лiнiйним чином. Саме нелiнiйнiсть забезпечує "перетiкання" кiнетичної

енергiї мiж ступенями вiльностi гiдродинамiчної системи, тут, узагаль-

неними координатам з pMi та rmi.

Наша подальша мета – фiзично коректно ввести дисипативнi члени

в систему (3.13).

3.2. Коефiцiєнти лiнiйного демпфування для власних форм

коливання рiдини

В рамках моделi iдеальної рiдини можливо пояснити ефект демпфу-

вання лише тодi, коли в’язкiсть рiдини породжує вихоровi течiї у вiд-

носно малих локальних зонах, зокрема, у малому ламiнарному в’язкому

шарi на змоченiй поверхнi баку, чи в околi лiнiї контакту рiдина-бак-газ.

Демпфування також може бути наслiдком бiльш складних феноменiв на

поверхнi рiдини. Важливо, що всi цi фiзичнi феномени носять локальний

характер у просторi, тобто потенцiальна складова соленоїдального поля

швидкостi домiнує, а вихорова складова (породжена в’язкiстю), де iснує,

сконцентрована у невеликих пiдобластях Q(t).

Розглянемо вплив дисипативних феноменiв на (малi) лiнiйнi стоячi

хвилi в цилiндричнiй порожнинi. Такi хвилi виникають у нерухомому

бацi за рахунок початкового збурення вiльної поверхнi. Описати зату-

хаючi стоячi хвилi, якi формуються власними формами (2.45), можна,

використовуючи лiнiйне наближення модальної системи (3.13) та вводя-

чи в лiнеаризовану систему (3.13) коефiцiєнти лiнiйного демпфування.

Рiвняння руху (система (3.13)) набувають тодi вигляд, подiбний до сис-

теми незалежних лiнiйних осциляторiв без правої частини (збурення)

p̈Mi + 2ξMiσ̄MiṗMi + σ̄2
MipMi = 0,

r̈mi + 2ξmiσ̄miṙmi + σ̄2
mirmi = 0.

(3.15)
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Введенi лiнiйнi члени (в рамках) виражають дисипацiю енергiї стоячих

хвиль. Коефiцiєнти ξMi пов’язанi з логарифмiчним декрементом затуха-

ння власних форм коливання рiдини. Вони повиннi бути малими безви-

мiрними величинами та нести у собi сумарний ефект вiд рiзноманiтних

дисипативних феноменiв, якi пов’язуються, зокрема, з в’язким ламiнар-

ним шаром на змоченiй поверхнi баку [168]. Додатковими факторами є

в’язкi ефекти на лiнiї контакту рiдина-бак-газ [166], забруднення вiльної

поверхнi [226], а також, для достатньо сильних збурень – розриви вiльної

поверхнi [189]. Коли ξMi є вiдносно малими, можна прийняти, що часто-

ти стоячих хвиль залишаються приблизно рiвними тим, якi дає теорiя

iдеальної рiдини (2.48).

Згiдно роботи Хендерсона та Майлза [168], яка дослiджувала експе-

риментальнi та теоретичнi значення ξMi, коефiцiєнти демпфування ξMi в

(3.15) значною мiрою визначаються в’язким шаром на змочених стiнках

баку та в’язким тертям в об’ємi. Теоретичнi значення ξMi асимптотично

можуть бути виведенi через число Галiлея [227], Ga� 1 (є спiввiдноше-

нням мiж силами тяжiння та в’язкiстю), або, бiльш точно, в термiнах

малого параметра

δ = Ga−1/4 =

√
ν/(g1/2R

3/2
0 )� 1, (3.16)

(ν - кiнетична в’язкiсть), який дає асимптотичну оцiнку товщини в’яз-

кого шару на змочених стiнках баку.

Асимптотичний вклад найнижчих порядкiв, ξsurf
Mi = O(δ), пов’язаний

iз ламiнарним в’язким шаром на змочених стiнках баку. Величину ξsurf
Mi

можна оцiнити, використовуючи метод Кулегана [166]. Асимптотичний

внесок другого порядку, ξbulkMi = O(δ2), є пов’язаним iз в’язкiстю рiдини

в об’ємi (внутрiшнє тертя). Вiдповiдно до робiт [167] та [168], сума

ξMi = ξsurf
Mi + ξbulkMi (3.17)

дає хороше узгодження з експериментами вiдносно декрементiв затуха-
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ння стоячих лiнiйних хвиль.

Для оцiнки коефiцiєнтiв демпфування ξMi у формулi (3.17), ми ви-

вчаємо втрату енергiї стоячої хвилi (власної форми коливання) за перi-

од коливань. Процедура виводу формули для (3.17) детально описана у

книзi [223] (глава 6), але для прямокутних резервуарiв. Проведемо цю

процедуру для випадку вертикального кругового цилiндричного баку.

Нехай iснує стояча хвиля, яка задана власною формою ϕMi (2.45), i

ця хвиля має частоту σ (перiод T ). Тодi вiдповiдний коефiцiєнт демпфу-

вання ξMi можна обчислити за формулою

< Ė >

2 < Ek >
= −2α

T
, ξMi =

α

2π
, (3.18)

де 2 < Ek > – повна усереднена енергiя стоячої хвилi за перiод T (в [223]

доведено, що вона дорiвнює подвоєнiй усередненiй кiнетичнiй енергiї), а

< Ė > – середня за перiод втрата енергiї у механiчнiй системi (в нашому

випадку – енергiї стоячої хвилi).

Повна середня за часом енергiя обчислюється за формулою

2 < Ek >= ρ

(
1

2
R5

0σ
2
Mi

∫
Q0

5ϕ2
MidQ︸ ︷︷ ︸

nondimensional

)
= ρ

(
1

2
R5

0σ
2
MiκMi

∫
Σ0

ϕ2
MidS

)

= ρ

(
1

2
R5

0σ
2
MiκMiΛMM

∫ 1

0

rR2
Midr

)
,

де ми врахували, що ϕMi – безрозмiрна форма власна форма, а

ΛMM =

2π, M = 0;

π, M 6= 0.

Втрата енергiї у чисельнику (3.18) є сумою втрат енергiї внаслiдок

в’язкого шару на змоченiй поверхнi баку < Ėl > та внутрiшнього в’яз-

кого тертя < Ėb >,

< Ė >=< Ėl > + < Ėb > .
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Iснують формули, якi дають вирази для < Ėl > та < Ėb > у ви-

падку ламiнарного в’язкого шару на поверхнi довiльної гладкої поверхнi

та замкненого об’єму рiдини, тобто для S0 та Q0 в нашому випадку. Цi

формули можна знайти в пiдручнику Ландау та Лiфшиця [228]. Перша

формула для < Ėl > дається в рiвняннi (24,14) з [228], а друга форму-

ла (для < Ėb >) приводиться в книзi Ландау та Лiфшиця зразу перед

формулою (25,2). Обидвi формули приводяться в явному виглядi та ана-

лiзуються Фалтiнсеном та Тимохою [223] (глава 6). Але застосовуються

цi формули лише для бакiв прямокутної геометрiї.

Застосовуючи формулу (24,14) з Ландаю та Лiфшиця [228] (див. та-

кож [223, (6.51)]), приходимо до наступного виразу для втрати енергiї за

перiод завдяки в’язкому шару на змоченiй поверхнi баку,

< Ėl >=
1

2
µ

√
σ

2ν

∫
S0

|v0τ |2dS︸ ︷︷ ︸
dimensional

= −1

2
µ

√
σ

2ν
R4

0σ
2
Mi

∫
S0

|v0τ |2dS︸ ︷︷ ︸
nondimensional

= µ

√
νσMi

2R2
0

R5
0σ

2
Mi

∫
S0

|∂τϕMi|2dS, (3.19)

де µ – коефiцiєнт в’язкостi, ν – кiнетична в’язкiсть, v0τ = ∂τϕMi – тан-

генцiальна похiдна на S0 (розмiрна та безрозмiрна).

Змочена поверхня баку, S0 = S0b + S0w, складається iз дна, S0b, та

стiнок S0w. Розбиваючи останнiй iнтеграл в (3.19) на двi складовi дає∫
S0b

|∂τϕMi|2dS =
ΛMM

cosh2(kMih)

[ ∫ 1

0

rR′2Midr +M 2

∫ 1

0

R2
Mi

r
dr

]
, (3.20)

та∫
S0w

|∂τϕMi|2dS =

= R2
Mi(1)

ΛMM

2

[
M 2

r2

(
tanh(kMih)

kMi
+

h

cosh2(kMih)

)
+ k2

Mi

(
tanh(kMih)

RMi
− h

cosh2(kMih)

)]
. (3.21)
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Враховуючи (3.19)-(3.21) у формулi (3.18), виводимо

ξsurf
Mi = δ

µ
(1)
Mi + 1

2J
2
Mi(kMi)(µ

(2)
Mi + µ

(3)
Mi)

2
√

2κ
5/4
Mi µ

(0)
Mi

, (3.22)

де

µ
(0)
Mi =

1∫
0

rJ2
Mi(kMir)dr, µ

(1)
Mi =

1∫
0

rk2
MiJ

′2
Mi(kMir)dr +M 2

1∫
0

J2
Mi(kMir)

r
dr,

µ
(2)
Mi = M 2

(
tanh(kMih)

kMi
+

h

cosh2(kMih)

)
,

µ
(3)
Mi = k2

Mi

(
tanh(kMih)

kMi
− h

cosh2(kMih)

)
.

(3.23)

Дисипацiю енергiї за рахунок внутрiшнього тертя можна знайти, ви-

користовуючи формулy Ландау-Лiфшиця [228], яка переписана в статтi

[168] до еквiвалентного вигляду

< Ėb >=
ρ

2

ν

R2
0

R5
0σ

2
Mi

∫
S0+Σ0

∂n(5ϕMi)
2dS, (3.24)

де ∂n – нормальна похiдна. Iнтеграл в (3.24) можна знайти в аналiтично-

му виглядi

∫
Σ0+S0

∂n(5ϕMi)
2dS =

=

[(
2

r2
R2
Mi(1)

)
M 2ΛMM

[
tanh(kMi)h

2kMi
+

h

2 cosh2(kMih)

]]
− 4ΛMM

∫ 1

0

rR2
Mi(r)dr · κMi · k2

Mi,
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отже

< Ėb >=
1

2
ρR5

0σ
2
Mi ·

ν

R2
0

ΛMM×

×
[
M 2

(
tanh(kMih)

kMi
+

h

cosh2(kMih)

)(
R2
Mi(1)

− 4κMi

∫ 1

0

rR2
Mi(r)dr

]
.

Таким чином, друга компонента в (3.17) набуває вигляду

ξbulkMi = δ2

[
2k2

Mi

κ
1/2
Mi

− J2
Mi(kMi)µ

(2)
Mi

2κ
3/2
Mi µ

(0)
Mi

]
. (3.25)

Число Бонда Bo= ρgR2
0/Ts (ρ - густина рiдини, а Ts - поверхневий

натяг) виражає спiввiдношення мiж силами гравiтацiї та поверхневого

натягу. Поверхневим натягом можна знехтувати, коли 100.Bo [13, Гла-

ва 4]. Для звичайної водопровiдної води та для звичайних умов на Землi

з ρ = 103 kg/m3 та Ts = 0.073N/m, ця нерiвнiсть веде до обмеження

знизу для радiуса цилiндричного баку 0.05m. R0. Оскiльки модаль-

нi рiвняння нехтують поверхневим натягом, аналiз неявно передбачає в

подальному це обмеження знизу на радiус R0. Воно є типовим для бiо-

реакторiв та настiльких вiбростендiв.

Число Галiлея Ga= gR3
0/ν

2 розглядається як спiввiдношення мiж си-

лами тяжiння/гравiтацiї та в’язкостi. Припустимо, що коефiцiєнти дем-

пфування обчислюються за (3.17), (3.22), (3.25) для води з-пiд крану та

подивимося як цi коефiцiєнти залежать вiд радiуса посудини R0. Чи-

сельний результат приведено на Рис. 3.1. Графiки показують, що кое-

фiцiєнти демпфування дiйсно є малими величинами, якi прямують до

нуля iз збiльшенням радiуса R0. В очевидь, даним видом демпфування

(поверхневим шаром та в’язкiстю рiдини) можна знехтувати для бакiв

ракетоносiїв, резервуарiв з водою та аналогiчними конструкцiями, що

мають справу з великими об’ємами. Проте для менших R0 (лаборатор-

них контейнерiв), коефiцiєнт демпфування, швидше за все, повинен бути
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Рис. 3.1: Чисельнi теоретичнi значення коефiцiєнтiв демпфування 2ξMi

згiдно формул (3.17)–(3.23) для M = 0, 1, 2, 3. Обчислення виконано для

води ν = 10−6 м2/с та g = 9.81м/с2. Другi iндекси в ξMi використову-

ються для позначення кривих. Значення радiуса R0 дано в метрах.

врахованим. Бiльше того, додатковi дисипативнi фактори (забруднення,

дефрагментацiя вiльної поверхнi, тощо) можуть суттєво збiльшити цi ко-

ефiцiєнти демпфування.

Сумуючи оцiнку знизу для поверхневого натягу, а також графi-

ки на Рис. 3.1, можна передбачати, що демпфування завдяки в’язко-

му ламiнарному шару та внутрiшньому тертю має враховуватись для
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резервуарiв, радiуси яких лежать в дiапазонi

0.05m . R0 . 0.3m, (3.26)

що, як ми вже писали, є характерним для бiореакторiв.

3.3. Модальнi рiвняння типу Нарiманова-Моiсєєва iз демпфу-

ванням

Фалтiнсен та iн. [223] використали нелiнiйний модальний метод для

виведення системи нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь (за-

мiсть (3.13)), що описує резонанснi коливання рiдини в цилiндричному

баку, коли частота збурення баку є близькою до найнижчої власної ча-

стоти, η1, η2, η4, та η5 є малими вiдносно радiусу посудини, та немає

вторинних (внутрiшнiх) резонансiв (ця умова, згiдно [223], виконується

для вiдносно великих глибин h & 1.2).

Використовуючи (2.53), (2.54) та припускаючи асимптотику

Нарiманова-Моiсєєва [223]

p11 ∼ r11 = O(ε1/3), p0j ∼ p2j ∼ r2j = O(ε2/3),

r1(j+1) ∼ p1(j+1) ∼ p3j ∼ r3j = O(ε), j = 1, 2, . . . , Ir; Ir →∞ (3.27a)

σ̄2
11 − 1 = O(ε2/3), σ̄Mi = σMi/σ, (3.27b)

дає змогу вивести з (3.13) наступнi нелiнiйнi модальнi рiвняння типу

Нарiманова-Моiсєєва вiдносно узагальнених гiдродинамiчних координат

p̈11+ 2ξ11σ̄11ṗ11 +σ̄2
11p11+P11(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = −(η̈1−ḡη5−S1η̈5)κ11P1,

(3.28a)

r̈11+ 2ξ11σ̄11ṙ11 +σ̄2
11r11+R11(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = −(η̈2+ḡη4+S1η̈4)κ11P1;

(3.28b)

p̈2k + 2ξ2kσ̄2kṗ2k + σ̄2
2kp2k + P2k(p11, r11) = 0, (3.29a)
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r̈2k + 2ξ2kσ̄2kṙ2k + σ̄2
2kr2k +R2k(p11, r11) = 0, (3.29b)

p̈0k + 2ξ0kσ̄0kṗ0k + σ̄2
0kp0k + P0k(p11, r11) = 0; (3.29c)

p̈3k + 2ξ3kσ̄3kṗ3k + σ̄2
3kp3k + P3k(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = 0, (3.30a)

r̈3k + 2ξ3kσ̄3kṙ3k + σ̄2
3kr3k +R3k(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = 0, k = 1, ..., Ir;

(3.30b)

p̈1n + 2ξ1nσ̄1nṗ1n + σ̄2
1np1n + P1n(p11, r11; p0j, p2j, r2j) =

= −(η̈1 − ḡη5 − Snη̈5)κ1n Pn, (3.31a)

r̈1n + 2ξ1nσ̄1nṙ1n + σ̄2
1nr1n +R1n(p11, r11; p0j, p2j, r2j) =

= −(η̈2 + ḡη4 + Snη̈4)κ1nPn, (3.31b)

n = 2, ..., Ir, де нелiнiйнi компоненти PMi,Rmi мають вигляд

P11(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = d1p11

(
p̈11p11 + r̈11r11 + ṗ2

11 + ṙ2
11

)
+ d2 [r11(p̈11r11 − r̈11p11) + 2ṙ11(ṗ11r11 − ṙ11p11)]

+

Ir∑
j=1

[
d

(j)
3 (p̈11p2j + r̈11r2j + ṗ11ṗ2j + ṙ11ṙ2j) + d

(j)
4 (p̈2jp11 + r̈2jr11)

+d
(j)
5 (p̈11p0j + ṗ11ṗ0j) + d

(j)
6 p̈0jp11

]
, (3.32a)

R11(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = d1r11

(
p̈11p11 + r̈11r11 + ṗ2

11 + ṙ2
11

)
+ d2 [p11(r̈11p11 − p̈11r11) + 2ṗ11(ṙ11p11 − ṗ11r11)]

+

Ir∑
j=1

[
d

(j)
3 (p̈11r2j − r̈11p2j + ṗ11ṙ2j − ṗ2j ṙ11) + d

(j)
4 (r̈2jp11 − p̈2jr11)

+d
(j)
5 (r̈11p0j + ṙ11ṗ0j) + d

(j)
6 p̈0jr11

]
, (3.32b)
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P2k(p11, r11) = d7,k(ṗ
2
11 − ṙ2

11) + d9,k(p̈11p11 − r̈11r11), (3.33a)

R2k(p11, r11) = 2d7,kṗ11ṙ11 + d9,k(p̈11r11 + r̈11p11) = 0, (3.33b)

P0k(p11, r11) = d8,k(ṗ
2
11 + ṙ2

11) + d10,k(p̈11p11 + r̈11r11); (3.33c)

P3k(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = d11,k

[
p̈11(p

2
11 − r2

11)− 2p11r11r̈11

]
+ d12,k

[
p11(ṗ

2
11 − ṙ2

11)− 2r11ṗ11ṙ11

]
+

Ir∑
j=1

[
d

(j)
13,k(p̈11p2j − r̈11r2j)

+ d
(j)
14,k(p̈2jp11 − r̈2jr11) +d

(j)
15,k(ṗ2j ṗ11 − ṙ2j ṙ11)

]
, (3.34a)

R3k(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = d11,k

[
r̈11(p

2
11 − r2

11) + 2p11r11p̈11

]
+ d12,k

[
r11(ṗ

2
11 − ṙ2

11) +2p11ṗ11ṙ11] +

Ir∑
j=1

[
d

(j)
13,k(p̈11r2j + r̈11p2j)

+ d
(j)
14,k(p̈2jr11 + r̈2jp11) +d

(j)
15,k(ṗ2j ṙ11 + ṙ2j ṗ11)

]
; (3.34b)

P1n(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = d16,n(p̈11p
2
11 + r11p11r̈11)

+ d17,n(p̈11r
2
11 − r11p11r̈11) + d18,np11(ṗ

2
11 + ṙ2

11) + d19,n(r11ṗ11ṙ11 − p11ṙ
2
11)

+

Ir∑
j=1

[
d

(j)
20,n(p̈11p2j + r̈11r2j) + d

(j)
21,n(p11p̈2j + r11r̈2j)

+d
(j)
22,n(ṗ11ṗ2j + ṙ11ṙ2j) + d

(j)
23,np̈11p0j + d

(j)
24,np11p̈0j + d

(j)
25,nṗ11ṗ0j

]
, (3.35a)

R1n(p11, r11; p0j, p2j, r2j) = d16,n(r̈11r
2
11 + r11p11p̈11)

+ d17,n(r̈11p
2
11 − r11p11p̈11) + d18,nr11(ṗ

2
11 + ṙ2

11) + d19,n(p11ṗ11ṙ11 − r11ṗ
2
11)

+

Ir∑
j=1

[
d

(j)
20,n(p̈11r2j− r̈11p2j)+d

(j)
21,n(p11r̈2j−r11p̈2j) + d

(j)
22,n(ṗ11ṙ2j − ṙ11ṗ2j)

+d
(j)
23,nr̈11p0j + d

(j)
24,nr11p̈0j + d

(j)
25,nṙ11ṗ0j

]
, n = 2, ..., Ir, (3.35b)
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а безвимiрнi гiдродинамiчнi коефiцiєнти є функцiями вiд безрозмiрної

глибини рiдини h [223].

Зауважимо, що у модальнi рiвняння Нарiманова-Моiсєєва входять

лише узагальненi координати iз першими iндексами M = 0, 1, 2, 3.

Узагальненi координати iз M ≥ 4 описуються однорiдними лiнiйними

модальними рiвняннями виду (3.15). Вони не мають неоднорiдних чле-

нiв та, внаслiдок цього, не дають внеску в усталенi рухи згiдно теорiї

Нарiманова-Моiсєєва. На великих промiжках часу вiдповiднi узагальне-

нi координати iз M ≥ 4 прямують до нуля через демпфування. Система

звичайних диференцiальних рiвнянь вимагає або початкових, або перiо-

дичних умов. Остання умова вiдповiдає за усталенi резонанснi хвилi.

Узагальненi координати третього порядку малостi в (3.30), (3.31), p3n,

r3n, r1(n+1), p1(n+1), n ≥ 1, вiдсутнi в iнших рiвняннях. Це означає, що,

розв’язавши пiдсистему (3.28), (3.29), можна пiдставити розв’язок в iн-

шi рiвняння (3.30), (3.31) та знайти вищезгаданi узагальненi координати

до порядку O(ε). Тому аналiз повинен бути зосереджений на пiдсистемi

(3.28), (3.29), де тiльки рiвняння (3.28) мiстять неоднорiднi члени, якi

пов’язуються iз рухом баку (права частина не нульова).

Новизною виведених модальних рiвнянь є наявнiсть лiнiйних демпфу-

ючих членiв, що не були розглянутi в [223]. Оскiльки цi рiвняння мають

асимптотичний характер, окрiм для резонансно збурених узагальнених

координат p11 та r11 в (3.28), необхiдно зберегти лише члени O(ε2/3) та

O(ε) в (3.29)-(3.31), враховуючи малiсть ξMi. Це виводить, що ξMi задо-

вiльняють асимптотичне спiввiдношення

ξ2i ∼ ξ0i ∼ ξ3i ∼ ξ1n = O(1), i ≥ 1, n ≥ 2. (3.36)

Для рiвнянь (3.28), якi описують резонансно збуренi p11 та r11, навiть

малi ξ11 можуть вплинути на характер розв’язкiв, отже ми не можемо за-

стосувати правило про нехтування величин o(ε) для дисипативних членiв

в (3.28) у випадку резонансу.
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Умова (3.36) для узагальнених координат вищих порядкiв виглядає

нефiзично та несумiсно iз нашими припущеннями, що коефiцiєнти дем-

пфування є малими безрозмiрними параметрами. Отже, для системи

Нарiманова-Моiсєєва можна всюди опустити лiнiйне демпфування, окрiм

для рiвнянь (3.28).

3.4. Асимптотичнi перiодичнi розв’язки та вiдповiднi усталенi

хвилi, їх стiйкiсть

3.4.1. Про тривимiрнi перiодичнi рухи баку. Припустимо до-

вiльнi перiодичнi рухи баку з амплiтудою порядку O(ε) за чотирма сту-

пенями вiльностi, тобто

ηi(t) =
∞∑
k=1

[
η

(k)
ia cos(kt) + µ

(k)
ia sin(kt)

]
, η

(k)
ia ∼ µ

(k)
ia = O(ε), (3.37)

де гармонiки Фур’є найнижчого порядку не є нульовi, тобто∑
i=1,2,4,5

|η(1)
ia |+ |µ

(1)
ia | 6= 0. (3.38)

В обговореннi рiвнянь (3.28)-(3.31), ми наголосили, що можна опусти-

ти узагальненi координати третього порядку r3k, p3k, r1n, p1n, та зосере-

дитись на пiдсистемi (3.28), (3.29), де тiльки два рiвняння (3.28) мають

не нульовi правi перiодичнi частини. Розв’язок цiєї пiдсистеми наближує

хвилi на поверхнi з точнiстю до O(ε2/3). Пiсля пiдстановки (3.37) у правi

частини (3.28) отримуємо

P1κ11

∞∑
k=1

[
(kη

(k)
1a − (kS1−g)η

(k)
5a ) cos(kt) + (kµ

(k)
1a − (kS1−g)µ

(k)
5a ) sin(kt)

]
,

P1κ11

∞∑
k=1

[
(kη

(k)
2a +(kS1−g)η

(k)
4a ) cos(kt) +(kµ

(k)
2a +(kS1−g)µ

(k)
4a ) sin(kt)

]
,

(3.39)

в яких, завдяки умовi (3.27b), та нехтуючи величинами порядку o(ε),

можна зробити замiну g = g/(R0σ
2)→ g = g/(R0σ

2
11).
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Асимптотика Нарiманова-Моiсєєва (3.27) передбачає, що тiльки пер-

шi гармонiки в ηi(t), i = 1, 2, 4, 5, будучи порядку O(ε), резонансно

збурюють узагальненi координати p11 та r11 до асимптотичного поряд-

ку O(ε1/3), в той час як iншi гармонiки в правих частинах (3.28) (чи

(3.39)) дають внесок O(ε) до узагальнених координат r11 та p11. Скон-

центруватись на амплiтудах найнижчих гармонiк, cos t та sin t, у правих

частинах (3.28a) та (3.28b):

εx = P1κ11(η
(1)
1a − [S1 − g]η

(1)
5a ), ε̄x = P1κ11(µ

(1)
1a − [S1 − g]µ

(1)
5a ),

ε̄y = P1κ11(η
(1)
2a + [S1 − g]η

(1)
4a ), εy = P1κ11(µ

(1)
2a + [S1 − g]µ

(1)
4a ),

(3.40)

де εx та ε̄x стосуються збурень вздовж осi Ox, а ε̄y та εy вiдповiдають за

гармонiки cos t та sin t вздовж осi Oy, можна знайти p11 та r11 з точнiстю

до O(ε2/3).

Рис. 3.2: Бак виконує орбiтальнi (елiптичнi) поступальнi рухи проти го-

динникової стрiлки; Oz – вiсь симетрiї. Область рiдиниQ(t) є обмеженою

вiльною поверхнею Σ(t) та змоченою поверхнею посудини S(t); Σ0 – не-

збурена вiльна поверхня.

Важливим є те, що якщо взяти лише члени (3.40) в правих части-
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нах (3.28), то ми приходимо до таких же правих частин, що виникають

у випадку, коли посудина рухається горизонтально та поступально за

законом

η1(t) = − 1

P1κ11
(εx cos t+ ε̄x sin t)

= −(η
(1)
1a − [S1 − g]η

(1)
5a ) cos t− (µ

(1)
1a − [S1 − g]µ

(1)
5a ) sin t, (3.41a)

η2(t) = − 1

P1κ11
(ε̄y cos t+ εy sin t)

= −(η
(1)
2a + [S1 − g]η

(1)
4a ) cos t− (µ

(1)
2a + [S1 − g]µ

(1)
4a ) sin t. (3.41b)

Цей штучно введений поступальний горизонтальний рух баку вiдбува-

ється за елiптичною траекторiєю у площинi Oxy, за- чи проти годинни-

ковою стрiлкою (див. Рис. 3.2). Без обмеження загальностi, можна сфо-

кусуватись на випадку руху проти годинникової стрiлки. Бiльше того,

використовуючи фазовий зсув по часу t := t+ t1 та обертання Oxy нав-

коло осi цилiндра (бiльша пiввiсь елiптичної орбiти повинна спiвпасти iз

Ox) дає можливiсть вважати, що

εx > 0, εy ≥ 0, ε̄y = ε̄x = 0 (3.42)

в (3.40) та (3.41).

Ми припускаємо, що умова (3.42) виконана в нашому подальшому

аналiзi. Фiзично, це означає, що, без обмеження загальностi, ми зосере-

джуємось на елiптичних горизонтальних збуреннях баку проти годинни-

кової стрiлки за законом (3.41) iз бiльшою пiввiссю (пов’язаною з εx), що

належить до осi Ox. Це означає також, що ми довели наступну лему.

Лема 2.1. В рамках асимптотичного наближення Нарiманова-

Моiсєєва (резонанснi рухи рiдини у вертикальному цилiндричному бацi,

що рухається перiодично з частотою σ ≈ σ11 за чотирма ступенями

вiльностi ηi = O(ε), i = 1, 2, 4, 5) резонанснi хвилi на поверхнi мають
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порядок O(ε1/3) та, з точнiстю до O(ε2/3) включно, цi хвилi еквiвален-

тнi таким, якi породжуються штучно введеними елiптичними гори-

зонтальними рухами бака за законом (3.41)

3.4.2. Компоненти перiодичного розв’язку порядкiв O(ε1/3)

та O(ε2/3). Для знаходження асимптотичного перiодичного розв’яз-

ку рiвнянь Нарiманова-Моiсєва, ми використовуємо метод Бубнова–

Гальоркiна [223]. Для цього задамо члени першого порядку малостi у

виглядi

p11(t) = a cos t+ ā sin t+O(ε), r11(t) = b̄ cos t+ b sin t+O(ε), (3.43)

де безрозмiрнi амплiтуднi параметри a, ā, b̄, та b мають асимптотичний

порядок O(ε1/3). Пiдстановка (3.43) в (3.29) дає змогу знайти узагальненi

координати другого порядку

p0k(t) = s0k(a
2 + ā2 + b2 + b̄2)

+ s1k

[
(a2 − ā2 − b2 + b̄2) cos 2t+ 2(aā+ bb̄) sin 2t

]
+ o(ε), (3.44a)

p2k(t) = c0k(a
2 + ā2 − b2 − b̄2)

+ c1k

[
(a2 − ā2 + b2 − b̄2) cos 2t+ 2(aā− bb̄) sin 2t

]
+ o(ε), (3.44b)

r2k(t) = 2c0k(ab̄+bā)+2c1k

[
(ab̄− bā) cos 2t+(ab+ āb̄) sin 2t

]
+o(ε), (3.44c)

де

s0k = 1
2

(
d10,k − d8,k

σ̄2
0k

)
, s1k =

d10,k + d8,k

2(σ̄2
0k − 4)

,

c0k = 1
2

(
d9,k − d7,k

σ̄2
2k

)
, c1k =

d9,k + d7,k

2(σ̄2
2k − 4)

.

(3.45)

Пiдстановка (3.43) та (3.44) у (3.28) та групування доданкiв перед

першою гармонiкою, при cos t та sin t, в (3.28), виводить необхiдну умову
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розв’язностi задачi у виглядi наступної (секулярної) системи нелiнiйних

алгебраїчних рiвнянь

1© : a
[
(σ̄2

11 − 1) +m1(a
2 + ā2 + b̄2) +m3b

2
]

+ ā[(m1 −m3)b̄b+ ξ] = εx,

2© : ā
[
(σ̄2

11 − 1) +m1(a
2 + ā2 + b2) +m3b̄

2
]

+ a[(m1 −m3)b̄b− ξ] = 0,

3© : b
[
(σ̄2

11 − 1) +m1(b
2 + b̄2 + ā2) +m3a

2
]

+ b̄[(m1 −m3)āa− ξ] = εy,

4© : b̄
[
(σ̄2

11 − 1) +m1(b
2 + b̄2 + a2) +m3ā

2
]

+ b[(m1 −m3)āa+ ξ] = 0

(3.46)

вiдносно до a, ā, b̄ та b; тут, ξ = 2ξ11, коефiцiєнти m1 та m3 обчислюються

формулами

m1 =−1
2d1 +

Ir∑
j=1

[
c1j

(
1
2d

(j)
3 − 2d

(j)
4

)
+s1j

(
1
2d

(j)
5 − 2d

(j)
6

)
−s0jd

(j)
5 −c0jd

(j)
3

]
,

(3.47a)

m3 = 1
2d1 − 2d2

+

Ir∑
j=1

[
c1j

(
3
2d

(j)
3 −6d

(j)
4

)
+s1j

(
−1

2d
(j)
5 +2d

(j)
6

)
−s0jd

(j)
5 +c0jd

(j)
3

]
(3.47b)

та є функцiями вiд h та σ̄11. Використовуючи (3.27b), можна показати,

що залежнiстю вiд σ̄11 можна знехтувати, пiдставивши σ = σ11 у (3.47).

Залежнiсть вiд σ залишається тiльки у (σ̄2
11−1)-величинах рiвнянь (3.46).

При виводi секулярної системи (3.46), ми врахували Лему 2.1 в тiй

частинi, де вона стосується виключно горизонтальних орбiтальних рухiв

баку за елiптичною траекторiєю.

3.4.3. Типи усталених хвиль та їх стiйкiсть. Потрiбно заува-

жити, що вiдповiдно до асимптотики найнижчого порядку (3.43), уста-

ленi хвилi вiльної поверхнi визначаються як суперпозицiя двох власних

форм коливання рiдини

ζ(r, θ, t) = J1(k11r)
[
(a cos θ+ b̄ sin θ) cos t+(ā cos θ+b sin θ) sin t

]
+ o(ε2/3),

(3.48)
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що описує так звану кругову хвилю (swirling) за виключенням випадку,

коли (a cos θ + b̄ sin θ) та (ā cos θ + b sin θ) являють собою два подiбнi

патерни. Останнє станеться тодi i тiльки тодi, коли

a b = ā b̄. (3.49)

Умова (3.49) означає, що (3.48) описує стоячу усталену хвилю.

Що таке кругова хвиля (iнакше – азимутальна прогресивна хвиля)

детально обговорюється в багатьох роботах, зокрема в [223].

3.4.4. Альтернативна форма секулярної системи рiвнянь

(3.46). Для (3.46) з ξ = 0 (демпфування не враховується) та m1 6= m3

в роботi [223] було доведено, що секулярна система має розв’язок тодi i

тодi, коли ā = b̄ = 0 для

0 ≤ δ = εy/εx < 1.

Це для випадку поздовжнiх збурень баку (δ = 0) та елiптичних гармонi-

чних рухiв баку (δ 6= 0, δ < 1). Для кругових рухiв баку, система (3.46)

стає виродженою.

Якщо ξ 6= 0, амплiтуднi параметри ā та b̄ не нульовi, отже, цей ре-

зультат не може бути перенесено на випадок резонансних хвиль iз дем-

пфуванням. Використовуючи результати роботи [229], перепишемо (3.46)

до бiльш фiзично привабливої форми мовою iнтегральних амплiтуд A,B

та зсувiв фаз ψ, ϕ, визначених як

A =
√
a2 + ā2 and B =

√
b̄2 + b2 > 0, (3.50a)

a = A cosψ, ā = A sinψ, b̄ = B cosϕ, b = B sinϕ. (3.50b)

Пiдставляючи (3.50) у вирази ā 1© − a 2©, b̄ 3© − b 4©, a 1© + ā 2© та
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b 3©+ b̄ 4© (3.46) отримуємо наступнi альтернативнi секулярнi рiвняння 1 :A[Λ +m1A
2 + (m3 −F)B2] = εx cosψ, 3 :A[DB2 + ξ] = εx sinψ,

2 :B[Λ +m1B
2 + (m3 −F)A2] = εy sinϕ, 4 :B[DA2 − ξ] = εy cosϕ,

(3.51a)
F = (m3 −m1) cos2(α) = (m3 −m1)/(1 + C2),

D = (m3 −m1) sin(α) cos(α) = (m3 −m1)C/(1 + C2),
(3.51b)

де

Λ = σ̄2
11 − 1, α = ϕ− ψ, C = tanα, 0 ≤ εy ≤ εx 6= 0,

(F(α) таD(α) - функцiї з перiодом π вiдносно рiзницi зсуву фаз α). Секу-

лярнi системи (3.46) та (3.51) є математично еквiвалентними. Iншими

словами, знаючи A,B, ψ, ϕ з (3.51), можна визначити a, ā, b, b̄ i навпаки.

В термiнах (3.50) та (3.51), коли AB > 0, умова стоячої хвилi (3.49)

є еквiвалентною до

sinα = 0 ⇔ C = 0. (3.52)

3.4.5. Про вклад форм третього порядку малостi. Якщо ми

знаємо домiнантнi амплiтуднi параметри a, ā, b та b̄ iз секулярних рiвнянь

(3.46), узагальненi координати другого порядку (3.44) стають повнiстю

визначеними. Отже виникає проблема знайти члени порядку O(ε), що

визначають перiодичнi хвилi у рамках теорiї Нарiманова-Моiсєєва. Дов-

гi, але вiдносно очевиднi викладки дають цей повний асимптотичний

розв’язок системи Нарiманова-Моiсєєва (3.28)-(3.41) у виглядi

p11(t) = a cosσt+ ā sinσt+
l
(1)
3

9− σ̄2
11

[
(2 ābb̄+a (−a2− b̄2+b2+3ā2)) cos 3σt

+ (−2 abb̄+ ā (ā2 + b2 − b̄2 − 3a2)) sin 3σt

]
+ o(ε), (3.53a)
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r11(t) = b̄ cosσt+b sinσt+
l
(1)
3

9− σ̄2
11

[
(2 aāb+ b̄ (−b̄2−a2 + ā2 +3b2)) cos 3σt

+ (−2 aāb̄+ b (b2 + ā2 − a2 − 3b̄2)) sin 3σt

]
+ o(ε); (3.53b)

p1n(t) =
1

1− σ̄2
1n

{[
− ε(n)

pc +

(
l
(n)
1 − l

(n)
2

)
ābb̄

+ a

(
l
(n)
1 [a2 + b̄2 + ā2] + l

(n)
2 b2

)]
cosσt

+

[
− ε(n)

ps +

(
l
(n)
1 − l

(n)
2

)
abb̄+ ā

(
l
(n)
1 [ā2 + a2 + b2] + l

(n)
2 b̄2

)]
sinσt

}
+

l
(n)
3

9− σ̄2
1n

{[
2 ābb̄+ a

(
− a2 − b̄2 + b2 + 3ā2

)]
cos 3σt

+

[
− 2 abb̄+ ā

(
ā2 + b2 − b̄2 − 3a2

)]
sin 3σt

}
+ o(ε), (3.54a)

r1n(t) =
1

1− σ̄2
1n

{[
− ε(n)

rc +

(
l
(n)
1 − l

(n)
2

)
aāb

+ b̄

(
l
(n)
1 [b̄2 + a2 + b2] + l

(n)
2 ā2

)]
cosσt

+

[
− ε(n)

rs +

(
l
(n)
1 − l

(n)
2

)
aāb̄+ b

(
l
(n)
1 [b2 + b̄2 + ā2] + l

(n)
2 a2

)]
sinσt

}
+

l
(n)
3

9− σ̄2
1n

{[
2 aāb+ b̄

(
− a2 − b̄2 + ā2 + 3b2

)]
cos 3σt

+

[
− 2 aāb̄+ b

(
b2 + ā2 − a2 − 3b̄2

)]
sin 3σt

}
+ o(ε), n ≥ 2; (3.54b)

p3n(t) =
k

(n)
1

1− σ̄2
3n

[(
− 2 ābb̄+ a (a2 + ā2 − b2 − 3b̄2)

)
cosσt

+

(
− 2 abb̄+ ā (ā2 + a2 − b̄2 − 3b2)

)
sinσt

]
+

k
(n)
2

9− σ̄2
3n

[(
6 ābb̄+ a (a2 + 3(b2 − ā2 − b̄2)

)
cos 3σt

−
(

6 aāb+ ā (ā2 + 3(b̄2 − b2 − a2)

)
sin 3σt

]
+ o(ε), (3.55a)
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r3n(t) =
k

(n)
1

1− σ̄2
3n

[(
2 aāb+ b̄ (−b̄2 − b2 + ā2 + 3a2)

)
cosσt

+

(
2 aāb̄+ b (−b2 − b̄2 + a2 + 3ā2)

)
sinσt

]
+

k
(n)
2

9− σ̄2
3n

[
−
(

6 aāb+ b̄ (b̄2 + 3(ā2 − a2 − b2)

)
cos 3σt

+

(
6 aāb̄+ b (b2 + 3(a2 − b̄2 − ā2)

)
sin 3σt

]
+ o(ε), n ≥ 1, (3.55b)

де

l
(n)
1 = −3

4d16,n + 1
4d18,n +

Ir∑
k=1

[
c1k

(
−1

2d
(k)
20,n − 2d

(k)
21,n + d

(k)
22,n

)
+s1k

(
−1

2d
(k)
23,n − 2d

(k)
24,n + d

(k)
25,n

)
+ c0kd

(k)
20,n − s0kd

(k)
23,n

]
, (3.56a)

l
(n)
2 = −1

4d16,n + 3
4d18,n − d19,n +

Ir∑
k=1

[
c1k

(
−3

2d
(k)
20,n − 6d

(k)
21,n + 3d

(k)
22,n

)
+s1k

(
1
2d

(k)
23,n + 2d

(k)
24,n − d

(k)
25,n

)
+ c0kd

(k)
20,n − s0kd

(k)
23,n

]
, n ≥ 2; (3.56b)

l
(1)
3 = 1

2d1 +

Ir∑
k=1

[
c1k

(
3
2d

(k)
3 + 2d

(k)
4

)
+ s1k

(
3
2d

(k)
5 + 2d

(k)
6

)]
, (3.56c)

l
(n)
3 = 1

4d16,n + 1
4d18,n +

Ir∑
k=1

[
c1k

(
1
2d

(k)
20,n + 2d

(k)
21,n + d

(k)
22,n

)
+s1k

(
1
2d

(k)
23,n + 2d

(k)
24,n + d

(k)
25,n

)]
, n ≥ 2; (3.56d)

k
(n)
1 = −3

4d11,n + 1
4d12,n +

Ir∑
k=1

[
c1k

(
−1

2d
(k)
13,n − 2d

(k)
14,n + d

(k)
15,n

)
− c0kd

(k)
13,n

]
,

(3.56e)

k
(n)
2 = −1

4d11,n − 1
4d12,n −

Ir∑
k=1

c1k

(
1
2d13,n + 2d14,n + d15,n

)
, n ≥ 1. (3.56f)

У всiх виразах, c0k, s0k, c1k та s1k обчислено з використанням рiвнянь

(3.45) i σ̄11 = 1. Зауважимо також, що цi наближення дано для елiпти-

чних орбiтальних збурень баку.
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3.4.6. Стiйкiсть. Для дослiдження стiйкостi побудованого асим-

птотичного усталеного розв’язку використовується лiнiйний метод Ля-

пунова та метод роздiлення повiльного та швидкого часу. Ця процеду-

ра пропонує введення повiльного часу τ = 1
2ε

2/3t та постулює збуренi

розв’язки як

a1 = (a+ α(τ)) cos t+ (ā+ ᾱ(τ)) sin t+ o(ε1/3),

b1 = (b̄+ β̄(τ)) cos t+ (b+ β(τ)) sin t+ o(ε1/3),
(3.57)

де a, ā, b та b̄ беруться з (3.46). Пiдстановка (3.57) у модальнi рiвняння,

групування доданкiв найнижчого асимптотичного порядку та збережен-

ня лiнiйних членiв вiдносно α, ᾱ, β i β̄ веде до наступної лiнiйної системи

звичайних диференцiальних рiвнянь

s′ + ξs + S s = 0, (3.58)

де s = (α, ᾱ, β, β̄)T , риска означає диференцiювання по τ , а матриця S
має наступнi елементи

s11 = −2m1aā− (m1 −m3)bb̄; s13 = −2m1āb− (m1 −m3)ab̄,

s12=−(σ̄2
11−1)−m1(a

2 +3ā2 +b2)−m3b̄
2; s14 =−2m3āb̄− (m1−m3)ab,

s21 = (σ̄2
11−1)+m1(3a

2 + ā2 + b̄2) +m3b
2; s22 = 2m1aā+ (m1 −m3)bb̄,

s23 = 2m3ab+ (m1 −m3)āb̄; s24 = 2m1ab̄+ (m1 −m3)āb,

s31 = 2m1ab̄+ (m1 −m3)bā; s32 = 2m3āb̄+ (m1 −m3)ab,

s33 = 2m1bb̄+(m1−m3)aā; s34 = (σ̄2
11 − 1) +m1(b

2 + 3b̄2 + a2) +m3ā
2,

s41 = −2m3ab− (m1 −m3)āb̄; s42 = −2m1āb− (m1 −m3)ab̄,

s43 =−(σ̄2
11− 1)−m1(3b

2 + b̄2 + ā2)−m3a
2; s44 =−2m1bb̄− (m1−m3)aā.

Фундаментальний розв’язок s = exp(λτ)a системи диференцiальних

рiвнянь (3.58) приводить до спектральної матричної задачi [(λ + ξ)I +

S]a = 0, де λ є невiдомими власними значеннями, a – вiдповiднi власнi
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вектори та I – одинична матриця. Викладки дають наступне характери-

стичне (бiквадратне) рiвняння

(λ+ ξ)4 + s1(λ+ ξ)2 + s0 = 0, (3.59)

де s0 є детермiнантом S. Власнi значення λ можуть бути визначенi як

−ξ ±√x1,2, де x1,2 = 1
2(−s1 ±

√
s2

1 − 4s0) є двома розв’язками рiвняння

x2 + s1x+ s0 = 0.

Розв’язок, пов’язаний iз a, ā, b та b̄, є асимптотично стiйким (α, ᾱ, β

та β̄ експотенцiально спадають за τ ) тодi i тiльки тодi, коли дiйсна ком-

понента λ є строго вiд’ємною.

Для ξ > 0, умова стiйкостi може бути записана як альтернатива

або s2
1 − 4s0 ≥ 0 & − s1 +

√
s2

1 − 4s0 ≤ 0 (⇔ s0 ≥ 0 & s1 ≥ 0) ,

чи s2
1 − 4s0 ≥ 0 & − s1 +

√
s2

1 − 4s0 > 0 &

√
1
2

(
−s1 +

√
s2

1 − 4s0

)
< ξ,

чи s2
1 − 4s0 < 0 &

√
2
√
s0 − s1 < ξ. (3.60)

Таким чином, ми довели наступну лему.

Лема 2.2. Усталена перiодична хвиля (3.48), домiнантнi амплiту-

днi параметри якої визначаються iз секулярної системи (3.46), є асим-

птотично стiйкою, коли виконується альтернатива (3.60), де s0 та

s1 виникають у (3.59) та пов’язуються iз матрицею S. Розв’язки опи-

сують кругову чи стоячу хвилю. Остання виникає за умови (3.49).

3.5. Висновки до роздiлу

Використовуючи декiлька типiв асимптотик для гiдродинамiчних

узагальнених координат та швидкостей, якi було введено в роздiлi 2

при виведеннi модальних рiвнянь (2.53), (2.54), можна отримати спро-

щенi системи нелiнiйних модальних рiвнянь (систем звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь), якi допускають аналiтичнi дослiдження, а також
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дозволяють фiзично коректно ввести додатковi лiнiйнi члени в рiвняння,

що описують демпфування у цiй механiчнiй системi.

Якщо ввести лiнiйнi демпфуючi члени в лiнеаризованi адаптивнi

модальнi рiвняння, можна теоретично описати логарифмiчний декре-

мент затухання стоячих хвиль. Виведено формули для безрозмiрних кое-

фiцiєнтiв демпфування в останнiх членах. Цi коефiцiєнти вiдображають

ефект в’язкого демпфування, пов’язаного iз ламiнарним в’язким шаром

на змочених стiнках баку, а також внутрiшнiм тертям. Формули мають

асимптотичний характер в термiнах числа Галiлея Ga� 1.

Якщо рiдина є водопровiдною водою, оцiнки показують, що для радi-

усiв резервуара 0.05m . R0 . 0.3m поверхневим натягом можна знехту-

вати, але врахування в’язкого демпфування може бути важливим. Цей

дiапазон вiдповiдає контейнерам бiореакторiв.

В роздiлi отримано та проаналiзовано усталенi рухи рiдини при ре-

зонансному збуреннi першої власної частоти в рамках модальної теорiї

Нарiманова-Моiсєєва iз демпфуванням. Ця теорiя передбачає резонан-

сно збуренi найнижчi власнi форми (узагальненi координати p11 та r11),

якi дають домiнантний вклад порядку O(ε1/3), де O(ε) – амплiтуда зовнi-

шнього збурення. Показано, що для модальних рiвнянь типу Нарiманова-

Моiсєєва лише лiнiйне демпфування двох найнижчих власних форм ко-

ливання рiдини є важливим.

Використовуючи леми 2.1 та 2.2, а також результати роздiлу 3.4, ми,

фактично, довели наступну основну теорему роздiлу 3.

Теорема 3.1. В рамках асимптотичної модальної теорiї Нарiманова-

Моiсєєва iз демпфуванням (3.28)-(3.31) усталенi резонанснi хвилi

на вiльнiй поверхнi з точнiстю до членiв другого порядку малостi

(O(ε1/3) та O(ε2/3) включно, де O(ε) – амплiтуда перiодичного збуре-

ння баку за ηi(t), i = 1, 2, 4, 5) є еквiвалентнi резонансним хвилям, якi

виникають при вiдповiдних рухах баку за елiптичною орбiтою (Рис.
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3.2). При цьому лише демпфуючий коефiцiєнт ξ11 в рiвняннях для p11

та r11 впливає на чотири домiнантнi амплiтуди a, ā, b, b̄ = O(ε1/3),

якi описуються секулярною системою (3.46) [альтернативно, (3.51)].

Стiйкiсть усталених хвиль визначається з альтернативи (3.60). Мо-

жливими є лише круговi та стоячi хвилi (критерiй (3.49)).
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Роздiл 4

УСТАЛЕНI РЕЗОНАНСТI КОЛИВАННЯ РIДИНИ ПРИ

ПОЗДОВЖНЬОМУ ПЕРIОДИЧНОМУ ЗБУРЕННI

КОНТЕЙНЕРА

Як про це вже сказано в оглядi лiтератури за темою дисертацiї, зада-

ча про вимушенi резонанснi коливання рiдини при гармонiчних поздов-

жнiх горизонтальних збуреннях вертикального цилiндричного баку на-

лежить до класичних (тестових) проблем, якi дослiджували ще з кiнця

50-х рокiв минулого столiття експериментально, аналiтично та чисель-

но, в тому числi за допомогою нелiнiйних модальних методiв. Найбiльш

вiдомими та важливими з математичної та фiзичної точок зору є тео-

ретичнi дослiдження I.О. Луковського, який наприкiнцi 80-х рокiв вивiв

п’ятимодову нелiнiйну модальну систему типу Нарiманова-Моiсєєва та

використав її для побудови наближено-аналiтичних перiодичних розв’яз-

кiв вищесказаної проблеми, тим самим описавши можливi усталенi ре-

зонанснi хвилi. Використовуючи повну нелiнiйну модальну систему ти-

пу Нарiманова-Моiсєєва, аналiз Луковського було недавно узагальнено

в статтi Фалтiнсена, Луковського та Тимохи [223].

Трактуючи останнiй результат в термiнах секулярної системи (3.46)

вiдносно безрозмiрних амплiтудних параметрiв a, ā, b̄, b (та ξ = 0), пiд-

тверджено результат Луковського про те, що якщо εy = ξ = 0, то завжди

ā = b̄ й iснує як стояча (плоска) хвиля з b = 0 в (3.49), яка є нестiйкою в

околi резонансу, так i кругова хвиля (a·b 6= 0 в (3.49)), яка є завжди стiй-

кою, коли σ ≈ σ1. Крiм того, було пiдтвержено, що iснує дiапазон частот,

де жодний iз усталених хвильових рухiв (стояча чи кругова хвиля) не є

стiйким, отже, виникають iррегулярi (хаотичнi) резонанснi хвилi. Дiапа-

зони частот для плоскої, кругової та хаотичної хвиль, що випливають з

теорiї [223], є у хорошiй вiдповiдностi з вiдповiдними експериментальни-

ми даними.
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Метою цього роздiлу є узагальнення останнiх результатiв на випа-

док ξ > 0 (демпфованих коливань рiдини). Як вже згадувалося ранiше,

система (3.46) не є зручною для аналiзу демпфованих хвиль. Для ефе-

ктивних аналiтичних дослiджень ми будемо в подальному, в цьому та

наступному роздiлi, оперувати iз еквiвалентною секулярною системою

(3.51), розв’язавши яку, ми визначимо як iнтегральну амплiтуду A, що

вiдповiдає за компоненту поверхневих хвиль у площинi збурення, так i

амплiтуду B, що описує хвилi у перпендикулярному напрямку. В систему

(3.51) також вводять два зсуви фаз, ψ та ϕ.

Основною цiллю буде отримання аналiтичного розв’язку секулярної

системи (3.51) та вивчення стiйкостi вiдповiдних усталених хвиль для

випадку ξ > 0. Це дозволить описати амплiтудно-частотнi характери-

стики у термiнах iнтегральних амплiтуд A та B, вивчити зсув фаз ψ

вiдносно гармонiчного поздовжнього збурення (для ξ = 0 цей зсув фаз

дорiвнює±π чи 0), а також вивчити ряд iнших гiдродинамiчних характе-

ристик, якi можна порiвняти iз експериментами. Таке порiвняння є ва-

жливою складовою для валiдацiї побудованої нелiнiйної модальної теорiї

Нарiманова-Моiсєєва iз демпфуванням.

4.1. Класифiкацiя усталених резонансних хвиль, типи

розв’язкiв системи (3.51) та вiдповiднi амплiтудно-

частотнi характеристики

Для початку розглянемо випадок недемпфованих резонансних хвиль,

який було дослiджено, використовуючи (3.46), в роботi [223]. Перефор-

мульовуючи цей результат в термiнах секулярної системи (3.51) з εy = 0

та ξ = 0, можна сформулювати наступне твердження.

Твердження 4.1 [доведене в [223], але для (3.46)]. Iснує лише два

типи розв’язкiв системи (3.51) для поздовжнiх гармонiчних збурень

вздовж Ox (при ξ = εy = 0). Вони вiдповiдають плоскiй стоячiй хвилi
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Рис. 4.1: Амплiтудно-частотнi характеристики, зображенi у просторi

(σ/σ11, A,B) для випадку поздовжнього горизонтального гармонiчного

збурення баку вздовж осi Ox. Безрозмiрна глибина h = 1.5, безвимiрна

амплiтуда горизонтального збурення баку η1a = 0.01 (η2a = 0). Гiлки

побудовано використовуючи результати Твердження 4.1 та Теорему 4.1.

Жирними лiнiями позначено стiйкi перiодичнi розв’язки (усталенi хви-

лi). Випадок без демпфування (ξ = 0) представлено злiва (a), а випадок

iз демпфуванням (тут ξ = 0.02) - справа (b). Мiж точками бiфуркацiї

E1 та H1(H) не iснує стiйких усталених коливань рiдини та очiкуються

iррегулярнi (хаотичнi) хвилi. Кривi, якi лежать в площинi (σ/σ11, A),

вiдповiдають за плоскi (стоячi) хвилi. Демпфування породжує точку бi-

фуркацiї P , де з плоскої хвилi з’являється кругова, та точку бiфуркацiї

H2, яка обмежує дiапазон стiйкостi кругової хвилi при зростаннi безроз-

мiрної частоти збурення σ/σ11.

(A > 0, B = 0, sinψ = 0, C = 0, зсув фаз ϕ не визначений) та круговiй

хвилi (AB > 0, sinψ = cosϕ = 0, C = ±∞). Кругова хвиля може вини-

кати або проти-, або за рухом годинникової стрiлки; цим напрямкам

вiдповiдають C = +∞ та −∞ (α = π/2 та α = −π/2), вiдповiдно.

Нехай в систему включено строго позитивний коефiцiєнт демпфу-

вання ξ > 0, а εy = 0. Тодi можна сформулювати наступну теорему

(основний результат цього роздiлу).
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Теорема 4.1. Для поздовжнiх гармонiчних (перiодичних) збурень баку

вздовж осi Ox, (εx > 0, εy = 0) та, за наявностi ненульового малого

демпфування (ξ > 0), iснують лише два типи усталених резонансних

хвиль, плоска стояча та кругова, причому

(A) Плоска стояча хвиля вiдповiдає розв’язкам (3.51) типу B =

0, A > 0 та C 6= 0 (зсув фаз ϕ не визначено), де A та ψ аналiтично

визначаються з рiвнянь

A2 [(Λ +m1A
2)2 + ξ2] = ε2x; 0 < A ≤ εx

ξ
; ψ = arccos

A(Λ +m1A
2)

εx
. (4.1)

(B) Усталена кругова хвиля вiдповiдає ров’язкам (3.51) вигляду

AB > 0, C 6= 0, де ненульовi C,A та B можна послiдовно знайти,

розв’язуючи кубiчне рiвняння

q3C
3 + q2C

2 + q1C + q0 = 0 (4.2)

з коефiцiєнтами

q3 = ξ3 (m1 +m3)
2 > 0, q2 = 2ξ2Λ (m2

3 −m2
1),

q1 = ξ
[
4 ξ2m2

1 + Λ2 (m1 −m3)
2
]
, q0 = ε2xm

2
1 (m1 −m3),

та пiдставляючи цi коренi послiдовно в

A2 =
ξ (1 + C2)

(m3 −m1)C
> 0, (4.3)

та

B2 = − 1

m1

[
Λ +

m1 +m3C
2

1 + C2
A2

]
> 0. (4.4)

Доведення. Нехай εy = 0 та ξ > 0 в (3.51). Розглянемо очевидний

розв’язок секулярної системи з B = 0, який вiдповiдає плоскiй стоячiй

хвилi. Тодi рiвняння 2 та 4 стають тотожностями автоматично для будь-

якого ϕ, отже, цей зсув фаз є невизначеним. Два iнших рiвняння системи

(3.51), 1 та 3 , набувають вигляду

A[Λ +m1A
2] = εx cosψ, Aξ = εx sinψ. (4.5)
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Очевидно, що 1
2 + 3

2 виводить кубiчне рiвняння в (4.1) вiдносно A2,

яке дозволяє знайти A2 як функцiю вiд Λ (збурюючої частоти). Друга

рiвнiсть з (4.1) випливає iз першого рiвняння (4.5). Нарештi, з другого

рiвняння (4.5) при A > 0, ξ > 0 та εx > 0 випливає sinψ > 0, що

обгрунтовує використання arccos в (4.1). Верхнє обмеження в середньому

рiвняннi (4.1) пов’язується з випадком sinψ = 1. Таким чином частина

твердження (A) доведена.

Розглянемо тепер випадок εy = 0, ξ > 0 та AB > 0. Тодi рiвняння 4

системи (3.51) приводить до тотожноснi

DA2 = ξ,

де, враховуючи явний вираз для D в (3.51 b), ми приходимо до рiвняння

(4.3), а, пiдставляючи цей вираз у рiвняння 2 системи (3.51) при B > 0

та εy = 0, виводимо рiвняння (4.4).

Наступний крок пов’язується з рiвняннями 1 та 3 системи (3.51), якi

ми переписуємо у виглядi

A

[
Λ +m1A

2 +
m1 +m3C

2

1 + C2
B2

]
= εx cosψ, (4.6)

A

[
(m3 −m1)C

1 + C2
B2 + ξ

]
= εx sinψ. (4.7)

Якщо взяти вираз (4.6)2 + (4.7)2, в який пiдставити послiдовно (4.4) та

(4.3), то отримаємо рiвняння вiдносно C = tanα. Довгi та аналiтично

складнi викладки показують, що це є кубiчне рiвняння (4.2). Тим самим

доведено твердження (B) та теорему в цiлому. 2

Властивостi аналiтичних розв’язкiв (4.2) – (4.4), якi дають змогу опи-

сати плоскi та круговi хвилi при поздовжньому збуреннi, суттєво зале-

жать вiд значень коефiцiєнтiв m1 та m3, якi є функцiями безрозмiрної

глибини заповнення h. Нагадаємо, що побудована теорiя Нарiманова-

Моiсєєва є застосовною для h ≥ 1.2. Для таких значень безрозмiрної
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глибини завжди виконуються спiввiдношення

m1 < 1, m3 > 0 та m3 +m1 > 0. (4.8)

За таких спiввiдношень мiж коефiцiєнтами секулярної системи рiв-

нянь (3.51) амплiтудно-частотнi характеристики, тобто кривi в просто-

рi (σ/σ11, A,B) мають геометричнi властивостi, якi проiлюстровано для

недемпфованого (a) та демпфованого (b) випадкiв на Рис. 4.1. Цi об-

числення було проведено для h = 1.5, амплiтуду гармонiчного ко-

ливання баку взято η1a = 0.01 та коефiцiєнт демпфування дорiвнює

ξ = 2ξ11 = 0.02. Вибiр цього значення ξ вiдповiдає розмiрам баку в

дiапазонi 0.05 m ≤ R0 ≤ 0.3 m, що є характерним для бiореакторiв.

Амплiтудно-частотнi характеристики на Рис. 4.1 побудовано з вико-

ристанням формул (4.1) для плоских хвиль (B = 0), та формул (4.2)

– (4.4) для кругових хвиль (B > 0) вiдповiдно. Вiтки амплiтудно-

частотних характеристик, що належать до площини (σ/σ11, A), вiдпо-

вiдають за плоскi хвилi. Просторовi кривi вiдповiдають за круговi хвилi.

Жирними лiнiями позначенi стiйкi розв’язки (стiйкi усталенi хвилi).

Як бачимо, стiйкi плоскi стоячi усталенi хвилi очiкуються по лiву сто-

рону вiд E1 та по праву вiд E2. Плоскi усталенi хвилi не є стiйкими в

околi основного резонансу σ/σ11 = 1, мiж E1 та E2. В цьому дiапазонi

частот iснують стiйкi круговi (справа вiд H (H1)) та iррегулярнi (хао-

тичнi) хвилi (тобто немає стiйких усталених хвиль взагалi) мiж E1 та

H (H1). Пряме чисельне моделювання та експериментальнi спостереже-

ння хвиль в цих зонах нестiйкостi обговорюються, наприклад, Майлзом

[91, 230] та Iбрахiмом [231]. Експериментальнi данi по профiлю круго-

вих та хаотичних хвиль проiлюстровано на Рис. 4.6. Коли ξ = 0, кругова

хвиля завжди iснує для частот бiльших з ординату точки H(H1). Внаслi-

док демпфування, дiапазон частоти стiйкостi кругової хвилi має верхню

межу H2.

Вiдповiднi амплiтудно-частотнi характеристики для недемпфовано-
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го випадку на Рис. 4.1 (a) обговорювалися Фалтiнсеном та iн. [223]. На

Рис. 4.1 (b) показано, що ненульове демпфування ξ породжує точку

бiфуркацiї P , а кривi перестають прямувати до нескiнченностi. В той

же час, дiапазони стiйкостi плоскої та кругової хвиль майже не помiня-

лись для коефiцiєнтiв демпфування ξ . 0.02: позицiї точок E1, E2 та H1

(замiняє H), що визначають цi дiапазони, залишаються практично без

змiн. Це пояснює гарну узгодженiсть теорiї [223] з експериментами, що

стосується дiапазонiв стiйкостi, встановлених з використанням модальної

теорiї без демпфування.

Новизною у випадку демпфованих усталених хвиль (b) є двi точки

бiфуркацiї H2 та P , де з’являється кругова хвиля. Вiтки амплiтудно-

частотних характеристик, якi вiдповiдають круговiй хвилi, являють со-

бою арку, яка прикрiплена в точках P та E1; її "стiйка" частина H1H2

близька до вiдповiдної частини гiлки, з Рис. 4.1 (a). Це пояснює, чому

експериментальнi максимальнi пiдйоми вiльної поверхнi для усталених

хвиль в [189] достатньо добре описано в роботi [223], де передбачається

нульове демпфуванням (ξ = 0).

4.2. Порiвняння з експериментами для амплiтудних характе-

ристик усталених рухiв рiдини

Як ми вже вiдмiчали у попередньому роздiлi, врахування дисипацiї

практично не впливає на положення точок бiфуркацiї E1, E2 та H1(H).

Отже, дiапазони стiйкостi плоскої та кругової усталених резонансних

хвиль можна ефективно передбачати, базуючить на модальнiй теорiї без

врахування дисипацiї. Використовуючи формули з роздiлу 3.4.5 для пе-

рiодичних хвиль, якi враховують перiодичнi члени до O(ε) в перiодичних

розв’язках рiвнянь Нарiманова-Моiсєєва, можна оцiнити вплив дисипа-

цiї на усталенi хвилi, а також порiвняти теоретичнi результати вiдносно

амплiтуди усталених хвиль з експериментами.
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В роботi [189] проведено серiю експериментальних дослiджень вiдно-

сно усталених хвиль на поверхнi кругового вертикального цилiндричного

баку, який збурюється поздовжньо за гармонiчним законом. Використо-

вувалися декiлька амплiтуд збурення, якi збiльшувалися вiд менших ве-

личин до вiдносно великих. Вимiрювалися максимальнi пiдйоми вiльної

поверхнi на вiдстанi 0.25R0 вiд стiнки з метою уникнути впливу на вимi-

рювання поверхневого натягу та локальних поверхневих феноменiв, якi

показано на Рис. 4.6. Радiус баку дорiвнював 15см, що забезпечувало

достатньо високi числа Бонда, B0 ' 500. Рiдина - водопровiдна вода.

Рис. 4.2: Теоретичнi (суцiльнi i штриховi лiнiї) та експериментальнi (по-

значенi символами) безрозмiрнi максимальнi пiдйоми усталеної хвилi iз

точкою вимiрiв пiдйому в (0.75R0, 0), як позначено на рисунку. Посту-

пальнi коливання баку з безрозмiрними амплiтудами η1a = 0.0033 та

0.0066. Обчислення зроблено, використовуючи коефiцiєнт демпфування

ξ = 0.0128. Порожнi символи вiдповiдають плоским стоячим хвилям, а

заповненi – круговiй хвилi.

Теоретичне значення коефiцiєнта демпфування ξ = 2ξlow11 для цих

експериментiв згiдно формул (3.17)-(3.23), якi враховують ефект в’яз-

кого ламiнарного шару на змочених стiнках баку та внутрiшнє тертя,
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рiвне 0.005. Тим не менш, для обчислень на Рис. 4.2 та Рис. 4.3 нами

було взято величину ξ = 0.0128. Нижче, в роздiлi 4.3. буде пояснення,

чому ми брали саме таке значення ξ. Чисельнi експерименти було також

проведено для 0.005 ≤ ξ ≤ 0.0128. Такi чисельнi експерименти показа-

ли, що значення коефiцiєнта демпфування в такому дiапазонi не сильно

впливають на максимум пiдйому хвилi на Рис. 4.2 та Рис. 4.3, а тiльки

впливають на позицiю точки H2.

Розглянемо порiвняння теоретичних та експериментальних значень

максимального пiдйому вiльної поверхнi в деталях. Отже, на Рис. 4.2

порiвнюються випадки вiдносно малих амплiтуд збурення, η1a =

0.0033 та 0.0066. Теоретичнi стiйкi усталенi рухи та вiдповiднi пiдйоми

вiльної поверхнi позначено суцiльною та штриховою лiнiями. Заповненi

символи вiдповiдають круговiй хвилi, а незаповненi – плоскiй. Для екс-

периментальних вимiрiв. Перш за все вiдмiтимо, що теорiя для демпфо-

ваного та недемпфованого випадкiв дають практично тi самi амплiтудно-

частотнi "стiйкi" вiтки (вiзуально спiвпадають, тому не внесенi у графi-

ки), а от вiдмiннiстю є те, що частоти iснування демпфованих кругових

хвиль є обмеженими зверху точкою H2. Наявнiсть точки H2, що уне-

можливлює кругову хвилю при збiльшеннi σ/σ11 за ординату точки H2

пiдтримано експериментами в [189].

Iз збiльшенням амплiтуди збурення, η1a = 0.023 та 0.045 на Рис. 4.3

ми бачимо, що точки H2 прямують за межi вертикальної границi амплi-

туди, вибраної в експериментах. Так само, експериментальнi вимiрюван-

ня кругової хвилi (пiдйомiв) також не зникають в околi резонансу. Отже,

iз збiльшенням амплiтуди збурення, вплив демпфування зменшується не

тiльки на плоскi хвилi, але й на кругову хвилю.

Загалом, порiвняльний аналiз показує, що наша теорiя демпфованих

усталених хвиль, як для амплiтуд хвиль, так i для дiапазонiв iснування

стiйких режимiв (форм коливання рiдини) (включаючи верхню границю
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iснування кругової хвилi), дає не погану вiдповiднiсть з експериментами.

Рис. 4.3: Аналогiчно до Рис. 4.2, але для безрозмiрних амплiтуд колива-

ння баку η1a = 0.023 та 0.045.

4.3. Вплив дисипацiї на зсув фаз

Демпфування грає важливу роль для зсуву фаз. Як вже було вказа-

но вище, недемпфоване хлюпання характеризується кусково-постiйними

значеннями ψ та ϕ як функцiй σ/σ11, тобто, sinψ = 0 (ϕ не визначене)

для плоскої та sinψ = cosϕ = 0 для кругової хвиль (вздовж вiдповiдних

кривих на Рис. 4.1 a).

Коли ξ > 0, зсуви фаз стають складними функцiями частоти збу-

рення σ/σ11 та неперервно змiнюються вздовж вiдповiдних амплiтудно-

частотних характеристик. Плоскi хвилi вiдповiдають розв’язку (4.1), а

круговi пов’язуються з C = tanα = tan(ϕ−ψ) ≥ 0 (нерiвнiсть випливає

iз рiвностi (4.4), де m3 > m1) та обчислюється з кубiчного рiвняння (4.2)

вiдносно C. Важливо, що для кругових хвиль ψ визначає два вiдмiннi

зсуви фаз ϕ1 = ψ + α та ϕ2 = ψ + α ± π, якi означають двi фiзично

iдентичнi круговi хвилi, що виникають проти- та за рухом годинникової
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Рис. 4.4: Кривi, що описують зсув фази ψ/π вiдносно σ/σ11. Коли ξ = 0,

ψ/π приймає два дискретнi значення 0 та 1. Як видно з кривих, це не

так для ξ > 0.

стрiлки вiдповiдно.

Рис. 4.4 показує теоретичнi фазовi кривi у площинi (σ11, ψ/π). Точки

бiфуркацiї вiдповiдають позначенням на амплiтудно-частотних кривих з

Рис. 4.1 (b). Графiки пiдтверджують, що зсув фаз ψ не є кусковою, а

досить складною функцiєю частоти збурення.

Зсув фаз ψ, що не є константою, був виявлений в експериментах з

роботи [189]. Автори цiєї статтi досить логiчно припустили, що така по-

ведiнка ψ вiдбувається внаслiдок демпфування в механiчнiй системi. Ця

теза не була теоретично доведена. На Рис. 4.5 порiвнюються експери-

менальнi данi з [189] (кола) iз теоретичними прогнозами для кругової

хвилi в дiапазонi частот, який вiдповiдає частинi гiлки мiж H1 та H2

на Рис. 4.1 (b). Теоретичнi кривi обчисленi для декiлькох рiзних значень

коефiцiєнта демпфування ξ в межах вiд ξ = ξ1 = 0.005 до ξ = ξ9 = 0.045.

Абсолютно жорсткий бак з круговим поперечним перерiзом має глибину

заповнення h = 1.5. Горизонтальна поздовжня безрозмiрна амплiтуда

збурення баку дорiвнює η1a = 0.045.
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Рис. 4.5: Експериментальнi значення ψ з роботи [189] (позначенi кругами

в градусах) для стiйкої кругової хвилi (вiдповiдають промiжку на кри-

вiй H1H2 з Рис. 4.1 b) та їхнi теоретичнi оцiнки, якi зроблено для рiзних

дискретних значень коефiцiєнта демпфування ξ = ξi, починаючи з ни-

жньої межi ξ1 = 0.005, i до ξ9 = 0.045; h = 1.5 та η1a = 0.045, η2a = 0.

Поздовжнє горизонтальне гармонiчне збурення. Порiвняння показує, що

фактичний коефiцiєнт демпфування в експериментах зростає з амплiту-

дою хвилi (вздовж H1H2), що може бути пояснено додатковими дисипа-

тивними факторами [189].

В’язкий ламiнарний шар на змоченiй поверхнi баку та в’язке тертя

всерединi рiдини для випадку експериментiв [189] дає, згiдно формул

(3.17), (3.22), (3.25) з Роздiлу 3.2, значення ξ1 = 0.005. Ця величина кое-

фiцiєнта демпфування визначає нижню межу сумарного значення, тобто

реальне ξ ≥ ξ1, якщо оцiнити вплив багатьох iнших дисипативних факто-

рiв. На Рис. 4.5 пiдтверджено той факт, що ξ є бiльшим за ξ1. Теоретична

крива (штрих-пунктирна лiнiя) для ξ1 виглядає як оцiнка знизу експе-

риментальних значень зсуву фаз для ψ. Щоб отримати вiдповiднiсть з

експериментальними значеннями вiдносно зсуву фаз ψ, потрiбно припу-

стити, що коефiцiєнт демпфування ξ зростає iз збiльшенням амплiтуди
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хвиль вздовж фазової кривої вiд H1 до H2. Середнє значення вздовж

цiєї кривої є ξ = 0.0126. Саме тому ми використовували це чисельне

значення для аналiзу з експериментами в роздiлi 4.2.

Рис. 4.6: Дефрагментацiя вiльної поверхнi та хвилi обвалу (експеримен-

тальна iлюстрацiя розриву хвилi). Фото взято з роботи [189]. Лiва серiя

фотографiй вiдповiдає круговiй хвилi. Права дає уявлення про профiлi

хвиль при хаотичних хвильових рухах (мiж E1 та H1 на Рис. 4.1 b)

Чим можна пояснити зростання дисипацiї iз зростанням амплiтуди?

На думку авторiв експериментальної роботи [189], як i на нашу думку, це

пов’язується iз поверхневими феноменами, що є типовими для кругової

хвилi. Такi феномени полягають у розривах суцiльностi, хвилях обвалу,

дефрагментацiх, каплях рiдини, якi зриваються з вiльної поверхнi, то-

що. З фiзичної точки зору цi феномени спричиняють значну дисипацiю

енергiї та дiйсно можуть впливати на значення iнтегрального коефiцiєн-

ту демпфування. Цi поверхневi феномени продемонстровано на Рис. 4.6;

їх взято з роботи [189].
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4.4. Висновки до роздiлу

Для випадку горизонтальних поздовжнiх перiодичних коливань баку

з частотою, близькою до першої власної частоти коливання рiдини, нами

враховано вплив дисипацiї на усталенi хвилi через розв’язки модальних

рiвнянь Нарiманова-Моiсєєва з роздiлу 3. Показано, що, використову-

ючи альтернативну форму секулярної системи (3.51), яка пов’язує двi

iнтегральнi домiнантнi амплiтуди A та B (в площинi збурення, а також

перпендикулярно до неї) поверхневих усталених хвиль, а також вiдповiд-

нi зсуви фаз ψ та ϕ, можна не тiльки довести iснування плоскої (стоячої)

та кругової хвиль, але й побудувати аналiтичнi точнi розв’язки модаль-

них рiвнянь, що описують такi усталенi хвильовi режими. Основний ре-

зультат сформульовано у виглядi Теореми 4.1.

Проведено чисельнi дослiдження амплiтудно-частотних характери-

стик, побудовано типовi бiфуркацiйнi графiки у просторi (σ/σ11, A,B).

Показано, що демпфування несуттєво впливає на дiапазони стiйкостi

плоских та кругових хвиль та на максимальнi пiдйоми вiльної поверхнi,

окрiм того, що саме демпфування визначає верхню частотну границю

iснування кругової хвилi (точка H2). Результати валiдовано експеримен-

тальними даними з [189]. Продемонстровано непогану якiсну та кiлькiсну

вiдповiднiсть мiж теорiєю та експериментами.

В той же час показано, що вплив дисипацiї є суттєвим, вона якiс-

но мiняє поведiнку для зсувiв фаз мiж вхiдним гармонiчним сигналом

(збуренням) та перiодичною хвилею. Для недемпфованого випадку зсув

фаз є кусково-сталою функцiєю частоти збурення, але будь-яка ненульо-

ва дисипацiя робить зсув фаз складною функцiєю частоти. Вiдповiдна

фазова крива (ψ як функцiя σ/σ11) показана на Рис. 4.4. Порiвняння

фазової кривої та експериментiв з роботи [189] показує, що коефiцiєнт

демпфування необхiдно збiльшувати з амплiтудою кругової хвилi, аби

досягти кiлькiсно вiдповiдностi теорiї експериментальним вимiрам. Це
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пояснюється поверхневими явищами, зокрема, дефрагментацiєю вiльної

поверхнi (Рис. 4.6), вкладом яких на загальну дисипацiю в механiчнiй

системi неможливо нехтувати.
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Роздiл 5

УСТАЛЕНI ХВИЛЬОВI РЕЖИМИ ДЛЯ ОРБIТАЛЬНИХ

ЗБУРЕНЬ БАКУ

Нехай коливання бiореакторiв iз рiдиною вiдбуваються не поздов-

жньо, як ми розглядали у попередньому роздiлi, а вздовж кругової (чи

елiптичної) орбiти як показано на Рис. 3.2. Вплив такого типу орбiталь-

них збурень на коливання рiдини вивчалися Фалтiнсеном, Луковським та

Тимохою [223] без врахування дисипацiї в цiй гiдродинамiчнiй системi.

Результати цього теоретичного дослiдження були досить парадоксаль-

ними. Вони не знайшли експериментального пiдтвердженя. Зокрема, в

рамках їх теорiї, як для елiптичних, так i для кругових збурень баку,

iснували круговi хвилi, рух яких вiдбувався не тiльки за напрямком збу-

рення, а й проти нього. Експерименти не пiдтверджують цей факт, як

мiнiмум, для кругових резонансних збурень баку. Лише круговi хвилi,

що направленi за круговими збуреннями, було знайдено у всiх вiдомих

експериментах. Як буде показано у даному роздiлi, введення до розгляду

малої, але ненульової дисипацiї робить висновки модальної теорiї такими,

що вiдповiдають експериментам. Тобто наявнiсть дисипацiї дiйсно уне-

можливлює круговi хвилi проти напрямку збурень, коли збурення баку

прямують до кругових.

Метою роздiлу є чисельно-аналiтичнi дослiдження секулярної систе-

ми (3.51), побудова її розв’язкiв, аналiз стiйкостi вiдповiдних усталених

хвиль та побудови вiдповiдних амплiтудно-частотних характеристик. Це

дозволить зробити висновки про дiапазони стiйкостi кругових хвиль за-

та проти- орбiтальних збурень баку. Покажемо, що збiльшуючи вiдно-

шення мiж о́сями елiпсу збурення δ (перехiд вiд елiпничних до кругових

перiодичних збурень баку), ми приходимо до ситуацiї, коли зникають iр-

регулярнi хаотичнi хвилi та стають неможливими круговi хвилi, що ру-

хаються у протилежному до траекторiї руху баку напрямку, починаючи
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з певного значення δ. Бiльше того, коли δ прямує до 1, два амплiту-

днi параметри A та B системи (3.51) стають майже рiвними мiж собою,

A ≈ B.

5.1. Чисельно-аналiтичнi розв’язки секулярної системи (3.51)

та властивостi усталених хвиль

Розглянемо усталенi перiодичнi резонанснi хвилi для випадку перiо-

дичних орбiтальних рухiв баку з малою амплiтудою, коли такi рухи не

спiвпадать iз поздовжнiми. Згiдно результатiв iз роздiлу 3, просторовi

збурення баку iз чотирма ступенями вiльностi, що задано чотирма перi-

одичними узагальненими координатами ηi(t), i = 1, 2, 4, 5, можна звести,

з точнiстю до компонентiв порядку O(ε1/3) та O(ε2/3) включно, до елi-

птичних горизонтальних (орбiтальних) рухiв. Крiм того, можна завжди

вважати, що елiптичнi траекторiї руху баку мають бiльшу вiсь вздовж

осi Ox, а менша вiсь направлена вздовж осi Oy. Нарештi, без втрати за-

гальностi, ми припускаємо, що елiптичнi рухи баку вiдбуваються проти

годинникової стрiлки.

Повернемося тепер до роздiлу 3.4, де побудовано перiодичний розв’я-

зок системи типу Нарiманова-Моiсєєва за умови вищевказаних орбiталь-

них рухiв резервуара, а також дослiджено стiйкiсть таких розв’язкiв.

Зосередившись на елiптичних збуреннях, означає, що виконується умова

(3.42) в секулярних рiвняннях (3.46) (чи (3.51)), причому δ = εy/εx 6= 0.

Для таких збурень важко знайти розв’язок секулярної системи (3.51)

в явному аналiтичному виглядi. Коли ξ > 0, зсуви фаз ϕ та ψ стають до-

сить складними функцiями вiдносно вхiдних параметрiв. Щоб вилучити

ϕ i ψ та зменшити розмiрнiсть секулярної системи (3.51a) з (3.42), ми

пiдставляємо ϕ = ψ+α у правi частини 2 i 4 та беремо εx cosψ i εx sinψ
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з 1 i 3 . Результатом є наступна лiнiйна система однорiдних рiвнянь

(δA)[cosα(D(C)B2 + ξ) + sinα(Λ +m1A
2 + (m3 −F(C))B2)]

−B[Λ +m1B
2 + (m3 −F(C))A2] = 0,

(δA)[cosα(Λ +m1A
2 + (m3 −F(C))B2)− sinα(D(C)B2 + ξ)]

−B[D(C)A2 − ξ] = 0,

вiдносно двох невiдомих δA та B. Система повинна мати нетривiальний

розв’язок. Це веде до необхiдної умови (детермiнант дорiвнює нулю)

ξ(A2 −B2)D(C)−F(C)[ξ2 + (Λ +m1(A
2 +B2))2]/(m3 −m1)

+ A2B2D2(C) = 0, (5.1)

що дає зв’язок мiж A2, B2 та C. Iншi два рiвняння вiдносно A2, B2 та C

отримуємо з 1
2 + 3

2 та 2
2 + 4

2, якi набувають формиA
2[(Λ +m1A

2 + (m3 −F)B2)2 + (DB2 + ξ)2] = ε2x,

B2[(Λ +m1B
2 + (m3 −F)A2)2 + (DA2 − ξ)2] = δ2ε2x.

(5.2)

Система (5.1), (5.2) вiдносно двох невiдомих A,B та C буде викону-

ватися для отримання вiдповiдних амплiтудно-частотних характеристик

у просторi (σ/σ11, A,B).

Твердження 5.1. Для елiптичних збурень баку (εx, εy 6= 0), всi

резонанснi усталенi хвилi в рамках теорiї Нарiманова-Моiсєєва є кру-

говими хвилями, якi можуть вiдбуватися за чи проти руху баку в

залежностi вiд значення εy = δεx 6= 0, 0 < δ ≤ 1.

Дiйсно, iснування стоячих хвиль вiдповiдає C = 0. Але C = 0 веде до

(5.1)⇒ ξ2+(Λ+m1(A
2+B2))2 = 0 та (5.2)⇒ A2[ξ2+(Λ+m1(A

2+B2))2] =

ε2x 6= 0 одночасно. Згiдно умови (3.52), C 6= 0 означає, що у випадку

елiптичних збурень баку не iснує стоячих хвиль, а всi режими усталених

резонансних хвиль є круговими хвилями. 2
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Нашi чисельнi експерименти показують, що C > 0, коли (m3 −
m1) > 0.

Ми не знаємо як отримати аналiтичний розв’язок системи (5.1), (5.2).

Надалi використовується чисельно-аналiтична схема. Проiлюструємо ре-

зультат Твердження 5.1 чисельно та визначимо критичне вiдношення

осей δ = εy/εx, коли можуть виникнути/зникнути круговi хвилi проти

напрямку елiптичного збурення.

Опишемо деталi чисельної схеми для розв’язання системи (5.1), (5.2).

Задамо F та D як функцiї вiд 0 < β < 1,

F(β) = (m3 −m1)β, D(β) = (m3 −m1)
√
β(1− β), C > 0. (5.3)

Простий аналiз показує наступне

0 < A <
εx
ξ
, 0 < B2 ≤ min

[
1

D(β)

(εx
A
− ξ
)
,

δ2ε2x
(D(β)A2 − ξ)2

]
, (5.4)

що, в свою чергу, визначає фiксований iнтервал для A, а iнтервал для B2

визначається вже через A та β. Перше рiвняння (5.2) обчислює два дiй-

сних значення Λ1,2 для будь-яких 0 < β < 1 та A,B2, що задовiльняють

(5.4), наступним чином

Λ1,2 = −m1A
2 − (m3 −F(β))B2 ±

√
ε2x
A2
− (D(β)B2 + ξ)2. (5.5)

Щоб розв’язати (5.1), (5.2) для будь-яких фiксованих A, що належать до

вiдповiдного iнтервалу (5.4)
1) ми вводимо сiтку 0 < β1 < β2 < ... < βk < ... < βK < 1;

2) для будь-яких фiксованих βk ∈ {βn}, ми розв’язуємо два рiвняння

(слiдують з другого рiвняння (5.2))

[Λj+m1B
2+(m3−F(β))A2]2+[D(β)A2−ξ]2 =

δ2ε2x
B2

, j = 1, 2, (5.6)

(пов’язанi з + та − у виразi (5.5), вiдповiдно) по вiдношенню до B2

на iнтервалi (5.4); результатом буде множина iз додатнiх коренiв

B2
k,j,i = B2

i (A, βk, j), j = 1, 2, для кожного A та βk;
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3) кожен корiнь Bi(A, βk, j) потiм пiдставляється у (5.1):

ξ(A2−B2
i,k,j)D(βk)−F(βk)[ξ

2 + (Λj +m1(A
2 +B2

i,k,j))
2]/(m3−m1)

+ A2B2
i,k,jD2(βk) = 0 (5.7)

для визначення сiтки (βk, βk+1), де лiва сторона рiвностi (5.7) мiняє

знак;

4) використовується iтеративна процедура для обчислення β ∈
(βk, βk+1) та вiдповiдних Bi(A, β, j).

Алгоритм обчислює чисельнi розв’язки для будь-якого фiксованого A.

Мiняючи значення A в (5.4), отримуємо вiдповiднi амплiтудно-частотнi

кривi у просторi (σ/σ11, A,B).

Звертаємо увагу, що, маючи амплiтудно-частотнi характеристики, якi

випливають iз наведеного алгоритму розв’язування системи (5.1), (5.2),

можна також знайти вiдповiднi зсуви фаз ψ та ϕ, використовуючи (3.51).

5.2. Амплiтудно-частотнi характеристики для елiптичних збу-

рень

Застосовуючи чисельний метод iз попереднього роздiлу (при ξ > 0), а

також аналiтичнi розв’язки з роботи [223] для випадку ξ = 0, ми побудує-

мо в даному роздiлi iлюстративнi амплiтудно-частотнi характеристики у

просторi (σ/σ11, A,B) для рiзних значень 0 < δ < 1 (елiптичнi збурення).

Випадок кругових збурень (δ = 1) буде проаналiзовано окремо в роздi-

лi 5.4. Основну увагу буде придiлено дiапазонам iснування та стiйкостi

кругових хвиль за- та проти збурення резервуара (згiдно Твердження

5.1 лише такi хвилi iснують для даного типу збурень баку).

На Рис. 5.1 проiлюстровано амплiтудно-частотнi кривi в просто-

рi (σ/σ11, A,B) для елiптичних збурень баку без врахування демпфу-

вання (3.42), (εx > 0, εy = 0, ξ = 0) для наступних величин δ =
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Рис. 5.1: Амплiтудно-частотнi характеристики для усталеного резонан-

сного коливання рiдини пiд час елiптичних перiодичних горизонтальних

рухiв баку проти руху годинникової стрiлки iз η1a = 0.01, η2a = δη1a та

значень δ = 0.05, 0.2, 0.3, 0.45, 0.5 та 0.95. На рисунку зображено вiдпо-

вiднi амплiтудно-частотнi кривi без демпфування (ξ = 0). Жирнi лiнiї

вiдповiдають стiйким хвилям. Завжди iснують круговi хвилi за- та про-

ти напрямку збурень. Точкам на гiлцi з точкою R вiдповiдають круговi

хвилi, що протинаправленi збуренню баку.
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0.05, 0.2, 0.3, 0.45, 0.5 та 0.95. Всi точки на цих кривих вiдповiдають кру-

говим хвилям, але деякi гiлки є близькими до площини (σ/σ11, A), що

означає, що такi хвилi є круговими лише формально, але, реально, точки

на цих гiлках вiдповiдають майже плоскiй (стоячiй) хвилi. Вона (майже

стояча хвиля) завжди є нестiйкою в околi основного резонансу σ/σ11 = 1,

де завжди очiкуються кругова хвиля (по праву сторону вiд H(R)) та iр-

регулярнi поверхневi хвилi (мiж точками E1 та H(R)).

На вiдмiну вiд недемпфованих усталених хвиль, амплiтудно-частотнi

характеристики яких для поздовжнiх горизонтальних гармонiчних збу-

рень показано на Рис. 4.1 (а), для елiптичних збурень гiлка амплiтудно-

частотних характеристик з точкою H дiлиться на двi (це наглядно по-

казано на Рис. 5.1, випадок δ = 0.05 чи δ = 0.2). Нова гiлка позначена

точкою R, точки на цiй гiлкi вiдповiдають круговим хвилям проти збу-

рення баку.

Iз збiльшенням δ, гiлки з точками H та R продовжують вiддалятись

одна вiд одної. Спостерiгається наближення останньої й недавно ново-

утвореної (мова йдеться про ту, що мiстить точку R) до гiлки з точкою

E1, яка, в свою чергу, також "пiднiмається" й наближається до неї (див.

випадок для δ = 0.95, Рис. 5.1), i, зрештою, з’єднується при δ = 1 (кру-

говi збурення баку).

Головним висновком iз iлюстративних амплiтудно частотних характе-

ристик для недемпфованих резонансних усталених хвиль при елiптичних

збуреннях баку є те, що в малому околi резонансу σ/σ11 ≈ 1 завжди iсну-

ють круговi хвилi як за- так i проти напрямку збурень баку. Такi хвилi

є стiйкими. Крiм того, лише для збурень, близьких до кругових, зникає

дiапазон частот, в якому очiкуються хаотичнi хвилi (жоден з усталених

резонансних хвильових рухiв не є стiйким).

Поглянемо тепер на амплiтудно-частотнi характеристики за наявно-

стi ненульового демпфування.
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Рис. 5.2: Амплiтудно-частотнi характеристики у просторi (σ/σ11, A,B)

для усталених резонансних коливань рiдини, що аналогiчнi до Рис. 5.1,

але для ненульового демпфування (ξ = 0.02). Суцiльнi лiнiї вiдобража-

ють стiйкi хвилi, а штриховi – не стiйкi. Гiлка з точками E1, H1, H2, E2

вiдповiдає круговiй хвилi, спiвнапрямленiй iз рухом баку, а колоподiбна

гiлка, яка мiстить R1 та R2, – представляє кругову хвилю, яка рухається

у протилежному напрямку.
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Рис. 5.2 iлюструє амплiтудно-частотнi характеристики для випадку

елiптичних збурень баку, коли усталенi хвилi мають ненульове демпфу-

вання (ξ = 0.02). Як бачимо, при переходi вiд поздовжнiх до елiптичних

збурень баку, аналогiчно до випадку без демпфування на Рис. 5.1, також

вiдбувається розчеплення арки E1H1H2E2, що зображена на Рис. 4.1 (b).

Наглядний результат такого розчеплення ми добре бачимо бачимо на

Рис. 5.2 при δ = 0.05. Окрiм арки E1H1H2E2, з’являється колоподi-

бна гiлка R1R2. Остання не перетинається iз E1H1H2E2 та вiдповiдає

за кругову хвилю, що "бiжить" у протилежному напрямку до елiпти-

чних збурень баку. Iз збiльшенням δ, бiля δ = 0.3 для даних вхiдних

величин, може з’являтися один чи декiлька острiвцiв стiйкостi (H3H4

на вiтцi E1H1H2E2). Колоподiбна гiлка R1R2 також зменшується у роз-

мiрах. При подальному зростаннi δ, в околi δ = 0.45 може з’являтися

додатковий острiвець стiйкостi R3R4, що знаходиться на гiлцi з точками

R1 та R2.

У промiжку мiж δ = 0.45 та δ = 0.5 колоподiбна гiлка

R1R2(R1R2R3R4) зменшується настiльки, що вона просто зникає i, як ре-

зультат, її немає при δ = 0.5 (див. Рис. 5.3). А при зростаннi до δ = 0.8,

острiвець H3H4 зростає, з’єднуючись, зрештою, iз H1H2 та точкою E1

(див. Рис. 5.3). На Рис. 5.4 проiлюстровано амплiтудно-частотнi кривi

для майже кругових та кругових збурень баку.

Вже для δ = 0.8 видно, що перехiд до кругового руху баку не тiльки

робить неможливим протинаправленi круговi хвилi, але й унеможлив-

лює дiапазон частот, де вiдбуваються хаотичнi хвильовi рухи рiдини.

Для будь-яких σ/σ11 в околi основного резонансу завжди iснує устале-

на кругова хвиля, траекторiя руху якої спiвпадає iз напрямком збурень

баку. Зникнення дiапазону хаотичних хвиль вiдбувається приблизно для

δ = 0.56.

В пiдсумку, лiнiйне в’язке демпфування впливає на коливання рi-
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Рис. 5.3: Аналогiчно до Рис. 5.2, але для δ = 0.5 та 0.8.

дини при орбiтальних збуреннях бакiв (бiореакторiв). Якiсно та кiль-

кiсно воно впливає на усталенi хвилi на поверхнi рiдини та вiдповiд-

нi амплiтудно-частотних характеристики. Найцiкавiшим є те, що навiть

будучи вiдносно малим, демпфування унеможливлює iснування проти-

лежно направленої кругової хвилi (до збурення баку) при δ → 1. Тобто,

починаючи iз деякого критичного δ∗, зникають протинаправленi круговi

хвилi, якi iснували для недемпфованого випадку на Рис. 5.1. Цей факт

спiвпадає iз експериментами Рекларi в [218].

Рис. 5.4: Аналогiчно до Рис. 5.2, але для δ = 0.95 та 1 (круговi збурення

баку).
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5.3. Зсув фаз для випадку елiптичних орбiтальних збурень

Як було показано для поздовжнiх коливань баку в роздiлi 4, дем-

пфування впливає на якiсно та кiлькiсно на поведiнку зсуву фаз. В той

час, як недемпфованi усталенi резонанснi коливання рiдини характери-

зується кусково сталими значеннями ψ та ϕ, iншими словами, sinψ = 0

(ϕ не визначене) для плоскої (стоячої) хвилi та sinψ = cosϕ = 0 для

кругової хвилi (вздовж вiдповiдних кривих на Рис. 4.1 a), зсув фаз стає

складною функцiєю частоти σ/σ11 для ξ > 0.

На Рис. 5.5 зображено як мiняється зсув фази ψ/π iз частотою збуре-

ння σ/σ11 для елiпничних орбiтальних збурень баку. Порiвнюючи фазовi

кривi iз випадом поздовжнiх гармонiчних збурень (див. Рис. 4.4), бачимо

вiдокремлення замкненої гiлки R1R2 (наглядно показано при δ = 0.05,

Рис. 5.5), коли, порiвнюючи iз випадком на Рис. 4.4, розчеплюється ко-

лоподiбна крива R1R2, яка вiдповiдає за кругову хвилю проти напрямку

збурення.

На фазових кривих, зображених на Рис. 5.5, ми використовуємо тi

ж самi позначення, що й на Рис. 5.2-5.4 для амплiтудно-частотних ха-

рактеристик; це включає назву точок бiфуркацiї. Крiм того, ми бачимо

виникнення додаткових "острiвцiв" стiйкостi як на гiлцi E1H1H2E2, так i

на колоподiбнiй гiлцi R1R2. Ми також звертаємо увагу, що ще для δ = 0.5

iснує дiапазон частот мiж точками E1 та H1, де очiкуються хаотичнi хви-

лi, але цей дiапазон вже вiдсутнiй для фазових кривих з δ = 0.95.

Наступним кроком є вивчення того, що станеться при δ = 1 (кру-

гових орбiтальних рухах баку). Можна передбачити, що в такому ви-

падку будуть iснувати лише круговi хвилi за напрямком руху баку,

причому амплiтудно-частотнi характеристики повиннi демонструвати

"жорстку" нелiнiйнiсть (див. правий Рис. 5.4).



128

Рис. 5.5: Залежнiсть зсуву фаз ψ/π для рiзних значень δ. Вiдповiдає

амплiтудно-частотним характеристикам на Рис. 5.1.

5.4. Круговi орбiтальнi збурення баку

У випадку без демпфування [223], таке збурення баку породжує уста-

ленi круговi хвилi, якi "бiжать" в обох кутових напрямках. Бiльше того,
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Рис. 5.6: Амплiтудно-частотнi характеристики для усталеного резонан-

сного коливання рiдини у просторi (σ/σ11, A = B) для кругових ор-

бiтальних збурень баку (злiва) та їх вiдповiднi фазовi кривi для зсуву

фази ψ/π – справа. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають стiйкiй хвилi, а штри-

ховi – за не стiйкi. Мiж точками E1 та E2 спостерiгається гiстерезис,

де спiвiснують два усталенi хвильовi рухи. Координати E1 повнiстю ви-

значаються через ξ (формула (5.10)). Обчислення були зробленi при

η1a = η2a = 0.0066, h = 1.5 та ξ = 0.0128.

секулярна система вироджувалась, демонструючи нескiнченну кiлькiсть

розв’язкiв для орбiтальної частоти σ/σ11. Для дослiдження усталених

хвиль iз демпфуванням, використовуючи секулярну систему (5.1), (5.2)

з δ = 1 та ξ > 0, згадаємо, що C 6= 0, але границя C → +∞ можлива.

Остання границя перетворює (5.1) до A2 = B2, та два рiвняння (5.2)

стають еквiвалентними

A = B > 0; A2(Λ + (m1 +m3)A
2)2 + ξ2) = ε2x, (5.8)

D = F = 0, що дає змогу вiдновити ψ та ϕ− ψ = π/2 iз

A(Λ + (m1 +m3)A
2) = ε cosψ; Aξ = ε sinψ. (5.9)

Згiдно (4.8), параметри m1 та m3 задовiльняють нерiвностi m1 <
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Рис. 5.7: Теоретичнi (лiнiї) та експериментальнi (символи) безрозмiрнi

амплiтуднi параметри усталеної хвилi (ζmax−ζmin)/2 для кругових рухiв

баку. Експерименти [218, 222] було проведено iз поступовим збiльшенням

σ, тобто рухаючись вздовж P1E на Рис. 5.6. Теоретичнi кривi позначено

значеннями амплiтуд коливання баку η1a = η2a = 0.01, 0.02 та 0.04; в об-

числення взято значення коефiцiєнта демпфування ξ = 0.034. Замальо-

ванi символи позначаються експериментальнi спостереження, при яких

спостерiгається перекидання хвилi, а також феномен Прандтля [232, 233],

який є можливим лише для вихорових рухiв рiдини.

0, m3 > 0 при h & 1, тому вiдповiднi амплiтудно-частотнi кривi, що

випливають iз (5.8) дiйсно характеризують так звану жорстку нелiнiй-

нiсть. Типова амплiтудно-частотна крива проiлюстрована на Рис. 5.6.

Величина ξ > 0 впливає на положення точки E1. Спiввiдношення ча-

стоти (σ/σ11)? в точцi S? (розташоване мiж E1 та E2) визначається з

нерiвностi

(σ/σ11)? ≤
(

1− (m1 +m3)(ε/ξ)
2

)−1/2

(5.10)

Верхня границя (5.10) зростає iз ε/ξ, тому, знаючи ξ, можливо обчислити

E1, де повинен вiдбутись стрибок iз верхньої на нижню гiлку iз збiльшен-
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ням частоти σ. Таким чином, можна оцiнити актуальне значення ξ, якщо

iснують експерименти, де кожен новий тест вiдбувається вздовж P1E.

Дiйсно, формули (3.17)-(3.23) оцiнюють нижню межу ξ ≥ ξlow11 = 0.031

для експериментальних посудин у [218, 222], частково заповених водою.

Використовуючи експериментально встановленi частоти, де вiдбувається

стрибок вiд верхньої до нижньої гiлки (стрибок пов’язаний iз точкою E1

на Рис. 5.6) та формулу (5.10), можна оцiнити верхню межу для коефi-

цiєнту демпфування, а саме ξ ≤ 0.034 (для амплiтуд коливання 0.01. та

0.02, (σ/σ11)? = 1.27 та 1.45, вiдповiдно). Це означає, що демпфування в

[218, 222] було вiдносно малим i воно, в основному, пов’язане iз в’язким

ламiнарним поверхневим шаром на змочених стiнках посудини.

Рис. 5.8: Фотографiї поверхневих феноменiв з роботи [218].

Використання у наших обрахунках ξ = 0.034 дає змогу порiвняти

теоретичнi оцiнки з результатами експериментiв [218, 222]. На Рис. 5.7

продемонтровано досить гарне спiвпадiння теорiї та експерименту в дiа-

пазонах частоти, де не було зафiксовано перекидання хвиль пiд час екс-

периментальних спостережень. Теоретично, феномен перекидання хвилi

може бути змодельованим шляхом спекулятивного збiльшення коефiцi-

єнту демпфування (див. приклади для поздовжнього збурення баку у
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[189]). Але оскiльки за нашою оцiнкою ξ ≤ 0.034, то такий пiдхiд iз

збiльшенням ξ є теоретично неможливим для екпериментальних випад-

кiв на Рис. 5.7. Ймовiрно, невiдповiднiсть вiдбувається через феномен

Прандтля, який було дослiджено в [218, 222]. Iншим варiантом є те, що

у зв’язку iз поверхневими феноменами на Рис. 5.8, теорiя Нарiманова-

Моiсєєва стає непридатною для аналiзу.

5.5. Висновки роздiлу

Основним результатом цього роздiлу є усунення протирiччя мiж екс-

периментальними результатами про усталенi хвилi в бiореакторах (ор-

бiтальнi збурення баку) та теоретичними дослiдженнями в роботi [223]

(теорiя усталених хвильових рухiв в рамках наближення Нарiманова-

Моiсєєва без врахування демпфування). Теорiя показувала, що для кру-

гових збурень можливi круговi хвилi як за-, так i проти напрямку збу-

рень, але експерименти не пiдтверджували iснування кругових хвиль

проти напрямку збурень баку.

Ми вводимо демпфування в асимптотичне наближення Нарiманова-

Моiсєєва, доводимо, що для просторових (зводиться до орбiтальних) збу-

рень iснують лише круговi хвилi (Твердження 5.1), а також проводимо

чисельно-аналiтичнi дослiдження, якi пiдтверджують зникнення проти-

лежно направлених до руху баку кругових хвиль, коли збурення змiню-

ються вiд елiптичних до кругових.

Iнший важливий висновок цього роздiлу випливає iз порiвняння тео-

ретичних та експериментальних результатiв вiдносно амплiтуди устале-

них хвиль при кругових рухах баку. Рис. 5.7 вказує на невiдповiднiсть

нашої теорiї експериментам, коли вони характеризуються суттєвою де-

фрагментацiєю вiльної поверхнi через хвилi розвалу на Рис. 5.8. Збiль-

шення демпфування допомагало покращити вiдповiднiсть експеримен-

там для поздовжнiх коливань баку. Так само й для кругової хвилi, коли
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експерименти показували на дефрагментацiю вiльної поверхнi. Але та-

кий пiдхiд не працює для випадку кругових збурень резервуару. Для

пояснення результатiв на Рис. 5.7, потрiбно провести ревiзiю побудова-

ної наближеної теорiї типу Нарiманова-Моiсєєва, врахувавши, ймовiрно,

феномен Прандтля та збiльшення впливу вищих власних форм коли-

вання рiдини. Для врахування феномену Прандтля необхiдно перейти

до моделi вихорових рухiв рiдини. Збiльшення вкладу вищих власних

форм означає вiдмову вiд асимптотики Нарiманова-Моiсєєва та перехiд

до адаптивних модальних рiвнянь (роздiл 3). Подiбнi адаптивнi модальнi

рiвняння виведено та проаналiзовано на даний момент лише для бакiв

прямокутного перерiзу.
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ВИСНОВКИ

Розглядаючи динамiку рiдини в цилiндричному резервуарi кругового

перерiзу як об’єкт аналiтичної механiки, використовуючи варiацiйний

формалiзм Бейтмена-Люка та модальну систему Луковського-Майлза,

яка є аналогом рiвнянь Ейлера-Лагранжа для такої механiчної системи

та пов’язує нескiнченний набiр гiдродинамiчних узагальнених координат

та швидкостей, отримано аналiтичнi перiодичнi розв’язки, дослiджено їх

стiйкiсть та прокласифiковано вiдповiднi усталенi резонанснi коливання

рiдини в рамках наближення Нарiманова-Моiсєєва модальних рiвнянь

для випадку, коли на усталенi рухи впливає демпфування. В результатi

отримано наступнi результати:

1. Побудовано повнi, в математичному, сенсi нелiнiйнi рiвняння типу

Нарiманова-Моiсєєва, що пов’язують нескiнченну кiлькiсть узагальнених

гiдродинамiчних координат та описують резонанснi коливання рiдини iз

дисипацiєю за умови перiодичних тривимiрних рухiв баку з частотою,

близькою до першої власної частоти.

2. Виведено асимптотичнi формули для оцiнки коефiцiєнтiв демпфу-

вання в механiчнiй системi, пов’язаних iз в’язким поверхневим ламiнар-

ним шаром на змочених стiнках баку та внутрiшнiм в’язким тертям.

Встановлено, що вплив дисипацiї є важливим для 0.05m . R0 . 0.3m

(R0 – радiус баку), що вiдповiдає розмiрам бiореактора.

3. Для довiльних перiодичних рухiв баку побудовано точнi аналiтичнi

перiодичнi розв’язки системи типу Нарiманова-Моiсєєва, проаналiзовано

їх стiйкостi.

4. Доведено, що з точнiстю до другого порядку малостi, такi перiо-

дичнi розв’язки (а значить й вiдповiднi усталенi хвилi) є математично

еквiвалентними розв’язками, якi виникають при орбiтальних горизон-

тальних елiптичних рухах баку для вiдповiдних амплiтуд елiптичного

збурення.
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5. Показано, що, окрiм для випадку поздовжнiх горизонтальних збу-

рень баку, всi усталенi хвилi є круговими, якi виникають за- чи про-

ти елiптичних траєкторiй руху баку. Доведено, що, починаючи з деякої

величини спiввiдношень о́сей елiпсу збурень, наявнiсть дисипацiї уне-

можливлює iснування кругових хвиль протилежно направлених рухам

баку.

6. Побудовано типовi амплiтудно-частотнi характеристики. Описано

вплив дисипацiї на зсув фаз.

7. Результати валiдовано порiвнянням з експериментами рiзних

авторiв. Проаналiзовано дiапазони застосування побудованої аналiтичної

теорiї. Зокрема, вказано на необхiднiсть збiльшувати коефiцiєнти дем-

пфування iз збiльшенням амплiтуди кругової хвилi.



136

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Raynovskyy I, Timokha A. Resonant liquid sloshing in an upright ci-

rcular tank performing a periodic motion. Journal of Numerical and

Applied Mathematics. 2016;122:71–82.

2. Timokha A, Raynovskyy I. Damped steady-state resonant sloshing in a

circular base container. Fluid Dynamics Research. 2018;50(No. 4. Paper

ID 045502):1–27.

3. Raynovskyy I, Timokha A. Steady-state resonant sloshing in an upright

cylindrical container performing a circular orbital motion. Mathemati-

cal Problems in Engineering. 2018;2018(Paper ID 5487178):1–9.

4. Raynovskyy I, Timokha A. Damped resonant steady-state sloshing in

an upright circular tank. Збiрник Праць Iнституту математики НАН

України. 2017;14(2):180–204.

5. Timokha A, Raynovskyy I. The damped sloshing in an upright circular

tank due to an orbital forcing. Доповiдi НАН України. 2017;(№ 2):48–

53.

6. Timokha A, Raynovskyy I. Resonant steady-state sloshing in upri-

ght tanks performing a three-dimensional periodic motion. Вiсник

КНУ iменi Тараса Шевченка Серiя "Фiзико–Математичнi науки".

2017;(№ 3):225–229.

7. Timokha AN, Raynovskyy IA. Resonant steady-state sloshing in upri-

ght tanks: effect of three-dimensional excitations and viscosity. In:

OMAE – 37th International Confarence on Ocean, Offshore & Arctic

Engineering. June 17–22, 2018.; 2018, doi: 10.115/OMAE2018-77534. .

8. Raynovskyy IA. The Damping Effect on Steady-State Resonant Sloshi-

ng in an Upright Circular Tank. Мiжнародна конференцiя молодих

математикiв присвячена 100-рiччю з дня народження Ю.О. Митро-

польського, 7–10 червня 2017, Київ, Україна; 2017. p. 52.



137

9. Raynovskyy IA. Steady-State Resonant Damped Sloshing in Upri-

ght Circular Tank. In: Конференцiя молодих учених "Пiд-

стригачiвськi читання – 2017", 23–25 травня 2017 р., Львiв, —

http://iapmm.lviv.ua/chyt2017/abstracts/Raynovskyy.pdf; 2017. .

10. Raynovskyy IA, Tymokha AN. Resonant steady-state sloshing in upri-

ght tanks performing a three-dimensional periodic motion. In: IV Мiж-

народна наукова конференцiя "Сучаснi проблеми механiки" (28–30

серпня, 2017, м. Київ, Україна); 2017. p. 92.
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