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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйна робота присвячена побудовi теорiї лiнiйних параболiчних
початково-крайових задач у класах гiльбертових просторiв Хермандера.

Актуальнiсть теми. Загальна теорiя розв’язностi параболiчних задач
у просторах Соболєва i Гельдера була побудована у вiдомих роботах
I. Г. Петровського, М. С. Аграновича i М. I. Вiшика, С. Д. Ейдельмана,
O. О. Ладиженської, В. О. Солоннiкова i Н. М. Уральцевої, A. Фрiдмана,
Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса, С. Д. Iвасишена, М. В. Житарашу та iнших
в 60 – 80 рр. минулого столiття. У 1963 р. Ларс Хермандер ввiв широке
i змiстовне узагальнення просторiв Соболєва i дав застосування введених
ним просторiв до диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Цi
простори параметризуються функцiональним параметром, що дозволяє
бiльш тонко охарактеризувати регулярнiсть функцiй/розподiлiв, нiж
це можливо у рамках класичних просторiв Соболєва i Гельдера,
параметризованих числами.

Втiм, довгий час простори Хермандера не знаходили застосувань у
теорiї крайових задач для диференцiальних рiвнянь. Це було пов’язано з
вiдсутнiстю зручного аналiтичного апарата для роботи з цими просторами.
Окрiм того, не був видiлений клас просторiв Хермандера, якi допускають
коректне означення на межi областi, де розглядається крайова задача.
Кiлька рокiв тому В. А. Михайлець i О. О. Мурач видiлили такий клас
гiльбертових iзотропних просторiв Хермандера — уточнену соболєвську
шкалу i на основi методу iнтерполяцiї з функцiональним параметром
побудували теорiю розв’язностi загальних елiптичних крайових задач у
цих просторах. У цьому зв’язку природно постало питання про побудову
теорiї параболiчних задач у просторах Хермандера. Розробка такої теорiї
ускладнюється тим, що для параболiчних диференцiальних рiвнянь треба
використовувати вiдповiднi анiзотропнi простори, якi утворенi функцiями,
що мають рiзнi властивостi за часовою i просторовими змiнними.

В останнi десятилiття простори Хермандера та їх рiзнi узагальнення усе
частiше застосовуються до важливих задач математичного аналiзу, теорiї
диференцiальних рiвнянь, теорiї iнтегральних рiвнянь, теорiї випадкових
процесiв (див. монографiї В. А. Михайлеця i О. О. Мурача (2010,
2014), О. I. Степанця (2002), N. Jacob (2001, 2002, 2005), В. Г. Мазьї,
T. O. Шапошнiкової (2009), F. Nicola, L. Rodino (2010), Б. П. Панеяха
(2000), H. Triebel (2001)). Серед них є задачi, пов’язанi з параболiчними
диференцiальними рiвняннями.
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Зважаючи на це розробка теорiї параболiчних початково-крайових
задач у класах просторiв Хермандера є актуальною i важливою
математичною проблемою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дослiдження проводились на кафедрi математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей фiзико-математичного факультету Нацiонального технiчного
унiверситету України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря
Сiкорського“ згiдно з планами, передбаченими у КПI iм. Iгоря
Сiкорського та в рамках держбюджетної теми “№ 2810-Ф, Дослiдження
асимптотичних властивостей псевдорегулярних функцiй та узагальнених
процесiв вiдновлення“ (номер державної реєстрацiї 0115U000371).

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є побудова теорiї загальних
лiнiйних параболiчних початково-крайових задач у класах гiльбертових
просторiв Хермандера.

Об’єктом дослiдження є загальнi лiнiйнi параболiчнi початково-
крайовi задачi та гiльбертовi анiзотропнi простори Хермандера, пов’язанi
з цими задачами.

Предметом дослiдження є характер розв’язностi лiнiйних
параболiчних початково-крайових задач i властивостi їх узагальнених
розв’язкiв у вiдповiдних просторах Хермандера, а також iнтерполяцiйнi
властивостi цих просторiв.

Завдання дослiдження:

1. Видiлити клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв
Хермандера, якi можуть бути застосованi у теорiї 2b-параболiчних
диференцiальних рiвнянь, i дослiдити iнтерполяцiйнi властивостi
цих просторiв.

2. Ввести 2b-анiзотропнi гiльбертовi простори Хермандера на гладкому
компактному многовидi, який є бiчною поверхнею цилiндра, i
дослiдити їх властивостi.

3. Встановити теореми про коректну розв’язнiсть у належним чином
пiдiбраних просторах Хермандера лiнiйних параболiчних початково-
крайових задач як з однорiдними, так i з неоднорiдними початковими
умовами.

4. Встановити теореми про локальну регулярнiсть узагальнених
розв’язкiв параболiчних початково-крайових задач у просторах
Хермандера.
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5. Знайти достатнi умови неперервностi узагальнених частинних
похiдних заданого порядку розв’язкiв дослiджуваних задач; зокрема,
знайти достатнi умови класичностi цих розв’язкiв.

6. Встановити теореми про коректну розв’язнiсть у належним чином
пiдiбраних просторах Хермандера лiнiйних початково-крайових
задач для параболiчних за Петровським систем i регулярнiсть їх
розв’язкiв.

Методи дослiдження. У дисертацiї використано методи теорiї рiвнянь
з частинними похiдними, функцiонального аналiзу i теорiї функцiй.
Основним у роботi є метод iнтерполяцiї з функцiональним параметром
лiнiйних операторiв у парах функцiональних гiльбертових просторiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї,
запропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:

1. Видiлено i дослiджено клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв
Хермандера, для яких показником регулярностi служить пара
дiйсних чисел s i s/(2b) та додатний функцiональний параметр,
повiльно змiнний на нескiнченностi за Й. Караматою.

2. Доведено, що цi простори Хермандера отримуються у результатi
iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар вiдповiдних
анiзотропних гiльбертових просторiв Соболєва.

3. Введено 2b-анiзотропнi гiльбертовi простори Хермандера на
гладкому компактному многовидi, який є бiчною поверхнею
цилiндра, i доведено, що введенi простори i топологiя у них
не залежать вiд вибору спецiальних локальних карт на цьому
многовидi.

4. Встановлено теореми про коректну розв’язнiсть у введених
просторах Хермандера лiнiйних параболiчних крайових задач
з однорiдними початковими умовами, а саме, доведено, що
оператори, породженi цими задачами, здiйснюють iзоморфiзми мiж
вiдповiдними анiзотропними просторами Хермандера.

5. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть у просторах
Хермандера розв’язкiв лiнiйних параболiчних крайових задач з
однорiдними початковими умовами.

6. Знайдено достатнi умови неперервностi узагальнених частинних
похiдних заданого порядку розв’язкiв цих задач.
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7. Доведено, що оператори, породженi загальними лiнiйними
неоднорiдними параболiчними початково-крайовими задачами,
здiйснюють iзоморфiзми на пiдходящих парах анiзотропних
просторiв Хермандера.

8. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть розв’язкiв
загальних лiнiйних неоднорiдних параболiчних початково-крайових
задач у просторах Хермандера.

9. Знайдено достатнi умови, за яких узагальненi розв’язки
дослiджуваних параболiчних задач є класичними.

10. Доведено теореми про iзоморфiзми у просторах Хермандера,
породженi лiнiйними крайовими задачами для параболiчних за
Петровським систем з однорiдними початковими умовами, i
встановлено теореми про локальну регулярнiсть розв’язкiв цих задач
у просторах Хермандера.

Частина результатiв дисертацiї про локальну регулярнiсть розв’язкiв
параболiчних задач є новою i для анiзотропних просторiв Соболєва.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання
можуть бути використанi у теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними та у математичнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану
дослiдження належить науковому консультанту — доктору фiзико-
математичних наук, професору В. А. Михайлецю. Усi результати
дисертацiї отримано її автором самостiйно. У спiльних роботах [1, 2, 4,
15 – 18, 21] внесок усiх спiвавторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдалися та обговорювалися на:

— Мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу, присвяченiй
125-рiччю Стефана Банаха (Україна, Львiв, 18 – 23 вересня 2017
року);

— Мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь, присвяченiй
110-й рiчницi Я. Б. Лопатинського (Україна, Львiв, 20 – 24 вересня
2016 року);

— Сiмнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка
Михайла Кравчука (Україна, Київ, 19 – 20 травня, 2016 року);
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— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька
(Україна, Дрогобич, 25- 28 серпня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Україна, Київ, 3 –
6 червня 2015 року);

— П’ятнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiя iм. академiка
Михайла Кравчука (Україна, Київ, 15 – 17 травня 2014 року);

— Кримскiй мiжнароднiй математичнiй конференцiї (Україна, Судак,
22 вересня – 4 жовтня 2013 року);

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї «Боголюбовськi читання
DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх
застосування» з нагоди 75-рiччя академiка А. М. Самойленка
(Україна, Севастополь, 23 – 30 червня 2013 року);

— Мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю Стефана Банаха
(Україна, Львiв, 17 – 21 вересня 2012 року);

— Чотирнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка
М. Кравчука (Україна, Київ, 19 – 21 квiтня 2012 року);

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань
Iнституту математики НАН України (керiвник семiнару — академiк
НАН України А. М. Самойленко);

— семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України
А. Н. Кочубей);

— Київському семiнарi з функцiонального аналiзу при Iнститутi
математики НАН України (керiвники семiнару — академiк
НАН України Ю. М. Березанський, академiк НАН України
Ю. С. Самойленко, член-кореспондент НАН України
М. Л. Горбачук , член-кореспондент НАН України А. Н. Кочубей);

— семiнарi «Диференцiальнi рiвняння. Iнтегральнi перетворення.
Спецiальнi функцiї» кафедри математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України
«Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського»
(керiвник семiнару — доктор фiзико-математичних наук, професор
Н. О. Вiрченко);
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— семiнарi «Диференцiальнi рiвняння i сумiжнi питання» кафедри
вищої математики Чернiгiвського нацiонального педагогiчного
унiверситету iменi Т. Г. Шевченка (керiвник семiнару — доктор
фiзико-математичних наук О. О. Мурач).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано у 31
науковiй працi, серед яких 21 наукова стаття [1 – 21] у вiтчизняних i
закордонних фахових наукових виданнях i 10 тез доповiдей на наукових
конференцiях [22 – 31]. Серед статей 11 робiт [1 – 3, 5 – 8, 11, 12, 18, 19]
опублiковано у журналах, якi входять до наукометричних баз даних Sco-
pus, Web of Science.

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з анотацiй,
вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв та списку
використаних джерел, що налiчує 114 найменувань. Повний обсяг роботи
складає 301 сторiнку друкованого тексту.

Основний змiст дисертацiї

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, вказано
держбюджетну тему, у рамках якої виконувалось дисертацiйне
дослiдження, зазначено мету i завдання, об’єкт, предмет i методи
дослiдження, розкрито наукову новизну отриманих результатiв, вказано
теоретичне i практичне значення одержаних результатiв i особистий внесок
здобувача у них, наведено данi про апробацiю результатiв дисертацiї i їх
публiкацiї.

У першому роздiлi дисертацiї наведено огляд лiтератури за її темою
та охарактеризовано основнi результати роботи. Їх детально викладено у
другому, третьому i четвертому роздiлах.

У другому роздiлi дисертацiї видiлено i дослiджено широкий
клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв Хермандера Hs,s/(2b);ϕ,
якi параметризуються двома числовими параметрами s, s/(2b) i
функцiональним параметром ϕ, повiльно змiнним на нескiнченностi
за Караматою. Цi простори вiдiграють головну роль у дисертацiї.
Вивчено iнтерполяцiйнi властивостi просторiв Hs,s/(2b);ϕ, заданих на
обмеженому багатовимiрному цилiндрi, стосовно анiзотропних просторiв
Соболєва. Введено 2b-анiзотропнi простори Хермандера на бiчнiй поверхнi
цилiндра, обгрунтовано коректнiсть їх означення i вивчено їх властивостi.
Усi функцiональнi простори, використанi у дисертацiї, припускаються
комплексними.
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Нехай k ∈ N. Припустимо, що вимiрна за Борелем функцiя µ : Rk →
(0,∞) є ваговою у такому сенсi:

(∃ c, ` > 0) (∀ ξ, ζ ∈ Rk) :
µ(ξ)

µ(ζ)
≤ c (1 + |ξ − ζ|)`.

За означенням, простiр Хермандера Hµ(Rk) := B2,µ складається з усiх
повiльно зростаючих розподiлiв w на Rk таких, що їх перетворення Фур’є
Fw є вимiрною за Лебегом функцiєю, яка задовольняє властивiсть µFw ∈
L2(Rk). У просторi Hµ(Rk) введена норма

‖w ‖Hµ(Rk) := ‖µFw ‖L2(Rk).

Для довiльної областi V ⊂ Rk простiр Хермандера Hµ(V ) i норма у ньому
означаються за формулами

Hµ(V ) :=
{
u = w �V : w ∈ Hµ(Rk)

}
,

‖u‖Hµ(V ) := inf
{
‖w‖Hµ(Rk) : w ∈ Hµ(Rk), u = w �V

}
.

Цi простори гiльбертовi i сепарабельнi. Їх було введено i дослiджено
Л. Хермандером (1963), а також Л. Р. Волевичем i Б. П. Панеяхом (1965). У
важливому випадку, коли µ(ξ) = (1+|ξ|2)s/2 для деякого s ∈ R i усiх ξ ∈ Rk,
простори Hµ(Rk) i Hµ(V ) стають вiдповiдно гiльбертовими просторами
Соболєва Hs(Rk) i Hs(V ) порядку s.

В. А. Михайлець i О. О. Мурач (2005 – 2010) побудували
теорiю розв’язностi загальних елiптичних крайових задач у просторах
Хермандера Hs;ϕ(V ) := Hµ(V ) з показником регулярностi вигляду

µ(ξ) = (1 + |ξ|2)s/2ϕ((1 + |ξ|2)1/2),

де число s дiйсне, а функцiональний параметр ϕ пробiгає клас M. За
означенням, клас M складається з усiх вимiрних за Борелем функцiй
ϕ : [1,∞)→ (0,∞) таких, що

(i) функцiї ϕ i 1/ϕ обмеженi на кожному вiдрiзку [1, a], де 1 < a <∞;
(ii) функцiя ϕ повiльно змiнюється на +∞ за Й. Карамата, тобто

lim
r→+∞

ϕ(λ r)

ϕ(r)
= 1 для кожного λ > 0.
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Еталонним прикладом функцiї ϕ ∈ M служить неперервна функцiя
ϕ : [1,∞)→ (0,∞) така, що

ϕ(r) = (ln r)q1 (ln ln r)q2 . . . (ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k разiв

r)qk при r � 1,

де параметри k ∈ N i q1, q2, . . . , qk ∈ R вибрано довiльним чином.
В. А. Михайлець i О. О. Мурач показали, що кожний простiр

Hs;ϕ(V ), де V = Rk або V — обмежена евклiдова область з лiпшицевою
межею, отримується методом iнтерполяцiї з пiдходящим функцiональним
параметром пари гiльбертових просторiв Соболєва Hs0(V ) i Hs1(V ), де
s0 < s < s1, i допускає коректне означення на многовидах. Цей метод грає
ключову роль у вказанiй теорiї.

У теорiї параболiчних початково-крайових задач потрiбнi 2b-
анiзотропнi версiї просторiв Hs;ϕ(V ) для цилiндру i його бiчної поверхнi,
на яких заданi 2b-параболiчне диференцiальне рiвняння i крайовi умови
вiдповiдно.

Нехай задано цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0 i обмежену
область G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ. Тодi Ω := G × (0, τ) —
вiдкритий обмежений цилiндр в Rn+1, а S := Γ × (0, τ) — його бiчна
поверхня. Нехай довiльно задано дiйснi числовi параметри s > 0, b >
0 i функцiональний параметр ϕ ∈ M. Позначимо через Hs,s/(2b);ϕ(Ω)
гiльбертiв простiр Хермандера Hµ(Ω) з показником

µ(ξ, η) =
(
1 + |ξ|2 + |η|1/b

)s/2
ϕ
(
(1 + |ξ|2 + |η|1/b)1/2

)
(1)

аргументiв ξ ∈ Rn i η ∈ R.
Якщо ϕ(·) ≡ 1, то простiр Hs,s/(2b);ϕ(Ω) стає 2b-анiзотропним простором

СоболєваHs,s/(2b)(Ω) порядку (s, s/(2b)). У загальнiй ситуацiї, коли ϕ ∈M,
виконуються неперервнi та щiльнi вкладення

Hs1,s1/(2b)(Ω) ↪→ Hs,s/(2b);ϕ(Ω) ↪→ Hs0,s0/(2b)(Ω) при s0 < s < s1.

З них випливає, що функцiональний параметр ϕ уточнює основну
(степеневу) регулярнiсть (s, s/(2b)). Простiр Hs,s/(2b);ϕ(Ω) природно
називати 2b-анiзотропним простором Хермандера. Звiсно, якщо b = 1/2, то
Hs,s/(2b);ϕ(Ω) є iзотропним простором Hs;ϕ(Ω); втiм, у теорiї параболiчних
рiвнянь b — натуральне число.

Кожний простiр Hs,s/(2b);ϕ(Ω) має важливу iнтерполяцiйну властивiсть:
вiн отримується методом iнтерполяцiї з функцiональним параметром
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пари гiльбертових анiзотропних просторiв Соболєва Hs0,s0/(2b)(Ω) i
Hs1,s1/(2b)(Ω), де 0 ≤ s0 < s < s1. З огляду на це нагадаємо означення цього
методу. Будемо наслiдувати, в основному, монографiї В. А. Михайлеця i
О. О. Мурача “Hor̈mander spaces, interpolation, and elliptic problems”, Berlin:
De Gruyter, 2014 (п. 1.1).

Нехай задано упорядковану пару комплексних сепарабельних
гiльбертових просторiв X := [X0, X1] таку, що X1 ⊆ X0, причому
вкладення є неперервним i щiльним. Цю пару називають припустимою. У
гiльбертовому просторi X0 iснує самоспряжений додатно визначений
(взагалi, необмежений) оператор J , заданий на X1 i такий, що
‖Jw‖X0

= ‖w‖X1
для кожного w ∈ X1. Оператор J однозначно

визначається за парою X.
Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй

ψ : (0,∞) → (0,∞), обмежених на кожному вiдрiзку [a, b] i вiдокремлених
вiд нуля на кожнiй пiвосi [r,∞), де 0 < a < b < ∞ i r > 0.
Нехай ψ ∈ B. За допомогою спектральної теореми для необмежених
самоспряжених операторiв означений оператор ψ(J) у просторi X0 як
борелiвська функцiя ψ вiд оператора J . Позначимо через [X0, X1]ψ або,
коротко, через Xψ область визначення оператора ψ(J), надiлену нормою
‖w‖Xψ := ‖ψ(J)w‖X0

. Простiр Xψ гiльбертiв вiдносно цiєї норми.
Функцiя ψ ∈ B називається iнтерполяцiйним параметром, якщо для

будь-яких припустимих пар X = [X0, X1], Y = [Y0, Y1] гiльбертових
просторiв i для довiльного лiнiйного вiдображення T , заданого на X0,
виконується така властивiсть. Якщо для кожного iндексу j ∈ {0, 1}
звуження вiдображення T на простiрXj є обмеженим оператором T : Xj →
Yj , то i звуження вiдображення T на простiр Xψ є обмеженим оператором
T : Xψ → Yψ. Тодi говоримо, що простiр Xψ i оператор T : Xψ → Yψ
отримуються методом iнтерполяцiї з функцiональним параметром ψ пари
X i операторiв T : Xj → Yj , j ∈ {0, 1}, вiдповiдно.

З результатiв Ж. Петре (1966, 1968) випливає, що функцiя ψ ∈ B є
iнтерполяцiйним параметром тодi i тiльки тодi, коли ψ(r) � ψ1(r) при
r � 1, де ψ1 — деяка додатна угнута функцiя.

Теорема 1.(2.6) Нехай s, s0, s1 ∈ R, 0 ≤ s0 < s < s1 та ϕ ∈ M.
Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ ∈ B за формулою

ψ(r) :=

{
r(s−s0)/(s1−s0) ϕ(r1/(s1−s0)) для r ≥ 1,

ϕ(1) для 0 < r < 1.

Тодi виконується рiвнiсть просторiв

Hs,s/(2b);ϕ(Ω) =
[
Hs0,s0/(2b)(Ω), Hs1,s1/(2b)(Ω)

]
ψ
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разом з еквiвалентнiстю норм у них.
Вiдповiднi 2b-анiзотропнi простори Хермандера на бiчнiй поверхнi S =

Γ × (0, τ) цилiндра Ω вводяться за допомогою спецiальних локальних
координат на S:

θ∗j : Rn−1 × (0, τ)↔ Γj × (0, τ), j = 1, . . . , λ.

Тут θ∗j (x, t) := (θj(x), t) для всiх x ∈ Rn−1 i t ∈ (0, τ), а θj : Rn−1 ↔ Γj ,
j = 1, . . . , λ, є скiнченний C∞-атлас на Γ, де вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γλ
утворюють покриття Γ. Окрiм того, функцiї χj ∈ C∞(Γ), j = 1, . . . , λ, такi,
що suppχj ⊂ Γj i χ1 + . . .+ χλ = 1 на Γ.

За означенням, простiр Хермандера Hs,s/(2b);ϕ(S) складається з усiх
функцiй v ∈ L2(S) таких, що для кожного j ∈ {1, . . . , λ} функцiя
vj(x, t) := χj(θj(x)) v(θj(x), t) аргументiв x ∈ Rn−1 i t ∈ (0, τ) належить
до простору Хермандера Hs,s/(2b);ϕ(Π) := Hµ(Π), де Π := Rn−1 × (0, τ), а
функцiональний параметр µ задається формулою (1), де ξ ∈ Rn−1 i η ∈ R.
Простiр Hs,s/(2b);ϕ(S) надiлений нормою

‖v‖Hs,s/(2b);ϕ(S) :=
(
‖v1‖2Hs,s/(2b);ϕ(Π) + . . .+ ‖vλ‖2Hs,s/(2b);ϕ(Π)

)1/2
.

У випадку, коли ϕ(·) ≡ 1 цей простiр є 2b-анiзотропним простором
Соболєва Hs,s/(2b)(S).

Теорема 2.(2.1) Нехай s > 0 i ϕ ∈ M. Простiр Hs,s/(2b);ϕ(S) є
гiльбертовим i не залежить (з точнiстю до еквiвалентностi норм) вiд
зазначеного вибору атласу i розбиття одиницi на Γ.

Для 2b-анiзотропних просторiв Хермандера на S правильна така версiя
iнтерполяцiйної теореми 1.

Теорема 3.(2.6) Нехай параметри s, s0, s1, ϕ i ψ такi як у теоремi 1.
Тодi виконується рiвнiсть просторiв

Hs,s/(2b);ϕ(S) =
[
Hs0,s0/(2b)(S), Hs1,s1/(2b)(S)

]
ψ

разом з еквiвалентнiстю норм у них.
Для дослiдження параболiчних крайових задач з однорiдними

початковим умовами потрiбнi 2b-анiзотропнi простори Хермандера на Ω
i S, елементи яких пiсля продовження нулем при t < 0 зберiгають свою
регулярнiсть. Цi простори позначаємо через Hs,s/(2b);ϕ

+ (Ω) i Hs,s/(2b);ϕ
+ (S)
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вiдповiдно. За означенням,

H
s,s/(2b);ϕ
+ (Ω) :=

{
u = w �Ω : w ∈ Hµ(Rn+1), suppw ⊆ Rn × [0,∞)

}
,

‖u‖
H
s,s/(2b);ϕ
+ (Ω)

:= inf
{
‖w‖Hµ(Rn+1) : w ∈ Hµ(Rn+1),

suppw ⊆ Rn × [0,∞), u = w �Ω
}
,

де функцiональний параметр µ заданий за формулою (1). Простiр
H
s,s/(2b);ϕ
+ (S) i норма у ньому означаються аналогiчно простору

Hs,s/(2b);ϕ(S) з єдиною вiдмiннiстю, що замiсть простору Hs,s/(2b);ϕ(Π)

використовується гiльбертiв простiрHs,s/(2b);ϕ
+ (Π). Вiн подiбно до простору

H
s,s/(2b);ϕ
+ (Ω) означається за формулами

H
s,s/(2b);ϕ
+ (Π) :=

{
u = w �Π : w ∈ Hµ(Rn), suppw ⊆ Rn−1 × [0,∞)

}
,

‖u‖
H
s,s/(2b);ϕ
+ (Π)

:= inf
{
‖w‖Hµ(Rn) : w ∈ Hµ(Rn),

suppw ⊆ Rn−1 × [0,∞), u = w �Ω
}
,

де функцiональний параметр µ задається рiвнiстю (1), у якiй ξ ∈ Rn−1 i
η ∈ R.

Простори H
s,s/(2b);ϕ
+ (Ω) i Hs,s/(2b);ϕ

+ (S) гiльбертовi i сепарабельнi. Для
них правильнi аналоги теорем 1, 2 i 3.

У соболєвському випадку, коли ϕ(·) ≡ 1 будемо прибирати iндекс ϕ у
позначеннях введених просторiв.

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджено характер розв’язностi i
властивостi розв’язкiв напiводнорiдних параболiчних початково-крайових
задач у 2b-анiзотропних просторах Хермандера. Цi задачi заданi у
обмеженому цилiндрi Ω = G × (0, τ) i характеризуються однорiднiстю
початкових умов — даних Кошi.

Нехай натуральнi числа b i m такi, що m/b ∈ Z. У дисертацiї
дослiджується лiнiйна початково-крайова задача в Ω, яка складається з
2b-параболiчного диференцiального рiвняння порядку 2m

Au(x, t) ≡
∑

|α|+2bβ≤2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t)

для всiх x ∈ G i t ∈ (0, τ),

(2)
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m крайових умов

Bju(x, t)
∣∣
S
≡

∑
|α|+2bβ≤mj

bα,βj (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх x ∈ Γ, t ∈ (0, τ) i j ∈ {1, . . . ,m};
(3)

i m/b початкових даних Кошi

∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

= hk(x) для всiх x ∈ G i k ∈ {0, . . . ,m/b− 1}. (4)

У крайових умовах кожне mj — довiльне цiле невiд’ємне число.
Використовуємо стандартнi позначення: α = (α1, . . . , αn) —мультиiндекс з
цiлими невiд’ємними координатами, |α| := α1 + . . .+αn, Dα

x := Dα1
1 . . . Dαn

n ,
де x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, Dk := i ∂/∂xk, ∂t := ∂/∂t. Усi коефiцiєнти aα,β i
bα,βj є комплекснозначними нескiнченно диференцiйовними функцiями на
Ω = G× [0, τ ] i S = Γ× [0, τ ] вiдповiдно.

Припускаємо, що початково-крайова задача (2) – (4) є параболiчною у
цилiндрi Ω, тобто вона задовольняє такi двi умови:

1) Для довiльних x ∈ G, t ∈ [0, τ ], ξ ∈ Rn i p ∈ C, де Re p ≥ 0,
виконується нерiвнiсть

A◦(x, t, ξ, p) ≡
∑

|α|+2bβ=2m

aα,β(x, t) ξαpβ 6= 0 при |ξ|+ |p| 6= 0.

2) При кожному виборi x ∈ Γ, t ∈ [0, τ ], дотичного вектора ξ ∈ Rn до Γ
у точцi x та p ∈ C, де Re p ≥ 0, такого, що |ξ|+ |p| 6= 0, многочлени

B◦j (x, t, ξ + ζν(x), p) ≡
∑

|α|+2bβ=mj

bα,βj (x, t) (ξ + ζν(x))α pβ ,

де j = 1, . . . ,m, змiнної ζ ∈ C лiнiйно незалежнi за модулем многочлена∏m
j=1(ζ−ζ+

j (x, t, ξ, p)). Тут ν(x) — орт внутрiшньої нормалi до Γ у точцi x, а
ζ+
j (x, t, ξ, p) — коренi з додатною уявною частиною многочлена A◦(x, t, ξ +

ζν(x), p) змiнної ζ ∈ C.
У третьому роздiлi дослiджується параболiчна початково-крайова

задача (2) – (4) у важливому випадку однорiдних початкових умов (4),
тобто, коли усi hk(x) = 0 на G. З такою задачею пов’язуємо лiнiйне
вiдображення

Λ+ : u 7→ (Au,B1u, . . . , Bmu), задане на функцiях u ∈ C∞(Ω)

таких, що ∂kt u(x, 0) = 0 для всiх x ∈ G, k ∈ N ∪ {0}.
(5)
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Нехай σ0 є найменше цiле число, таке, що

σ0 ≥ 2m, σ0 ≥ mj + 1 для кожного j ∈ {1, . . . ,m} i
σ0

2b
∈ Z.

Теорема 4.(3.1) Для довiльних s > σ0 i ϕ ∈ M вiдображення (5)
продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ+ : H
s,s/(2b);ϕ
+ (Ω)↔

↔ H
s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

H
s−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b);ϕ
+ (S).

Теорема 4 виводиться iз її аналогу для соболєвського випадку
ϕ(·) ≡ 1 за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром. У
соболєвському випадку, коли s ≥ σ0 таке, що s/(2b) – цiле, ця теорема
є наслiдком результату М. С. Аграновича i М. I. Вiшика (1964). З їх
результату випливає, що для будь-яких функцiй

f ∈ Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b)
+ (Ω), (6)

gj ∈ H
σ0−mj−1/2,(σ0−mj−1/2)/(2b)
+ (S), j = 1, . . . ,m, (7)

iснує єдиний розв’язок u ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω) рiвняння

Λ+u = (f, g1, . . . , gm).

Функцiю u називаємо (сильним) узагальненим розв’язком напiводнорiдної
задачi (2) – (4) з правими частинами (6), (7).

Розглянемо питання про локальну регулярнiсть аж до межi областi Ω
узагальненого розв’язку u цiєї задачi. Нехай U — вiдкрита множина в Rn+1

така, що ω := U ∩ Ω 6= ∅. Покладемо π1 := U ∩ ∂Ω i π2 := U ∩ S. Введемо
локальнi версiї просторiв Хермандера, використаних у теоремi 4.

Нехай s > 0 i ϕ ∈ M. Позначимо через Hs,s/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1) простiр усiх

розподiлiв u в Ω таких, що χu ∈ H
s,s/(2b);ϕ
+ (Ω) для довiльної функцiї

χ ∈ C∞(Ω), яка задовольняє умову suppχ ⊂ ω∪π1. Аналогiчно, позначимо
через H

s,s/(2b);ϕ
+,loc (π2) простiр усiх розподiлiв h на S таких, що χh ∈

H
s,s/(2b);ϕ
+ (S) для довiльної функцiї χ ∈ C∞(S), яка задовольняє умову

suppχ ⊂ π2.
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Теорема 5.(3.2) Припустимо, що функцiя u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω)

є узагальненим розв’язком дослiджуваної напiводнорiдної параболiчної
задачi, правi частини якої задовольняють умови

f ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ
+, loc (ω, π1), (8)

gj ∈ H
s−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b);ϕ
+, loc (π2), j = 1, . . . ,m, (9)

для деяких s > σ0 та ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hs,s/(2b);ϕ
+, loc (ω, π1).

Теорема 5 стверджує, що локальна регулярнiсть правих частин
дослiджуваної задачi тягне за собою вiдповiдну локальну регулярнiсть
узагальненого розв’язку цiєї задачi. При цьому уточнена регулярнiсть ϕ
успадковується розв’язком. Якщо ω = Ω i π1 = ∂Ω (тодi π2 = S), то
простори Hs,s/(2b);ϕ

+,loc (ω, π1) i Hs,s/(2b);ϕ
+,loc (π2) стають просторами Hs,s/(2b);ϕ

+ (Ω)

i Hs,s/(2b);ϕ
+ (S) вiдповiдно. У цьому випадку теорема 5 стверджує, що

регулярнiсть розв’язку u пiдвищується глобально в усьому цилiндрi Ω аж
до його межi.

Теорема 5 є новою i у соболєвському випадку, коли ϕ(·) ≡ 1.
Дамо застосування просторiв Хермандера до питання про умови

неперервностi узагальнених частинних похiдних розв’язку u.
Теорема 6.(3.3) Нехай цiле число p ≥ 0 таке, що p + b + n/2 > σ0.

Припустимо, що функцiя u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим розв’язком

дослiджуваної напiводнорiдної параболiчної задачi, правi частини якої
задовольняють умови (8) i (9) для σ := p + b + n/2 i деякого ϕ ∈ M
такого, що

∞∫
1

dr

rϕ2(r)
<∞. (10)

Тодi
Dα
x∂

β
t u(x, t) ∈ C(ω ∪ π1) при |α|+ 2bβ ≤ p. (11)

Навпаки, якщо для кожного узагальненого розв’язку u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω)

дослiджуваної задачi, правi частини якої задовольняють умови (8) i (9)
для σ := p + b + n/2 i деякого ϕ ∈ M, виконується умова (11), то ϕ
задовольняє (10).

Останнє речення теореми 6 говорить про те, що умова (10) є точною
у цiй теоремi. Якщо сформулювати версiю теореми 6 для анiзотропних
просторiв Соболєва (випадок ϕ(·) ≡ 1), то доведеться замiсть умов σ =
p+ b+ n/2 i (10) використати бiльш сильну умову σ > p+ b+ n/2.
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Версiї теорем 4, 5 i 6 встановлено також для лiнiйних крайових задач
для параболiчних за Петровським систем з однорiдними початковими
умовами.

У четвертому роздiлi дисертацiї дослiджено загальнi неоднорiднi
параболiчнi початково-крайовi задачi у просторах Хермандера.
Розглядається неоднорiдна параболiчна початково-крайова задача
(2) – (4). З цiєю задачею пов’язано лiнiйне вiдображення

Λ : u 7→
(
Au,B1u, . . . , Bmu, u|t=0, . . . , (∂

m/b−1
t u)|t=0

)
,

задане на функцiях u ∈ C∞(Ω).
(12)

Покладемо
σ0 := max{2m,m1 + 1, . . . ,mm + 1}.

Нехай s > σ0 i ϕ ∈ M (розглядається також випадок s = σ0 i ϕ(·) ≡ 1).
Вiдображення (12) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до
обмеженого оператора

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω) → Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ(Ω)⊕

⊕
m⊕
j=1

Hs−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b);ϕ(S)⊕
m/b−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(G).
(13)

Позначимо через Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ гiльбертiв простiр, у який дiє цей
оператор.

Для довiльної функцiї u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω) покладемо

(f, g1, ..., gm, h0, ..., hm/b−1) := Λu ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

i позначимо
F := (f, g1, ..., gm, h0, ..., hm/b−1).

Вектор-функцiя F задовольняє природнi умови узгодження правих частин
параболiчної задачi. Цi умови полягають у тому, що похiднi ∂kt u(x, t)

∣∣
t=0

,
якi можна обчислити з параболiчного рiвняння (2) та початкових умов (4),
повиннi задовольняти при x ∈ Γ крайовi умови (3) та спiввiдношення, що
утворюються в результатi диференцiювання цих крайових умов за часовою
змiнною t.

Для s /∈ {σ0 + k − 1/2 : k ∈ N} позначимо через Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

пiдпростiр гiльбертового простору Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ, утворений усiма
вектор-функцiями F , якi задовольняють цi умови узгодження.
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Якщо s ∈ {σ0 + k − 1/2 : k ∈ N}, то означаємо гiльбертiв простiр
Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ за допомогою iнтерполяцiї

Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ :=

:=
[
Qs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ,Qs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
r1/2

.

Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно, а права частина рiвностi є
результатом iнтерполяцiї зi степеневим параметром ψ(r) ≡ r1/2 пари
гiльбертових просторiв. Означений у такий спосiб простiр не залежить з
точнiстю до еквiвалентностi норм вiд вибору числа ε.

Теорема 7.(4.1) Для довiльних s > σ0 i ϕ ∈M оператор Λ встановлює
iзоморфiзм

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)↔ Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Теорема 7 виводиться iз її аналогу для соболєвського випадку
ϕ(·) ≡ 1 за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром. У
соболєвському випадку ця теорема встановлена М. С. Аграновичем i
М. I. Вiшиком (1964) для s ≥ σ0 таких, що s/(2b) – цiле, та М. В.Житарашу
(1985) для дiйсних s ≥ σ0. З їх результатiв випливає, що для будь-якої
вектор-функцiї

F ∈ Qσ0−2m,(σ0−2m)/(2b);1

iснує єдиний розв’язок u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) рiвняння Λu = F . Функцiю u
називаємо (сильним) узагальненим розв’язком задачi (2) – (4) з правими
частинами — компонентами вектор-функцiї F .

З теореми 7 випливає така властивiсть цього розв’язку: якщо

F ∈ Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

для деяких s > σ0 i ϕ ∈M, то u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω). Ця властивiсть стосується
глобальної регулярностi узагальненого розв’язку u в цилiндрi Ω аж до його
межi.

Перейдемо до питання про локальну регулярнiсть аж до межi областi
Ω узагальненого розв’язку u. Нехай, U — вiдкрита множина в Rn+1 така,
що ω := U ∩ Ω 6= ∅ i U ∩ Γ = ∅. Покладемо π1 := U ∩ ∂Ω, π2 := U ∩ S i
π3 := U ∩G. Введемо локальнi версiї просторiв Хермандера, використаних
у формулi (13).

Нехай s > 0 i ϕ ∈ M. Позначимо через Hs,s/(2b);ϕ
loc (ω, π1) простiр усiх

розподiлiв u в Ω таких, що χu ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω) для довiльної функцiї
χ ∈ C∞(Ω), яка задовольняє умову suppχ ⊂ ω∪π1. Аналогiчно, позначимо



17

через H
s,s/(2b);ϕ
loc (π2) простiр усiх розподiлiв h на S таких, що χh ∈

Hs,s/(2b);ϕ(S) для довiльної функцiї χ ∈ C∞(S), яка задовольняє умову
suppχ ⊂ π2. Окрiм того, позначимо через Hs;ϕ

loc (π3) простiр усiх розподiлiв
h в областi G ⊂ Rn таких, що χh ∈ Hs;ϕ(G) для довiльної функцiї
χ ∈ C∞(G), яка задовольняє умову suppχ ⊂ π3.

Теорема 8.(4.2) Припустимо, що функцiя u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є
узагальненим розв’язком параболiчної задачi (2) – (4), правi частини якої
задовольняють умови

f ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ
loc (ω, π1), (14)

gj ∈ H
s−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b);ϕ
loc (π2), j = 1, . . . ,m, (15)

hk ∈ Hs−2bk−b;ϕ
loc (π3), k = 0, . . . ,m/b− 1, (16)

для деяких s > σ0 та ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hs,s/(2b),ϕ
loc (ω, π1).

Теорема 8 є новою i у соболєвському випадку, коли ϕ(·) ≡ 1.
Розглянемо застосування просторiв Хермандера до питання про умови

класичностi узагальненого розв’язку u. Нехай m0 := max{m1, . . . ,mm}.
Природно дати наступне означення: узагальнений розв’язок u ∈

Hσ0,σ0/(2b)(Ω) дослiджуваної параболiчної задачi називаємо класичним,
якщо u ∈ C2m,2m/(2b)

x,t (Ω), усi узагальненi частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u, для яких

0 ≤ |α| + 2bβ ≤ m0, є неперервними на Ω ∪ S, а всi узагальненi частиннi
похiднi ∂kt u, для яких 0 ≤ k ≤ m/b − 1, є неперервними на Ω ∪ G. Якщо
u — класичний розв’язок цiєї задачi, то її лiвi частини обчислюються за
допомогою неперервних класичних похiдних.

Теорема 9.(4.3) Нехай

σ1 := 2m+ b+ n/2, σ2 := m0 + b+ n/2, σ3 := 2m− b+ n/2 (17)

та σ2 > σ0 i σ3 > σ0. Припустимо, що функцiя u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є
узагальненим розв’язком параболiчної задачi (2) – (4), правi частини якої
задовольняють умови

f ∈ Hσ1−2m,(σ1−2m)/(2b);ϕ1

loc (Ω,∅)∩

∩Hσ2−2m,(σ2−2m)/(2b);ϕ2

loc (Ω, S) ∩Hσ3−2m,(σ3−2m)/(2b);ϕ3

loc (Ω, G),

gj ∈ H
σ2−mj−1/2,(σ2−mj−1/2)/(2b);ϕ2

loc (S), j = 1, . . . ,m,

hk ∈ Hσ3−2bk−b;ϕ3

loc (G), k = 0, . . . ,m/b− 1,
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для деяких функцiональних параметрiв ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈M таких, що

∞∫
1

dr

rϕ2
j (r)

<∞ для кожного j ∈ {1, 2, 3}. (18)

Тодi u є класичним розв’язком цiєї задачi.
Умова (18) у теоремi 9 є точною. Якщо сформулювати версiю цiєї

теореми для анiзотропних просторiв Соболєва (випадок ϕ(·) ≡ 1), то
доведеться замiсть умов (17) i (18) використати бiльш сильнi умови

σ1 > 2m+ b+ n/2, σ2 > m0 + b+ n/2 i σ3 > 2m− b+ n/2.

Наведемо застосування теореми 9 на наступному прикладi. Розглянемо
в цилiндрi Ω ⊂ Rn+1 початково-крайову задачу для параболiчного
рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами:

∂tu =
∑
|α|≤2

aαD
α
xu+ f, u

∣∣
S

= 0, u
∣∣
t=0

= 0. (19)

Хермандер показав, що iснує функцiя f ∈ C(Ω) з supp f ⊂ Ω, така, що
задача (19) має узагальнений розв’язок u ∈ C1(Ω) \ C2,1

x,t (Ω) з suppu ⊂ Ω.
Отже, "гарнi" правi частини f ∈ C(Ω), g ≡ 0 i h ≡ 0 не гарантують
класичнiсть розв’язку.

З класичної теорiї параболiчних задач слiдує, що достатньою умовою
класичноcтi розв’язку задачi (19) буде належнiсть функцiї f простору
Гельдера Cα(Ω) з деяким α > 0.

Теорема 9 доповнює класичнi результати. А саме, iснують функцiї f /∈
C(Ω), якi задовольняють умови теореми 9.

У четвертому роздiлi також дослiджено важливi класи параболiчних
задач математичної фiзики, для яких конкретизовано i уточнено теореми
7, 8 i 9.

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати.

1. Видiлено i дослiджено клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв
Хермандера, для яких показником регулярностi служить пара
дiйсних чисел s i s/(2b) та додатний функцiональний параметр,
повiльно змiнний на нескiнченностi за Й. Караматою.
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2. Доведено, що цi простори Хермандера отримуються у результатi
iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар вiдповiдних
анiзотропних гiльбертових просторiв Соболєва.

3. Введено 2b-анiзотропнi гiльбертовi простори Хермандера на
гладкому компактному многовидi, який є бiчною поверхнею
цилiндра, i доведено, що введенi простори i топологiя у них
не залежать вiд вибору спецiальних локальних карт на цьому
многовидi.

4. Встановлено теореми про коректну розв’язнiсть у просторах
Хермандера лiнiйних параболiчних крайових задач з однорiдними
початковими умовами, а саме, доведено, що оператори, породженi
цими задачами, здiйснюють iзоморфiзми мiж вiдповiдними
анiзотропними просторами Хермандера.

5. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть у просторах
Хермандера розв’язкiв лiнiйних параболiчних крайових задач з
однорiдними початковими умовами.

6. Знайдено достатнi умови неперервностi узагальнених частинних
похiдних заданого порядку розв’язкiв лiнiйних параболiчних
крайових задач з однорiдними початковими умовами.

7. Доведено, що оператори, породженi загальними неоднорiдними
лiнiйними параболiчними початково-крайовими задачами,
здiйснюють iзоморфiзми на пiдходящих парах анiзотропних
просторiв Хермандера.

8. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть розв’язкiв
загальних лiнiйних неоднорiдних параболiчних початково-крайових
задач у просторах Хермандера.

9. Знайдено достатнi умови, за яких узагальненi розв’язки загальних
лiнiйних неоднорiдних параболiчних початково-крайових задач є
класичними.

10. Доведено теореми про iзоморфiзми у просторах Хермандера,
породженi крайовими задачами для параболiчних за Петровським
систем з однорiдними початковими умовами, i встановлено теореми
про локальну регулярнiсть розв’язкiв цих задач у просторах
Хермандера.
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equations in Hörmander spaces / V. M. Los // Methods of Functional
Analysis and Topology. — 2017. — 23, no. 2. — P. 177 – 191.

4. Лось В. М. Регулярнiсть розв’язкiв загальних параболiчних задач
у просторах Хермандера / В. М. Лось, В. А. Михайлець, О. О.
Мурач // Доповiдi НАН України. — 2017. — № 8. — С. 3 – 10.

5. Los V. M. Systems Parabolic in Petrovskii’s Sense in Hörmander Spaces /
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Анотацiї

Лось В. М. Параболiчнi крайовi задачi у просторах
Хермандера. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математич-
них наук за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. — Iнститут
математики НАН України, Київ, 2017.

У дисертацiйнiй роботi побудовано теорiю розв’язностi загальних
лiнiйних параболiчних початково-крайових задач у класах гiльбертових
просторiв Хермандера.

Видiлено i дослiджено клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв
Хермандера, для яких показником регулярностi служить пара дiйсних
чисел s i s/(2b) та додатний функцiональний параметр, повiльно змiнний
на нескiнченностi за Й. Караматою. Введено 2b-анiзотропнi гiльбертовi
простори Хермандера на гладкому компактному многовидi, який є бiчною
поверхнею цилiндра, i доведено, що введенi простори i топологiя у них
не залежать вiд вибору спецiальних локальних карт на цьому многовидi.
Доведено, що зазначенi простори Хермандера отримуються у результатi
iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар вiдповiдних анiзотропних
гiльбертових просторiв Соболєва.

Встановлено теореми про коректну розв’язнiсть у 2b-анiзотропних
просторах Хермандера загальних лiнiйних параболiчних крайових
задач як з однорiдними, так i з неоднорiдними початковими умовами.
Встановлено теореми про локальну регулярнiсть у просторах Хермандера
узагальнених розв’язкiв цих задач. Знайдено достатнi умови неперервностi
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узагальнених частинних похiдних заданого порядку розв’язкiв
дослiджуваних задач та достатнi умови класичностi узагальнених
розв’язкiв задач. Цi результати поширено на лiнiйнi крайовi задачi
для параболiчних за Петровським систем з однорiдними початковими
умовами.

Ключовi слова: параболiчна початково-крайова задача, простiр
Хермандера, повiльно змiнна функцiя, iзоморфiзм, iнтерполяцiя з
функцiональним параметром.

Параболические краевые задачи в пространствах
Хермандера. — Квалификационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математи-
ческих наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные уравнения. —
Институт математики НАН Украины, Киев, 2017.

В диссертационной работе построена теория разрешимости
общих линейных параболических начально-краевых задач в классах
гильбертовых пространств Хермандера.

Выделен и исследован класс 2b-анизотропных гильбертовых
пространств Хермандера, для которых показателем регулярности
служит пара чисел s, s/(2b) и положительный функциональный параметр,
правильно меняющийся на бесконечности по Й. Карамата. Введены
2b-анизотропные гильбертовы пространства Хермандера на гладком
компактном многообразии, которое является боковой поверхностью
цилиндра, и показано, что введенные пространства и топология в
них не зависят от выбора специальных локальных карт на этом
многообразии. Доказано, что указанные пространства Хермандера
получаются в результате интерполяции с функциональным параметром
пар соответственных анизотропных пространств Соболева.

Установлены теоремы о корректной разрешимости в 2b-анизотропных
пространствах Хермандера общих линейных параболических краевых
задач как с однородными, так и с неоднородными начальными условиями.
Установлены теоремы о локальной регулярности в пространствах
Хермандера обобщенных решений этих задач. Найдены достаточные
условия непрерывности обобщенных частных производных заданного
порядка решений исследуемых задач и достаточные условия классичности
обобщенных решений задач. Эти результаты распространены на
линейные краевые задачи для параболических по Петровскому систем с
однородными начальными условиями.

Ключевые слова: параболическая начально-краевая задача,
пространство Хермандера, медленно меняющаяся функция, изоморфизм,
интерполяция с функциональным параметром.
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Los V. M. Parabolic initial-boundary value problems in
Hörmander spaces. — Qualifying scientific work on the rights of the
manuscript.

The thesis for obtaining the degree of Doctor of Sciences (Doctor Habilita-
tus) in physics and mathematics, speciality 01.01.02 — differential equations. —
Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis gives a new theory of solvability of general linear parabolic initial-
boundary value problems in classes of inner product Hörmander spaces.

The thesis consists of annotation, introduction, four chapters of its basic
part, conclusions, and the list of references.

Chapter 1 gives a survey of the publications on the topic of the thesis and
describes its main results. These results are set forth in next three chapters.

Chapter 2 investigates a broad class of 2b-anisotropic inner product
Hörmander spaces Hs,s/(2b);ϕ given on a cylinder and parametrized by two
number parameters s and s/(2b) and a function parameter ϕ varying slowly in
the sense of Karamata at infinity. These spaces play a main role in the thesis
because they are suitable for investigation of 2b-parabolic differential equations.
We prove that these spaces are obtained by the interpolation with a function
parameter of an appropriate pair of 2b-anisotropic Sobolev spaces. We intro-
duce 2b-anisotropic Hörmander spaces on the lateral area of the cylinder and
prove that these spaces together with their topology do not depend on the
choice of special local charts on the lateral area. The interpolation properties
of the spaces introduced are investigated.

Chapter 3 investigates the character of solvability of semihomogeneous
parabolic initial-boundary value problems in 2b-anisotropic Hörmander spaces
and properties of generalized solutions to these problems. These problems are
given in a bounded cylinder and are posed for homogeneous Cauchy data. We
establish theorems on the well posedness of these problems in 2b-anisotropic
Hörmander spaces; namely, we prove that the operators generated by the prob-
lems realizes isomorphisms between appropriate anisotropic Hörmander spaces.
We also establish theorems on local regularity of generalized solutions to semi-
homogeneous parabolic problems in Hörmander spaces. We find sufficient con-
ditions under which given generalized partial derivatives of the solutions are
continuous. These results are generalized for linear initial-boundary value prob-
lems stated for Petrovskii parabolic systems and homogenous Cauchy data.

Chapter 4 investigates the character of solvability of general nonhomoge-
neous parabolic initial-boundary value problems and properties of their gener-
alized solutions in 2b-anisotropic Hörmander spaces. We prove that the oper-
ators corresponding to these problems set isomorphisms on appropriate pairs
of anisotropic Hörmander spaces. We establish theorems on local regularity of
generalized solutions to these problems in Hörmander spaces. We also find suf-



26

ficient conditions for the generalized solutions to be classical. These results are
specified for some parabolic problems of mathematical physics.

Key words: parabolic initial-boundary value problem, Hörmander space,
slowly varying function, isomorphism, interpolation with function parameter.


