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Вступ

Монографiя є переробленим i розширеним варiантом монографiї [46],
опублiкованої в 2007 р., i присвячена подальшому дослiдженню роз-
подiлiв граничних функцiоналiв для процесiв зi стацiонарно незале-
жними приростами та їх застосуванню в теорiї ризику та в актуарнiй
математицi.

Недавнi результати, одержанi автором за останнi 3 роки, допов-
нюють роздiли 3, 4, 6 та 7 згаданої монографiї i викладенi в §§ 3.5–3.6,
§ 4.4 та в §§ 6.4–6.5 i в § 7.4 її нового розширеного варiанту. До-
повнення в основному стосуються деяких функцiоналiв для проце-
сiв масового обслуговування та ґратчастих пуассонiвських процесiв,
а також дограничних узагальнень формули Полячека–Хiнчина, ку-
мулянтного зображення коренiв рiвняння Лундберга та спрощення
формули Спiтцера для напiвнеперервних та майже напiвнеперерв-
них процесiв.

Процеси ризику описуються складними пуассонiвськими проце-
сами (з дифузiєю або без неї), складними бiномiальними процесами,
якi зводяться до випадкових блукань, пуассонiвськими процесами з
одностороннiм або двостороннiм вiдбиттям. Основнi характеристи-
ки, що дослiджуються в теорiї ризику, тiсно пов’язанi з розподiла-
ми граничних функцiоналiв для однорiдних процесiв з незалежними
приростами (екстремумiв на скiнченному iнтервалi, абсолютних екс-
тремумiв, перестрибкових функцiоналiв та iнших).

В бiльшостi робiт з теорiї ризику такий зв’язок не достатньо освiт-
люється i вiдомi результати для розподiлу функцiоналiв процесiв з
незалежними приростами часто залишаються осторонь при вивченнi
задач ризику. В той же час для однорiдних процесiв з незалежними
приростами та випадкових блукань багато результатiв з розподiлу
екстремумiв та iнших функцiоналiв можна використати i пристосу-
вати для опису основних характеристик як у теорiї ризику, так i в
теорiї систем масового обслуговування (СМО).

Мета даної монографiї: пiдсумувати одержанi результати дослi-
дження розподiлу вище згаданих граничних функцiоналiв i привер-
нути увагу на зв’язок теорiї ризику з граничними задачами для ви-
падкових процесiв та блукань з незалежними приростами.

Для сум Sn розглядаються граничнi задачi, пов’язанi з розподiла-
ми рiзних граничних функцiоналiв, якi мають не лише теоретичний
iнтерес, а й практичне застосування в теорiї СМО, в теорiї вiднов-
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лення й надiйностi, в теорiї ризику тощо. Граничнi задачi, пов’язанi
з розподiлами аналогiчних функцiоналiв вивчаються й для однорi-
дних процесiв з н.п. та процесiв на нескiнченних ланцюгах Маркова
(див. [45,72,130,172,174,175] та iншi).

Дослiдження граничних задач, пов’язаних з розподiлами гранич-
них функцiоналiв, проводились прямими (ймовiрнiсними) та рiзни-
ми аналiтичними методами. Прямi методи розвивались в роботах
А.В. Скорохода, I.I. Гiхмана, G. Baxter’a, N.H. Bingham’a, J. Kemper-
man’a. Комбiнаторним методам, тiсно пов’язаним з прямими метода-
ми, присвяченi роботи Ф. Спiтцера, Л. Такача, аналiтичним та асим-
птотичним методам — роботи В.С. Королюка та роботи новосибiр-
ських iмовiрнiсникiв А.А. Боровкова, Б.А. Рогозiна та iнших. Ана-
лiтичнi методи, якi грунтуються на методi потенцiалу та фактори-
зацiйному пiдходi розвивались в роботах В.С. Королюка, В.М. Шу-
ренкова, Д.В. Гусака, М.С. Братiйчука та iнших.

В роздiлi 1 наводяться загальнi вiдомостi з теорiї процесiв з н.п.,
запозиченi з монографiй А.В. Скорохода [110, 111], та основнi поня-
ття i означення. Роздiли 2–3 присвяченi викладу результатiв дослi-
дження граничних задач для однорiдних процесiв, що грунтується
на факторизацiйно-проекцiйному пiдходi розв’язання iнтегро-дифе-
ренцiальних рiвнянь для розподiлу екстремальних значень процесу,
а також для розподiлу перестрибкових та iнших функцiоналiв.

Екстремальнi значення процесу {ξ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0}

ξ±(t) = sup
0≤u≤t

(inf)ξ(u), ξ± = sup
0≤u<∞

(inf)ξ(u),

можна вважати основними (базовими) функцiоналами, оскiльки роз-
подiли всiх iнших граничних функцiоналiв f(ξ(t)) (зокрема, таких
функцiоналiв, що пов’язанi з перетином фiксованого рiвня, з часом
перебування над заданим рiвнем i т.д.) виражаються безпосередньо
через розподiли цих функцiоналiв. Бiльшiсть граничних функцiона-
лiв задовольняють умови неперервностi в топологiї Скорохода.

Щоб ввести метрику, яка породжує топологiю Скорохода, позна-
чимо Λ-клас строго зростаючих неперервних функцiй λ(t) на [0, T ]
таких, що λ(0) = 0, λ(T ) = T . Тодi на класi D[0,T ] функцiй без роз-
ривiв 2-го роду, неперервних справа з обмеженими лiвостороннiми
границями вводиться метрика Скорохода для x1,2(t) ∈ D[0,T ]

ρD(x1(·), x2(·)) = inf
Λ

{
sup

0≤t≤T
|x1(t)− x2(λ(t))|+ sup

0≤t≤T
|t− λ(t)|

}
.



Вступ 7

За допомогою цiєї метрики визначається J-топологiя Скорохода
в D[0,T ] (див. [110, гл. 8]). Згiдно з теоремою 2 (див. И.И. Гихман,
А.В. Скороход [20, гл. IX, § 5, с. 545]) для будь-якого неперервного
в топологiї Скорохода функцiоналу fT на D[0,T ] розподiл fT (ξn(·))
збiгається до розподiлу fT (ξ(·)) при n → ∞. Тому спочатку вивчає-
ться розподiл функцiоналу для схiдчастих або косо-схiдчастих про-
цесiв. Функцiонали таких процесiв задовольняють простi стохастичнi
спiввiдношення, на основi яких виводяться iнтегро-диференцiальнi
рiвняння для їх розподiлу. При розв’язаннi таких рiвнянь для iнте-
гральних перетворень вводиться показниково розподiлена випадкова
величина θs, незалежна вiд ξ(t) (P{θs > t} = e−st, s > 0, t > 0). Тодi
можна позначити

ϕ(s, α) = Eeiαξ(θs) = s

∫ ∞
−∞
Eeiαξ(t)e−stdt, ϕ±(s, α) = Eeiαξ

±(θs)

i розглядати ξ(θs) як випадково зупинений (randomly stopped) процес
за термiнологiєю Д.С. Сiльвестрова [214]. Важлива роль при цьому
вiдводиться основнiй факторизацiйнiй тотожностi (о.ф.т.).

Пiсля iнтегральних перетворень рiвняння для розподiлу функцiо-
налу fT (ξ(·)) схiдчастого процесу ξ(t) розв’язується шляхом засто-
сування о.ф.т. та вiдповiдних операцiй проектування у термiнах ха-
рактеристичних функцiй (х.ф.) ϕ±(s, α).

Для загального випадку можна вибрати апроксимуючу послiдов-
нiсть схiдчастих процесiв ξn(t) з кумулянтами ψn(α) −→

n→∞
ψ(α), де

ψ(α) = t−1 lnEeiαξ(t) кумулянта загального однорiдного процесу ξ(t).
Спочатку визначається розподiл fT (ξn(·)) в термiнах E exp{iαξ±n (θs)}
= ϕ±n (s, α) −→

n→∞
ϕ±(s, α). Якщо fT (ξ(·)) — неперервний в топологiї

Скорохода функцiонал, то розподiл fT (ξn(·)) збiгається при n → ∞
до шуканого розподiлу fT (ξ(·)) в термiнах ϕ±(s, α). Немонотоннi
процеси ξ(t) зi стрибками одного знаку, називають напiвнеперерв-
ними зверху (або знизу). Для них мають мiсце уточнення компонент
о.ф.т. ϕ±(s, α). Вiдповiдно i розподiли функцiоналiв fT (ξ(·)) напiв-
неперервного процесу ξ(t) виражаються в термiнах цих уточнень.

Для напiвнеперервних процесiв В.С. Королюк розвинув метод
потенцiалу, за допомогою якого дослiджуються рiзнi граничнi за-
дачi та розподiли функцiоналiв fT (ξ(·)) у термiнах потенцiалу та
резольвенти (див. монографiю В.С. Королюка [84]). Для цих же
процесiв та осцилюючих блукань та процесiв рiзнi зображення для
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компонент факторизацiї ϕ±(s, α) одержано в роботах Д.В. Гусака
[23–39,41–65,174–184], а деякi — в спiльнiй монографiї з М.С. Братiй-
чуком [14]. Цим результатам присвячена перша частина монографiї
(роздiли 1–4), доповнена §§ 3.5–3.6 та § 4.4.

Для майже напiвнеперервного знизу процесу (процесу, вiд’ємна
частина стрибкiв якого має показниковий розподiл) також одержа-
но уточнення для компонент факторизацiї. Для цiлозначних пуас-
сонiвських процесiв так само можна ввести поняття неперервностi
та майже напiвнеперервностi знизу або зверху i одержати вiдповiднi
уточнення для компонент факторизацiї, що визначають генератри-
си розподiлу екстремумiв ξ±(θs). Двограничнi задачi для напiвне-
перервних (майже напiвнеперервних) процесiв та блукань розгля-
даються в роздiлах 4–5. Крiм того, в цих роздiлах розглядаються
процеси з вiдбиттям та їх зв’язок iз рiзними прикладними задача-
ми.В роздiлi 5 висвiтлюється зв’язок граничних задач iз задачами
ризику для класичних процесiв ризику та для процесiв з випадкови-
ми премiями. Роздiл 6 доповнений §§ 6.4–6.5, присвячено вивченню
поведiнки процесiв ризику пiсля момента банкрутства. В роздiлi 7,
доповненому § 7.3, розглядаються граничнi задачi для ґратчастих
пуассонiвських процесiв та випадкових блукань i дослiджуються ри-
зиковi характеристики для цих процесiв.

Зауважимо, що граничнi задачi, пов’язанi з розподiлом багатьох
функцiоналiв розглядались ранiше у вiдомих монографiях А.А. Бо-
ровкова [6,7], А.В. Скорохода [110], В.С. Королюка [84,86], Ф. Спiт-
цера [112], Л. Такача [119], J. Kemperman’a [193] та iнших авторiв.

Розподiлам граничних функцiоналiв для процесiв ризику присвя-
ченi монографiї (переважно зарубiжних авторiв): S. Asmussen’a [130],
H. Bühlmann’a [141], H.U. Gerber’a [166], J. Grandell’a [170], T. Rolsky,
H. Shmidly, V. Shmidt’a, J. Teugels’a [210] та iнших авторiв [211–213].

Частково результати даної монографiї використанi в навчальному
посiбнику, пiдготовленому колективом авторiв i двiчi опублiковано-
му у видавництвi КНУ українською мовою [69] (2008 р., 2009 р.),
а також англiйською мовою у видавництвi “Springer” (2010 р.).

В кiнцi монографiї зiбранi iлюстрацiйнi графiки деяких напiв-
неперервних процесiв та їх функцiоналiв. У додатках наведено по-
рiвняльнi таблицi коренiв рiвняння Лундберга для процесiв зi зна-
ченнями в R1 та для цiлозначних процесiв, а також формули для
ймовiрностi банкрутства Ψ(u) та їх наближень (u→∞).



Роздiл 1

Загальнi вiдомостi про
процеси з незалежними
приростами (н.п.)

1.1 Означення процесу з н.п. Приклади
та основнi властивостi процесiв з н.п.

Будемо розглядати випадковi процеси з н.п. {ξ(t), 0 ≤ t ≤ T}, ви-
значенi на ймовiрнiсному просторi {Ω,F ,P} з дiйсними значеннями
в фазовому просторi (R,B), R = (−∞,∞), B — σ-алгебра борелiв-
ських множин на прямiй R.

Вважатимемо, що процес {ξ(t), 0 ≤ t ≤ T} сепарабельний, а йо-
го вибiрковi функцiї належать простору D[0,T ] неперервних справа
функцiй без розривiв II-го роду зi скiнченними лiвостороннiми гра-
ницями.
Означення 1.1. Процес {ξ(t), 0 ≤ t ≤ T} називається процесом з
н.п., якщо для довiльного n ≥ 1 i для всiх {tk}k=0,n

0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn ≤ T

значення ξ(t0) та прирости

ξ(t0), ξ(t1)− ξ(t0), . . . , ξ(tn)− ξ(tn−1)

є незалежними випадковими величинами.

9



10 Роздiл 1. Загальнi вiдомостi про процеси з н.п.

Якщо для Imα = 0 i t ≥ 0, t1 < t2 позначити характеристичнi
функцiї (х.ф.) ϕt(α) = Eeiαξ(t), ϕt1,t2(α) = Eeiα(ξ(t2)−ξ(t1)), то з озна-
чення 1.1 випливає важливе спiввiдношення

Ee
i
n∑
k=0

αkξ(tk)
= ϕt0

( n∑
k=0

αk

)
ϕt0,t1

( n∑
k=1

αk

)
· · ·ϕtn−1,tn(αn).

Отже для Ak ∈ B, k = 0, n скiнченновимiрнi розподiли процесу
Pt0,t1,...,tn(A0, A1, . . . , An) = P{ξ(t0) ∈ A0, . . . , ξ(tn) ∈ An} визна-
чаються розподiлом ξ(t0) та розподiлами приростiв ξ(tk) − ξ(tk−1),
k = 0, n.

Означення 1.2. Процес з н.п. називається однорiдним, якщо роз-
подiл приростiв ξ(t)− ξ(s) залежить лише вiд t− s при s ≤ t.

Якщо ξ(t) — однорiдний процес з н.п., то будемо вважати, що
0 ≤ t <∞, крiм того, часто покладатимемо ξ(0) = 0.

Наведемо кiлька прикладiв процесу з н.п.

Приклад 1.1 (процес Пуассона). Нехай {ξ(t), 0 ≤ u < t ≤ T < ∞}
— процес iз н.п. i для цiлих значень n ≥ 0 знайдеться таке λ(t, u) > 0,
що прирости ξ(t)−ξ(u) мають пуассонiвський розподiл з параметром
λ(t, u)

P{ξ(t)− ξ(u) = n} = e−λ(t,u)λ
n(t, u)

n!
, n ≥ 0, (1.1)

тодi {ξ(t), 0 ≤ t ≤ T} називається неоднорiдним процесом Пуассона.
Оскiльки

λ(t, u) = E[ξ(t)− ξ(u)], λ(t, 0) = E[ξ(t)− ξ(0)] = λ(t),

то

λ(t, u) = E[(ξ(t)− ξ(0)) + (ξ(0)− ξ(u))] = λ(t)− λ(u)

i з (1.1) випливає, що

P{ξ(t)− ξ(u) = n} = eλ(u)−λ(t) (λ(t)− λ(u))n

n!
,

P{ξ(t)− ξ(0) = n} = e−λ(t)λ(t)n

n!
, n ≥ 0, (1.2)
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Eeiα[ξ(t)−ξ(0)] = eλ(t)(eiα−1).

Параметр λ(t) = E[ξ(t) − ξ(0)] = D[ξ(t) − ξ(0)] > 0; λ(t) ≥ λ(u),
t > u, що визначає неспадну функцiю по t, називають iнтегральною
iнтенсивнiстю стрибкiв пуассонiвського процесу.

Процес {ξ(t), t ≥ 0} називається однорiдним процесом Пуассона,
якщо λ(t) = λt. Розподiл його приростiв визначається спiввiдношен-
ням

P{ξ(t)− ξ(u) = n} = e−λ(t−u)λ
n(t− u)n

n!
, n ≥ 0, (1.3)

а параметр λ > 0 називається iнтенсивнiстю стрибкiв ξ(t).
Якщо ξ(0) = 0, то ξ(t) — невiд’ємний монотонний цiлозначний

процес з одиничними стрибками. Випадковi величини {ζk}k≥1, що
визначають тривалiсть часу мiж послiдовними (одиничними) стриб-
ками, незалежнi однаково розподiленi з показниковим розподiлом

P{ζk > t} = e−λt, t > 0, λ > 0.

Розподiл простого однорiдного пуассонiвського процесу {ξ(t), t ≥
0, ξ(0) = 0} згiдно (1.3) має вигляд

Pn(t) = P{ξ(t) = n} = e−λt
(λt)n

n!
, n ≥ 0.

Його можна iнтерпретувати як процес вiдновлення для послiдов-
ностi {ζk}k≥1: ν(t) = max

{
n :

∑
k≤n

ζk ≤ t
}
.

Приклад 1.2 (процес броунiвського руху). Процес {ξ(t), t ≥ 0}
iз н.п. називається процесом броунiвського руху, якщо ξ(t) i його
прирости ξ(t)− ξ(u) (u < t) мають нормальний розподiл. Нехай

ξ(0) = 0, Eξ(t) = a(t), Dξ(t) = b2(t),

тодi при u < t

E[ξ(t)− ξ(u)] = a(t)− a(u), D[ξ(t)− ξ(u)] = b2(t)− b2(u) > 0.

Розподiл приростiв процесу визначається формулою

P{ξ(t)− ξ(u) < x} =
1√

2π [b2(t)− b2(u)]
×
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×
∫ x

−∞
exp

{
− [z − a(t) + a(u)]2

2 [b2(t)− b2(u)]

}
dz, (1.4)

а його х.ф. має вигляд

Eeiα[ξ(t)−ξ(u)] = exp

{
iα(a(t)− a(u))− α2

2

[
b2(t)− b2(u)

]}
. (1.5)

Процес броунiвського руху {ξ(t), t ≥ 0} називається однорiдним,
якщо Eξ(t) = a(t) = at, Dξ(t) = b2(t) = σ2t, σ2 ≥ 0.

Процес ξ(t) = w(t) з a = 0 та b2 = 1 називається стандартним
вiнерiвським процесом.

В однорiдному випадку (1.4) та (1.5) записують так

P{ξ(t)− ξ(u) < x} =
1

σ
√

2π(t−u)

∫ x

−∞
exp

{
− [z − a(t− u)]2

2σ2(t− u)

}
dz,

Eeiα[ξ(t)−ξ(u)] = exp

{
iαa(t− u)− α2

2
σ2(t− u)

}
. (1.6)

Приклад 1.3 (складний пуассонiвський процес). Нехай {ζk}k≥1 та
{ξk}k≥1 незалежнi послiдовностi незалежних однаково розподiлених
випадкових величин, причому P{ξk 6= 0} = 1;

P{ζk > t} = e−λt, λ > 0;

P{ξk < x} = F (x), −∞ < x <∞, ϕ(α) = Eeiαξk .

Тодi ν(t) = max
{
n :

∑
k≤n

ζk ≤ t
}
— процес вiдновлення є простим

однорiдним пуассонiвським процесом з iнтенсивнiстю λ > 0.

Процес ξ(t) =
ν(t)∑
k=0

ξk (ξ(0) = 0) називається узагальненим або

складним однорiдним пуассонiвським процесом. Шляхом усереднен-
ня за розподiлом ν(t) легко довести, що (ξ(0) = 0)

Eeiαξ(t) = exp

{
tλ

∫ ∞
−∞

(
eiαx − 1

)
dF (x)

}
= exp{tλ(ϕ(α)− 1)}. (1.7)

Приклад 1.4 (складний пуассонiвський процес зi знесенням). Цей
процес має вигляд

ξ(t) = at+

ν(t)∑
k=0

ξk, a — довiльного знаку. (1.8)

При a = 0, ми одержимо процес, розглянутий у прикладi 1.3.
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Х.ф. процесу (1.8) має вигляд

Eeiαξ(t) = etψ(α), ψ(α) = iαa+ λ(ϕ(α)− 1).

Траєкторiї цього процесу є лiнiйно-схiдчастими функцiями. Подiбни-
ми процесами описується класичний процес ризику

ξu(t) = u+ Ct−
ν(t)∑
k=0

ξk, u > 0, C > 0, ξk > 0, (1.9)

u — початковий капiтал, C характеризує iнтенсивнiсть надходжен-
ня страхових внескiв (премiй), ξk > 0 — значення виплат (вимог).
Процес ξu(t) називають резервним процесом ризику (Reserve Risk
Process). Iнодi замiсть ξu(t) зручнiше розглядати процес

ζ(t) = u− ξu(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk − Ct, ζ(0) = 0, C > 0.

який називається надлишковим процесом вимог (Claim Surplus Pro-
cess).

Приклад 1.5 (процес ризику з випадковими премiями). Якщо в
(1.9) замiнити детермiновану лiнiйну функцiю C(t) = Ct на стохас-
тичний процес

C(t) = ξ1(t) =
∑

k≤ν1(t)

ηk, ηk > 0, η0 = 0,

де ν1(t) незалежний вiд ν(t) простий пуассонiвський процес з iнтен-
сивнiстю λ1, тодi

ξu(t) = u+ C(t)− ξ(t), ζ(t) = ξ(t)− C(t).

Процеси ξu(t) та ζ(t) називаються вiдповiдно резервними та надли-
шковими процесами ризику з випадковими премiями.

Приклад 1.6 (цiлозначнi процеси Пуассона). Нехай процес, розгля-
нутий в прикладi 1.3, має цiлозначнi стрибки ξk 6= 0 з генератрисою
p(z) = Ezξ1 =

∑
k 6=0

pkz
k, |z| = 1. Тодi процес ξ(t) =

∑
k≤ν(t)

ξk = Sν(t) =

S(t) називається цiлозначним складним пуассонiвським процесом з
генератрисою

Ezξ(t) = etk(z), k(z) = λ(p(z)− 1).
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Крiм цiлозначних пуассонiвських процесiв в теорiї страхування
розглядаються цiлозначнi процеси з дискретним часом, зокрема, так
званi бiномiальнi процеси.

Приклад 1.7 (бiномiальнi процеси). Складним бiномiальним цiло-
значним процесом називається процес

ξ(t) = SN(t) =

N(t)∑
k=0

ξk, P{N(t) = k} = Cknp
kqt−k, 0 ≤ k ≤ t,

стрибки якого ξk дискретно розподiленi

p(z) = Ezξ1 =
∑
k 6=0

zkpk,
∑
k 6=0

pk = 1.

Легко показати, що генератриса цього процесу

Ezξ(t) = (q + pp(z))t = (p∗(z))
t,

звiдси випливає, що ξ(t) =̇S∗t =
t∑

k=0

ξ∗k. Це означає, що складний бiно-

мiальний процес зводиться до звичайного цiлозначного випадкового
блукання, крок ξ∗1 якого має генератрису

p∗(z) = Ezξ
∗
1 = q + pp(z).

Бiномiальний процес ризику з одиничним знесенням

ξu(t) = u+ t− SN(t), SN(t) =

N(t)∑
k=0

ξk, ξk > 0.

розглядається при цiлих t ≥ 0 та u > 0, p(z) =
∑
z≥1

zkpk.

Цей процес визначається генератрисою

Ezξu(t) = zu
[
zp∗
(
z−1
)]t
, u, t — цiлi додатнi.

Структура процесiв з н.п. та їх властивостi. Для вивчення
структури стохастично неперервних процесiв з н.п. позначимо

Uε = {x : |x| ≥ ε}, ε > 0; I{A} =

{
1, x ∈ A,
0, x /∈ A, A ⊂ Uε,
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Bε — σ-алгебра борелiвських множин, що входить в Uε. Число стриб-
кiв ξ(t) на iнтервалi [0, t], якi попали в A ∈ Bε позначимо через

ν(t, A) =
∑
s≤t

I{(ξ(s)− ξ(s− 0)) ∈ A}, Π(t, A) = Eν(t, A),

а суму цих стрибкiв позначимо через

ξA(t) =
∑
s≤t

I{(ξ(s)− ξ(s− 0)) ∈ A}[ξ(s)− ξ(s− 0)].

Процес ξA(t) можна записати за допомогою стохастичного iнтегралу
по мiрi ν(t, A)

ξA(t) =

∫
A

xν(t, dx), A ∈ Bε.

Наведемо без доведення найважливiшi твердження з монографiї
А.В. Скорохода [110, гл. 2–5, 1964].

Теорема 1.1. Нехай A =
n⋃
k=1

Ak, Ak ∈ Bε, k = 1, n, Ak
⋂
Ar = ∅,

k 6= r. Тодi ξA(t) =
n∑
k=1

ξAk(t); EeiαξA(t) = exp
{∫
A

(eiαx − 1)Π(t, dx)
}
.

Процеси ξA(t) та ξ(t) − ξA(t) — незалежнi мiж собою, а процеси
ξAk(t) та ξAr (t) також незалежнi при k 6= r.

Теорема 1.2. Якщо A ∈ Bε, s < t, то прирости ν(t, A) − ν(s,A)
мають пуассонiвський розподiл

P{ν(t, A)− ν(s,A) = k} =

=
Π(t, A)−Π(s,A)

k!
eΠ(s,A)−Π(t,A), k ≥ 0, (1.10)

lim
ε→0

∫
ε<|x|≤1

x2Π(t, dx) <∞, t ∈ [0, T ]. (1.11)

Наступнi три теореми описують структуру стохастично неперерв-
них процесiв за допомогою мiри ν(t, A) та центрованої мiри ν̃(t, A) =
ν(t, A)−Π(t, A).
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Теорема 1.3. Якщо ξ(t) — сепарабельний стохастично неперерв-
ний процес з н.п., то iснує неперервний з iмовiрнiстю 1 процес ξ0(t),
що не залежить вiд мiри ν(t, A), такий, що

ξ(t) = ξ0(t) +

∫
|x|≤1

xν̃(t, dx) +

∫
|x|>1

xν(t, dx). (1.12)

Теорема 1.4. Для всякого стохастично неперервного процесу ξ(t)
з н.п. iснують неперервнi по t функцiї a(t), b2(t) такi, що b2(t) −
b2(u) ≥ 0 при u ≤ t i характеристична функцiя (х.ф.) розподiлу
приростiв задається формулою Левi:

Eeiα(ξ(t)−ξ(u)) = exp

{
iα(a(t)− a(u))− 1

2
(b2(t)− b2(u))α2 +

+

∫
|x|≤1

(eiαx − 1− iαx)[Π(t, dx)−Π(u, dx)] +

+

∫
|x|>1

(eiαx − 1)[Π(t, dx)−Π(u, dx)]

}
. (1.13)

Якщо позначити

γ(t) = a(t)−
∫
|x|≤1

x3

1 + x2
Π(t, dx) +

∫
|x|>1

x

1 + x2
Π(t, dx),

тодi з формули (1.13) одержується формула Левi–Хiнчина для х.ф.
ξ(t)− ξ(0)

Eeiα(ξ(t)−ξ(0)) = exp{iαγ(t)− α2b2(t)

2
+ (1.14)

+

∫ ∞
−∞

(
eiαx − 1− iαx

1 + x2

)
Π(t, dx)}, t ≥ 0.

Теорема 1.5. Для того, щоб стохастично неперервний процес ξ(t)
з н.п. був однорiдним, необхiдно й достатньо, щоб у формулi (1.13)
a(t) = at, b2(t) = σ2t, b ≥ 0, Π(t, A) = tΠ(A), де мiра Π(A) задоволь-
няє умову∫

0<|x|≤1

x2Π(dx) = lim
ε→0

∫
ε<|x|≤1

x2Π(dx) <∞. (1.15)
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Х.ф. однорiдного процесу ξ(t), t ≥ 0 визначається спiввiдношенням
(якщо ξ(0) 6= 0)

Eeiαξ(t) = Eeiαξ(0)Eeiα(ξ(t)−ξ(0)),

Eeiα(ξ(t)−ξ(0)) = etψ(α), t ≥ 0, Imα = 0, (1.16)

де функцiя ψ(α), що називається кумулянтою процесу ξ(t), має ви-
гляд

ψ(α) = iαa− 1

2
σ2α2+

∫ ∞
−∞

(eiαx− 1− iαxI{|x| ≤ 1})Π(dx). (1.17)

Властивостi процесу ξ(t) як функцiй часу описуються в теоремах
1.6–1.8, доведення яких можна знайти в [110, гл. 4, § 17, 1964].

Теорема 1.6. Для того щоб сепарабельний стохастично неперерв-
ний процес з н.п. ξ(t), t ∈ [0, T ], був з iмовiрнiстю 1 кусково-сталим
(схiдчастим) необхiдно й достатньо, щоб мiра Π(t, A) задовольняла
умову lim

ε→0
Π(T,Uε) <∞, а х.ф. ξ(t)− ξ(0) мала вигляд

Eeiα(ξ(t)−ξ(0)) = exp

{∫ ∞
−∞

(eiαx − 1)Π(t, dx)

}
. (1.18)

Теорема 1.7. Для того, щоб сепарабельний стохастично неперерв-
ний процес ξ(t) з н.п. був з iмовiрнiстю 1 неспадною функцiєю часу
необхiдно й достатньо, щоб для t ∈ [0, T ]

Eeiα(ξ(t)−ξ(0)) = exp

{
iαa(t) +

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π(t, dx)

}
, (1.19)

де a(t) — неспадна функцiя, а мiра Π(t, A) задовольняє умову∫ 1

0

xΠ(T, dx) <∞.

Теорема 1.8. Для того щоб сепарабельний стохастично неперерв-
ний процес з н.п. ξ(t), t ∈ [0, T ] з iмовiрнiстю 1 мав на [0, T ] обме-
жену варiацiю необхiдно й достатньо, щоб х.ф. приросту ξ(t)−ξ(0)
мала вигляд

Eeiα[ξ(t)−ξ(0)] = exp

{
iαa(t) +

∫ ∞
−∞

(eiαx − 1)Π(t, dx)

}
, (1.20)
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а для a(t) та Π(t, A) виконувались умови

var
0≤t≤T

a(t) <∞,
∫
|x|≤1

|x|Π(t, dx) <∞. (1.21)

При виконаннi цих умов процес ζ(t) = var
0≤u≤t

ξ(u) буде також проце-

сом з н.п. з х.ф.

Eeiαζ(t) = exp

{
iαγ(t) +

∫ ∞
0

(eiαx − 1)G(t, dx)

}
, (1.22)

де γ(t) = var
0≤u≤t

a(u), G(t, (c, d]) = Π(t, U(c,d]), U(c,d] — множина тих x,

для яких c < |x| ≤ d.

Зауважимо, що для однорiдного випадку схiдчастi (косо-схiдчас-
тi) процеси {ξ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0} згiдно з теоремою 1.6 мають х.ф.
(див. (1.18))

ϕt(α) = Eeiαξ(t) = etψ(α),

ψ(α) = iαa+

∫ ∞
−∞

(eiαx − 1)Π(dx), a = 0 (a 6= 0), (1.23)

причому λ =
∫∞
−∞Π(dx) < ∞. Якщо позначити dF (x) = λ−1Π(dx),

то з (1.23) випливає х.ф. (1.8) для узагальненого однорiдного пуас-
сонiвського процесу зi знесенням.

Однорiднi монотонно неспаднi процеси з н.п. згiдно з теоремою 1.7
мають х.ф. (див. (1.19))

ϕt(α) = etψ(α), ψ(α) = iαa+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π(dx),

a > 0,

∫ 1

0

xΠ(dx) <∞. (1.24)

Однорiдний процес ξ(t) з н.п. має обмежену варiацiю згiдно з
теоремою 1.8 тодi i тiльки тодi, коли його кумулянта має вигляд

ψ(α) = iαa+

∫ ∞
−∞

(eiαx − 1)Π(dx), |a| <∞, (1.25)∫
0<|x|≤1

|x|Π(dx) <∞.
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При умовi (1.25) процес ζ(t) = var
0≤u≤t

ξ(u) є також однорiдним про-

цесом з обмеженою варiацiєю, а його х.ф. (згiдно з (1.22)) має вигляд

Eeiαζ(t) = exp

{
t

[
iα|a|+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)G(dx)

]}
, (1.26)

G{(c, d]} = Π{U(c,d]}, U(c,d] = {x : c < |x| ≤ d}.
Згiдно з (1.24) ζ(t) — монотонно неспадний однорiдний процес з

н.п.
Для процесiв з н.п., як i для сум незалежних випадкових величин

iз спiльним розподiлом, має мiсце посилений закон великих чисел.

Теорема 1.9. Якщо для процесу ξ(t) з н.п. iснує m = Eξ(1) (мож-
ливо m = ±∞), тодi P

{
lim
t→∞

ξ(t)t−1 = m
}

= 1. Якщо однорiдний
процес ξ(t) має скiнченнi моменти перших двох порядкiв, то цi мо-
менти безпосередньо обчислюються так:

Eξ(1) =
∂

∂(iα)
ψ(α)

∣∣∣
iα=0

, Dξ(1) =
∂2

∂(iα)2
ψ(α)

∣∣∣
iα=0

.

Означення 1.3. Однорiдний процес {ξ(t), t ≥ 0} з н.п. називається
стiйким з показником стiйкостi α∗ ∈ (0; 2), якщо для його куму-
лянти у формi Левi–Хiнчина (див. (1.14)) γ(t) = γt, Π(t, dx) = tΠ(dx)

ψ(α) = iαγ +−
∫ ∞
−∞

(
eiαx − 1− iαx

1 + x2

)
Π(dx), (1.27)

де −
∫
— iнтеграл з рискою означає, що {0} виключено з областi iнте-

грування, а спектральна мiра стрибкiв має вигляд

Π(dx) = c1
dx

|x|α∗+1
I{x < 0}+ c2

dx

xα∗+1
I{x > 0},

c1,2 ≥ 0, c1 + c2 > 0.

Якщо позначити

M(x) =

∫ x

−∞
Π(dy), x < 0; N(x) = −

∞∫
x

Π(dy), x > 0,
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то з (1.27) випливає, що

ψ(α) = iαγ +

∫ 0

−∞

(
eiαx − 1− iαx

1 + x2

)
dM(x) +

+

∫ ∞
0

(
eiαx − 1− iαx

1 + x2

)
dN(x). (1.28)

Однорiдний процес броунiвського руху ξ0(t) = γt + σw(t), σ > 0
називають стiйким процесом з показником α∗ = 2 та кумулянтою
ψ∗(α) = iαγ − σ2

2 α
2.

Пiсля вiдповiдних перетворень комплекснозначних iнтегралiв у
(1.27) та введення позначень c = α−1

∗ Γ(1−α∗)(c1 +c2) cos(πα∗/2) при
α∗ 6= 1, c = π(c1+c2)

2 при α∗ = 1, β = c2−c1
c1+c2

, |β| ≤ 1, одержується
спрощений запис кумулянти (0 < α∗ < 2)

ψ(α) = iαγ̄ − c|α|α∗
(

1− β α

|α|
ω(α, α∗)

)
, (1.29)

де γ̄ = γ + c1I
− + c2I

+, α∗ 6= 1,

ω(α, α∗) =


tg
π

2
α∗, α∗ 6= 1,

2

π
ln |α|, α∗ = 1,

I− =

∫ 0

−∞

|x|dx
(1 + x2)|x|α∗+1

, I+ =

∫ ∞
0

xdx

(1 + x2)xα∗+1
.

Якщо α∗ = 1, то при β = 0 (c1 = c2) стiйкий процес ξ(t) з куму-
лянтою ψ0,1(α) = iαγ̄−πc1|α|, Eeiαξ(t) = etψ0,1(α), називається проце-
сом Кошi. Якщо позначити k = πc1, то розподiл ξ(1) має щiльнiсть
розподiлу (−∞ < x <∞)

f1,0(x) = F ′1,0(x) =
1

π

k

k2 + (x− γ̄)2
,

F1,0(x) = P{ξ(1) < x} =
1

π
arctg

x− γ̄
k

. (1.30)

Для симетричного процесу Кошi
◦
ξ(t) (γ̄ = 0) Eeiα

◦
ξ(t) = e−kt|α|.

Згiдно (1.30) при γ̄ = 0

∂

∂x
P{
◦
ξ(t) < x} =

kt

π(k2t2 + x2)
,
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P{
◦
ξ(t) < x} =

kt

π

∫ x

−∞

dy

k2t2 + x2
. (1.31)

Для несиметричного процесу Кошi (γ̄ 6= 0)

ξ(t) = ξ0(t) + γ̄t, ψ(α) = iαγ̄ − k|α|α∗ ,

P{ξ(t) < x} = P{
◦
ξ(t) < x− γ̄t} =

kt

π

∫ x−γ̄t

−∞

dy

k2t2 + y2
.

Таблиця характеристик кумулянти ψ(α) (див. (1.28) i вiдповiдну
таблицю в [22]) стiйких процесiв виглядає так: 2-й рядок таблицi
вiдповiдає α∗ ∈ (0, 2), останнiй рядок — α∗ = 2.

α∗
Π(dx) = dM(x),

x < 0
Π(dx) = dN(x),

x > 0
σ c1,2

0 < α∗ < 2 c1|x|−1−α∗dx c2x
−1−α∗dx 0 c1,2 ≥ 0,

c1 + c2 > 0

α∗ = 2 0 0 >0 c1,2 = 0

Для довiльного однорiдного процесу ξ(t) (t ≥ 0, ξ(0) = 0) з незале-
жними приростами й обмеженою дисперсiєю Dξ(1) < ∞ кумулянту
ψ(α) можна записати у виглядi

ψ(α) = iαγ +

∫ ∞
−∞

(eiαx − 1− iαx)x−2dK(x), (1.32)

де K(x) монотонно неспадна неперервна справа, обмежена функцiя
(K(−∞) = 0, K(+∞) < ∞) з можливим розривом в 0 K(+0) −
K(−0) = σ2 ≥ 0,

Dξ(1) = ψ′′iα(0) =

∫ ∞
−∞

dK(x) = K(+∞) = var
x∈R
K(x).

Формула (1.32) називається формулою Колмогорова.

1.2 Неперервнiсть основних функцiоналiв
в топологiї Скорохода

Нехай ξ(t) — однорiдний процес з н.п. Крiм екстремальних значень

ξ±(t) = sup(inf)
0≤u≤t

ξ(u), ξ± = sup(inf)
0≤t<∞

ξ(t), (1.33)
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введемо позначення момента першого виходу за рiвень x та пере-
стрибкових функцiоналiв

τ+(x) = inf{t : ξ(t) > x}, x > 0;

γ+(x) = ξ(τ+(x))− x — 1-ий перестрибок через x > 0, (1.34)

γ+(x) = x− ξ(τ+(x)− 0) — 1-ий недострибок через x > 0,

γ+
x (x) = γ+(x) + γ+(x) — 1-ий стрибок, що накриває x > 0.

Будем користуватись загальним позначенням fT (ξ(·)) довiльного
функцiоналу вiд процесу {ξ(t), t ∈ [0, T ]} типу (1.33), (1.34), чи то
адитивного типу або типу усереднення∫ T

t

f(x+ ξ(s)− ξ(t))ds, Ut(s, x) = Ef(x+ ξ(s)− ξ(t)). (1.35)

При дослiдженнi fT (ξ(·)) природньо розглянути цi функцiонали
спочатку для найпростiших процесiв {ξ(t), t ∈ [0, T ]}, скажiмо для
схiдчастих або лiнiйно-схiдчастих процесiв. Для розподiлу функцiо-
налiв (1.33), (1.34) таких процесiв, легко вивести iнтегро-диферен-
цiальнi рiвняння, якi визначають шуканий розподiл. У випадку за-
гального процесу ξ(t) можна пiдiбрати апроксимуючу послiдовнiсть
ξn(t) — схiдчастих або лiнiйно-схiдчастих процесiв, для яких ми зна-
ємо як шукати розподiл fT (ξn(·)).

Зауважимо, що вибiрковий простiр процесу з н.п. {ξ(t), t ∈ [0, T ]}
є простором D[0,T ] неперервних справа функцiй зi скiнченними лi-
востороннiми границями (без розривiв 2-го роду) на [0, T ]. Вини-
кає питання, коли розподiл fT (ξn(·)) збiгається до розподiлу fT (ξ(·))
(n→∞)?

Щоб одержати вiдповiдь на поставлене питання, вводиться (див.
[20, гл. IX, § 5]) в просторi D[0,T ] метрика, дещо послаблена в порiв-
няннi з класичною рiвномiрною метрикою

ρU (x, y) = sup
0≤t≤T

|x(t)− y(t)|.

Для означення нової метрики розглянемо Λ — сукупнiсть всiх
неперервних монотонно зростаючих на [0, T ] числових функцiй λ(t)
таких, що λ(0) = 0, λ(T ) = T . Для всiх λ(t) ∈ Λ iснує λ−1(t) ∈ Λ;
якщо λ1,2(t) ∈ Λ, то λ1(λ2(t)) ∈ Λ, λ2(λ1(t)) ∈ Λ.
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Позначимо для x(t), y(t) з D[0,T ] через

ρD(x, y) = inf
Λ

[
sup

0≤t≤T
|x(t)− y(λ(t))|+ sup

0≤t≤T
|t− λ(t)|], (1.36)

ρD визначає метрику в D[0,T ] (ρD визначає J-топологiю Скорохода
в D[0,T ]). Згiдно з результатами, одержаними в [19] (див. т. I, гл. VI,
§ 5), має мiсце твердження.

Теорема 1.10. Нехай ξn(t) — послiдовнiсть процесiв, що апрок-
симують процес ξ(t) (t ∈ [0, T ]). Нехай fT (ξ(·)) функцiонал на
D[0,T ] майже скрiзь неперервний в топологiї Скорохода вiдносно мi-
ри µ[0,T ], яка вiдповiдає процесу ξ(t), (t ∈ [0, T ]). Тодi розподiл фун-
кцiоналу fT (ξn(·)) збiгається при n → ∞ до розподiлу функцiоналу
fT (ξ(·)).

Згiдно з теоремою 3 (див. [19], т. II, гл. IV, § 2, с. 444) пара фун-
кцiоналiв {τ+(x), γ+(x)} є неперервними в топологiї Скорохода фун-
кцiоналами, тому має мiсце твердження.

Теорема 1.11. Якщо ξ(t) — довiльний однорiдний процес з н.п. i ку-
мулянтою ψ(α) = t−1 lnEeiαξ(t), ξn(t) — послiдовнiсть схiдчастих
однорiдних процесiв з н.п. i вiдповiдними кумулянтами ψn(α) та-
кими, що lim

n→∞
Eeiαξn(t) = Eeiαξ(t) ( lim

n→∞
ψn(α) = ψ(α)), тодi для всiх

x > 0, s > 0, u > 0

lim
n→∞

E
[
e−sτ

+
n (x)−uγ+

n (x), τ+
n (x) <∞

]
=

= E
[
e−sτ

+(x)−uγ+(x), τ+(x) <∞
]
. (1.37)

Аналогiчно для {τ+(x), γ+(x), γ+(x), γ+
x } має мiсце спiввiдноше-

ння для всiх x > 0, s > 0, u > 0, v > 0, µ > 0

lim
n→∞

E
[
e−sτ

+
n (x)−uγ+

n (x)−vγ(n)
+ (x)−µγ+

x,n , τ+
n (x) <∞

]
=

= E
[
e−sτ

+(x)−uγ+(x)−vγ+(x)−µγ+
x , τ+(x) <∞

]
. (1.38)

Якщо наближуваний процес ξ(t) не має вiнерiвської компонен-
ти (σ2 = 0), то при виборi апроксимуючої послiдовностi схiдчастих
або лiнiйно-схiдчастих процесiв ξn(t) достатньо вибрати вiдповiдну
послiдовнiсть кумулянт (E exp{iαξn(t)} = exp{tψn(α)})

ψn(α) = iαan +

∫
|x|>n−1

(eiαx − 1)Π(dx),
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an = a−
∫
n−1<|x|≤1

xΠ(dx).

У противному разi (σ2 > 0) до ψn(α) слiд додати ψ0
n(α) — куму-

лянту процесу ξ0
n(t), що апроксимує ξ0(t) = σw(t):

ψ0
n(α) =

∫
|x|≤σn−1

(eiαx − 1)dΠ0
n(x),

Π0
n(x) =


1

2
n2, −σ

n
≤ x < 0,

−1

2
n2, 0 < x ≤ σ

n
.

Легко переконатись у тому, що

lim
n→∞

[ψn(α) + ψ0
n(α)] = ψ(α), Eeiαξ(t) = etψ(α),

lim
n→∞

Eeiαξn(t) = lim
n→∞

Eet(ψn(α)+ψ0
n(α)) = Eeiαξ(t).

Для класичного процесу ризику (див. (1.9) з u = 0, a > 0) лiнiй-
на функцiя премiй C(t) = at апроксимується схiдчастим пуассонiв-
ським процесом з параметром λn = an (n > 0) i кумулянтою

ψn(α) = λn

(
n

n− iα
− 1

)
= an

iα

n− iα
−→
n→∞

aiα.

Нехай fT (x(·)) — довiльний неперервний в топологiї Скорохода
функцiонал вD[0,T ], ρD(fT (xn(·)), fT (x(·))) −→

n→∞
0, fT (ξn(·)) — вiдпо-

вiдний функцiонал процесу ξn(t), t ∈ [0, T ], з кумулянтою ψn(α) −→
n→∞

ψ(α). Тодi при n → ∞ розподiл fT (ξn(·)) збiгається до розподiлу
fT (ξ(·)).

Аналогiчне твердження має мiсце для функцiоналiв процесу {ξ(t),
t ≥ 0, ξ(0) = 0}, пов’язаних з досягненням вiд’ємного рiвня:

τ−(x) = inf{t : ξ(t) < x}, x < 0;

γ−(x) = ξ(τ−(x))− x; γ−(x) = x− ξ(τ−(x)− 0); (1.39)

γ−x (x) = ξ(τ−(x))− ξ(τ−(x)− 0), x < 0.

Функцiонали (1.34) називають верхнiми межовими функцiоналами,
а функцiонали (1.39) — нижнiми.
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1.3 Локально однорiднi процеси з н.п.
та iнтегро-диференцiальнi рiвняння
для їх функцiоналiв

Означення 1.4. Процес {ξ(t), t ≥ 0} з н.п., х.ф. приростiв якого ви-
значається формулою(1.13), називається локально однорiдним, якщо
його характеристики a(t), b2(t), Π(t, A) абсолютно неперервнi, тоб-
то iснують вимiрнi й локально iнтегрованi по t функцiї a∗(t), b2∗(t),
Π∗(t, A) такi, що

a(t) =

∫ t

0

a∗(s)ds, b2(t) =

∫ t

0

b2∗(s)ds,

Π(t, A) =

∫ t

0

Π∗(s,A)ds. (1.40)

Х.ф. такого процесу у формi Левi записується так

Eeiα[ξ(t)−ξ(0)] = exp

{∫ t

0

[
iαa∗(s)−

1

2
b2∗(s)α

2 +

+

∫
x 6=0

(eiαx − 1− iαxI{|x| ≤ 1})Π∗(s, dx)

]
ds

}
. (1.41)

Для функцiоналiв типу усереднення (див. (1.35))

Ut(s, x) = Ef(x+ ξ(t)− ξ(s)) (0 < s ≤ t) (1.42)

має мiсце твердження (див. [110, § 3.4, с. 197, 1986]).

Теорема 1.12. Якщо для локально однорiдного процесу {ξ(t), t ≥ 0}
характеристики a∗(t), b2∗(t), Π∗(t, A) неперервнi по t,

lim
ε→0

sup
0≤s≤t

∫
|x|≤ε

x2Π∗(s, dx) = 0, f(x) ∈ C2(R),

тодi Ut(s, x) задовольняє iнтегро-диференцiальне рiвняння (s ≤ t) з
граничною умовою (див. (3.56) в [110, 1986 p.])

∂

∂s
Ut(s, x) + L′sUt(s, x) = 0,

lim
s↑t

Ut(s, x) = f(x), x ∈ R, (1.43)
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L′sϕ(x) = a∗(t)ϕ
′(x) +

1

2
b2∗(t)ϕ

′′(x) + (1.44)

+

∫
y 6=0

[ϕ(x+ y)− ϕ(x)− yϕ′(x)I{|x| ≤ 1}]Π∗(t, dy).

Аналогiчна теорема має мiсце у випадку звичайного однорiдного
процесу {ξ(t), t ≥ 0} для U(t, x) = Ef(x+ ξ(t)) = Ef(ξx(t)).

Теорема 1.13. Якщо ξ(t) — звичайний однорiдний процес з н.п. з
характеристиками a∗(t) = at, b2∗(t) = σ2t, Π∗(t, dx) = tΠ(dx), тодi
U(t, x) задовольняє рiвняння з вiдповiдною граничною умовою

∂

∂t
U(t, x) + L′U(t, x) = 0, U(0, x) = f(x), (1.45)

L′ϕ(x) = aϕ′(x) +
1

2
σ2ϕ′′(x) +

+

∫
y 6=0

[ϕ(x+ y)− ϕ(x)− yϕ′(x)I{|x| ≤ 1}]Π(dy). (1.46)

Для вивчення розподiлу функцiоналiв адитивного (iнтегрально-
го) типу вiд локально однорiдного процесу ξ(t) (t ∈ [0, T ]) з хара-
ктерстиками a∗(t), b2∗(t), Π∗(t, A), zT (t, x) =

∫ T
t
g(s, ξ(s)− ξ(t) + x)ds,

g(s, x), s ∈ [0, T ], x ∈ R, зручно користуватись позначенням х.ф.

V Tα (t, x) = E exp

{
iα

∫ T

t

g(s, ξ(s)− ξ(t) + x)ds

}
. (1.47)

Має мiсце твердження (див. [110, § 3.4, с. 201, 1986]).

Теорема 1.14. Якщо g(s, x) — обмежена функцiя по обох змiнних,
що має неперервнi обмеженi похiднi g′x, g′′xx, то при t < T х.ф.
Vα(t, x) задовольняє iнтегро-диференцiальне рiвняння

∂

∂t
V Tα (t, x) + L′tV

T
α (t, x) + iαg(t, x)V Tα (t, x) = 0, (1.48)

з умовою V Tα (T, x) = 1 i оператором L′t в (1.44).

Для однорiдних процесiв з н.п. природно розглядати адитивнi
функцiонали з функцiями g(x) ∈ C2(R)

z(t, x) =

∫ t

0

g(x+ ξ(s))ds,
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Uα(t, x) = E exp

{
iα

∫ t

0

g(x+ ξ(s))ds

}
.

Зокрема для ξ(t) = w(t) згiдно з (1.46) такi х.ф. задовольняють ди-
ференцiальне рiвняння

∂

∂t
Uα(t, x) =

1

2

∂2

∂x2
Uα(t, x) + iαg(x)Uα(t, x), (1.49)

Uα(0, x) = 1.

Пiсля перетворення Лапласа для U(α, s, x) =
∫∞

0
e−stUα(t, x)dt з

(1.49) випливає рiвняння

1

2

∂2

∂x2
U(α, s, x) + [iαg(x)− s]U(α, s, x) = −1. (1.50)

Доцiльнiсть розгляду функцiоналiв z(t, x) для частинного випад-
ку g(x) = 1

2 (1 + sgnx) виправдовується хоча би тим, що

z(t, x)
∣∣
x=0

=

∫ t

0

g(w(s) + x)ds
∣∣∣
x=0

=

∫ t

0

I{w(s) > 0}ds

визначає час перебування w(·) над 0 на iнтервалi [0, t].

Наслiдок 1.1. Якщо g(x) = 1
2 (1 + sgnx), тодi для вiнерiвського

процесу w(t) iнтегральне перетворення U(α, s, x) задовольняє дифе-
ренцiальнi рiвняння

1

2

∂2

∂x2
U(α, s, x)− sU(α, s, x) = −1, x < 0,

1

2

∂2

∂x2
U(α, s, x) + (iα− s)U(α, s, x) = −1, x > 0, (1.51)

розв’язком яких є пара функцiй

U(α, s, x) =

(
1√

s2 − iαs
− 1

s

)
e
√

2s x +
1

s
, x < 0,

U(α, s, x) =

(
1√

s2 − iαs
− 1

s− iα

)
e
√

2s−2iα x +
1

s− iα
, x > 0.
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З наслiдку випливає, що при x = 0 U(α, s, 0) = (s2−iαs)− 1
2 . А пiс-

ля обернення по s визначається х.ф. z(t, 0) (див. далi табл. (1.97))

Uα(t, 0) = Eeiαz(t,0) =
2

π

∫ t

0

eiαyd arcsin

√
y

t
=

=
2

π

∫ t

0

eiαy
dy√
t2 − y2

.

Отже розподiл z(t, 0) часу перебування w(u) над 0, u ∈ [0, t] ви-
значається законом арксинуса

P{z(t, 0) < y} =
2

π
arcsin

√
y

t
(0 ≤ y ≤ t) . (1.52)

Зауважимо, що локально однорiднi процеси ξ(t) з характеристи-
ками a∗(t), b2∗(t), Π∗(t, A) є марковськими. Тому рiвняння (1.43) та
(1.45) з вiдповiдним оператором L′s в (1.44) та L′ в (1.46) є рiвняння-
ми оберненого типу. Розподiл однорiдного процесу ξ(t) з х.ф. (1.41)
з b2∗(t) = σ2 > 0, a∗(t) = a, Π∗(t, dx) = Π(dx) Pt(x) = P{ξ(t) < x},
x ∈ R задовольняє iнтегро-диференцiальне рiвняння (прямого типу)

∂

∂t
Pt(x)− LPt(x) = 0, x ∈ R, P0(x) = I{x > 0},

Lϕ(x) = −aϕ′(x) +
1

2
σ2ϕ′′(x) +

+

∫ ∞
−∞

[ϕ(x− y)− ϕ(x) + I{|y| ≤ 1}ϕ′(x)]Π(dx). (1.53)

З (1.53) пiсля перетворення Лапласа–Карсона для

P{s, x} = P{ξ(θs) < x} = s

∫ ∞
0

e−stPt(x)dt

випливає рiвняння

(sI− L)P (s, x) = sI{x > 0}, x 6= 0. (1.54)

Аналогiчнi рiвняння з вiдповiдними правими частинами в (1.54)
виводяться для розподiлу рiзних межових функцiоналiв. Якщо за-
стосувати до (1.54) перетворення Фур’є–Стiльт’єса, то для ϕ(s, α)
одержимо рiвняння

(s− ψ(α))ϕ(s, α) = s. (1.55)
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Порiвняння лiвих частин (1.54) та (1.55) дає пiдставу для то-
го, щоб кумулянту ψ(α) назвати символом iнтегро-диференцiального
оператора L в (1.53). Похiдна вiд P (s, x) (навiть при умовi σ = 0)
у рiвняннi (1.54) iснує при всiх x 6= 0, якщо стрибки процесу ξ(t)
неперервно розподiленi.

Довiльний процес {ξ(t), t ∈ [0, T ]} з н.п., що розглядається на
iмовiрнiсному просторi {Ω,F ,P}, є також i марковським процесом.

Означення 1.5. Потiк монотонно зростаючих неперервних справа
σ-алгебр F = {Ft}t∈[0,T ], Fs ⊂ Ft ⊂ F (s < t), Ft = Ft+0 =

⋂
u>t
Fu

називається фiльтрацiєю.

Позначимо F∞ = σ
( ⋃
t≥0

Ft
)
— мiнiмальну σ-алгебру, породжену

потоком F. Четвiрка {Ω,F ,F,P} називається оснащеним iмовiрнi-
сним простором.

Означення 1.6. Нехай (Ω,F ,P) iмовiрнiсний простiр з фiльтрацi-
єю F = {Ft, t ≥ 0}, Fs ⊂ Ft ⊂ F , 0 ≤ s < t. Тодi процес ξ(t), заданий
на оснащеному ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,F,P) називається мар-
тингалом (суб-, супермартингалом), якщо

1) E|ξ(t)| <∞,∀ t ≥ 0,
2) E[ξ(t)|Fs] = ξ(s) (≥ ξ(s),≤ ξ(s)) для будь-яких s ≤ t.

Прикладом мартингалу (суб-, супермартингалу) служить процес
броунiвського руху ξ(t) = w(t) + at, оскiльки

E[ξ(t)|Fs] = E[w(s) + (w(t)− w(s)) + at|Fs] =

= ξ(s) + a(t− s) = ξ(s)

лише при a = 0, (< ξ(s), при a < 0; > ξ(s), при a > 0).

Означення 1.7. Невiд’ємна випадкова величина τ = τ(ω) називає-
ться марковським моментом вiдносно F, якщо для довiльного t > 0

{ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft.

Кожному марковському моменту (моменту зупинки) τ вiдповiдає σ-
алгебра Fτ , що складається з усiх подiй A ∈ F∞, для яких

A
⋂
{τ ≤ t} ∈ Ft при t ≥ 0.
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Означення 1.8. Fτ називається σ-алгеброю, породженою марков-
ським моментом τ . Якщо для всякої обмеженої дiйснозначної вимiр-
ної функцiї f(x) (x ∈ R) i для довiльного марковського моменту
τ = τ(ω) виконується спiввiдношення майже напевно за мiрою P

E[f(ξ(t+ τ))|Fτ ] = E[f(ξ(t))|ξ(τ)](modP),

то процес ξ(t) називається строго марковським.

Зауважимо, що для узагальненого пуассонiвського процесу ξ(t)
момент 1-го стрибка ζ1 (P{ζ1 > t} = e−λt, λ — iнтенсивнiсть стриб-
кiв ξ(t)), момент першого виходу за рiвень x τ+(x) (x > 0) є мар-
ковським моментом. Тому в силу однорiдностi таких процесiв легко
складаються стохастичнi спiввiдношення для межових функцiона-
лiв, на основi яких виводяться рiвняння для розподiлу цих функцiо-
налiв. Як буде видно далi це будуть iнтегро-диференцiальнi рiвняння
типу (1.53) та (1.54) з оператором L, символом якого служить куму-
лянта ψ(α) вiдповiдного процесу ξ(t).

1.4 Поняття про канонiчну та безмежно
подiльну факторизацiю

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння з похiдними по t i по x, якi ви-
водяться для розподiлу межових функцiоналiв, пiсля iнтегрального
перетворення вiдносно t зводяться до iнтегральних рiвнянь, якщо
a = σ = 0. Так само як i iнтегро-диференцiальнi рiвняння в § 1.3.
пiсля перетворення вони мiстять похiднi лише по x та iнтегральну
частину типу згортки. Якщо a = σ2 = 0, тодi цi рiвняння при вiд-
повiдних умовах на вiд’ємнiй пiвосi зводяться до iнтегральних рiв-
нянь у згортках на додатнiй пiвосi. Теорiя таких рiвнянь розвинута
М.Г. Крейном на основi iдеї факторизацiї Вiнера–Гопфа в оглядi [92]
та в монографiях [18,101] (див. також [98,156,173,194,207,208]).

Нагадаємо деякi означення й позначення з огляду [92]. Вони
стосуються iнтегральних перетворень розв’язкiв iнтегральних рiв-
нянь типу згортки. Ними ми будемо користуватись i при розв’я-
зуваннi iнтегро-диференцiальних рiвнянь для розподiлу функцiона-
лiв.
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Нехай L — лiнiйне нормоване кiльце дiйсних або комплекснознач-
них вимiрних функцiй, абсолютно iнтегровних на R,

L =

{
f(x), x ∈ R :

∫
R

|f(x)|dx <∞
}
, ‖f‖L =

∫ +∞

−∞
|f(x)|dx,

з операцiєю “множення”

f1(x) ∗ f2(x) =

∫ +∞

−∞
f1(x− y)f2(y)dy.

Позначимо для функцiй на R+ = [0,+∞), R− = (−∞, 0] пiдкiль-
ця

L± =

{
f(x), x ∈ R± :

∫
R±
|f(x)|dx <∞

}
.

Введемо кiльце iнтегральних перетворень

L =:

{
ϕ(α) =

∫ +∞

−∞
eiαxf(x)dx, f(x) ∈ L

}
з операцiєю множення ϕ1(α)ϕ2(α) ∈ L; ϕ1,2(α) ∈ L. Функцiї ϕ(α) ∈ L
неперервнi на замкненiй прямiй R = {−∞; +∞} i ϕ(±∞) = 0.

Позначимо розширення кiльця L:

L0 =

{
ϕc(α) = c+

∫ +∞

−∞
eiαxf(x)dx

}
, c 6= 0.

Вiдповiдно пiдкiльця та їх розширення будемо позначати

L± =

{
ϕ(α) =

∫
R±

eiαxf(x)dx, f ∈ L±
}
,

L0
± =

{
ϕ(α) = c+

∫
R±

eiαxf(x)dx

}
, c 6= 0.

Операцiя проектування для ϕc(α) ∈ L на L0
± визначається спiв-

вiдношенням

[ϕc(α)]0+ =

[
c+

∫ +∞

−∞
f(x)eiαxdx

]0

+

= c+

∫ +∞

0

f(x)eiαxdx,
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[ϕc(α)]0− = c+

∫ 0

−∞
f(x)eiαxdx

i вiдповiдно операцiя проектування на L±

[ϕc(α)]± =

[
c+

∫ +∞

−∞
eiαxf(x)dx

]
±

=

∫
R±

eiαxf(x)dx.

Справедливе твердження.

Лема 1.1 (лема Вiнера). Якщо ϕc(α) ∈ L0
+ вiдмiнна вiд нуля на

замкненiй прямiй R i не має нулiв у верхнiй пiвплощинi Imα > 0,
тодi iснує c′ 6= 0 i G(x) ∈ L+ такi, що

(ϕc(α))−1 = c′ +

∫ +∞

0

eiαxG(x)dx ∈ L0
+. (1.56)

Означення 1.9. Нехай ϕ(α) неперервна на Imα = 0 комплексно-
значна функцiя, ϕ(α) ∈ L0. Кажуть, що ϕ(α) допускає канонiчну
факторизацiю на осi Imα = 0, якщо виконується спiввiдношення

ϕ(α) = ϕ+(α)ϕ−(α), Imα = 0, ϕ±(α) ∈ L0
±, (1.57)

де ϕ±(α) аналiтичнi при ±Imα > 0, неперервнi i ϕ±(α) 6= 0 при
Imα = 0; ϕ±(α) називають компонентами факторизацiї.

Теорема 1.15. Функцiя ϕ(α) ∈ L0 допускає канонiчну факториза-
цiю тодi i тiльки тодi, коли:

a) ϕ(α) 6= 0, α ∈ R = {−∞,+∞};

b) indϕ(α) =:
1

2π

∫ +∞

−∞
d argϕ(α) = 0.

Означення 1.10. Нехай ϕ(α) — характеристична функцiя (х.ф.)
безмежно подiльної випадкової величини з функцiєю розподiлу F (x).
Спiввiдношення типу

ϕ(α) = ϕ+(α)ϕ−(α), Imα = 0, (1.58)

де ϕ±(α) =
∫
R±

eiαxdF±(x), F±(x) (±x ≥ 0) — безмежно подiльнi
розподiли на пiвосях R±, називається безмежно подiльною факто-
ризацiєю для х.ф. ϕ(α).
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Множники канонiчної факторизацiї (1.57) визначаються з точ-
нiстю до сталого множника. Множники безмежно подiльної факто-
ризацiї (1.58) визначаються єдиним способом, при цьому множни-
ки ϕ±(α) аналiтичнi при ±Imα > 0, неперервнi й обмеженi при
±Imα ≥ 0.

В теорiї випадкових блукань Sn =
n∑
k=1

ξk важливу роль вiдiграє

факторизацiйна тотожнiсть для х.ф. сум Sν̃(s) з геометрично розпо-
дiленим iндексом

P{ν̃(s) = k} = (1− s)sk (0 < s < 1, k ≥ 0),

ϕ(s, α) = EeiαSν̃(s) =
1− s

1− sϕ(α)
, Imα = 0.

Для ϕ(s, α) має мiсце основна факторизацiйна тотожнiсть

ϕ(s, α) = ϕ+(s, α)ϕ−(s, α), Imα = 0, ϕ± = Ee
iαS±

ν(s) , (1.59)

ϕ±(s, α) = exp

{
−

+∞∑
n=1

1

n
snE[(1− eiαSn),±Sn > 0]

}
=

= exp

{∫
R±

(eiαx − 1)

+∞∑
n=1

1

n
sndP{Sn < x}

}
. (1.60)

Спiввiдношення (1.60) називаються тотожностями Спiтцера
(див. [17, 112, 113]). Факторизацiйний розклад (1.59) є тотожнiстю
безмежно подiльної факторизацiї для безмежно подiльної х.ф.

ϕ(s, α) = exp

{∫ +∞

−∞
(eiαx − 1)dΠs(x)

}
,

dΠs(x) =

+∞∑
n=1

sn

n
dP{Sn < x}.

Компоненти (1.60) розкладу (1.59) є безмежно подiльнi х.ф., що
визначають х.ф. eкстремумiв S±n = maxk≤n(min)Sk, S0 = S±0 = 0.

ϕ±(s, α) = Ee
iαS±

ν̃(s) = exp

{∫
R±

(eiαx − 1)dΠs(x)

}
.

ϕ±(s, α) називається додатною (вiд’ємною) компонентою фактори-
зацiї.
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Приклад 1.8. В актуарнiй математицi, крiм цiлозначних бiномi-
альних процесiв, про якi йшла мова у прикладi 1.7, розглядаються
бiномiальнi процеси з неперервно розподiленими стрибками

ξ(t) =
∑

k≤N(t)

ξk = SN(t), ϕ(α) = Eeiαξk , (1.61)

P{N(t) = k} = Ckt p
kqt−k; p+ q = 1, 0 ≤ k ≤ t.

Легко обчислити х.ф. для ξ(t):

Eeiαξ(t) =

t∑
k=0

Ckt p
kqt−kϕk(α) = (q + pϕ(α))t.

Якщо позначити ϕ∗(α) = q + pϕ(α) = Eeiαξ
∗
k , St =

t∑
k=0

ξ∗k, S0 =

ξ∗0 = 0, тодi складний бiномiальний процес ξ(t) =̇
t∑

k=0

ξ∗k є однорiдним

процесом з н.п., стохастично еквiвалентним випадковому блуканню

з кроком ξ∗k =

{
0 з iмов. q,
ξk з iмов. p.

Для випадкових блукань Sn =
∑
k≤n

ξk (S0 = ξ0 = 0) розподiли всiх

функцiоналiв виражаються через компоненти о.ф.т. (1.59), якi є х.
ф. екстремальних значень

S±ν̃(s) = max(min)
0≤n≤ν̃(s)

Sn,P{ν̃(s) = k} = (1− s)sk, k ≥ 0 (0 < s < 1)

i визначаються формулами Спiтцера (1.60). Спрощення спiввiдно-
шень для ϕ±(s, α) в (1.60) можна одержати для так званих “майже
напiвнеперервних” випадкових блукань, х.ф. кроку яких задоволь-
няє одну з умов

ϕ(α) =
b

b+ iα
ϕ1(α), b > 0, ϕ1(α) =

∫ +∞

0

eiαxdF1(x);

ϕ(α) =
c

c− iα
ϕ2(α), c > 0, ϕ2(α) =

∫ 0

−∞
eiαxdF2(x). (1.62)

Аналоги факторизацiйних спiввiдношень (1.59), (1.60) встанов-
люються i для однорiдних процесiв {ξ(t), t ≥ 0}, кумулянта яких
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визначається в (1.17). Нагадаємо, що θs показниково розподiлена ви-
падкова величина з параметром s > 0 (P{θs > t} = e−st, t > 0). Тодi
має мiсце твердження.

Теорема 1.16. Для х. ф. ξ(θs) має мiсце спiввiдношення

ϕ(s, α) =: Eeiαξ(θs) =
s

s− ψ(α)
, (1.63)

а також основна факторизацiйна тотожнiсть (о.ф.т.), яка є та-
кож i тотожнiстю безмежно подiльної факторизацiї (див. (1.58)),

ϕ(s, α) = ϕ+(s, α)ϕ−(s, α), Imα = 0, (1.64)

ϕ±(s, α) = Eeiαξ
±(θs) = exp

{
±
∫ ±∞

0

(eiαx − 1)dN±s (x)

}
, (1.65)

N±s (x) виражаються через розподiли додатних (вiд’ємних) значень
ξ(θs):

N+
s (x) = −

∫ +∞

0

e−stt−1P{ξ(t) > x}dt, x > 0,

N−s (x) =

∫ +∞

0

e−stt−1P{ξ(t) < x}dt, x < 0. (1.66)

Спiввiдношення (1.65), (1.66) називають тотожностями Спiтцера
або Спiтцера–Рогозiна для однорiдних процесiв з н.п.

Розподiли основних функцiоналiв для ξ(t) визначаються через
компоненти ϕ±(s, α) в (1.65). Спрощення спiввiдношень для ϕ±(s, α)
можна одержати для напiвнеперервних процесiв (процесiв зi знесен-
ням, що мають стрибки одного знаку), та складних пуассонiвських
процесiв без дифузiї, стрибки яких мають х.ф. типу (1.62).

Крiм (1.17) для однорiдного процесу з н.п. {ξ(t), ξ(0) = 0, t ≥ 0}
користуються записом кумулянти (1.14) у формi Левi–Хiнчина

ψ(α) = iαγ − 1

2
α2σ2 +

∫ +∞

−∞

(
eiαx − 1− iαx

1 + x2

)
Π(dx). (1.67)∫

|x|≤1
x2Π(dx) < +∞, σ2 ≥ 0, γ — довiльного знаку.

Для того, щоб безмежно подiльна функцiя розподiлу випадкової
величини ξ = ξ(1) була неперервною необхiдно i достатньо, щоб ви-
конувалась хоч би одна з умов

σ2 > 0 або
∫
|x|≤1

Π(dx) = +∞.
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Звiдси випливає, що функцiя розподiлу процесу

P{ξ(t) < x} = Ft(x), t > 0, x ∈ (−∞,+∞)

неперервна вiдносно x, якщо виконується хоч би одна iз цих умов.
При x > 0 мають мiсце нерiвностi (див. [14, c. 33–34])

P{0 ≤ ξ(t) ≤ x} ≤ c(x)t−1/2, 0 < t < 1, (1.68)

lim
t→0

P{ξ(t) > x}t−1 <∞, lim
t→0

P{ξ(t) < −x}t−1 <∞,

де 0 < c(x) < +∞, c(x) не залежить вiд t.
Для процесу ξ(t) з кумулянтою (1.17) або (1.67) розподiл

P (s, x) = P{ξ(θs) < x} = s

∫ +∞

0

e−stP{ξ(t) < x}dt

має похiдну P ′(s, x) = ∂
∂xP (s, x) при x 6= 0.

1.5 Напiвнеперервнi та майже
напiвнеперервнi процеси

Означення 1.11. Процес ξ(t), t ≥ 0 називається неперервним знизу
(зверху), якщо

P{ξ(t)− ξ(t− 0) ≥ 0 ∀ t} = 1 (P{ξ(t)− ξ(t− 0) ≤ 0 ∀ t} = 1).

Якщо ξ(t) — неперервний знизу або зверху, то кажуть, що вiн
є напiвнеперервним. Якщо ξ(t) не має вiд’ємних стрибкiв, то вiн є
неперервним знизу i навпаки. Згiдно з (1.67) кумулянта неперервного
знизу процесу має вигляд

ψ(α) = iαγ − σ2α2

2
+

∫ +∞

0

(
eiαx − 1− iαx

1 + x2

)
Π(dx). (1.69)

Аналогiчно кумулянта неперервного зверху процесу має вигляд

ψ(α) = iαγ − σ2α2

2
+

∫ 0

−∞

(
eiαx − 1− iαx

1 + x2

)
Π(dx). (1.70)
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Якщо для процесу ξ(t) з кумулянтою ψ(α) (1.69) або (1.70) зна-
менник в (1.63) при iα = r прирiвняти до нуля, то одержимо рiвнян-
ня

ψ(α)
∣∣
iα=r

=: k(r) = s, ±Re r ≥ 0, (1.71)

яке в теорiї ризику називають фундаментальним рiвнянням Лунд-
берга. В силу опуклостi k(r) в околi 0 (k′′(0) > 0) при достатньо
малих s для неперервних зверху (знизу) ξ(t) рiвняння (1.71) має до-
датний корiнь rs = ρ+(s) > 0 (вiд’ємний корiнь rs = −ρ−(s) < 0), що
визначає одну з компонент факторизацiї в (1.65)

ϕ+(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα

(
ϕ−(s, α) =

ρ−(s)

ρ−(s) + iα

)
. (1.72)

На пiдставi (1.72) можна знайти спiввiдношення для ϕ−(s, α)
(ϕ+(s, α)) для напiвнеперервних процесiв, простiшi за формули Спiт-
цера.

Поведiнка коренiв ρ±(s) при s→ 0 залежить вiд знакуm = Eξ(1),
|m| < ∞, Dξ(1) < ∞. Нижче ми покажемо, що при m = k′(0) = 0

ρ±(s) ≈
√

2s
Dξ(1) , a при m > 0 (m < 0) ρ+(s) ≈ m−1s (ρ−(s) ≈ |m|−1s,

s → 0). Якщо ±m < 0, тодi ρ±(s) −→
s→0

ρ± > 0 (див. Таблицю I в
додатках).

Якщо процес з додатними стрибками монотонно неспадний, то
рiвняння (1.71) не має вiд’ємних коренiв. Якщо процес з вiд’ємними
стрибками монотонно незростаючий, то рiвняння k(r) = s, s > 0 не
має додатних коренiв.

Означення 1.12. Складний пуассонiвський процес

ξ(t) = at+
∑
k≤ν(t)

ξk, ϕ(α) = Eeiαξk , ∀ k > 0, t ≥ 0 (1.73)

називається майже напiвнеперервним знизу (зверху), якщо ±a ≥ 0
i х.ф. стрибкiв ϕ(α) задовольняє першу (другу) умову в (1.62).

Iнколи зручнiше користуватися замiсть (1.62) умовою в термiнах
розподiлу стрибкiв

F (x) =

{
qebxI{x ≤ 0}+ {q + pF1(x)}I{x > 0}, b > 0,

qF1(x)I{x ≤ 0}+ {q + p(1− e−cx)}I{x > 0}, c > 0,
(1.74)

де −∞ < x < +∞, тодi Π(dx) = λdF (x), x 6= 0.
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Перша умова в (1.74) означає, що стрибки вiд’ємного знаку по-
казниково розподiленi, тому

E[eiαξk
∣∣ξk < 0] =

b

b+ iα
, ϕ(α) =

bq

b+ iα
+ pϕ1(α), (1.75)

ϕ1(α) =

∫
R+

eiαxdF1(x).

При першiй умовi (1.74) (a ≥ 0) х.ф. ϕ(s, α) має вигляд

ϕ(s, α) =
s

s− ψ(α)
=

s(b+ iα)

(b+ iα)(s− iαλpF̃1(α))− iα(λq + a)
,

F̃1(α) =

∫
R+

eiαxF̄ (x)dx, ψ(α) = iαa+ λ(ϕ(α)− 1). (1.76)

Рiвняння Лундберга (1.71) запишеться так

(b+ r)[s− λprh1(r)]− (λq + a)r = 0, h1(r) = F̃1(α)
∣∣
iα=r

. (1.77)

Вiд’ємний корiнь рiвняння (1.77) rs = −ρ−(s), ρ−(s) = bp−(s) визна-
чає х.ф. для ξ−(θs):

ϕ−(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
, p−(s) = P{ξ−(θs) = 0} > 0. (1.78)

Аналогiчно для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) з
умовною х.ф. E[eiαξk |ξk > 0] = c(c−iα)−1 корiнь rs = ρ+(s) = cp+(s),
p+(s) = P{ξ+(θs) = 0} > 0 кумулянтного рiвняння (подiбного до
(1.77)) визначає х.ф. для ξ+(θs):

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
, ρ+(s) = cp+(s), c > 0. (1.79)

На пiдставi о.ф.т., (1.76) та (1.78) пiсля нескладних перетворень
можна одержати простiше за формулу Спiтцера–Рогозiна спiввiд-
ношення для ϕ+(s, α) для майже напiвнеперервних знизу процесiв.
Аналогiчне спiввiдношення для ϕ−(s, α) має мiсце у випадку май-
же напiвнеперервностi зверху процесiв. Далi ми порiвняємо цi спро-
щення для напiвнеперервних i майже напiвнеперервних процесiв, якi
замiтно вiдрiзняються мiж собою (див. далi вiдповiднi теореми 3.2
та 3.5).
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Приклад 1.9. Розглянемо процес броунiвського руху ξ0(t) = at +
σw(t), для якого виконуються обидвi умови неперервностi (i зверху
i знизу) i о.ф.т. для ϕ(s, α) одержується дуже просто:

ϕ(s, α) =
2s

2s− 2iαa− (iα)2σ2
= ϕ+(s, α)ϕ−(s, α),

ϕ+(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
, ϕ−(s, α) =

ρ−(s)

ρ−(s) + iα
,

ρ±(s) =

√
2sσ2 + a2 ∓ a

σ2
– коренi рiвняння (1.71).

Якщо a = 0, σ = 1, тодi

ρ+(s) = ρ−(s) =
√

2s, p±(s, x) =
√

2se∓
√

2sx, ±x > 0,

p(s, x) =
∂

∂x
P (s, x) = p+(s, x) ∗ p−(s, x) =

∫ 0

−∞
p+(x− y)p−(y)dy,

p±(s, x) =
∂

∂x
P±(s, x) = ρ±(s)e∓ρ±(s)x, ±x > 0.

Легко показати, що згортка p(s, x) =
√

s
2e
∓
√

2sx (±x > 0). Отже,

p+(s, x) = 2p(s, x), x > 0,

∂

∂x
P{ξ+

0 (t) < x} =
2√
2πt

e−
x2

2t , x > 0.

Приклад 1.10. Розглянемо процес, що є сумою майже напiвнепе-
рервного зверху процесу ξ(t) (без вiд’ємних стрибкiв) iз вiнерiвським:
ξσ(t) = ξ(t)+σw(t) не є майже напiвнеперервним зверху, хоча додат-
нi стрибки ξ(t) показниково розподiленi з х.ф. ϕ(α) = c

c−iα . Процес
ξσ(t) буде лише неперервним знизу, для нього

ψ(α) =
λiα

c− iα
− σ2α2

2
,

ϕσ(s, α) =
2s(c− iα)

2sc+ σ2α2(c− iα)− 2iα(cs+ λ)
,

а компонента ϕ−σ (s, α) визначається так:

ϕ−σ (s, α) =
ρσ(s)

ρσ(s) + iα
,
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де −ρσ(s) — вiд’ємний корiнь рiвняння (1.71): σ2r2

2 + λr
c−r = s, що

зводиться до кубiчного: σ2r2(c − r) + 2λr = 2s(c − r). Два додатнi
коренi ρ1,2(s) останнього рiвняння визначають

ϕ+
σ (s, α) = p(s)

ρ1(s)

ρ1(s)− iα
+ q(s)

ρ2(s)

ρ2(s)− iα
, p(s) + q(s) = 1.

Надлишковий процес вимог ζ(t) (див. приклад 1.5 у § 1.1) з ку-
мулянтою (яка виражається через ϕ(α) = Eeiαξ1 , a = 0)

ψ(α) = λ(ϕ(α)− 1) + λ1

(
b

b+ iα
− 1

)
, Eeiαηk =

b

b+ iα
,

є майже напiвнеперервним знизу, а кумулянта ψ(α) зводиться до
вигляду з Λ = λ+ λ1:

ψ(α) = Λ

(
p(ϕ(α)− 1)− iαq

b+ iα

)
, p = λΛ−1, q = λ1Λ−1.

Х.ф. ζ−(θs) визначається вiд’ємним коренем rs = −ρ−(s) рiвняння

(c+ r)[λh(r)− s] = λ1r, E exp{iαζ−(θs)} =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
,

де h(r) =
∞∫
0

erxF (x)dx, F (x) = P{ξ1 > x}, x > 0.

Для цiлозначних складних пуассонiвських процесiв аналогiчнi по-
няття напiвнеперервностi вводяться за допомогою геометрично роз-
подiлених стрибкiв. Нехай ξ(t) — цiлозначний пуассонiвський процес
з кумулянтою

k(z) = λ(p(z)− 1), p(z) =
∑
k 6=0

zkpk, Ezξ(t) = etk(z).

Означення 1.13. Цiлозначний процес ξ(t) з кумулянтою

lnEzξ(1) =: k(z) = λ(p(z)− 1)

називається майже напiвнеперервним знизу, якщо генератриса

стрибкiв має вигляд (q + p = 1,
∞∑
k=1

p′k = 1)

p(z) =
q(1− b)
z − b

+ p
∞∑
k=1

zkp′k, 0 ≤ b < 1; (1.80)

якщо b = 0, тодi ξ(t) називається напiвнеперервним знизу.
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Для загального цiлозначного пуассонiвського процесу ξ(t) має
мiсце о.ф.т. (дискретний аналог формули (1.64))

g(s, z) =: Ezξ(θs) =
s

s− k(z)
= g+(s, z)g−(s, z), |z| = 1,

g±(s, z) = Ezξ
±(θs) exp

{∑
±k>0

(zk − 1)n±k (s)

}
, (1.81)

n±k (s) =

∫ t

0

t−1e−stp±k(t)dt, pk(t) = P{ξ(t) = k}, k ≥ 0.

Для процесiв з генератрисою стрибкiв p(z) (1.80) компонента g−(s, z)
визначається коренем рiвняння Лундберга k(z) = s, s > 0,

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)
z − z(s)

, b < z(s) < 1, (1.82)

p−(s) = P{ξ−(θs) = 0} =
1− z(s)

1− b
. (1.83)

Означення 1.14. Цiлозначний процес ξ(t) з кумулянтою k(z) нази-
вається майже напiвнеперервним зверху, якщо

p(z) = qp1(z) + p
(1− c)z
1− cz

, E[zξ1 |ξ1 ≥ 1] =
(1− c)z
1− cz

, 0 ≤ c < 1,

p1(z) =
∑
k<0

p′kz
k, p+ q = 1, k(z) = λ(p(z)− 1). (1.84)

Для таких процесiв корiнь рiвняння Лундберга 1 < z(s) < c−1

визначає генератрису g+(s, z) за допомогою дробово-лiнiйної функцiї

g+(s, z) =
p+(s)(1− cz)
1− zz−1(s)

, p+(s) =
1− z−1(s)

1− c
, s > 0. (1.85)

Приклад 1.11. Розглянемо цiлозначний класичний бiномiальний
процес ризику з одиничним знесенням, про який iшла мова у при-
кладi 1.7 (аналог пуассонiвського процесу ризику (1.9) в § 1.1)

ξu(t) = u+ t− SN(t), t = 0, 1, 2, . . . , u > 0. (1.86)

Цiлозначнi стрибки ξk ≥ 1 вiдповiдають значенням виплат (вимог),
цiле u > 0 — початковий капiтал. Очевидно, що процес

ξ(t) = ξ0(t) = t− SN(t)=̇

t∑
k=0

Yk = St, Yk = 1− ξN(1),
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є неперервним зверху цiлозначним випадковим блуканням з кроком
Yk i генератрисою EzSt = Ezξ(t) = zt(q + pp(z−1))t, t = 0, 1, . . ..

Якщо позначимо через ν̃(s) геометрично розподiлену випадкову
величину P{ν̃(s) = k} = (1− s)sk (0 < s < 1), то

Ezξ(ν̃(s)) =
1− s

1− sz(q + pp(z−1))
. (1.87)

Прирiвнявши до нуля знаменник в (1.87), одержимо рiвняння
Лундберга

1− sz(q + pp(z−1)) = 0, (1.88)

корiнь z(s) > 1 якого визначає розподiл максимуму ξ+(ν̃(s))

Ezξ
+(ν̃(s)) =

p+(s)

1− zz−1(s)
, p+(s) = 1− z−1(s). (1.89)

Приклад 1.12. Цiлозначний бiномiальний процес ризику з випад-
ковими премiями вводиться за допомогою спiввiдношення

ξ(t) =
∑

k≤N1(t)

ξk −
∑

k≤N2(t)

ηk = SN1(t) − S′N2(t), (1.90)

де N1(t), N2(t) незалежнi мiж собою бiномiальнi процеси з парамет-
рами (p, q) та (u, v), p+ q = 1, u+ v = 1. Легко показати, що

EzSN1(t) = (q + pp1(z))t, EzS
′
N2(t) = (v + up2(z))t,

p1(z) = Ezξ1 , p2(z) = Ezη1 , Ezξ(t) = pt∗(z),

p∗(z) = (q + pp1(z))(v + up2(z−1)), (1.91)

Ezξ(ν̃(s)) =
1− s

1− sp∗(z)
.

Якщо p1(z) =
(1− c)z
1− cz

, тодi ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху

процес. Тому корiнь рiвняння Лундберга (1 − sp∗(z) = 0), z∗(s) > 1
визначає генератрису ξ+(ν̃(s))

Ezξ
+(ν̃(s)) =

p+(s)(1− cz)
1− zz−1

∗ (s)
;

p+(s) = (1− z−1
∗ (s))(1− c)−1, 0 < s < 1. (1.92)
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В роздiлi 3 буде доведено, що для напiвнеперервних процесiв iз
стрибками одного знаку та майже напiвнеперервних пуассонiвських
процесiв з неперервно розподiленим кроком при однiй з умов

E
[
eiαξk |ξk > 0

]
=

c

c− iα
, або E

[
eiαξk |ξk < 0

]
=

b

b+ iα

буде обґрунтовано, що х.ф. ξ+(θs) або ξ−(θs) завжди визначаються
вiдповiдно дробово-лiнiйними функцiями вiдносно iα (зокрема, пра-
вильними – для процесiв iз стрибками сталого знаку, див. (1.72)).

Надалi при знаходженнi граничних розподiлiв екстремальних
значень (абсолютних екстремумiв процесiв ξ± або абсолютних екс-
тремумiв сум S± = max(min)

0≤n<∞
Sn) та перестрибкових функцiоналiв

τ±(±x), γ±(±x) при x → +∞ або x → +0, ми будемо користува-
тись теоремами тауберового типу, якi наводяться нижче (у рандомi-
зованiй формi).

Теорема 1.17. Нехай f(x) обмежена на [0,+∞) функцiя й iсну-
ють обмеженi границi f(+0) = lim

x↓0
f(x), f(+∞) = lim

x→+∞
f(x). Не-

хай θµ показниково розподiлена випадкова величина з параметром
µ ∈ (0,+∞) (P{θµ > x} = e−µx, x > 0). Тодi iнтегральне перетво-
рення Лапласа–Карсона визначається середнiм значенням

Ef(θµ) = µ

∫ ∞
0

e−µxf(x)dx = f̃(µ), (1.93)

граничнi значення f(+0), f(+∞) визначаються спiввiдношеннями

f(+0) = lim
µ→+∞

f̃(µ), f(+∞) = lim
µ→0

f̃(µ). (1.94)

Теорема 1.18. Нехай {gn}n>0 – обмежена числова послiдовнiсть й
iснують обмеженi границi g∞ = lim

n→∞
gn та lim

n→0
gn. Нехай ν̃(s) гео-

метрично розподiлена випадкова величина з параметром s ∈ (0; 1)
(P{ν̃(s) = k} = (1− s)sk, k ≥ 0). Тодi твiрне перетворення для {gn}
визначається середнiм значенням

Egν̃(s) = (1− s)
∞∑
n=0

gns
n = g̃(s), (1.95)

а граничнi значення визначаються спiввiдношеннями

g∞ = lim
s→1

g̃(s), lim
n→0

gn = lim
s→0

g̃(s). (1.96)
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Наведемо кiлька прикладiв вiдповiдностi мiж f(x) та f̃(µ) з [2,82]

f(x) x e−λx xe−λx 1√
πx

2
√

x
π

2
π

∫ x
0
e−uyd arcsin

√
y/x

f̃(µ) µ−1 µ
λ+µ

µ
(λ+µ)2 µ

1/2 µ−1/2
√
µ/(µ+ u)

(1.97)

Зауваження. Встановленi в § 1.3 рiвняння для функцiоналiв (1.35)
однорiдного процесу ξ(t) визначається твiрним оператором L′ (див.
(1.45)). Функцiї розподiлу (ф.р.) ξ(θs) i ξ±(θs) задовольняють iнтег-
ро-диференцiальнi рiвняння з оператором L (див. (1.53)), зокрема за
теоремою 4.6 в [14] справедливе твердження

Теорема 1.19. Генератриса τ+(x) (як i ф.р. ξ+(θs))

T (s, x) = E
[
e−sτ

+(x), τ+(x) <∞
]

= 1− P+(s, x), x > 0

задовольняє iнтегро-диференцiальне рiвняння з оператором L:

(s− L)T (s, x) = 0, x > 0; T (s, x) = 1, x < 0. (1.98)

Для напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) = σw(t) + ξ1(t) (σ ≥ 0,
ξ1(t) має лише вiд’ємнi стрибки) оператор L визначається згiдно
з (1.53) так

Lf(x) = −af ′(x) +
1

2
σ2f ′′(x) +

+

∫
y 6=0

[
f(x− y)− f(x) + yf ′(x)1I|y|≤1

]
Π(dy). (1.99)

А для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) з кумулянтою

ψ(α) = iαa+ λ1
iα

c− iα
+

∫
y<0

(
eiαx − 1

)
Π(dx),

a ≤ 0, c > 0,

∫ 0

−1

|x|Π(dx) <∞,

оператор L має вигляд

Lf(x) = −af ′(x) + λ1c

∫
y>0

[f(x− y)− f(x)] e−cydy +

+

∫
y<0

[f(x− y)− f(x)] Π(dy). (1.100)



Роздiл 2

Факторизацiйнi
тотожностi для процесiв.
Розподiли основних
функцiоналiв

2.1 Тотожнiсть безмежно подiльної
факторизацiї та наслiдки з неї

Встановленi для сум незалежних однаково розподiлених доданкiв
основна тотожнiсть (1.59) та тотожностi Спiтцера (1.60) (див. [17,
79,112,215]) встановлюються i для однорiдних процесiв з незалежни-
ми приростами. Сформульована для процесiв ξ(t) тотожнiсть (1.64)
доведена Б.А. Рогозiним в [108] шляхом використання дискретної
схеми блукання для послiдовностi приростiв процесу ξ(t)

S(m)
n =

∑
k≤n

ξk, ξk = ξ

(
k

2m

)
− ξ

(
k − 1

2m

)
, k ≥ 1, n ≥ 0,

iз застосуванням формули Спiтцера для S
(m)
n , з якої пiсля грани-

чного переходу (m → ∞) одержується формула Спiтцера для про-
цесу ξ(t). В нашiй роботi з В.С. Королюком це доведення спрощене
(див. [63]) i воно наводиться нижче.

45
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Теорема 2.1. Для х.ф. ξ(θs)

ϕ(s, α) = Eeiαξ(θs) =
s

s− ψ(α)

має мiсце факторизацiйний розклад

ϕ(s, α) = Eeiαξ
+
s Eeiαξ

−
s , Imα = 0, (2.1)

де ξ±s — безмежно подiльнi випадковi величини ±ξ±s ≥ 0 з х.ф.

Eeiαξ
±
s = exp

{
±
∫ ±∞

0

(eiαx − 1)dN±s (x)

}
, (2.2)

N+
s (x) = −

∫ ∞
0

e−stt−1P{ξ(t) > x}dt, x > 0; (2.3)

N−s (x) =

∫ ∞
0

e−stt−1P{ξ(t) < x}dt, x < 0.

Якщо N+
s (0) < ∞, тодi p+(s) = P{ξ+

s = 0} = e−N
+
s (0) > 0; якщо

N−s (0) <∞, тодi p−(s) = P{ξ−s = 0} = e−N
−
s (0) > 0.

Доведення. Користуючись формулою (iнтегралом) Фрулланi
(див. [121])∫ ∞

0

x−1(e−ax − e−bx)dx = ln
b

a
,

можна записати, що

lnϕ(s, α) = ln
s

s− ψ(α)
=

∫ ∞
0

t−1(etψ(α) − 1)e−tsdt =

=

∫ ∞
0

e−stt−1

∫ +∞

−∞
(eiαx − 1)dxP{ξ(t) < x}dt =

= I+(s, α) + I−(s, α),

де

I+(s, α) = −
∫ ∞

0

e−stt−1

∫ ∞
0

(eiαx − 1)dxP{ξ(t) > x}dt,

I−(s, α) =

∫ ∞
0

e−stt−1

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)dxP{ξ(t) < x}dt.
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Розглянемо при дiйсних s та α (s > 0, α > 0) iнтеграл

I+
δ = −

∫ ∞
δ

e−stt−1

∫ ∞
0

(e−αx − 1)dP{ξ(t) > x}dt, δ > 0.

Для x > 0, s > 0 t−1e−st > 0, 1 − e−sx > 0, тому з узагальненої
теореми Фубiнi (див. [123, с. 147]) випливає, що Iδ > 0 i

I+
δ =

∫ ∞
0

(1− e−αx)dx

∫ ∞
δ

e−stt−1P{ξ(t) > x}dt.

З обмеженостi I+
δ та монотонностi вiдносно δ випливає граничне

спiввiдношення

lim
δ→0

I+
δ = −

∫ ∞
0

(e−αx − 1)dx

∫ ∞
0

e−stt−1P{ξ(t) > x}dt,

остання частина якого є аналiтичною функцiєю вiд α в правiй ком-
плекснiй пiвплощинi i неперервною на уявнiй осi. Тому

I+(s, α) = −
∫ ∞

0

(eiαx − 1)dN+
s (x).

Аналогiчно доводиться, що

I−(s, α) =

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)dN−s (x).

Отже, спiввiдношення (2.1) доведено i називають його тотож-
нiстю безмежно подiльної факторизацiї. Спiввiдношення про до-
датнiсть атомарних iмовiрностей p±(s) > 0 при N±s (0) < ∞ випли-
вають iз (2.2), (2.3) при ±iα→∞.

Розглянемо спiльний розподiл {ξ(θs), ξ+(θs)}.

Теорема 2.2. Х.ф. розподiлiв для ξ±(θs) та {ξ(θs), ξ+(θs)} визна-
чаються спiввiдношеннями

ϕ±(s, α) =: Eeiαξ
±(θs) = Eeiαξ

±
s = exp

{∫
R±

(eiαx − 1)dN±s (x)

}
,

Eeiαξ
+(θs)+iβξ(θs) = ϕ+(s, α+ β)ϕ−(s, β), (2.4)
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ϕ(s, β) =: Eeiβξ(θs) = ϕ+(s, β)ϕ−(s, β), Imα = Imβ = 0.

Для схiдчастих процесiв ξ(t) =
∑

k∈ν(t)

ξk розподiли ξ±(θs) мають

атоми в 0

p±(s) = P{ξ±(θs) = 0} = exp{±N±s (0)} > 0,

N±s (x) = ∓
∞∑
k=1

P{±Sk > x} λk

k(s+ λ)k
, ±x > 0, (2.5)

Sk =
∑
r≤k

ξr, |N±s (0)| <∞ при s > 0.

Для спiльного розподiлу {ξ(θs), ξ+(θs)} та розподiлу доповнень
до екстремумiв ξ̂±(θs) = ξ(θs)− ξ∓(θs) справедливi спiввiдношення

E
[
eiαξ(θs), ξ+(θs) < z

]
= ϕ−(s, α)E

[
eiαξ

+(θs), ξ+(θs) < z
]
,

Eeiαξ̂
±(θs) = ϕ±(s, α). (2.6)

Доведення. Зауважимо, що для схiдчастих процесiв остання тотож-
нiсть в (2.4) реалiзує безмежно подiльну i канонiчну факторизацiю.
Перша формула в (2.4) називаються формулами Спiтцера (Спiтце-
ра–Рогозiна). Доведення цих формул проведемо спочатку для схiд-
частих процесiв з кумулянтою

ψ(α) = λ(ϕ(α)− 1), ϕ(α) =

∫ +∞

−∞
eiαxdF (x) = Eeiαξ1 , λ > 0.

Для моменту першого досягнення рiвня x > 0

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}

має мiсце стохастичне спiввiдношення при τ+(x) <∞

τ+(x) =̇

{
ζ1, ξ1 > x, P{ζ1 > t} = exp{−λt},
ζ1 + τ+(x− ξ1), ξ1 ≤ x,

(2.7)

на основi якого виводиться рiвняння для генератриси

E
[
e−sτ

+(x), τ+(x) <∞
]

=
λ

s+ λ
P{ξ1 > x}+
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+
λ

s+ λ

∫ x

−∞
E
[
e−sτ

+(x−y), τ+(x− y) <∞
]
dF (y).

Враховуючи, що

P+(s, x) = P{ξ+(θs) < x} = 1−E
[
e−sτ

+(x), τ+(x) <∞
]
,

з рiвняння для генератриси випливає рiвняння для P+(s, x) з нульо-
вою умовою при x < 0:

(s+ λ)P+(s, x)− λ
∫ x

−∞
P+(s, x− y)dF (y) = s, x > 0,

P+(s, x) = 0 для x < 0.

З нульової межової умови випливає, що це рiвняння можна про-
довжити на всю пряму

(s+ λ)P+(s, x)− λ
∫ +∞

−∞
P+(s, x− y)dF (y) = s, −∞ < x < +∞.

Пiсля застосування до останнього рiвняння одностороннього iн-
тегрального перетворення одержимо рiвняння в термiнах проекцiй
iз § 1.4:

(s+ λ)ϕ+(s, α)− λ[ϕ+(s, α)ϕ(α)]0+ = s,

або

(s− ψ(α))ϕ+(s, α) = s− [ϕ+(s, α)ϕ(α)]−.

Звiдси випливає рiвняння

sϕ−1(s, α)ϕ+(s, α) = s− [ϕ+(s, α)ϕ(α)]−. (2.8)

На основi (2.1) та леми Вiнера з рiвняння (2.8) випливає спiввiд-
ношення

sϕ+(s, α)(Eeiαξ
+
s )−1 = Eeiαξ

−
s {s− [ϕ+(s, α)ϕ(α)]−}.

Застосувавши до обох частин операцiю проектування [ ]0+ з остан-
нього випливає, що

ϕ+(s, α)

Eeiαξ
+
s

= C(s),

оскiльки проекцiя функцiй з L− дає сталу вiдносно α.
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З умови нормованостi (ϕ+(s, 0) = 1) випливає, що C(s) = 1. Та-
ким чином перша формула в (2.4) доведена для ξ+(θs). Замiнивши
ξ1(t) = −ξ(t), можна довести першу формулу в (2.4) i для ξ−(θs).

У схiдчастому випадку атомарнi ймовiрностi p±(s) в (2.5) визна-
чаються з (2.3) в теоремi 2.1, або iз спiввiдношень

P{±ξ(t) > 0} = P{±Sν(t) > 0} =
∑
k≥1

(λt)k

k!
e−λtP{±Sk > 0},

∫ ∞
0

tk−1e−(s+λ)tdt = Γ(k)(s+ λ)−k, Γ(k) = (k − 1)!,

|N±s (0)| =
∞∑
k=1

P{±Sk > 0}1

k

(
λ

s+ λ

)k
<∞, s > 0.

Для апроксимуючої послiдовностi схiдчастих процесiв ξn(t), що на-
ближає будь-який процес ξ(t), мають мiсце першi спiввiдношення
(2.4). На основi теореми 1.10 з роздiлу I встановлюється їх справе-
дливiсть для довiльного процесу ξ(t).

Для спiльного розподiлу {ξ(θs), ξ+(θs)}, крiм (2.7), запишемо сто-
хастичне зображення для схiдчастого процесу ξ(t):

ξ(t) =̇

{
0, ζ1 > t,

ξ(t− ζ1), ζ1 ≤ t.
(2.9)

На основi (2.7) та (2.9) для

Pz(s, x) = P{ξ(θs) < x+ z, ξ+(θs) < z}, x ≤ 0, z > 0

подiбно до рiвняння для P+(s, x) виводиться iнтегральне рiвняння

(s+ λ)Pz(s, x)− λ
∫ +∞

−∞
Pz−y(s, x)dF (y) = sI{x+ z > 0} (2.10)

з межовими умовами

Pz(s, x) = 0, z < 0; Pz(s, x) = Pz(s, 0), x > 0. (2.11)

Застосуємо одностороннє перетворення Лапласа–Стiлт’єса по x <
0 до обох частин (2.10). Тодi для

P (s, u, z) = E[eu(ξ(θs)−z), ξ+(θs)− z < 0]
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одержимо iнтегральне рiвняння

(s+ λ)P (s, u, z)− λ
∫ +∞

−∞
P (s, u, z− y)dF (y) = se−uz, z > 0. (2.12)

З (2.12) пiсля одностороннього iнтегрального перетворення по z > 0

для P̃ (s, u, α) =
∫∞

0
P (s, u, z)eiαzdz, Imα = 0 одержимо рiвняння:

(s+ α)P̃ (s, u, α)− λP̃ (s, u, α)ϕ(α) =
s

u− iα
− λ[P̃ϕ(α)]−,

яке зводиться до вигляду

(s− ψ(α))P̃ (s, u, α) =
s

u− iα
− λ[P̃ϕ(α)]−

або (P̃ = P̃ (s, u, α))

sϕ−1(s, α)P̃ (s, u, α) =
s

u− iα
− λ[P̃ϕ(α)]−. (2.13)

На основi (2.1) пiсля застосування операцiї [ ]0+ з рiвняння (2.13)
випливає спiввiдношення

P̃ (s, u, α) = [(u− iα)−1Eeiαξ
−
s ]0+Ee

iαξ+s =

[
ϕ−(s, α)

u− iα

]0

+

ϕ+(s, α).

Обернувши по α (2.13), знаходимо спiввiдношення

E[eu(ξ(θs)−z), ξ+(θs) < z] =

∫ z

0

∫ 0

−∞
eu(x+y−z)dP−(s, x)dP+(s, y).

Скоротивши на e−uz, ми одержимо перше спiввiдношення в (2.6).
Останнє доведене спiввiдношення при u = iβ запишеться так:

E[eiβξ(θs), ξ+(θs) < z] = Eeiβξ
−(θs)E[eiβξ

+(θs), ξ+(θs) < z].

Звiдси пiсля застосування одностороннього перетворення Фур’є–
Стiлт’єса по z випливає центральне друге спiввiдношення в (2.4).
З нього при α = 0 випливає останнє спiввiдношення в (2.4), яке на-
зивають основною факторизацiйною тотожнiстю (о.ф.т.) або пер-
шою факторизацiйною тотожнiстю (ф.т.1).
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Якщо в другому спiввiдношеннi (2.4) покласти α = −β, тодi
одержимо останнє спiввiдношення в (2.6) про стохастичну еквiва-
лентнiсть екстремумiв ξ±(θs) та їх доповнень ξ̂±(θs):

Eeiαξ̂
±(θs) = Eeiαξ

±(θs) ⇒ ξ̂±(θs) =̇ ξ±(θs).

Отже, теорема 2.2 повнiстю доведена для схiдчастих процесiв. На
основi теореми 1.10 справедливiсть всiх спiввiдношень можна довес-
ти i для несхiдчастих процесiв.

Зауважимо, що для схiдчастих процесiв ξ(t) =
∑

k≤ν(t)

ξk при Eξ < 0

(див. [7, с. 120]) iз збiжностi ряду

∑
k≥1

1

k
P{Sk > 0} <∞, Sk =

k∑
i=0

ξi, ξ0 = S0 = 0, (2.14)

випливає збiжнiсть ряду для −N+
s (0)

−N+
s (0) =

∑
k≥1

1

k
P{Sk > 0}

(
λ

s+ λ

)k
−→
s→0

∑
k≥1

1

k
P{Sk > 0} = −N+

0 (0). (2.15)

Згiдно з наслiдком 4 п.2 (див. [7, с. 118]) умова (2.14) еквiвалентна
невиродженостi розподiлу абсолютного максимуму сум

S+ = max
0≤n<∞

Sn.

Для схiдчастих процесiв збiжнiсть ряду (2.14), яка має мiсце при
умовi Eξ1 < 0, еквiвалентна невиродженостi розподiлу абсолютного
максимуму схiдчастого процесу ξ(t) =

∑
k≤ν(t)

ξk; ξ+ = sup
0≤t<∞

ξ(t).

При цьому

p+ = P{ξ+ = 0} = eN
+
0 (0), N+

0 (0) = −
∑
k≥1

1

k
P{Sk > 0}.

Якщо Eξ1 ≥ 0, тодi∑
k≥1

1

k
P{Sk > 0} =∞, P{ξ+ = +∞} = 1.
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Якщо для несхiдчастих процесiв виконується умова (аналогiчна
(2.14))∫ ∞

1

t−1P{ξ(t) > 0}dt = J>1 <∞, (2.16)

яка виконується при умовi Eξ(1) < 0, тодi для невласного iнтегралу,
що визначає Ns(x), iнтеграл по t ∈ [1,∞)∫ ∞

1

t−1e−stP{ξ(t) > x}dt −→
s→0

J>1 <∞. (2.17)

Для доведення обмеженостi iнтегралу по t ∈ [0, 1] J<1 використо-
вується оцiнка для E[ξ(t), 0 ≤ ξ(t) ≤ 1], яка випливає з (1.68)∫ 1

0

xP{ξ(t) ∈ dx} = O(
√
t)

⇒
∫ 1

0

t−1

∫ 1

0

xP{ξ(t) ∈ dx}dt = J<1 <∞.

Звiдси та з (2.17) випливає, що у першiй формулi Спiтцера

ϕ+(s, iz) = Ee−zξ
+(θs) = exp

{∫ ∞
0

(e−zx − 1)dN+
s (x)

}
,

за умови (2.16) можна здiйснити граничний перехiд при s → 0 i
одержати х.ф. для ξ+

ϕ+(iz) = Ee−zξ
+

= exp

{∫ ∞
0

(e−zx − 1)dN+
0 (x)

}
=

= exp

{∫ ∞
0

t−1

∫ ∞
0

(e−zx − 1)P{ξ(t) ∈ dx}dt
}
. (2.18)

З обмеженостi J<1 <∞ випливає, що
∫ 1

0
xdN+

0 (x) <∞,

N+
0 (x) = −

∫ ∞
0

t−1P{ξ(t) > x}dt, x > 0, (2.19)

з теореми 2.2 на основi проведених мiркувань доводиться
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Наслiдок 2.1. Нехай для процесу ξ(t) виконується умова (2.16),
тодi абсолютний максимум процесу має невироджений розподiл з
х.ф. (2.18), де dN+

0 (x) визначається в (2.19) при x > 0 для довiльно-
го несхiдчастого процесу ξ(t). Якщо ξ(t) — схiдчастий процес, для
якого виконується умова (2.14), тодi х.ф. ξ+ визначається в (2.18)
з функцiєю

N+
0 (x) = −

∑
k≥1

1

k
P{Sk > x} <∞, x ≥ 0. (2.20)

Якщо для довiльного процесу ξ(t) виконується умова∫ ∞
1

t−1P{ξ(t) < 0}dt <∞, (2.21)

тодi пiсля граничного переходу (s→ 0) з формули Спiтцера (2.4) iз
знаком “−” одержується х.ф. для абсолютного мiнiмуму ξ−

Eeiαξ
−

= exp

{∫ ∞
0

t−1

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)P{ξ(t) ∈ dx}dt

}
=

= exp

{∫ 0

∞
(eiαx − 1)dN−0 (x)

}
, (2.22)

де N−0 (x) =
∫
t≥0

t−1P{ξ(t) < x}dt при x < 0.

Якщо ξ(t) — схiдчастий процес, для якого виконується умова∑
k≥1

1

k
P{Sk < 0} <∞, (2.23)

то х.ф. його абсолютного мiнiмуму ξ− визначається формулою
(2.22) з функцiєю

N−0 (x) =
∑
k≥1

1

k
P{Sk < x}, x ≤ 0. (2.24)

Якщо Eξ(1) < 0, тодi виконується умова (2.16) (або (2.14) для
схiдчастих процесiв). Цi умови називаються умовами обмеженостi
росту ξ(t) (t→∞), при яких ξ+ має невироджений розподiл, а роз-
подiл абсолютного мiнiмуму — вироджений P{ξ− = −∞} = 1.

В цьому випадку кажуть, що при t→∞ ξ(t) прямує в −∞.
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Якщо Eξ(1) > 0, тодi виконуються умови (2.21) ((2.23)), якi на-
зиваються умовами обмеженостi спадання ξ(t) (t → ∞), при яких
ξ− має невироджений розподiл, а розподiл абсолютного максимуму
ξ+ — вироджений P{ξ+ = +∞} = 1.

В цьому випадку кажуть, що при t→∞ ξ(t) прямує в +∞.
Якщо Eξ(1) = 0, тодi iнтеграли в (2.16) та в (2.21) — розбiжнi

(ряди (2.14) i (2.23) також розбiжнi). Абсолютнi екстремуми ξ± ма-
ють вироджений розподiл P{ξ± = ±∞} = 1. В цьому випадку ξ(t)
називається процесом осцилюючого типу.

Для напiвнеперервних процесiв зi стрибками одного знаку з куму-
лянтою (1.69) або (1.70) та майже напiвнеперервних з х.ф. стрибкiв
(1.62) формули Спiтцера спрощуються.

2.2 Друга факторизацiйна тотожнiсть
(2 ф.т.) та деякi наслiдки з неї

Розглянемо множину траекторiй (реалiзацiй) ξ(t), для яких викону-
ється умова {τ+(x) < ∞}(x ≥ 0). Для таких реалiзацiй функцiонал
τ+(x) задовольняє стохастичне спiввiдношення зв’язку з перестриб-
ковим функцiоналом γ+(x) = ξ(τ+(x))− x:

τ+(x+ z) =̇

{
τ+(z), γ+(z) > x, x > 0, z > 0,

τ+(z) + τ+(x− γ+(z)), γ+(z) ≤ x.
(2.25)

На основi (2.25) встановлюється твердження, в якому використо-
вується позначення θ′µ для показниково розподiленої випадкової ве-
личини з параметром µ > 0, незалежної вiд θs.

Теорема 2.3 (2 ф.т.). Спiльний розподiл пари {τ+(θ′µ), γ+(θ′µ)} ви-
значається генератрисою

T̃ (s, µ, u) := E
[
e−sτ

+(θ′µ)−uγ+(θ′µ), τ+(θ′µ) <∞
]

=

=
µ

µ− u

{
1− ϕ+(s, iµ)

ϕ+(s, iu)

}
(s, u, µ > 0). (2.26)

Доведення. Зауважимо, що 2 ф.т. для блукань наводиться в [7] в
iншiй формi i

P̄+(s, x) = P{ξ+(θs) > x} = E[e−sτ
+(x), τ+(x) <∞].
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Iз спiввiдношення (2.25) випливає рiвняння для генератриси τ+(x),
в позначеннi якої на деякий час пропускатимемо умову τ+(x) <∞

Ee−sτ
+(x+z) = E

[
e−sτ

+(z), γ+(z) > x
]

+

+

∫ x

0

E
[
e−s(τ

+(z)+τ+(x−y)), γ+(z) ∈ dy
]
. (2.27)

Оскiльки доданки в другому рядку (2.25) незалежнi, то генерат-
риса суми τ+(z) та τ+(x−y) в правiй частинi (2.27) записується через
добуток генератрис i рiвняння (2.27) можна переписати в термiнах
ф.р. P+(s, x)

P̄+(s, x+ z) = E
[
e−sτ

+(z), γ+(z) > x
]

+

+

∫ x

0

E
[
e−sτ

+(z), γ+(z) ∈ dy
]
(1− P+(s, x− y)) =

= Ee−sτ
+(z) −

∫ x

0

P+(s, x− y)E
[
e−sτ

+(z), γ+(z) ∈ dy
]
,

причому (P{τ+(z) <∞} = 1, якщо m = Eξ(1) ≥ 0), тодi

P{z < ξ+(θs) < z + x} =

∫ x

0

P+(s, x− y)E
[
e−sτ

+(z)γ+(z) ∈ dy
]
.

Останнє рiвняння пiсля перетворення Лапласа–Стiлт’єса по x за-
пишеться так:

E
[
e−u(ξ+(θs)−z), ξ+(θs)− z > 0

]
= Ee−uξ

+(θs)T (s, z, u). (2.28)

Отже генератриса {τ+(z), γ+(z)} визначається спiввiдношенням

T (s, z, u) := E
[
e−uγ

+(z)−sτ+(z), τ+(z) <∞
]

=

= E[e−u(ξ+(θs)−z), ξ+(θs) > z](ϕ+(s, iz))−1.

Застосуємо до лiвої частини (2.28) перетворення Лапласа по z > 0
i одержимо∫ ∞

0

e−µz
∫ ∞
z

e−u(y−z)dP+(s, y)dz =

=

∫ ∞
0

e−uydP+(s, y)

∫ y

0

ez(u−µ)dz =
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=
1

u− µ

∫ ∞
0

(e−µy−e−uy)dP+(s, y) =
1

µ− u
[ϕ+(s, iu)− ϕ+(s, iµ)].

Пiсля перетворення Лапласа правої частини одержимо рiвняння:

ϕ+(s, iu)

∫ ∞
0

e−µzT (s, z, u)dz =
1

µ− u
[ϕ+(s, iu)− ϕ+(s, iµ)],

з якого пiсля домноження на µ одержимо другу ф.т. (2.26).

З тотожностi (2.26) випливає твердження

Теорема 2.4. Якщо пара функцiоналiв {τ+(0), γ+(0)} має невирод-
жений розподiл (P{τ+(0) = γ+(0) = 0} = 0), тодi їх генератриса
визначається через генератрису ξ+(θs) iз (2.26) при µ→∞:

f+(s, u) = E[e−uγ
+(0)−sτ+(0), τ+(0) <∞] = 1− p+(s)

ϕ+(s, iu)
(2.29)

i вiдповiдно генератриса ξ+(θs) визначається дограничним узагаль-
ненням формули Поллячека–Хiнчина

ϕ+(s, iu) =: Ee−uξ
+(θs) =

p+(s)

1− q+(s)g̃s(u)
=

p+(s)

1− f+(s, u)
, (2.30)

f+(s, u) = E[e−uγ
+(0), ξ+(θs) > 0] = q+(s)g̃s(u),

g̃s(u) = E[e−uγ
+(0) | ξ+(θs) > 0]. (2.31)

Якщо при цьому 0 ≤ Eξ(1) <∞, тодi (див. [14,15])

P{ξ+ > 0} = 1, f+(s, u) −→
s→0

Ee−uγ
+(0)

i розподiли перестрибкiв γ+(0), γ+(∞) пов’язанi спiввiдношенням:

Ee−uγ
+(∞) =

1

uEγ+(0)

(
1−Ee−uγ

+(0)
)
. (2.32)

Якщо ж Eξ(1) < 0, тодi для генератриси розподiлу абсолютного
максимуму має мiсце узагальнена формула Полячека–Хiнчина

Ee−uξ
+

=
p+

1− q+g̃0(u)
, g̃0(u) = E[e−uγ

+(0) | ξ+ > 0]. (2.33)
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Доведення. При умовi невиродженостi {τ+(0), γ+(0)} з (2.26) при
µ → ∞ випливає формула (2.29), згiдно з якою генератриса ξ+(θs)
визначається через умовну генератрису γ+(0). Формулу (2.30) назве-
мо дограничним узагальненням формули Полячека–Хiнчина, з якої
випливає, що

ξ+(θs)=̇
∑

k≤ν̃(q+(s))

ξ̃k(s), Ee−uξ̃k(s) = g̃s(u),

ν̃(q+(s)) — геометрично розподiлена з параметром 0 < q+(s) < 1.
При s→ 0 з (2.30) випливає формула (2.33), яку теж можна вва-

жати її узагальненням. Класична формула Полячека–Хiнчина дово-
дилась лише для напiвнеперервних пуассонiвських процесiв, де g̃0(u)
виражалась як генератриса нормованого хвоста розподiлу стрибкiв.
Формула (2.33) справедлива i без умови напiвнеперервностi, а g̃0(u)
має чiтку ймовiрнiсну iнтерпретацiю. Якщо m ≥ 0, тодi з (2.26) та
(2.30) при s→ 0 випливає

Ee−uγ
+(θ′µ) =

µ

µ− u

[
1− 1−Ee−uγ

+(0)

1−Ee−µγ+(0)

]
,

звiдки при µ → 0 одержуємо (2.32). Зауважимо, що розподiл γ+(x)
при x→∞ вперше розглядався для Sn (див. [4, 70,81]).

Приклад 2.1. Нехай ξ(t) — процес iз кумулянтою

ψ(α) = aiα+ λ(ϕ(α)− 1), Eeiαξ(t) = exp{tψ(α)}, a = −1,

ϕ(α) =
c

c− iα
, λ > 0.

Знайти спiльний розподiл {τ+(x), γ+(x)}.
Замiтимо, що ξ(t) — майже неперервний зверху i неперервний

знизу (бо a = −1 < 0, а додатнi стрибки ξk — показниково розподi-
ленi)

m = Eξ(1) = k′(0) =
λ− c
c

, Dξ(1) = k′′(0) =
2λ

c2
,

k(r) = ψ(α)|iα=r = −r +
λr

c− r
=
r2 +mcr

c− r
.
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Рiвняння Лундберга (k(r) = s) зводиться до квадратного:

r2 + (mc+ s)r − cs = 0 при s > 0;

r2 +mcr = 0 при s = 0.

Коренi останнього рiвняння залежать вiд знака m (нумерацiя ко-
ренiв вибрана за порядком їх зростання)

a) m > 0 (λ > c) r1 = −mc = −ρ−, r2 = 0;

b) m < 0 (λ < c) r1 = 0, r2 = c|m|;
c) m = 0 (λ = c) r1,2 = 0.

При s > 0 коренi рiвняння з дискримiнантом Ds = (mc+s)2 +4cs > 0

−r1(s) = ρ−(s), r2(s) = ρ+(s), ρ±(s) =

√
Ds ∓ (mc+ s)

2
,

визначають компоненти факторизацiї ϕ±(s, α) для

ϕ(s, α) =
s

s− ψ(α)
=

s(c− iα)

cs− (s+mc)iα− (iα)2
=

= ϕ+(s, α)ϕ−(s, α),

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
; ϕ+(s, α) =

p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
. (2.34)

Якщо m > 0, тодi ρ+(s) → 0, ρ−(s) → mc = ρ− > 0 (s → 0). Ко-
рiнь ρ− = mc = λ− c визначає невироджений розподiл абсолютного
мiнiмуму з х.ф. (ϕ+(s, α) −→

s→0
0 ⇒ ξ+ = +∞ з iмовiрнiстю 1)

Eeiαξ
−

= ρ−(ρ− + iα)−1. (2.35)

Для m < 0 ρ−(s) → 0, ρ+(s) → ρ+ = |m|c > 0 (s → 0). Корiнь ρ+

визначає невироджений розподiл ξ+ з х.ф. (ϕ−(s, α) −→
s→0

0 ⇒ ξ− =

−∞ з iмовiрнiстю 1, ρ+ = cp+, p+ = |λ− c|c−1 > 0),

Eeiαξ
+

= p+(c− iα)(ρ+ − iα)−1. (2.36)

При m = 0, ρ±(s) → 0 (s → 0) ϕ±(s, α) → 0 ⇒ ξ± = ±∞ з
iмовiрнiстю 1.



60 Роздiл 2. Факторизацiйнi тотожностi

На основi другої ф.т. спiльна генератриса {τ+(·), γ+(·)} визна-
чається так:

E
[
e−sτ

+(θµ)−uγ+(θµ), τ+(θµ) <∞
]

= (2.37)

=
µ

µ− u

[
1− (c+ µ)(ρ+(s) + u)

(ρ+(s) + µ)(c+ u)

]
=

µcq+(s)

(c+ u)(ρ+(s) + µ)
.

З (2.37) пiсля обернення вiдносно µ знаходимо, що

E[e−sτ
+(x)−uγ+(x), τ+(x) <∞] = (2.38)

= E[e−uγ
+(x), ξ+(θs) > x] =

cq+(s)

c+ u
e−ρ+(s)x, x > 0.

З (2.38) випливає, що ξ+(θs), γ+(x) незалежнi,

E[e−uγ
+(x), ξ+(θs) > x] =

= Ee−uγ
+(x)P{ξ+(θs) > x}, x > 0, (2.39)

при цьому

Ee−uγ
+(x) =

c

c+ u
, P{γ+(x) > z} = e−cz, z > 0,

P{ξ+(θs) > x} = q+(s)e−ρ+(s)x, x > 0,

Eξ+(θs) = q+(s)ρ−1
+ (s), Eξ−(θs) = ρ−1

− (s). (2.40)

2.3 Спiльний розподiл перестрибкових
функцiоналiв

Нехай ξ(t) — однорiдний процес з н.п. i кумулянтою (1.17). Розгляне-
мо функцiонали, пов’язанi з перетином рiвня x ≥ 0 (вони вводились
на початку § 1.2):

γ1(x) = γ+(x) =: ξ(τ+(x))− x, τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x},
γ2(x) = γ+(x) =: x− ξ(τ+(x)− 0),

γ3(x) = γ+
x = ξ(τ+(x))− ξ+(τ+(x)− 0),

перший з них — перестрибок, другий — недострибок, третiй — стри-
бок, що накриває рiвень x. Для розподiлiв пар {τ+(x), γk(x)}, k = 1, 3
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розглянемо генератриси

Vk(s, x, uk) = E[e−sτ
+(x)−ukγk(x), τ+(x) <∞] =

= E[e−ukγk(x), ξ+(θs) > x], (2.41)

V (s, x, u, v, µ) = E[e−sτ
+(x)−uγ1(x)−vγ2(x)−µγ3(x), τ+(x) <∞].

Для косо-схiдчастих процесiв ξ(t) зi знесенням a ≤ 0 мають мiсце
очевиднi стохастичнi спiввiдношення

τ+(x) =̇

{
ζ, ξ + aζ > x,

ζ + τ+(x− ξ − aζ), ξ + aζ ≤ x;

γ+(x) =̇

{
ξ + aζ − x, ξ + aζ > x,

γ+(x− ξ − aζ), ξ + aζ ≤ x;

γ+(x) =̇

{
x− aζ, ξ + aζ > x,

γ+(x− ξ − aζ), ξ + aζ ≤ x;
γ+
x =̇ γ+(x) + γ+(x).

Для спрощення при a < 0 покладемо a = −1, тодi на основi
цих стохастичних спiввiдношень встановлюється iнтегральне рiвнян-
ня для V+(s, x) = I{x ≥ 0}V (s, x)

V+(s, x)−
∫ 0

−∞
e(s+λ)y

∫ +∞

−∞
V+(s, x− y − z)Π(dz)dy =

=

∫ 0

−∞
e(s+λ)yA(x− y)dy +G−(s, x), (2.42)

G−(s, x) = −
∫ 0

−∞
e(s+λ)y

∫ +∞

−∞
V+(s, x− y − z)Π(dz)dy, x < 0;

G−(s, x) =

∫ ∞
0

e−(s+λ)y

∫ +∞

−∞
V+(s, x+ ay − z)Π(dz)dy, a < 0.

При умовi
∫
R

Π(dx) = λ < ∞ позначимо λdF (x) = Π(dx), i при
a = 0 рiвняння (2.42) має спрощений вигляд

(s+ λ)V (s, x)− λ
∫ x

−∞
V (s, x− y)dF (y) = A(x),

A(x) = A(x, u, v, µ) =

∫ ∞
x

e(u−v)x−(u+µ)zΠ(dz),
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Π+(x) =

∫ ∞
x

Π(dy), dΠ+(x) = −Π(dx), x > 0,

Π−(x) =

∫ x

−∞
Π(dy), dΠ−(x) = Π(dx), x < 0.

Позначимо v(s, α) = v+(s, α, u, v, µ) =
∫∞

0
eiαxV+(s, x, u, v, µ)dx i

надалi припускаємо, що |m| = |Eξ(1)| <∞, Dξ(1) <∞,

Eξ+(θs) =

∫ ∞
0

P̄+(s, x)dx <∞. (2.43)

Введемо ще позначення згорток:

G(s, x, u, v, µ) =

∫ 0

−∞
A(x− y, u, v, µ)dP−(s, y),

K(s, x) = G(s, x, 0, 0, 0) =

∫ 0

−∞
Π(x− y)dP−(s, y),

G1(s, x, u) = G(s, x, u, 0, 0), G2(s, x, v) = G(s, x, 0, v, 0),

G3(s, x, µ) = G(s, x, 0, 0, µ), G(s, x, u, v) = G(s, x, u, v, 0),

Ā(x, u, v, µ) = A(x, u, v, µ)−A(x, 0, 0, 0)

та їх iнтегральних перетворень

G̃(s, α, u, v, µ) =

∫ ∞
0

eiαxG(s, x, u, v, µ)dx,

G̃k(s, α, uk) =

∫ ∞
0

eiαxGk(s, x, uk)dx,

k(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxK(s, x)dx,

a(α) = a(α, u, v, µ) =

∫ ∞
0

eiαxA(x, u, v, µ)dx,

ā(α, u, v, µ) =

∫ ∞
0

eiαxĀ(x, u, v, µ)dx.

На пiдставi рiвняння (2.42) встановлюється (див. [24,51,53])

Теорема 2.5. В умовах (2.43) iнтегральне перетворення генерат-
риси спiльного розподiлу (2.41) перестрибкових функцiоналiв визна-
чається спiввiдношеннями:

sv(s, α) = ϕ+(s, α)
{σ2

2
P ′−(s, 0) +
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+ [ϕ−(s, α)a(α, u, v, µ)]0+

}
, σ2 > 0,

sv(s, α) = ϕ+(s, α)
{

[a]+p−(s) +

+ [ϕ−(s, α)a(α, u, v, µ)]0+

}
, σ2 = 0, (2.44)

де

p−(s) = P{ξ−(θs) = 0}, [a]+ = max(0, a);

p−(s) = 0, якщо
∫
|x|≤1

|x|Π(dx) =∞.

(2.44) еквiвалентне спiввiдношенню:

sv(s, α) = s

∫ ∞
0

eiαxP̄+(s, x)dx+

+ ϕ+(s, α)[ϕ−(s, α)ā(α, u, v, µ)]0+. (2.45)

Доведення. Доведення проведемо спочатку для схiдчастих процесiв
(a = 0), застосувавши до спрощеного рiвняння (2.42) одностороннє
перетворення Фур’є, одержимо рiвняння для v(s, α) = v+(s, α)

v(s, α)(s− ψ(α)) = a(α, u, v, µ)− λ[ϕ(α)v(s, α)]0−, (2.46)

яке можна записати так (ϕ(α) = Eeiαξk , a(α) = a(α, u, v, µ)):

sv(s, α)ϕ(s, α)−1 = a(α)− λ[ϕ(α)v(s, α)]0−.

Отже, на основi о.ф.т. (див. (2.4)) та леми Вiнера можна записати
спiввiдношення

sv(s, α)ϕ−1
+ (s, α) = {a(α)− λ(s+ λ)[ϕ(α)v(s, α)]0−}ϕ−(s, α),

з якого пiсля операцiї проектування випливає, що при σ2 = 0

sv(s, α) = ϕ+(s, α)[ϕ−(s, α)a(α, u, v, µ)]0−. (2.47)

Якщо процес ξ(t) — косо-схiдчастий з a < 0, тодi з рiвняння (2.42)
пiсля iнтегрального перетворення одержимо рiвняння з g−(s, α) =
−[λϕv(α)/(s+ λ− iαs)]−

v(s, α)(s− ψ(α)) = a(α) + λ(s+ λ− iαa)g−(s, α),
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з якого так само як i з рiвняння (2.46) виводиться спiввiдношен-
ня (2.47), тобто теорема 2.5 доведена для косо-схiдчастих процесiв
ξ(t) з a ≤ 0.

Якщо ξ(t) — косо-схiдчастий з a > 0, тодi спiввiдношення для
τ+(x) та γk(x) (k = 1, 3) трохи змiняться,

τ+(x) =̇


xa−1, aζ > x,

ζI(ξ + aζ > x) + [ζ + τ+(x− ξ − aζ)]×
× I{(ξ + aζ ≤ x)(aζ ≤ x)};

γ+(x) =̇


0, aζ > x,

(ξ + aζ − x)I(ξ + aζ > x) + γ+(x− ξ − aζ)×
× I{(ξ + aζ ≤ x)(aζ ≤ x)};

γ+(x) =̇


0, aζ > x,

(x− aζ)I(ξ + aζ > x) + γ+(x− ξ − aζ)×
× I{(ξ + aζ ≤ x)(aζ ≤ x)}.

З iнтегрального рiвняння, що випливає з цих спiввiдношень, пiсля
перетворення Фур’є випливає рiвняння для v(s, α):

v(s, α)(s− ψ(α)) = sv(s, α)ϕ−1(s, α) =

= a+ a(α)− λ(s+ λ− iαa)

[
ϕ(α)v(s, α)

s+ λ− iαa

]0

−
. (2.48)

Застосувавши о.ф.т. та операцiю проектування [ ]0+ з рiвняння
(2.48) випливає, що при a > 0

sv(s, α) = ϕ+(s, α){ap−(s) + [ϕ−(s, α)a(α, u, v, µ)]0+} (2.49)

i теорема доведена для косо-схiдчастих процесiв (див. другу частину
в (2.44), де операцiї [ ]0+ вiдповiдає згадана вище згортка G(s, x, . . . ),
x > 0).

Якщо ξ(t) — довiльний процес без дифузiї, тодi можна вибрати
послiдовнiсть апроксимуючих схiдчастих або косо-схiдчастих проце-
сiв з кумулянтою ψn(α) → ψ(α), для яких справедливе вiдповiдне
спiввiдношення (2.47) або (2.49) для vn(s, α). В силу теореми 1.10 з
роздiлу 1 граничним переходом (n → ∞) встановлюється справед-
ливiсть теореми для довiльного процесу ξ(t) без дифузiї. При цьому
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слiд вiдмiтити, що для чисто розривного процесу ξ(t) з необмеженою
варiацiєю

p−(s) = P{ξ−(θs) = 0} = 0.

Для процесiв з обмеженою варiацiєю при a < 0 також p−(s) = 0.
Якщо ξ(t) має дифузiйну складову ξ0(t) = σw(t) (σ > 0), тодi крiм
апроксимуючої складової ψn(α) (для iнтегральної частини ψ(α))

слiд вибрати послiдовнiстьψ(n)
0 (α), що апроксимує ψ0(α) = −σ

2

2 α
2,

ψ
(n)
0 (α) =

∫
|x|≤ σn

(eiαx − 1)dΠ
(n)
0 (x),

Π
(n)
0 (x) =


1

2
n2, −σ

n
≤ x < 0,

−1

2
n2, 0 < x ≤ σ

n
.

Тодi в правiй частинi рiвняння An(x) з’явиться додаткова скла-
дова:

A
(n)
0 (x) =

n

σ2
e(u−v)x−(u+µ) σn I

{
0 < x ≤ σ

n

}
.

Її наявнiсть приводить до появи у проекцiйних дужках доданка
a

(n)
0 (α):

[ϕ
(n)
− (s, α)a

(n)
0 (α)]0+ =

∫ ∞
0

eiαxG
(n)
+ (x)dx,

G
(n)
+ (x) =

n2

2

∫ 0

x−εσ
e(u−v)(x−y)−(u+µ) σn dP

(n)
− (s, y), x > 0.

Щоб знайти границю при n→∞ для iнтегрального перетворення

g
(n)
+ (α) =

∫ σ/n

0

eiαxG
(n)
+ (x)dx =

=
n2

2(iα+ u− v)

∫ 0

−σ/n
e−

µ
nσ[eiαy+(iα−v) σn − e(v−u)y−u σn ]dP

(n)
− (s, y)

замiнимо ε = n−1 i вiдповiдно

p
(ε)
− (s, x) =

∂

∂x
P

(n)
− (s, x), g+

ε (α) = g
(n)
+ (α),
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lim
ε→0

g+
ε (α) = lim

ε→0

σ

iα+ u− v
1

σε
×

×
∫ 0

−εσ
pε−(s, y)(y + εσ)(iα+ u− v)

dy

2ε
=

1

2
σ2p−(s, 0). (2.50)

Отже, з (2.50) випливає перша частина формули (2.44) i теорема
доведена для довiльного процесу з дифузiйною компонентою σ2 ≥ 0.

Якщо пiдставити u = v = µ = 0, тодi

v+(s, α, 0, 0, 0) =

∫ ∞
0

eiαxP̄+(s, x)dx =

= ϕ+(s, α)
{
sC∗(s) + [ϕ−(s, α)a(α)]0+

}
,

де

C∗(s) =

{
(2s)−1σ2P ′−(s, 0), σ > 0,

s−1p−(s)[a]+, σ = 0, [a]+ = max(0, a).

Тодi з (2.44) випливає (2.45) i теорема 2.5 повнiстю доведена.

З теореми 2.5 випливає (див. [24,51,53])

Наслiдок 2.2. В умовах теореми 2.5 генератриса спiльного розпо-
дiлу {τ+(x), γk(x)} (k = 1, 3) визначається спiввiдношенням:

V (s, x, u, v, µ) = C∗(s)P
′
+(s, x) + (2.51)

+ s−1

∫ x

0

G(s, x− y, u, v, µ)dP+(s, y), x > 0,

p−(s) = 0, якщо
∫
|x|≤1

|x|Π(dx) =∞; G(s, x) = A(x) ∗ P ′−(s, x).

Розподiл ξ+(θs) визначає х.ф.

ϕ+(s, α) =
1

1− iα(C∗(s) + s−1k(s, α))
,

Eξ+(θs) = C∗(s) + s−1k(s, 0). (2.52)

Згiдно (2.45) V (s, x) виражається через центровану згортку:

Ḡ(s, x, u, v, µ) = G(s, x, u, v, µ)−G(s, x, 0, 0, 0),

sV (s, x) = sP̄+(s, x) +

∫ x

−0

Ḡ(s, x− y)dP+(s, y), x > 0. (2.53)



2.3. Спiльний розподiл перестрибкових функцiоналiв 67

Для генератрис пар {τ+(x), γk(x)} (k = 1, 3) справедливi спiввiд-
ношення:

s

∫ ∞
0

e−ukzE[e−sτ
+(x), γk(x) > z, τ+(x) <∞]dz = (2.54)

= −u−1
k

∫ x

−0

Ḡk(s, x− y, uk)dP+(s, y), x > 0, k = 1, 3.

Якщо C∗(s) > 0, тодi при x > 0

P{ξ+(θs) > x, γk(x) = 0, k = 1, 3} = C∗(s)P
′
+(s, x), (2.55)

P{γk(x) = 0|ξ+(θs) > x} = −(lnP+(s, x))′xC∗(s).

Якщо умовна х.ф. стрибкiв E[eiαξk |ξk > 0] = c(c − iα)−1, тодi
формула (2.52) набуває вигляду:

ϕ+(s, α) =



c− iα
c− iα(1 + λs−1ϕ−(s,−ic))

=

=
p+(s)(c− iα)

cp+(s)− iα
, C∗(s) = 0;

c− iα
(1− iαC∗(s))(c− iα)− iαϕ−(s,−ic)s−1

,

C∗(s) > 0.

(2.56)

p+(s) = (1 + λs−1ϕ−(s,−ic))−1 = (1 + Eξ+(θs))
−1,

Eξ+(θs) =
λ

s
ϕ−(s,−ic), якщо C∗(s) = 0.

Доведення. З (2.44) пiсля обернення по u випливає (2.51). Зауважи-
мо, що

v(s, α, 0, 0, 0) =
1

iα
(ϕ+(s, α)− 1), G̃(s, α, 0, 0, 0) = k(s, α).

Тому з (2.51) пiсля iнтегрального перетворення по x при u = v =
µ = 0 одержимо (2.52). Для доведення (2.54) слiд врахувати, що при
iнтегруваннi частинами встановлюється спiввiдношення:

E[e−sτ
+(x)−ukγk(x), τ+(x) <∞] = E[e−ukγk(x), ξ+(θs) > x] =

= P̄+(s, x) + uk

∫ ∞
0

e−ukzP{ξ+(θs) > x, γk(x) > z}dz.
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Тодi з (2.45) при u = u1(v = µ = 0); v = u2, u = µ = 0; µ = u3,
u = v = 0 виводяться формули (2.54) з

Āk(x, uk) = Ā(x, u1, u2, u3)|ur=0,r 6=k.

Щоб довести (2.55), слiд пiдставити u = v = µ =∞ в (2.51).
За умов невиродженостi розподiлу пари {τ+(0), γ+(0)} розподiл

ξ+(θs) виражається через її (пари) генератрису (див. теорема 2.2
з роздiлу 2). Для довiльного процесу ξ(t) (2.52) визначає розподiл
ξ+(θs) в термiнах k(s, α). Цi два способи визначення розподiлу ξ+(θs)
значно простiшi за формули Спiтцера. Якщо для ξ(t) виконується
умова E[eiαξk/ξk > 0] = c(c− iα)−1, тодi

Π(x) = λF̄ (x) = λe−cx,

K(s, x) = λe−cx
∫ 0

−∞
ecydP−(s, y), x > 0,

тобто

K(s, x) = λϕ−(s,−ic)e−cx, k(s, α) =
λϕ−(s,−ic)
c− iα

, x > 0.

Звiдси на основi (2.52) доводиться (2.56).

При умовi невиродженостi розподiлу {τ+(0), γ+(0)} i вiдповiдно
при умовi m = Eξ(1) < 0 має мiсце

Наслiдок 2.3. Якщо розподiл пари {τ+(0), γ+(0)} невироджений
в умовах теореми 2.5, тодi розподiли пар {τ+(0), γk(0)}, k = 1, 3
також невиродженi i визначаються спiввiдношеннями:

s

∫ ∞
0

e−ukzE[e−sτ
+(0), γk(0) > z]dz = −u−1

k Ḡk(s, 0, uk)p+(s),(2.57)

Ḡ1(s, 0, u) =

∫ ∞
0

Π(dz)

∫ 0

−z
(e−u(y+z) − 1)dP−(s, y) =

= −u
∫ ∞

0

e−uz
∫ 0

−∞
Π(z − y)dP−(s, y)dz,

Ḡ2(s, 0, v) =

∫ ∞
0

Π(dz)

∫ 0

−z
(evy − 1)dP−(s, y) =

=

∫ ∞
0

(e−vz − 1)Π(z)dP−(s, z),
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Ḡ3(s, 0, µ) =

∫ ∞
0

(e−µz − 1)Π(dz)P{−z ≤ ξ−(θs) ≤ 0}.

Пiсля обернення (2.57) по uk знаходимо

sP{ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z} = p+(s)

∫ 0

−∞
Π(z − y)dP−(s, y),

sP{ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z} = p+(s)

∫ ∞
z

Π(y)dP−(s,−y), (2.58)

sP{ξ+(θs) > 0, γ+
0 > z} = p+(s)

∫ ∞
z

P{|ξ−(θs)| ≤ y}dΠ(y).

Для довiльного процесу ξ(t) з н.п. при m = Eξ(1) < 0, х.ф. ξ+ ви-
значається спiввiдношенням

Eeiαξ
+

=

[
1− iαC∗(0)−

∫ ∞
0

(eiαx − 1)dM(x)

]−1

, (2.59)

M(x) =

∫ 0

−∞
Π(x− y)dEτ−(y), x > 0,M(x)↗ 0 при x→∞,

C∗(0) =


σ2

2

∂

∂x

[∫ ∞
0

P{ξ−(t) < x}dt
]
x=0

, σ2 > 0,

[a]+|m|−1, σ = 0,

∫
|x|≤1

|x|Π(dx) <∞.

Якщо C∗(0) = 0, тодi

Eeiαξ
+

=
1

1 + |M(0)| − |M(0)|ϕ̃(α)
=

p+

1− q+ϕ̃(α)
, (2.60)

ϕ̃(α) = |M(0)|−1

∫ ∞
0

eiαxdM(x) = E[e−uγ
+(0) | ξ+ > 0].

Якщо процес ξ(t) неперервний знизу з σ2 = 0 (a < 0, m < 0), тодi
C∗(0) = 0, p+ = |m||a|−1, Eτ−(x) = |m|−1|x|,

M(x) =
1

|m|

∫ ∞
x

Π(y)dy, x > 0, Π̃(α) =

∫ ∞
0

eiαxΠ(x)dx,

ϕ̃(α) =

[∫ ∞
0

F̄ (x)dx

]−1 ∫ ∞
0

eiαxF̄ (x)dx = Π̃(α)Π̃−1(0),

а (2.60) збiгається з класичною формулою Полячека–Хiнчина.
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Доведення. Спiввiдношення (2.57) випливає з (2.54), якщо пiдстави-
ти x = 0. Остання частина рiвностей для Ḡ1,2(s, 0) одержується пiсля
iнтегрування частинами iз замiною Π(dz) на −dΠ(z). Пiсля оберне-
ння (2.57) вiдносно u1,2 одержимо (2.58).

Якщо m < 0, тодi iз (2.52) випливає, що

lim
s→0

ϕ+(s, α) = [1− iα(C∗(0) + k′s(0, α))]−1.

Слiд зауважити, що

s−1K(s, x) = −s−1

∫ 0

−∞
Π(x− y)dP{ξ−(θs) > y} −→

s→0
K ′s(0, x) =

= −
∫ 0

−∞
Π(x− y)dy

(∫ ∞
0

P{τ−(y) > t}dt
)

=

= −
∫ 0

−∞
Π(x− y)dEτ−(y).

Тодi пiсля iнтегрування частинами знаходимо

iαk′s(0, α) = −iα
∫ ∞

0

eiαxM(x)dx =

∫ ∞
0

(eiαx − 1)dM(x).

Отже (2.59) доведено.
Якщо ξ(t) — неперервний знизу процес, тодi пiсля обернення

ϕ−(s, α) (див. (1.72)) встановлюється, що при m ≤ 0

P−(s, y) = Ee−sτ
−(y) = eρ−(s)y, y < 0, P{τ−(y) <∞} = 1,

Eτ−(y) = yρ′−(0), ρ′−(0) = |m|−1, при m < 0, тому

M(x) =

∫ 0

−∞
Π(x− y)dEτ−(y) = −|m|−1

∫ ∞
x

Π(y)dy.

Якщо позначити через ξ∗(t) монотонно зростаючий процес з ку-
мулянтою

ψ∗(α) = iαa∗ +

∫ ∞
0

(eiαx − 1)dM(x), a∗ = C∗(0),

тодi (2.59) можна записати так

Eeiαξ
+

= Eeiαξ∗(θ
′), P{θ′ > t} = e−t, t ≥ 0.
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Отже при умовi m < 0 без обмежень напiвнеперервностi ξ+ ·
= ξ∗(θ

′),
де ξ∗(t) монотонно зростаючий процес iз невiд’ємним знесенням i
вiдповiдною мiрою Левi

a∗ = C∗(0) ≥ 0, Π∗(dx) = dM(x), x > 0.

Якщо для кумулянти ψ(α) процесу ξ(t) виконується одна з умов

σ > 0 або

{
a > 0,

∫
|x|≤1

|x|Π(dx) <∞

}
,

тодi a∗ = C∗(0) > 0. Якщо ξ(t) — неперервний знизу процес з σ > 0,

тодi C∗(s) = σ2

2s ρ−(s) > 0, i тодi в (2.59) приm < 0 C∗(0) = σ2

2 |m| > 0.
Якщо a∗ = 0, тодi з (2.59) легко одержати (2.60), при цьому в

останнiй частинi (2.60) p+ знаходиться граничним переходом (α →
∞)

p+ = lim
α→∞

1

1 + |M(0)| − |M(0)|ϕ̃(α)
=

1

1 + |M(0)|
,

q+ =
|M(0)|

1 + |M(0)|
.

Порiвнюючи формулу (2.60) з (2.33) в § 2.2, знаходимо, що

E[e−uγ
+(0)/ξ+ > 0] = ϕ̃(iu) = |M(0)|−1

∫ ∞
0

e−uxdM(x).

Отже обидвi формули (2.60) та (2.33) встановлюються без умови на-
пiвнеперервностi знизу процесу ξ(t). Тому їх можна розглядати як
узагальнення формули Полячека–Хiнчина. Якщо ξ(t) — напiвнепе-
рервний складний пуассонiвський процес, тодi при m = a + λµ < 0
(µ = Eξ1 > 0), a < 0,

dM(x) = |m|−1λF̄ (x)dx, x > 0,

|M(0)| = |m|−1λµ, |m| = |a| − λµ,

i справа в першому рядку в (2.60) одержується класична формула
Полячека–Хiнчина

Eeiαξ
+

=
p+

1− q+ϕ̃(α)
, q+ =

λµ

|a|
, ϕ̃(α) = µ−1

∫ ∞
0

eiαxF (x)dx,
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p+ = [1 + |M(0)|]−1 = [1 + |m|−1λµ]−1 = 1− λµ

|a|
= |m||a|−1,

i наслiдок 2.3 повнiстю доведено.

У випадку напiвнеперервностi знизу розподiл ξ−(θs) має показ-
никовий розподiл. Тодi значно спрощуються всi спiввiдношення з
наслiдкiв 2.2, 2.3 i виражаються в термiнах iнтегральних перетворень∫ ∞

0

e−ukzΠ(dz), k = 1, 3,

∫ ∞
0

e−ρ(s)zΠ(z)dz = Π̃(ρ(s)).

2.4 Розподiл часу перебування над рiвнем

Позначимо час перебування процесу ξ(t) над фiксованим рiвнем x
та його генератрису вiдповiдно (див. [29,30,32])

Q(x,∞)(t) = Qx(t) =

∫ t

0

I{ξ(u) > x}du,

Dx,t(µ) = Ee−µQ(x,∞)(t), −∞ < x < +∞.

Окремо розглянемо випадки для х.ф. Eeiαξ(t) = etψ(α):

1) ψ(α) = iαa+ λ[ϕ(α)− 1], ϕ(α) = EeiαξK , λ > 0;

2) ψ(α) = iαa− α2

2
σ2 +

∫ +∞

−∞
(eiαx − 1)Π(dx),∫

|x|≤1

|x|Π(dx) <∞;

3) ψ(α) = iαa− α2

2
σ2 +

∫ +∞

−∞
(eiαx − 1− iαxI{|x|≤1})Π(dx),∫

|x|≤1

|x|2Π(dx) <∞,
∫
|x|≤1

|x|Π(dx) =∞.

У випадку 1) з a = 0 ξ(t) — схiдчастий процес, а з a 6= 0 —
косо-схiдчастий. У випадку 2) з σ = 0 ξ(t) — процес з обмеженою
варiацiєю. У випадку 2) з σ > 0 та у випадку 3) ξ(t) — процес з
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необмеженою варiацiєю. Зауважимо, що Dx,t(µ),−∞ < x < +∞, та
його перетворення (Лапласа–Карсона)

Dx(s, µ) = Ee−µQ(x,∞)(θs), P{θs > t} = e−st, s > 0,

можуть бути розривними лише в тих точках x, для яких

Q{x}(t) =

∫ t

0

I{ξ(u) = x}du > 0.

Для несхiдчастих ξ(t) Q{x}(t) = 0 майже напевно, отже, для них
Dx,t(µ) та Dx(s, µ) неперервнi по x. Для схiдчастих процесiв з непе-
рервним розподiлом стрибкiв F (x) = P{ξ < x} Dx(s, µ) має розрив
лише при x = 0, оскiльки Q{0}(t) > 0. Легко перевiрити, що

lim
x→+∞

Dx(s, µ) = 1, lim
x→−∞

Dx(s, µ) =
s

s+ µ
. (2.61)

Для схiдчастих процесiв (a = 0) виконуються стохастичнi спiв-
вiдношення:

Q(x,∞)(t) =̇

{
0, ζ > t, P{ζ > t} = e−λt;

Q(x−ξ,∞)(t− ζ), ζ ≤ t, x ≥ 0;

Q(x,∞)(t) =̇

{
t, ζ > t;

ζ +Q(x−ξ,∞)(t− ζ), ζ ≤ t, x < 0.
(2.62)

На основi стохастичних спiввiдношень (2.62) неважко вивести iн-
тегральнi рiвняння для Dx = Dx(s, µ):

D+
x =

1

s+ λ

[
s+ λ

∫ +∞

−∞
Dx−zdF (z)

]
I{x ≥ 0},

D−x =
1

s+ λ+ µ

[
s+ λ

∫ +∞

−∞
Dx−zdF (z)

]
I{x < 0}. (2.63)

Їх можна об’єднати в одне рiвняння при −∞ < x < +∞

(s+ λ)DxI{x ≥ 0}+ (s+ λ+ µ)DxI{x < 0} =

= s+ λ

∫ +∞

−∞
Dx−zdF (z),
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яке пiсля перетворення Фур’є–Стiлт’єса запишеться так:

(s+ λ)(D+0 + D̂+(α)) + (s+ λ+ µ)(D̂−(α)−D−0) =

= λϕ(α)D̂(α); оскiльки при x < 0

Dx(t) = D(x,0)(t) +D{0}(t) +D0(t), то

D̂±(α) = ±
∫ ±∞
±0

eiαxdD±x (s, µ),

D̂(α) =

∫ +∞

−∞
eiαxdDx = D̂+(α) +D+0 + D̂−(α)−D−0.

Звiдси пiсля нескладних перетворень випливає рiвняння:

(s− ψ(α))(D+0 + D̂+(α)) +

+ (s+ λ− ψ(α))(D̂−(α)−D−0) = 0. (2.64)

Для косо-схiдчастих процесiв з a 6= 0 стохастичне спiввiдношення
трохи ускладнюється, але рiвняння для (2.64) для D̂±(α) i D̂(α) не
мiняє вигляду (тiльки в кумулянтi ψ(α) появиться доданок iαa).

Перш, нiж сформулювати теорему про розподiл Q(x,∞)(θs) =
Qx(θs), наведемо ще одну факторизацiйну лему для ϕ(s + µ, α) =
Eeiαξ(θs+µ), яка випливає з о.ф.т. та спiввiдношення

s− ψ(α)

s+ µ− ψ(α)
= 1− µ

s+ µ
ϕ(s+ µ, α) =

s

s+ µ

ϕ(s+ µ, α)

ϕ(s, α)
.

Лема 2.1. Має мiсце факторизацiйний розклад:

1− µ

s+ µ
ϕ(s+ µ, α) =

s

s+ µ

ϕ+(s, α)

ϕ+(s+ µ, α)

ϕ−(s, α)

ϕ−(s+ µ, α)
,

Imα = 0. (2.65)

Якщо позначити D±x = Dx(s, µ)I{±x ≥ 0}, тодi при зростаннi x
(x ↑) функцiї ±D±x монотонно зростають i мають мiсце спiввiд-
ношення:

d±(α, s, µ) =

∫
R±

eiαxdD±x (s, µ) = D̂±(α, s, µ)±D±0(s, µ),

EeµQ{0}(θs) = D+0(s, µ)−D−0(s, µ) (a = 0). (2.66)
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На основi(2.65) встановлюється (див. [32])

Теорема 2.6. Для схiдчастих процесiв D+0 6= D−0∫ +∞

−0

eiαxdxD
+
x = D̂+(α) +D+0(s, µ) =

ϕ+(s, α)

ϕ+(s+ µ, α)
, (2.67)∫ +0

−∞
eiαxdxD

−
x = D̂−(α)−D−0(s, µ) = − s

s+ µ

ϕ−(s+ µ, α)

ϕ−(s, α)
;

D+0(s, µ) =
p+(s)

p+(s+ µ)
, p±(s) = P{ξ±(θs) = 0},

D−0(s, µ) =
s

s+ µ

p−(s+ µ)

p−(s)
. (2.68)

Для несхiдчастих процесiв D±0(s, µ) = D0(s, µ) = Ee−µQ0(θs)

D0(s, µ) =

[
ϕ+(s, α)

ϕ+(s+ µ, α)

]0

−
= exp{N+

s (0)−N+
s+µ(0)},

N+
s (0) = −

∫ ∞
0

t−1e−stP{ξ(t) > 0}dt; (2.69)∫ +∞

−0

eiαxdxD
+
x (s, µ) = D̂+(α) +D0(s, µ) =

ϕ+(s, α)

ϕ+(s+ µ, α)
, (2.70)∫ +0

−∞
eiαxdxD

−
x (s, µ) = D̂−(α)−D0(s, µ) = − s

s+ µ

ϕ−(s+ µ, α)

ϕ−(s, α)
,

При s→ 0 i m < 0∫ ∞
0

eiαxdxEe
−µQx(∞) = lim

s→0

ϕ+(s, α)

ϕ(s+ µ, α)
=

ϕ+(α)

ϕ+(µ, α)
, (2.71)

D0(0, µ) = exp

{∫ ∞
0

t−1(e−µt − 1)P{ξ(t) > 0}dt
}
.

Доведення. Для схiдчастих процесiв з (2.64) випливає рiвняння:

s

s+ µ

ϕ(s+ µ, α)

ϕ(s, α)
(D̂+(α) +D+0) = D−0 − D̂−(α).

Застосувавши о.ф.т., на пiдставi леми Вiнера з останнього рiвняння
знаходимо спiввiдношення:

s

s+ µ

ϕ+(s+ µ, α)

ϕ+(s, α)
d+(α, s, µ) = d−(α, s, µ)

ϕ−(s, α)

ϕ−(s+ µ, α)
,
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з якого пiсля операцiї проектування [ ]0+ випливає, що

s

s+ µ

ϕ+(s+ µ, α)

ϕ+(s, α)
(D̂+(α) +D+0) =

p−(s)

p−(s+ µ)
D−0. (2.72)

З першої умови (2.61) та з (2.72) при α→ 0 знаходимо, що

D̂+(α) −→
α→0

1−D+0;
s

s+ µ
(1−D+0 +D+0) =

p−(s)

p−(s+ µ)
D−0.

Останнє спiввiдношення визначає D−0 в (2.68).
Аналогiчно пiсля операцiї проектування [ ]0− знаходимо

(D−0 − D̂−(α))
ϕ−(s, α)

ϕ−(s+ µ, α)
=

s

s+ µ
D+0

p+(s+ µ)

p+(s)
. (2.73)

З другої умови (2.61) та (2.73) при α→ 0 знаходимо, що

D̂−(α) −→
α→0

D−0 −
s

s+ µ
,

s

s+ µ
=

s

s+ µ
D+0

p+(s+ µ)

p+(s)
,

тобто — спiввiдношення дляD+0 в (2.68). Пiдставивши значенняD−0

в (2.72) та D+0 в (2.73), одержимо спiввiдношення (2.67).
Доведення для несхiдчастих процесiв грунтується на iнтегро-ди-

ференцiальному рiвняннi, яке виводиться для генератриси адитив-
ного функцiоналу

Q(n)
x (t) =

∫ t

0

gn(ξ(u)− x)du, D(n)
x (s, µ) = Ee−µQ

(n)
x (θs),

{gn(x)} — послiдовнiсть обмежених монотонних двiчi диференцiйов-
них функцiй, наприклад gn(x) = 1

2 + 1
π arctg nx→ g(x) = I{x > 0}.

Виведення рiвняння наводиться в [110, § 28, 1964] i повне дове-
дення (2.69) та (2.70) можна знайти в [29,32].

Зауважимо, що значення проекцiй

C−(s, µ) =

[
ϕ+(s+ µ, α)

ϕ+(s, α)

]0

−
= exp{N+

s+µ(0)−N+
s (0)},

C+(s, µ) =

[
ϕ−(s, α)

ϕ−(s+ µ, α)

]0

+

= exp{N−s (0)−N−s+µ(0)},

N−s (0) =

∫ ∞
0

t−1e−stP{ξ(t) > 0}dt (2.74)

випливає iз формул Спiтцера–Рогозiна.
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Позначимо генератриси спiльного розподiлу {ξ(θs), Qx(θs)}

L(x, s, µ, u) = Ee−uξ(θs)−µQx(θs),

L+(x) = L(x)I(x > 0), L−(x) = L(x)I(x < 0).

При цьому L±(∞) = L±(±∞, s, µ, u),

L+(∞) =
s

s− k(u)
= ϕ(s, iu), k(u) = ψ(iu),

L−(−∞) =
s2

(s+ µ)(s− k(u))
=

s

s+ µ
ϕ(s, iu).

Для схiдчастих процесiв на основi стохастичних спiввiдношень
для Qx(t) та ξ(t) виводяться рiвняння:

L+(x) =
s

s+ λ
+

λ

s+ λ

∫ +∞

−∞
e−uzL(x− z)dF (z), x > 0, (2.75)

L−(x) =
s

s+ λ+ µ
+

λ

s+ λ+ µ

∫ +∞

−∞
e−uzL(x− z)dF (z), x < 0.

Позначимо

l(v, s, µ, u) =

∫ +∞

−∞
e−vxdL(x), l±(v) = ±

∫ ±∞
∓0

e−vxdL(x),

d̃+(u) =

∫ +∞

−0

e−uxdD+
x (s, µ) =

ϕ+(s, iu)

ϕ+(s+ µ, iu)
,

d̃−(u) =

∫ +0

−∞
e−uxdD−x (s, µ) = − s

s+ µ

ϕ−(s+ µ, iu)

ϕ−(s, iu)
.

Дещо узагальнює теорему 2.6 наступне твердження

Теорема 2.7. Генератриси l±(v) визначаються спiввiдношеннями:

l+(v) = ϕ−(s, iu)ϕ+(s+ µ, iu)d̃+(v + u),

l−(v) = ϕ(s, iu)
ϕ−(s, iu)

ϕ−(s+ µ, iu)
d̃−(v + u). (2.76)

Для схiдчастих процесiв

L(+0, s, µ, u) =
p+(s)ϕ−(s, iu)ϕ(s, u)

p+(s+ µ)ϕ−(s+ µ, iu)
,
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L(−0, s, µ, u) =
s

s+ µ

p+(s+ µ)

p+(s)
ϕ−(s, iu)ϕ+(s+ µ, iu). (2.77)

Для несхiдчастих процесiв

L(±0) = L(0) =
ϕ−(s, iu)ϕ(s, iu)

ϕ−(s+ µ, iu)
eN

+
s (0)−N+

s+µ(0). (2.78)

Похiднi (в узагальненому сенсi) L′±(x) визначаються спiввiдно-
шеннями:

L′+(x) = ϕ−(s, iu)ϕ+(s+ µ, iu)e−ux
∂

∂x
D+
x (s, µ), x > 0,

L′−(x) = ϕ(s, iu)
ϕ−(s, iu)

ϕ−(s+ µ, iu)
eux

∂

∂x
D−x (s, µ), x < 0. (2.79)

Доведення. З рiвнянь (2.75) випливає рiвняння

sϕ−1(s, i(u+ v))l+(α) = −l−(α)(s+ µ)ϕ−1(s+ µ, i(u+ v)).

За допомогою процедур, аналогiчних тим, якi використовувались
при доведеннi теореми 2.6 на основi граничних значень

l+(0) = L+(+∞) = ϕ(s, iu), l−(0) = −L(−∞) =
s

s+ λ
ϕ(s, iu)

доводяться всi спiввiдношення теореми 2.7.

Приклад 2.2. Нехай ξ(t) = at+w(t). Знайти компоненти о.ф.т., для
ϕ(s, α), D0(s, µ) та D±x (s, µ).

ξ(t) — процес броунiвського руху (неперервний i зверху, i знизу)
з m = a, Dξ(1) = 1, для якого

ψ(α) = iαa− α2

2
, ϕ(s, α) =

s

s− ψ(α)
=

2s

2s+ 2iαa− α2
.

Рiвняння Лундберга зводиться до квадратного з дискримiнантом
Ds = 4a2 + 8s > 0

r2 + 2ar − 2s = 0, r1,2(s) = ∓ρ∓(s); ρ±(s) =
√

2s+ a2 ∓ a.

Коренi r1,2(s) визначають компоненти о.ф.т.

ϕ±(α) =
ρ±(s)

ρ±(s)∓ iα
(ρ+(s)ρ−(s) = 2s). (2.80)
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Згiдно (2.70) знаходимо

d+(α) = D̂+(α) +D0(s, µ) =
ρ+(s)

ρ+(s+ µ)

ρ+(s+ µ)− iα
ρ+(s)− iα

,

D0(s, µ) = lim
iα→−∞

d+(α) =
ρ+(s)

ρ+(s+ µ)
. (2.81)

Отже,

D̂+(α) =
ρ+(s+ µ)− ρ+(s)

ρ+(s+ µ)

ρ+(s)

ρ+(s)− iα
. (2.82)

Обернувши (2.82), маємо

∂

∂x
D+
x (s, µ) =

ρ+(s+ µ)− ρ+(s)

ρ+(s+ µ)
ρ+(s)e−ρ+(s)x, x > 0. (2.83)

З умови (2.61) та (2.83) випливає, що при x > 0

D+
x (s, µ) = Ee−µQx(θs) =

= 1− ρ+(s+ µ)− ρ+(s)

ρ+(s+ µ)
e−ρ+(s)x, x > 0. (2.84)

Згiдно з другим спiввiдношенням (2.70) визначається

d−(α) = − s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)

ρ−(s+ µ)

ρ−(s+ µ)− iα(
s

s+ µ
=

ρ+(s)ρ−(s)

ρ+(s+ µ)ρ−(s+ µ)

)
,

D̂−(α) = d−(α) +D0(s, µ) =

=
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)− ρ−(s)

ρ−(s+ µ)− iα
ρ−(s+ µ)

ρ−(s)
, (2.85)

∂

∂x
D−x =

ρ+(s)

ρ+(s+ µ)
(ρ−(s+ µ)− ρ−(s))eρ−(s+µ)x, x < 0. (2.86)

Отже, з (2.61) та (2.86) випливає, що при x < 0

D−x (s, µ) =
s

s+ µ

[
1− ρ−(s)− ρ−(s+ µ)

ρ−(s)
eρ−(s+µ)x

]
. (2.87)
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Для броунiвського руху (σ = 1, a 6= 0) ρ′+(s) = (2s+ a2)−
1
2 , отже

EQ0(θs) =
1

2s+ a2 − a
√

2s+ a2
→
s→0

EQ0(∞) =
1

2a2I{a < 0}
.

Якщо a = 0, то EQ0(θs) = (2s)−1, це означає (див. 1-й стовпчик в
(1.97)), що EQ0(t) = 2−1t→∞ при t→∞.

Якщо a = 0, тодi ρ±(s) =
√

2s, D0(s, µ) =
√

s
s+µ . Отже,

s

∫ ∞
0

e−stEe−µQ0(t)dt =

√
s

s+ µ
. (2.88)

Згiдно з таблицею iнтегральних перетворень (див. (1.97) або [82])
пiсля обернення по s та µ одержимо розподiл Q0(t), який був зна-
йдений iншим способом у наслiдку 1.1 (див. (1.52)),

P{Q0(t) < x} =
2

π
arcsin

√
x

t
(0 ≤ x ≤ t, Q0(t) = z(t, 0)). (2.89)

Приклад 2.3. Нехай ξ(t) = −t+ S(t) (див. приклад 2.1 § 2.2)

S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, ϕ(α) =
c

c− iα
, c > 0, m =

λ− c
c

.

Знайти D0(s, µ), d±(α), D±x (s, µ), EQx(θs), Qx(θs) = Q(x,∞)(θs).
Процес ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху i неперервний зни-

зу (ρ+(s) = cp+(s)), тому D0(s, µ) = p+(s)p−1
+ (s+ µ),

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
, ϕ−(s, α) =

ρ−(s)

ρ−(s)− iα
,

d±(α) = ±D0(s, µ)
[
ρ±(s+ µ)∓ iα)(ρ±(s)∓ iα)−1

]±1
,

ρ±(s) =

√
Ds ∓ (mc+ s)

2
, Ds = (mc+ s)2 + 4cs > 0. (2.90)

ρ+(s) = ρ−(s)−mc− s, ρ′+ = ρ′−(s)− 1 →
s→0

λ

c− λ
, c > λ.

Отже, компоненти ϕ+(s, α) в (2.80) i (2.90) вiдрiзняються. Але
спiввiдношення (2.81)–(2.87) для d+(α), D̂±(α), D±x (s, µ) не мiняю-
ться (мiняються лише значення ρ±(s), наведенi в (2.90)).
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Якщо m = 0, тодi ρ±(s) = 1
2

(√
s2 + 4cs∓ s

)
. Отже,

D0(s, µ) = Ee−µQ0(s) =

√
s2 + 4cs− s√

(s+ µ)2 + 4c(s+ µ)− s− µ
. (2.91)

Останню формулу не так легко обернути, як (2.88) для w(t).

Середнi значення EQx(θs)(при x > 0, x = 0, x < 0) можна одер-
жати шляхом диференцiювання по µ, зокрема з (2.84) знаходимо

EQx(θs) = − ∂

∂µ
D+
x (s, µ)|µ=0 =

ρ′+(s)

ρ+(s)
e−xρ+(s), x > 0;

EQ0(θs) =
ρ′+(s)

ρ+(s)
→
s→0

EQ0(∞) =
λ

ρ+c|m|I{m < 0}
. (2.92)

Для процесу ξ(t) = −t+S(t) з х.ф. стрибкiв ϕ(α) = c
c−iα так само

при m = 0 згiдно (2.91) та (2.92) з вiдповiдним значенням ρ+(s) у
(2.90) встановлюється, що

EQ0(θs) =
ρ′+(s)

ρ+(s)
=

c− ρ+(s)

ρ+(s)
√
s2 + 4cs

→
s→0

EQ0(∞) =∞.

Зауважимо що у випадку розбiжностi невласного iнтегралу по
t ≥ 0 для N+

s (0) (див. (2.69)) iнтеграли для N±s (x) в (2.3) мають
особливiсть в околi t = 0. Рiзниця невласних iнтегралiв N+

s+µ(x) −
N+
s (x) визначає збiжний iнтеграл в ε-околi t = 0

N+
s,µ(x) = N+

s+µ(x)−N+
s (x) = (2.93)

=

∫ ∞
0

t−1e−st(1− e−µt)P{ξ(t) > x}dt →
s→0

N+
0,µ(x),

оскiльки iнтеграл по довiльному ε-околу особливої точки iнтегрува-
ння (t = 0) буде обмежений для x > 0 i ε ≤ 1∫ ε

0

t−1(1− e−µt)e−stP{ξ(t) > x}dt <∞.

При умовi (2.16) (m < 0) i для s = 0 iз (2.93) випливає збiжнiсть
iнтегралу N+

0,µ(x) при ∀ x ≥ 0, що визначає D0(0, µ) в (2.71).



82 Роздiл 2. Факторизацiйнi тотожностi

2.5 Момент першого досягнення
максимуму

Позначимо момент першого досягнення максимуму процесом {ξ(t),
ξ(0) = 0, t ≥ 0} на iнтервалi [0, t]:

T+(t) =: inf{u > 0 : ξ(u) = ξ+(t)}.

Якщо {τ+(0), γ+(0)} мають невироджений розподiл, тодi на подiї
{ω : τ+(0) > 0} виконуються стохастичнi спiввiдношення:

T+(t) =̇ τ+(0) + T+(t− τ+(0));

ξ+(t)˙= γ+(0) + ξ+(t− τ+(0)); ξ(t) =̇ γ+(0) + ξ(t− τ+(0)).

Для µ ≥ 0, Reα1 = Reα2 = 0 позначимо

T+(s, α1, α2, µ) = E[e−α1ξ(θs)−α2(ξ(θs)−ξ+(θs))−µT+(θs)]. (2.94)

Має мiсце твердження (див. [23], [64, § 5])

Теорема 2.8. Генератриса трiйки {ξ(θs), ξ̂−(θs), T+(θs)}, ξ̂−(θs) =
ξ(θs)− ξ+(θs), — T+(s, α1, α2, µ) визначається спiввiдношенням:

T+(s, α1, α2, µ) =

= Ee−α1ξ
+(θs+µ)Ee−(α1+α2)ξ−(θs)C−1

− (s, µ), µ ≥ 0, (2.95)

де згiдно з (2.74) та (2.93)

C−(s, µ) =

[
ϕ+(s+ µ, α)

ϕ+(s, α)

]0

−
= exp{N+

s,µ(0)}.

Доведення. Нехай ξ(t) — схiдчастий процес. На основi стохастичних
спiввiдношень (2.94) для T+(s, α1, α2, µ) виводиться рiвняння:

T+(s, α1, α2, µ) = E[e−(α1+α2)ξ(θs), ξ+(θs) = 0] + (2.96)

+ E[e−α1γ
+(0)−(s+µ)τ+(0)]T+(s, α1, α2, µ).

В цьому параграфi ми пропускаємо умову {τ+(0) < ∞} пiд зна-
ком E[ ]. Згiдно з (2.29) i (2.30) iз § 2.2 знаходимо з (2.96), що

T+(s, α1, α2, µ)[1−E[e−α1γ
+(0)−(s+µ)τ+(0)]] =
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= T+(s, α1, α2, µ)
p+(s+ µ)

ϕ+(s+ µ, iα1)
= E[e−(α1+α2)ξ(θs), ξ+(θs) = 0].

Отже, можна записати, що

T+(s, α1, α2, µ) = ϕ+(s+µ, iα1) lim
u→∞

Ee−(α1+α2)ξ(θs)−uξ+(θs)

Ee−uξ
+(θs+µ)

.(2.97)

Зауважимо, що при µ = α2 = 0

T+(s, α1, 0, 0) = Ee−α1ξ(θs) =

= Ee−α1ξ
+(θs) lim

u→∞
[Ee−uξ

+(θs)]−1Ee−α1ξ(θs)−uξ+(θs).

З урахуванням о.ф.т. звiдси знаходимо, що

Ee−α1ξ
−(θs) = lim

u→∞

Ee−α1ξ(θs)−uξ+(θs)

ϕ+(s, iu)
.

Отже, границя в (2.97) обчислюється згiдно (2.4) з § 2.1 так:

lim
u→∞

Ee−(α1+α2)ξ(θs)−uξ+(θs)

ϕ+(s+ µ, iu)
=

= ϕ−(s, i(α1 + α2)) lim
u→∞

ϕ+(s, i(α1 + α2 + u))

ϕ+(s+ µ, iu)
=

= Ee−(α1+α2)ξ−(θs)C−1
− (s, µ).

Таким чином, (2.95) доведено для схiдчастих процесiв. В загаль-
ному випадку для ξ(t) можна вибрати апроксимуючу послiдовнiсть
ξn(t) схiдчастих процесiв i довести теорему 2.8 для послiдовностi
T

(n)
+ (s, α1, α2, µ), потiм граничним переходом n → ∞ довести спра-

ведливiсть (2.96).

Для спiльного розподiлу {ξ+(θs), T+(θs)} має мiсце

Теорема 2.9. Розподiл {ξ+(θs), T+(θs)} визначається спiввiдношен-
ням:

E[e−µT+(θs), ξ+(θs) > x] = P{ξ+(θs+µ)>x} lim
u→∞

ϕ+(s, iu)

ϕ+(s+ µ, iu)
=

= P{ξ+(θs+µ) > x}e−N
+
s,µ(0). (2.98)
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Якщо p+(s) = 0, тодi генератриса T+(θs) визначається спiввiдно-
шенням:

Ee−µT+(θs) = s

∫ ∞
0

e−stEe−µT+(t)dt = D0(s, µ) =

= C−1
− (s, µ) = e−N

+
s,µ(0), (2.99)

де N+
s,µ(0) наводиться в (2.93). Це означає, що T+(t)

.
= Q0(t).

Для схiдчастих процесiв ξ(t) = Sν(t) (Sk =
∑
r≤k

ξr)

E[e−µT+(θs), ξ+(θs) > 0] = q+(s+ µ)
p+(s)

p+(s+ µ)
=

= exp

−∑
k≥1

1

k
P{Sk > 0}

(
λ

s+ λ

)k×
×

exp

∑
k≥1

1

k
P{Sk > 0}

(
λ

s+ λ+ µ

)k− 1

 . (2.100)

Якщо p+(s) = 0, тодi згiдно з (2.69) та (2.99) T+(θs) =̇Q[0,∞)(θs), а
при p+(s) > 0 згiдно з (2.68) та (2.98) встановлюється, що

E[e−µT+(θs), ξ+(θs) > 0] = q+(s+ µ)D+0(s, µ), (2.101)

E[e−µT+(θs) | ξ+(θs) > 0] =
q+(s+ µ)

q+(s)
D+0(s, µ). (2.102)

Доведення. (2.98) випливає iз (2.95) при α1 = −α2 = α пiсля обер-
нення вiдносно α, а (2.99) — iз (2.95) при α = 0. Якщо p+(s) > 0,
тодi з (2.98) при x = 0 випливає справедливiсть 1-го рядка в (2.100).
При цьому для схiдчастих процесiв атомарна iмовiрность p+(s) згiд-
но (2.5) з теореми 1.2 визначається спiввiдношенням

p+(s) = eN
+
s (0) = exp

{
−
∞∑
k=1

1

k
P{Sk > 0}

(
λ

s+ λ

)k}
. (2.103)

Тому з (2.103) одержується остання частина рiвностi (2.100).
Отже справедливiсть (2.98)–(2.100) доведена для схiдчастих про-

цесiв. За допомогою мiркувань, використаних у попереднiй теоремi,
встановлюється справедливiсть (2.98), (2.99) та (2.101)–(2.103) в за-
гальному випадку.
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Приклад 2.4. Процес ξ(t) задається спiввiдношенням

ξ(t) = at+ S1(t)− S2(t), S1,2(t) =
∑

k≤ν1,2(t)

ξ
(1,2)
k , a ≤ 0, (2.104)

де {ξ(1,2)
k }k≥1 — незалежнi послiдовностi випадкових величин з х.ф.

ϕ1,2(α) = Eeiαξ
(1)
k = Eeiαξ

(2)
k =

1

1− iα
,

ν1,2(t) — незалежнi пуассонiвськi процеси з параметрами λ1,2 = 1
2 .

Показати, що ξ(t) ·= at+ S(t)

S(t) =
∑
k≤ν(t)

ζk, ϕ(α) = Eeiαζ1 =
1

1 + α2
, (2.105)

ν(t) — пуассонiвський процес з iнтенсивнiстю λ = 1. Знайти компо-
ненти ϕ±(s, α), для a = 0 знайти p±(s), розподiл τ±(0) та генератрису
T+(s, α1, α2, µ). При a < 0 знайти х.ф. ξ+.

Спочатку спростимо вирази для кумулянти

ψ(α) = aiα+

(
1

1 + α2
− 1

)
= aiα+

(iα)2

1− (iα)2
.

Ми одержали кумулянту з λ = 1 iз х.ф. ϕ(α) i тим самим довели
(2.105). Для ϕ(s, α) одержимо зображення

ϕ(s, α) =
s

s− ψ(α)
=
s(1− (iα)2)

P3(s, iα)
; (2.106)

при iα = r P3(s, r) = ar3 − (1 + s)r2 − ar + s.
Оскiльки ξ(t) майже напiвнеперервний зверху при a ≤ 0, тодi при

a < 0 рiвняння Лундберга зводиться до кубiчного рiвняння

P3(s, r) = 0 (Ls) ⇒ ar3 + r2 − ar = 0 (L0)

при s > 0 має єдиний додатний корiнь ρ+(s), що визначає

ϕ+(s, α) =
p+(s)(1− iα)

p+(s)− iα
, ρ+(s) = p+(s). (2.107)
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На основi о.ф.т. та розкладу P3(s, r) = (p+(s) − r)P2(s, r), знахо-
димо при a < 0

ϕ−(s, iα) =
s(1 + iα)

p+(s)P2(s, iα)
, (2.108)

де P2(s, r) знаходиться безпосереднiм дiленням P3(s, r) на (r−p+(s)),
вiльний член P2 визначається з умови прирiвнювання остачi дiлення
до 0. В результатi одержимо

P2(s, r) = ar2 − (1 + s+ ap+(s))r − sp−1
+ (s).

Зауважимо, що m = Eξ(1) = a (за умовою прикладу a ≤ 0).
Якщо m = a < 0, тодi рiвняння (L0) має додатний корiнь p+

p+ = lim
s→0

p+(s) =

√
1 + 4a2 − 1

2|a|
> 0,

який визначає х.ф. та функцiю розподiлу абсолютного максимуму

ϕ+(α) = Eeiαξ
+

=
p+(1− iα)

p+ − iα
, (2.109)

P{ξ+ > x} = q+e
−p+x, x > 0.

Якщо m = a = 0, тодi рiвняння (Ls) зводиться до квадратного, яке
має коренi

r1,2 = ±p±(s) = ±
√

s

1 + s
, s > 0, p±(s) −→

s→0
0. (2.110)

В цьому випадку ξ(t) – симетричний майже напiвнеперервний i звер-
ху, i знизу процес. Обернувши (2.110) вiдносно s одержимо значення
iмовiрностей P{ξ±(t) = 0} та розподiл τ±(0) при λ = 1

P{τ±(0) > t} = P{ξ±(t) = 0} =
2

π

∫ 1

0

e−tzd arcsin
√
z. (2.111)

Ця формула випливає з останнього стовпчика таблицi (1.97), якщо
покласти u = 1.

При a = 0 для симетричного процесу ξ(t) з довiльним λ > 0 маємо

ϕ±(s, α) =
p±(s)(1∓ iα)

p±(s)∓ iα
, p±(s) =

√
s

s+ λ
, ∀λ > 0, (2.112)
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для розподiлу τ±(0) за таблицею знаходимо, що

P{τ±(0) > t} =
2

π

∫ 1

0

e−λtzd arcsin
√
z −→
t→0

1.

Згiдно з (2.95)

T+(s, α1, α2, µ) =
p+(s)

p+(s+ µ)
ϕ+(s+ µ, α1)ϕ−(s, α1 + α2).

Пiсля пiдстановки (2.112) звiдси випливає, що спiльний розподiл
трiйки

{ξ(θs), ξ̂−(θs), T+(θs)}, ξ̂−(θs) = ξ(θs)− ξ+(θs),

визначається спiввiдношенням

Eeiα1ξ(θs)+iα2ξ̂
−(θs)−µT+(θs) =

=
s

s+ λ

1− iα1

p+(s+ µ)− iα1

1 + i(α1 + iα2)

p−(s) + i(α1 + α2)
. (2.113)

Приклад 2.5. Нехай ξ(t) — процес iз (2.104) з a ≥ 0. Читачевi
пропонується знайти ϕ±(s, α) та х.ф. ξ− при a > 0.

Наведемо цiкавий результат про обернену випадкову функцiю до
максимуму вiнерового процесу (див. [93, гл. VI, § 42, § 46]). Екстре-
муми w(t) позначимо згiдно з [93] та [197,198]

M(t) = w+(t), m(t) = w−(t), w±(t) = sup(inf)
0≤u≤t

w(u).

Графiк траєкторiї M(t) є монотонно неспадною функцiєю з полич-
ками сталостi. Позначимо згiдно з [93] через T (x) обернену до M(t)
випадкову функцiю, яка має додатнi стрибки (величина їх визнача-
ється довжиною поличок сталостi). Має мiсце

Теорема 2.10. Розподiл M(t), |w(t)| та −m(t) має вигляд

P{M(t) < x} = P{−m(t) < x} =

√
2

πt

∫ x

0

e−
y2

2t dy, x > 0.(2.114)

Розподiл T (x) визначається спiввiдношення при x > 0, u > 0

P{T (x) < ux2} =
1√
2π

∫ u

0

e−
1
2y y−

3
2 dy. (2.115)
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Випадкова функцiя T (x) є стiйким процесом з обмеженою варiацiєю
вiдносно x з параметром стiйкостi α∗ = 1

2 i кумулянтою

ψ∗(α) =
1√
2π

∫ ∞
0

(eiαy − 1)y−
3
2 dy = (i− 1)

√
α. (2.116)

Приклад 2.6. Нехай ξ(t) = at+T (t), a < 0. Знайти розподiл основ-
них функцiоналiв ξ(t) (ξ±(θs) та ξ±).

Зауважимо, що ξ(t) неперервний знизу процес з кумулянтою

ψ(α) = iαa+ (i− 1)
√
α, 0 < m = Eξ(1) = +∞. (2.117)

Рiвняння (L0) пiсля замiни iα = r та деяких перетворень визначає
корiнь −ρ−(0) = − 2

a2 , за допомогою якого при m > 0 знаходимо, що

P{ξ− < x} = e2xa−2

, x < 0. (2.118)

Корiнь рiвняння (Ls) −ρ−(s) (s > 0) визначає розподiл ξ−(θs)

P{ξ−(θs) < x} = exρ−(s), x < 0, ρ−(s) −→
s→0

2

a2
. (2.119)

Оскiльки m > 0, то P{ξ+ = +∞} = 1, а генератриса ξ+(θs) визнача-
ється (див. (2.52)) згорткою Π(x) =

√
2/πx−1/2 з P−(s, x)

K(s, x) = ρ−(s)

√
2

π

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)y−
1
2 dy, x > 0, (2.120)

k̃(s, ν) =

∫ ∞
0

e−νxK(s, x)dx =

√
2ρ−(s)

ρ−(s)− ν

(
1√
ν
− 1√

ρ−(s)

)
=

=

√
2ρ−(s)

√
ν(
√
ρ−(s) +

√
ν)
.

Пiсля спрощень згiдно з (2.52) генератриса ξ+(θs) має вигляд

Ee−νξ
+(θs) =

s

s+ νk̃(s, ν)
=

=
s(
√
ρ−(s) +

√
ν)

s(
√
ρ−(s) +

√
ν) +

√
2νρ−(s)

. (2.121)



Роздiл 3

Розподiл функцiоналiв
для напiвнеперервних
процесiв

3.1 Компоненти о.ф.т.
для напiвнеперервних процесiв

Немонотоннi процеси ξ(t) (ξ(0) = 0, t ≥ 0) зi стрибками одного зна-
ку будемо називати напiвнеперервними. Якщо ξ(t) не має додатних
(вiд’ємних) стрибкiв, тодi його кумулянта ψ(α) = t−1 lnEeiαξ(t) за-
писується так

ψ(α) = iγα− σ2

2
α2 ±

∫ 0

∓∞

(
eiαx − 1− iαx

1 + x2

)
Π(dx). (3.1)

Такi процеси досягають додатний (вiд’ємний) рiвень неперервно.
Якщо

∫
|x|≤1

|x|Π(dx) < ∞, тодi кумулянта напiвнеперервних про-
цесiв записується так

ψ(α) = iαa− σ2

2
α2 ±

∫ 0

∓∞

(
eiαx − 1

)
Π(dx). (3.2)

Процеси з кумулянтою (3.1) або (3.2) згiдно з означенням 1.11 з
§ 1.5 є неперервним зверху (знизу), залежно вiд знаку + (−).

89
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Якщо ξ(t) = at+
∑

k≤ν(t)

ξk (a = 1, ξk < 0), тодi на основi стохасти-

чного спiввiдношення

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x} ·=

{
x, ζ > x,

ζ + τ+(x− ζ − ξ), ζ ≤ x,

для генератриси τ+(x) (як i для хвоста ф.р. ξ+(θs))

T (s, x) =: E
[
e−sτ

+(x), τ+(x) <∞
]

= P{ξ+(θs) > x} (3.3)

виводиться рiвняння типу згортки

T (s, x) = e−(s+λ)x+λ

∫ 0

−∞

∫ x

0

e−(s+λ)yT (s, x− y − z)dydF (z). (3.4)

Розв’язок рiвняння (3.4) шукаємо у формi

T (s, x) = e−ρ+(s)x, x > 0. (3.5)

Якщо показник ρ+(s) є додатним коренем кумулянтного рiвняння

k(r) =: ψ(−ir)| = s, ρ+(s) = k−1(s), (3.6)

тодi пiсля пiдстановки (3.5) у (3.4) одержимо спiввiдношення

(s− k(ρ+(s)))
(
e−ρ+(s)x − e−(s+λ)x

)
= 0,

згiдно з яким (3.5) задовольняє рiвняння (3.4).
Для загального неперервного зверху процесу T (s, x) задовольняє

функцiональне рiвняння

T (s, x+ y) = T (s, x)T (s, y) (x, y > 0), T (s, 0) = 1

та iнтегро-диференцiальне рiвняння з оператором L iз (1.53), розв’я-
зок якого має вигляд (3.5) (див. [5,14,64,75,84,110]). Отже має мiсце

Лема 3.1. Для неперервного зверху процесу ξ(t) з кумулянтою (3.1)
або (3.2) генератриса T (s, x) визначається спiввiдношенням

T (s, x) = e−ρ+(s)x, ρ+(s) = k−1(s), k(ρ+) = s; (3.7)
x ≥ 0, (ψ(−ir) = k(r) iз (3.1)).



3.1. Компоненти о.ф.т. для напiвнеперервних процесiв 91

Доведення. Функцiональне рiвняння для генератриси T (s, x) випли-
ває з очевидного стохастичного спiввiдношення τ+(x + y) − τ+(x)
·
= τ+(y) (x, y > 0) i визначає її показникову форму, а ф.р. P+(s, x) =
1−T (s, x) задовольняє iнтегро-диференцiальне рiвняння (1.54) з опе-
ратором L в (1.53) на пiвосi x > 0 (з умовою P+(s, x) = 0, x ≤ 0) i
пiсля пiдстановки в нього P+(s, x) = 1− e−ρ+(s)x (x > 0) в силу (3.6)
одержується тотожнiсть: s − k(ρ+(s)) = 0 (k(r) = ψ(−ir) див. (3.1))
або (3.2)). Рiвняння (3.4) шляхом диференцiювання по x можна зве-
сти до рiвняння (1.54) з оператором (1.53), що мiстить першу похiдну
по x, розв’язком якого при умовi T (s, 0) = 1 є експонента (3.5).

Для неперервних зверху процесiв з обмеженою варiацiєю пiсля
iнтегрування частинами встановлюється, що (a > 0)

ψ(α) = iαa+

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π(dx) = iα

(
a−

∫ 0

−∞
eiαxΠ(x)dx

)
.

Якщо
∫ 0

−∞ |x|Π(dx) <∞, σ2 ≥ 0, тодi з (3.6) випливає рiвняння

k(r) = ar +
r2

2
σ2 − rΠ̃(r) = s, Π̃(r) =

∫ 0

−∞
erxΠ(x)dx, (3.8)

Π(x) =

∫ x

−∞
Π(dy) (x < 0; якщо σ = 0, то a > 0).

В теорiї ризику рiвняння (3.6) iз k(r) в (3.8), як вiдмiчалось ви-
ще, прийнято називати рiвнянням Лундберга (його позначатимемо
(Ls) або (L0) при s = 0). В силу випуклостi k(r) в нулi (k′′(0) > 0)
рiвняння (Ls) при достатньо малому s має в околi r = 0 два дiйснi
коренi

r1(s) < 0 < r2(s), s > 0; r1(s)r2(s) −→
s→0

0.

Для довiльного неперервного зверху процесу зверху ξ(t) лише корiнь
r2(s) = ρ+(s) > 0 визначає розподiл (3.7).

Введемо позначення

P̃<(s, α) =

∫ 0

−∞
eiαxP (s, x)dx; P̃>(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxP (s, x)dx;

ϕ(s, α) = 1 + iα
(
P̃>(s, α)− P̃<(s, α)

)
,
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ϕ−(s, α)− 1 = −iα
∫ 0

−∞
eiαxP−(s, x)dx = −iαΦ̃−(s, α), (3.9)

ϕ+(s, α)− 1 = iα

∫ ∞
0

eiαxP+(s, x)dx = iαΦ̃+(s, α)

i сформулюємо теорему про уточнене (конкретизоване) зображення
компонент о.ф.т. (про них уже частково йшла мова в § 1.5).

Теорема 3.1. Нехай ξ(t) неперервний зверху процес (див. (3.1)).
Тодi корiнь rs = ρ+(s) рiвняння (3.6) повнiстю визначає х.ф. ξ+(θs)

ϕ+(s, α) =: Eeiαξ
+(θs) =

ρ+(s)

ρ+(s)− iα
. (3.10)

Розподiл ξ−(θs) визначається спiввiдношенням

Φ̃−(s, α) = ρ−1
+ (s)

∫ 0

−∞
eiαxdP (s, x) + P̃<(s, α). (3.11)

Iснує щiльнiсть P ′(s, x) при x 6= 0, через яку визначається ξ−(θs),

P ′(s, x) =
∂

∂x
P (s, x) =

=

{
ρ+(s)e−ρ+(s)xϕ−(s,−iρ+(s)), x > 0,

ρ+(s)
∫ x
−∞ eρ+(s)(y−x)dP−(s, y), x < 0,

(3.12)

P (s, x) =

{
1− ϕ−(s,−iρ+(s)) exp{−ρ+(s)x}, x > 0,∫ x
−∞

(
1− eρ+(s)(y−x)

)
dP−(s, y), x < 0,

(3.13)

P{ξ−(θs) < x} = ρ−1
+ (s)P ′(s, x) + P (s, x), x < 0.

Якщо ξ(t) має обмежену варiацiю, тодi P (s,+0) 6= P (s,−0),

p−(s) = s/(aρ+(s))−1 > 0,

P ′(s,+0)− P ′(s,−0) = sa−1, ρ+(s) = P ′(s,+0)P
−1

(s, 0); (3.14)

P ′(s,+0) = ρ+(s)ϕ−(s,−iρ+(s)), ϕ−(s,−iρ+(s)) =
sρ′+(s)

ρ+(s)
.

Якщо ξ(t) має необмежену варiацiю, тодi p−(s) = 0,

P (s, 0) = P (s,±0) = 1− ϕ−(s,−iρ+(s)). (3.15)
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Доведення. Пiсля iнтегрального перетворення з (3.7) одержимо
(3.10). Тодi о.ф.т. має вигляд

ϕ(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
ϕ−(s, α), Imα = 0. (3.16)

Звiдси пiсля обернення щiльнiсть P ′(s, x) виражається згорткою

P ′(s, x) =

∫ min(0,x)

−∞
ρ+(s)eρ+(s)(y−x)dP−(s, y), x 6= 0,

з якої випливає (3.12). При σ = 0 (3.16) можна переписати так

ϕ−(s, α) =
ρ+(s)− iα
ρ+(s)

s

s− iα(a− Π̃(iα))
,

i якщо
∫ 0

−1
|x|Π(dx) <∞, тодi Π(x) =

∫ x
−∞Π(dy), x < 0; Π̃(0) <∞,

Π̃(iα) =

∫ 0

−∞
eiαxΠ(x)dx, p−(s) = lim

iα→∞
ϕ−(s, α) =

s

aρ+(s)
.

Для доведення (3.11) пiдставимо (3.9) у спiввiдношення

(ρ+(s)− iα)ϕ(s, α) = ρ+(s)ϕ−(s, α).

Тодi пiсля деяких перетворень знаходимо спiввiдношення

ρ+(s)[1 + iα(P̃>(s, α)− P̃<(s, α))]− iαϕ(s, α) =

= ρ+(s)(1− iαΦ̃−(s, α)),

з якого одержимо спiввiдношення

ρ+(s)(P̃>(s, α)− P̃<(s, α))− ϕ(s, α) = −ρ+(s)Φ̃−(s, α).

Звiдси пiсля проектування [ ]0− випливає (3.11).
Проiнтегрувавши перший рядок в (3.12) по y ∈ [x,∞), знаходимо

P (s, x) = ϕ−(s,−iρ+(s)) exp{−ρ+(s)x} (x > 0)

(тобто (3.13) доведено для x > 0), а пiсля iнтегрування другого рядка
в (3.12) по y ∈ (−∞, x] (x < 0) одержимо спiввiдношення (3.13) при
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x < 0. У випадку обмеженої варiацiї iз згорток (3.12) випливає (3.14),
оскiльки

(
P (s, 0) = ϕ−(s,−iρ+(s))

)
P ′(s,+0)− P (s,−0) = lim

x↑0

∫ +0

−∞
ρ+(s)eρ+(s)(y−x)dP−(s, y) =

= ρ+(s)p−(s) = sa−1, p−(s) > 0.

Для процесiв з необмеженою варiацiєю p−(s) = 0, тому з (3.12) ви-
пливає (3.15).

Для косо-схiдчастих процесiв з a = 1 для z > 0 i достатньо малих
h > 0

P{z ≤ ξ(t) < z + h} =

=

∫ t

0

P{τ+(z) ∈ du}P{0 ≤ ξ(t− u) < h}+ o(h),

h−1P{z ≤ ξ(θs) < z + h} =

= B(s, z)P{0 ≤ ξ(θs) < h}h−1 + o(1)→ e−zρ+(s)P (s,+0).

Отже, P ′(s, z) = P ′(s,+0) exp{−zρ+(s)}, звiдси пiсля iнтегрування
по z ∈ [0,∞) знаходимо ρ+(s) в (3.14). Для процесiв з необмеженою
варiацiєю p−(s) = 0, P ′(s,±0) = ρ+(s)ϕ−(s,−iρ+(s));

ϕ−(s,−iρ+(s)) = lim
r→ρ+(s)

s

s− k(r)

ρ+(s)− r
ρ+(s)

=
sρ′+(s)

ρ+(s)
.

З (3.12) та (3.13) при x→ ±0 випливають формули (3.15).

Слiд зауважити, що рiвняння (3.6) має i вiд’ємний розв’язок. Най-
ближчий до 0 корiнь rs = −R(s) < 0 (R(s) → 0 при m ≤ 0, s → 0)
частково визначає ϕ−(s, α). Зокрема, при m = Eξ(1) > 0 для напiв-
неперервного зверху процесу ризику

ρ+(s) −→
s→0

0, ρ′+(0) = m−1, R(s) −→
s→0

R > 0,

i в термiнах R визначається лише наближення для розподiлу ξ−,
а отже i для ймовiрностi банкрутства Ψ(·)

P{ξ− < −u} = Ψ(u) ∼ ΨCL(u) =

=
m

k′(−R)
e−Ru (x = −u→ −∞), (3.17)

яке називається апроксимацiєю Крамера–Лундберга.
З теореми 3.1 випливає наслiдок про обернення (3.11) по α i по s.
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Наслiдок 3.1. В умовах неперервностi зверху теореми 3.1 розпо-
дiли ξ±(θs) визначаються спiввiдношеннями

P+(s, x) = P{ξ+(θs) < x} = 1− e−ρ+(s)x, x ≥ 0, (3.18)

P−(s, x) =
1

ρ+(s)
P ′(s, x) + P (s, x), x < 0, σ2 ≥ 0. (3.19)

При σ = 0, a > 0 та Π̃(0) =
∫ 0

−∞Π(x)dx < ∞, p−(s) = s(aρ+(s))−1,

P ′(s,+0)− P ′(s,−0) = sa−1, (3.19) допускає обернення по s

P{ξ−(t) < x} = P{ξ(t) < x}+

+ a

∫ t

0

P{ξ−(t− y) = 0} ∂
∂x

P{ξ(y) < x}dy, x < 0. (3.20)

При σ > 0 або Π̃(0) = ∞ (тобто для процесiв з необмеженою
варiацiєю) p−(s) = 0

P ′(s,±0) = P ′(s, 0) = ρ+(s)ϕ−(s,−iρ+(s)) = sρ′+(s).

Якщо m < 0, тодi ρ+(s)→ p+ > 0 iснує невироджений розподiл ξ+

P{ξ+ < x} = 1− e−ρ+x, x ≥ 0, ρ+ = (ap′−(0))−1. (3.21)

Якщо m > 0, тодi

ρ+(s) −→
s→0

0, ρ+(s)s−1 −→
s→0

1

m
, p− =

m

a
,

а розподiл ξ− визначається спiввiдношенням

P{ξ− < x} = m
d

dx

(∫ ∞
0

P{ξ(t) < x}dt
)
, x < 0. (3.22)

Якщо m = 0, тодi P{ξ± = ±∞} = 1,

ρ±(s) −→
s→0

0, ρ+(s)s−
1
2 −→
s→0

√
2

σ1
, σ1 =

√
Dξ(1).

Доведення. З (3.10) та (3.11) пiсля обернення випливає справедли-
вiсть (3.18) та (3.19). Якщо m < 0, тодi з (3.18) при s → 0 випливає
(3.21). Аналогiчно з (3.19) та (3.13) при x < 0 пiсля граничного пе-
реходу (s → 0, ρ+(s) → 0) знаходимо (3.22). Якщо

∫
|x|Π(dx) < ∞
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i m = 0, тодi при достатньо малих s > 0 та r на основi рiвняння
Лундберга

k(r) =: ar + σ2r2/2− rΠ̃(r) = s (Ls)

має мiсце асимптотична рiвнiсть (r = rs → 0, s→ 0)

1

2
k′′(0)r2 =

σ2
1

2
r2 ≈ s, σ2

1 = Dξ(1) = σ2 +

∫ 0

−∞
x2Π(dx),

на основi якої нескiнченно малi коренi рiвняння (3.6) одного порядку
малостi:

r1(s) < 0 < r2(s), ∓r1,2(s) ≈ C∓
√
s,

C+ = C− =
2

σ2
1

, ρ+(s) = r2(s) ≈ C+

√
s.

Формула (3.20) випливає з (3.19) пiсля перепису в такiй формi

P−(s, x) = as−1P ′(s, x)p+(s) + P (s, x), x < 0.

З (3.10) при s→ 0 знаходимо, що

ϕ+(s, α) −→
s→0

0, тобто P{ξ+ = +∞} = 1.

З о.ф.т. (3.16) випливає, що

ϕ−(s, α) =
ρ+(s)− iα
ρ+(s)

s

s− ψ(α)
=

s

ρ+(s)

ρ+(s)− iα
s− ψ(α)

.

Отже

lim
s→0

ϕ−(s, α) = lim
s→0

s

ρ+(s)

iα

ψ(α)
= 0, P{ξ− = −∞} = 1.

Вище вiдмiчалось, що розподiл ξ− в загальному випадку для m >
0 не так просто знайти. Простiше обчислити наближення для нього.

В теорiї ризику, крiм (3.17), використовуються рiзнi наближення,
зiбранi в лемi 3.2 (див. [94,130,169–171]), в термiнах моментiв

m = Eξ(1) = a− λµ1 > 0, µk = Eξk1 , k = 1, 3.

В термiнах страхової надбавки ρ i цих моментiв обчислюється на-
ближене значення R (оскiльки для рiвняння (L0) не завжди можна
знайти корiнь r0 = −R) i значення q− = P{ξ− < 0} = Ψ(0).
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Лема 3.2. Нехай ξ(t) – напiвнеперервний зверху процес ризику (див.
(1.9) з u = 0). Для розподiлу ξ−, крiм (3.17) (див. [171]) при x =
−u→ −∞ мають мiсце:
наближення Реньї (p− = m

a = ρ
1+ρ )

P{ξ−<−u}=Ψ(u)∼ΨR(u)=
1

1+ρ
e
− 2ρµ1u

µ2(1+ρ) =q−e
− 2p−µ1

µ2
u; (3.23)

наближення Де Вiльдера (δ = ρ = m(λµ1)−1)

P{ξ− < −u} = Ψ(u) ∼ ΨDV(u) =

=
1

1 + 2ρµ1µ3µ
−2/3
2

e
− 6µ1µ2ρu

3µ22+2µ1µ2ρ ; (3.24)

дифузiйне та експоненцiйне наближення

Ψ(u) ∼


ΨD(u) = exp{−2ρµ1µ

−1
2 u}, u→∞,

ΨE(u) = exp

{
µ2 − 2ρµ1u√
µ2

2 + 4ρµ1µ3/3
− 1

}
;

(3.25)

наближення Ове Лундберга, що покращує ΨD(u),

Ψ(u) ∼ ΨOL(u) = ΨD(u)

[
1 +

(
ρu− µ2

µ1

)
e

4ρµ21µ3

3µ32

]
. (3.26)

Приклад 3.1. Нехай ξ(t) неперервний зверху процес з кумулянтою

ψ(α) = iαa− λ iα

c+ iα
= iα[a(c+ iα)− λ](c+ iα)−1, (3.27)

a > 0, m = a− λ

c
, σ2

1 =
2λ

c2
, c > 0.

Знайти компоненти о.ф.т. та розподiли ξ± при ±m < 0.
Рiвняння (3.6) зводиться до квадратного: r[cm + ar] = (c + r)s.

Його коренi r1(s) = −R(s) = −cp−(s), r2(s) = ρ+(s) визначають х.ф.

ϕ−(s, α) =
p−(s)(c+ iα)

cp−(s) + iα
, (3.28)

ϕ+(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
, p−(s) =

s

aρ+(s)
.
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Отже

P−(s, x) = q−(s)eR(s)x, x < 0; P+(s, x) = e−ρ+(s)x, x > 0.

При m < 0 ρ+(s)→ ρ+ = c|m|a−1, отже

P{ξ+ > x} = e−ρ+x, x ≥ 0. (3.29)

При m = 0 a = λ
c i з (3.27) випливає рiвняння λr2 = cs(c+ r), коренi

якого r1,2 ≈ ±c
√

s
λ ; отже

ϕ±(s, α) −→
s→0

0, P{ξ± = ±∞} = 1.

При m > 0 r1(s) −→
s→0
−R = −cp−, ρ+(s) −→

s→0
0, R = mca−1. Тому

ϕ+(s, α) −→
s→0

0, ϕ−(s, α)→ p−(c+ iα)

R+ iα
,

P{ξ− < x} = q−e
Rx, x < 0, p− =

m

a
; q− = 1− p−. (3.30)

Згiдно з означеннями § 1.5 процеси з вище вказаною кумулянтою
(a > 0, c > 0) неперервнi зверху i майже напiвнеперервнi знизу. Лише
для таких двосторонньо напiвнеперервних процесiв коренi ρ+(s) та
−ρ−(s) = −R(s) рiвняння (3.6) повнiстю визначають розподiл ξ±(θs).

Приклад 3.2. Розглянемо неперервний зверху процес ξ(t) з куму-
лянтою

ψ(α) = iαa− α2

2
− iα

1 + iα
, a > 0, (3.31)

k(r) = ra+
r2

2
− r

r + 1
.

Знайти моменти ξ(t) та компоненти о.ф.т., а також розподiли ξ± при
±m < 0.

Вiдмiтимо, що

k′(r) = a+ r − 1

(1 + r)2
, m = k′(0) = a− 1,

k′′(r) = 1 +
2

(1 + r)3
, σ2

1 = k′′(0) = 3.
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Рiвняння (3.6) зводиться до кубiчного рiвняння

P3(s, r) =: r3 + (1 + 2a)r2 + 2(m− s)r − 2s = 0. (3.32)

При s = 0 (3.32) зводиться до квадратного рiвняння: r2 + (1 + 2a)r+
2m = 0 з дискримiнантом D0 = (1 + 2a)2 − 8m. Рiвняння (3.32) має
єдиний додатний корiнь rs = ρ(s) > 0, що визначає ϕ+(s, α),

P3(s, r) = (r − ρ(s))P2(s, r),

P2(s, r) = r2 + (1 + 2a+ ρ(s))r +
2s

ρ(s)
.

Отже х.ф. ξ(θs) є дробово-рацiональною функцiєю, що розкладає-
ться на множники

ϕ(s, α) =
2s(1 + iα)

P3(s, iα)
=

ρ(s)

ρ(s)− iα
s

ρ(s)

2(1 + iα)

P2(s, iα)
.

Таким чином

ϕ+(s, α) =
ρ(s)

ρ(s)− iα
, ϕ−(s, α) =

s

ρ(s)

2(1 + iα)

P2(s, iα)
. (3.33)

Якщо m > 0 (a > 1), тодi ρ(s) −→
s→0

0 ρ′(0) = m−1. Отже ϕ+(s, α) −→
s→0

0, P{ξ+ = +∞} = 1.

Eeiαξ
−

= lim
s→0

ϕ−(s, α) =
2m(1 + iα)

P2(0, iα)
, (3.34)

P2(0, iα) = 2m+ iα(1 + 2a)− α2.

Якщо m < 0 (a < 1), тодi ρ(s) −→
s→0

ρ = 4|m|(
√
D0 + 1 + 2a)−1 > 0,

Eeiαξ
+

= lim
s→0

ϕ+(s, α) =
ρ

ρ− iα
, P{ξ+ > x} = e−ρx, x ≥ 0,

lim
s→0

ϕ−(s, α) = lim
s→0

s

ρ(s)

2(1 + iα)

P2(0, iα)
= 0, P{ξ− = −∞}+ 1. (3.35)

Якщо m = 0, тодi при a = 1 з рiвняння P2(s, r) = 0 i того, що
ρ(s) ≈ C+

√
s випливає, що дискримiнант Ds ≈ C+(3 +C+

√
s) визна-

чає корiнь

rs = −R(s) ≈
√
Ds − C+(3 + C+

√
s)

2C+
≈
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≈ − 2
√
s

3C+
= −C+

√
s, C2

+ =
2

3
.

При s→ 0 R(s)→ 0, ρ(s)→ 0, тому з (3.33) випливає, що ϕ±(s, α)−→
s→0

0, P{ξ± = ±∞} = 1.
Зауважимо, що при m > 0 i s→ 0

P2(0, r) = (r +R)(r + ρ2), R = lim
s→0

R(s), ρ2 > R, Rρ2 = 2m.

Тому з (3.34) пiсля розкладу на дробово-лiнiйнi функцiї маємо:

Eeiαξ
−

= p
R

R+ iα
+ q

ρ2

ρ2 + iα
, p+ q = 1, q =

R(2m−R)

2m−R2
;

P−(x) = P{ξ− < x} = peRx + qe2mR−1x, x ≤ 0. (3.36)

Аналогiчнi твердження до теореми 3.1 та наслiдку 3.1 мають мiс-
це для неперервних знизу процесiв з кумулянтою (3.2), для яких при∫
xΠ(dx) <∞ позначатимемо

Π(x) = Π+(x) =

∫ ∞
x

Π(dy), x > 0, dΠ(x) = −Π(dx).

Теорема 3.2. Якщо ξ(t) неперервний знизу процес, тодi вiд’ємний
корiнь rs = −ρ−(s) < 0 рiвняння (3.6) визначає

ϕ−(s, α) =: Eeiαξ
−(θs) =

ρ−(s)

ρ−(s) + iα
. (3.37)

Х.ф. ξ+(θs) визначається спiввiдношенням

Φ̃+(s, α) =
1

ρ−(s)

∫ ∞
0

eiαxdP (s, x) + P̃>(s, α), (3.38)

а розподiли ξ±(θs) — спiввiдношеннями

P−(s, x) = eρ−(s)x, x < 0;

P+(s, x) =
1

ρ−(s)
P ′(s, x) + P (s, x), x > 0; (3.39)

при σ = 0, a < 0, P+(s, x) допускає обернення по s

P{ξ+(t) > x} = P{ξ(t) > x}+
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+ |a|
∫ t

0

P{ξ+(t− y) = 0} ∂
∂x

P{ξ(y) < x}dy, x > 0. (3.40)

p+(s) =
s

|a|ρ−(s)
, P+(s, x) −→

x→0
q+(s) = 1− p+(s).

При σ > 0 (або Π̃(0) =
∫∞

0
Π(x)dx =∞) p+(s) = 0.

При σ = 0 для процесiв з обмеженою варiацiєю i кумулянтою

ψ(α) = iαa+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π(dx) = iα(a+ Π̃(iα)), a < 0,

iснує щiльнiсть при x 6= 0

P ′(s, x) =

∫ ∞
min(0,x)

ρ−(s)eρ−(s)(x−y)dP+(s, y) =

=

ρ−(s)exρ−(s)ϕ+(s, iρ−(s)), x < 0,

ρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)dP+(s, y), x > 0;
(3.41)

ρ−(s) = P ′(s,−0)P−1(s, 0),

P ′(s,−0)− P ′(s,+0) = p+(s)ρ−(s) = s|a|−1, σ = 0, a < 0;

P ′(s,±0) = ρ−(s)ϕ+(s, iρ−(s)) = sρ′−(s),

P (s,±0) = ϕ+(s, iρ−(s)), σ > 0. (3.42)

Якщо m < 0, тодi ρ−(s)s−1 −→
s→0
|m|−1 i згiдно (3.39) при s→ 0

P{ξ+ > x} = |m| ∂
∂x

(∫ ∞
0

P{ξ(t) > x}dt
)
, x > 0, p+ =

m

a
. (3.43)

Якщо m > 0, тодi ρ−(s) −→
s→0

ρ− > 0 i розподiл ξ− невироджений,

P{ξ− < x} = eρ−x, x ≤ 0, ρ− = (ap′a(0))−1. (3.44)

Доведення теореми 3.2 аналогiчне доведенню теореми 3.1 та на-
слiдку 3.1.

Зауважимо, що рiвняння (3.6) має додатний розв’язок rs = R(s) >
0 (R(s) → 0 при s → 0 для m ≥ 0) такий, що R(s) −→

s→0
R+ > 0 при

m < 0. Цей корiнь R+ визначає наближення для розподiлу ξ+

P{ξ+ > x} ∼ |m|
k′(R+)

e−R+x (x→∞). (3.45)
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Це наближення як i (3.17) називається апроксимацiєю Крамера–
Лундберга для напiвнеперервних знизу процесiв.

Нехай ξ∗(t) — монотонно незростаючий процес iз кумулянтою

ψ∗(α) = a∗ +
1

m
ψ̃(α), a∗ = − σ

2

2m
< 0, m = a− Π̃(0) > 0

та спектральною мiрою стрибкiв Π∗(dx) = 1
mΠ(x)dx, x < 0, тодi для

розподiлу абсолютних екстремумiв напiвнеперервних процесiв легко
доводиться твердження (збiрного типу)

Теорема 3.3. а) Нехай ξ(t) — неперервний зверху процес з куму-
лянтою (a > 0 якщо σ = 0)

ψ(α) = iαa− σ2

2
α2 +

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π(dx). (3.46)

Тодi при умовi
∫ 0

−∞ |x|Π(dx) <∞, Π(x) =
∫ x
−∞Π(dy), x < 0

ψ(α) = −σ
2α2

2
+ iα(m− ψ̃(α)), m = a− Π̃(0),

ψ̃(α) =

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π(x)dx. (3.47)

Якщо m > 0, тодi ρ+(s) → 0, ρ′+(0) = m−1 > 0 i з о.ф.т. випливає,
що розподiл абсолютного мiнiмуму визначає х.ф.

ϕ−(α) = lim
s→0

s

s− ψ(α)

ρ+(s)− iα
ρ+(s)

=
iαm

ψ(α)
=

=
m

m− ψ̃(α)− iα
2 σ

2
=

1

1− ψ∗(α)
, (3.48)

тобто, якщо P{θ1 > t} = e−t, t > 0, то

ϕ−(α) = Eeiαξ∗(θ1) =

∫ ∞
0

e−tEeiαξ∗(t)dt, (3.49)

б) Якщо ξ(t) — неперервний знизу процес з кумулянтою (a < 0
для σ = 0),

ψ(α) = iαa− σ2

2
α2 +

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π(dx); (3.50)
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тодi при умовi
∫∞

0
xΠ(dx) <∞, Π(x) =

∫∞
x

Π(dy), x > 0,

ψ(α) = −σ
2

2
α2 + iα(m+ ψ̃(α)),

ψ̃(α) =

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π(x)dx. (3.51)

Якщо m < 0, тодi ρ−(s)→ 0, ρ′−(0) = |m|−1 i з о.ф.т. випливає, що
розподiл абсолютного максимуму визначає х.ф.

ϕ+(α) = lim
s→0

s

s− ψ(α)

ρ−(s) + iα

ρ−(s)
= −|m|iα

ψ(α)
=

=
|m|

|m| − σ2

2 iα− ψ̃(α)
, p+ =

|m|
c

=
c− Π̃(0)

c
. (3.52)

Якщо ξ∗(t) — монотонно неспадний процес iз кумулянтою

ψ∗(α) = a∗iα+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π∗(dx),

a∗ = σ2

2|m| > 0, Π∗(dx) = 1
|m|Π(x)dx, x > 0, тодi

ϕ+(α) = Eeiαξ
∗(θ1) =

1

1− ψ∗(α)
, (3.53)

P{θ1 > t} = e−t, t > 0.

Очевидно, що при σ = 0 a∗ = a∗ = 0, (3.52) зводиться до (2.60).

Приклад 3.3. Нехай ξ(t) = −t + w(t) +
∑

k≤ν(t)

ξk з х.ф. стрибкiв

ϕ(α) = c
c−iα ,

ψ(α) = −iα− α2

2
+ λ

iα

c− iα
, c > 0, λ > 0.

Знайти ϕ±(s, α), P+(s, x), генератриси T̃ (s, µ, u), L±x (s, µ) i їх обер-
нення по µ, u та х.ф. D0(s, α) й обернення по α.

Процес ξ(t) неперервний знизу, має моменти m = λ
c − 1 = λ−c

c ,
Dξ(1) = λc−2 + 1. При iα = r

k(r) =
−r3 − (c+ 2)r2 − 2mcr

2(c− r)
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i кумулянтне рiвняння k(r) = s зводиться до кубiчного

r3 − (2 + c)r2 − 2(mc+ s)r + 2cs = 0, s > 0;

r3 − (2 + c)r2 − 2mcr = 0, s = 0. (3.54)

При s = 0 одержимо квадратне рiвняння з дискримiнантом

D0 = 4 + 4c+ c2 + 8λ− 8c = (2− c)2 + 8λ > 0

i нульовий корiнь r = 0. Ненульовi коренi квадратного рiвняння за-
лежать вiд знаку m:

√
D0 > c+m, m > 0;

√
D0 < c+m, m < 0;

a) m > 0 (λ > c), r1,2 = 2+c∓
√
D0

2 , r1 < r0 = 0 < r2;
b) m < 0 (λ < c), r1 = 0 < r0 < r2;
c) m = 0 (λ = c), r1 = r0 = 0 < r2 = 2 + c.
Вiд’ємний корiнь (3.54) при s > 0 визначає х.ф. ξ−(θs)

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
, ρ−(s) = −r1(s), r1(s) < 0. (3.55)

Якщо лiву частину (3.54) позначити P3(s, r), тодi

ϕ(s, α) =
s

s− ψ(α)
=

2s(c− iα)

P3(s, iα)
,

P3(s, r) = (r + ρ−(s))P2(s, r),

P2(s, r) = r2 − (2 + c+ ρ−(s))r + 2csρ−1
− (s) =

= (r − r0(s))(r − r2(s)),

r2,0(s) = 2−1(2 + c+ ρ−(s)±
√
Ds),

r0(s)r2(s) = 2csρ−1
− (s), r0(s) + r2(s) = 2 + c+ ρ−(s).

Отже (r2(s)− r0(s) =
√
Ds > 0, s ≥ 0)

ϕ(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα

2s(c− iα)

ρ−(s)P2(s, iα)
;

ϕ+(s, α) =
2s(c− iα)

ρ−(s)(r0(s)− iα)(r2(s)− iα)
. (3.56)

Пiсля пiдстановки (3.56) в другу ф.т. одержуємо

E
[
e−uγ

+(θ′µ), ξ+(θs) > θ′µ
]

= J̃0(s, µ) + J̃+(s, µ, u) =



3.1. Компоненти о.ф.т. для напiвнеперервних процесiв 105

= µ
c(r0(s) + r2(s))− r0(s)r2(s) + cµ+ u(µ+ c)

(c+ u)(r0(s) + µ)(r2(s) + µ)
=

= µ
c(2 + c+ ρ−(s))− 2csρ−1

− (s) + cµ+ u(µ+ c)

(c+ u)(r0(s) + µ)(r2(s) + µ)
, (3.57)

P{ξ+(θs) > θ′µ} = µ
2 + c+ ρ−(s)− 2csρ−1

− (s) + µ

(r0(s) + µ)(r2(s) + µ)
. (3.58)

Тому

T̃ (s, µ, u) := E
[
e−uγ

+(θ′µ), ξ+(θs)>θ
′
µ

]
=

1

c+ u
P{ξ+(θs)>θ

′
µ}+

+
u(c+ µ)

c+ u

µ

(r0(s) + µ)(r2(s) + µ)
,

а при u→∞ знаходимо J̃0(s, µ) незалежне вiд u

P{γ+(θ′µ) = 0, ξ+(θs) > θ′µ} = µ
c+ µ

(r0(s) + µ)(r2(s) + µ)
; (3.59)

J̃+(s, µ, u) = E
[
e−uγ

+(θ′µ), ξ+(θs) > θ′µ, γ
+(θ′µ) > 0

]
=

= µ
c(2 + c+ ρ−(s))− 2csρ−1

− (s)− c2

(c+ u)(r0(s) + µ)(r2(s) + µ)
. (3.60)

Пiсля розкладу правих частин (3.57)–(3.60) на дробово-лiнiйнi фун-
кцiї, що обертаються вiдносно µ, i з них випливає спiввiдношення в
термiнах r0,2(s)

P+(s, x) := P{ξ+(θs) > x} = (3.61)

=
r2(s)(1− r0(s))e−r0(s)x + r0(s)(r2(s)− 1)e−xr2(s))

r2(s)− r0(s)
, x > 0,

P{γ+(x) > z|γ+(x) > 0} = e−cz, z > 0.

Щоб знайти D0(s, µ), D±x (s, µ) (±x > 0) використаємо спiввiдно-
шення (2.70) з теореми 2.6 § 2.4. Згiдно з (3.56) та з першим спiввiд-
ношенням в (2.70), знаходимо

d+(α) = D̂+(α) +D0(s, µ) =

=
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

p−(s)

(r0(s+ µ)− iα)(r2(s+ µ)− iα)

(r0(s)− iα)(r2(s)− iα)
,
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D0(s, µ) = lim
iα→−∞

d+(α) =
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)
, (3.62)

D̂+(α) = d+(α)−D0(s, µ) =
s

s+ µ

[
r0(s+ µ)− r0(s)

r0(s)− iα
+ (3.63)

+
r2(s+ µ)− r2(s)

r2(s)− iα
+

(r0(s+ µ)− r0(s))(r2(s+ µ)− r2(s))

(r0(s)− iα)(r2(s)− iα)

]
.

Пiсля обернення вiдносно α знаходимо

∂

∂x
D+
x (s, µ) =

s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)

[
(r0(s+ µ)− r0(s))e−r0(s)x+

+ (r2(s+ µ)− r2(s))e−r2(s)x +

+ (r0(s+ µ)− r0(s))(r2(s+ µ)− (3.64)

− r2(s))

∫ x

0

e−r0(s)(x−y)e−r2(s)ydx

]
, x > 0.

Згiдно з (3.55) та з другим спiввiдношенням в (2.70) знаходимо

d−(α) =
−s
s+ µ

ϕ−(s+ µ, α)

ϕ−(s, α)
=

= − s

s+ µ

ρ−(s+ µ)(ρ−(s) + iα)

ρ−(s)(ρ−(s+ µ) + iα)
, (3.65)

D̂−(s, α) = D0(s, µ) + d−(α) =

=
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)

ρ−(s+ µ)− ρ−(s)

ρ−(s+ µ) + iα
, (3.66)

∂

∂x
D−x (s, µ) =

=
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)
(ρ−(s+ µ)− ρ−(s))eρ−(s+µ)x, x < 0. (3.67)

Отже пiсля iнтегрування з урахуванням умови (2.61) з § 2.4

D−x (s, µ) =

=
s

s+ µ

[
(ρ−(s+ µ)− ρ−(s))

ρ−(s)
exρ−(s+µ) + 1

]
, x < 0. (3.68)
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З уточнення о.ф.т. випливає результат, на основi якого визнача-
ється P ′(s, x) (x < 0) i легко доводиться вiдома формула двоїстостi
зв’язку мiж розподiлами ξ(t) та τ−(x) для неперервних знизу проце-
сiв [5, 75,192]. Щоб довести її, використаємо

Наслiдок 3.2. Для неперервного знизу процесу ξ(t) за допомогою
ρ(s) визначаються Eξ−(θs) та ∂

∂xP (s, x), (x < 0)

Eξ−(θs) =
1

ρ(s)
, s > 0,

∂

∂x
P (s, x) = sρ′(s)eρ(s)x, x < 0. (3.69)

Доведення. Очевидно, що (для стислостi замiнимо ρ−(s) на ρ(s))

ρ−1(s) =

∫ 0

−∞
eρ(s)xdx =

∫ 0

−∞
P{ξ−(θs) < x}dx =

= s

∫ ∞
0

e−st
∫ 0

−∞
P{ξ−(t) < x}dxdt = s

∫ ∞
0

e−stEξ−(t)dt,

i перше спiввiдношення доведено. Користуючись уточненням о.ф.т.

ϕ(s, α) =
ρ(s)

ρ(s) + iα
ϕ+(s, α)

пiсля операцiї проектування [ ]− знаходимо, що

[ϕ(s, α)]− =

[
ρ(s)

ρ(s) + iα
ϕ+(s, α)

]
−
.

Звiдки пiсля обернення по α знаходимо, що

P ′(s, x) = ρ(s)

∫ ∞
0

eρ(s)(x−y)dP+(s, y) =

= ρ(s)ϕ+(s, iρ(s))eρ(s)x, x < 0.

Оскiльки −ρ(s) є коренем рiвняння Лундберга, k(−ρ(s)) = s, то з
о.ф.т. випливає, що

k′(−ρ(s)) = − 1

ρ′(s)
,

s

k(−ρ)− k(r)
=

ρ(s)

r + ρ(s)
ϕ+(s, ir),
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ρ(s)ϕ+(s, iρ) = −s lim
−r→ρ(s)

r + ρ(s)

k(r)− k(−ρ)
= − s

k′(−ρ(s))
= sρ′(s)

i друга формула в (3.69) доведена.

Теорема 3.4 (двоїстостi). Якщо ξ(t) — неперервний знизу процес,
тодi зв’язок мiж розподiлами ξ(t) та τ−(x) виражається спiввiд-
ношенням

1

t
P{ξ(t) < x} = − ∂

∂t

(∫ x

−∞

1

z
P{τ−(z) < t}dz

)
, x < 0. (3.70)

Якщо при x < 0 iснує щiльнiсть розподiлу ∂
∂xP{ξ(t) < x}, тодi

∂

∂x
P{ξ(t) < x} = − t

x

∂

∂t
P{τ−(x) < t}, x < 0. (3.71)

Аналогiчно для неперервних зверху процесiв ξ(t), для яких iснує
щiльнiсть розподiлу ∂

∂xP{ξ(t) < x}, має мiсце спiввiдношення

∂

∂x
P{ξ(t) < x} =

t

x

∂

∂t
P{τ+(x) < t}, x > 0. (3.72)

Доведення. З (3.69) пiсля iнтегрування по x знаходимо, що

P (s, x) = sρ′(s)

∫ x

−∞
eρ(s)zdz = s

∫ x

−∞

1

z

(
eρ(s)z

)′
s
dz =

= s

∫ x

−∞

1

z
(P{ξ−(θs) < z})′sdz.

Оскiльки

P{ξ−(θs) < z} = s

∫ ∞
0

e−stP{ξ−(t) < z}ds =

=

∫ ∞
0

e−stdtP{τ−(z) < t},

то

P (s, x) = −s
∫ x

−∞
z−1

∫ ∞
0

te−st(P{τ−(z) < t})′tdtdz =

= −s
∫ ∞

0

e−stt

(∫ x

−∞
z−1P{τ−(z) < t}dz

)′
t

dt.

Звiдси пiсля обернення по s випливає (3.70) i пiсля диференцiювання
одержуємо формулу двоїстостi (3.71).
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На основi наслiдку 2.2 для напiвнеперервних процесiв встановлю-
ються спiввiдношення для ϕ±(s, α) в термiнах

Π̃(ρ) = Π̃+(ρ) =

∫ ∞
0

e−ρxΠ+(x)dx,

Π+(x) =

∫ ∞
x

Π(dy), x > 0,

або

Π̃(ρ) = Π̃−(ρ) =

∫ 0

−∞
eρxΠ−(x)dx,

Π−(x) =

∫ x

−∞
Π(dy), x < 0.

Наслiдок 3.3. Якщо ξ(t) — неперервний знизу процес, тодi ϕ±(s, α)
визначаються спiввiдношеннями

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
,

ϕ+(s, α) = s(ρ−(s) + iα){s(ρ−(s) + iα)− iαρ−(s)× (3.73)

× [Π̃+(−iα) + a+ σ2ρ−(s) + iασ2/2− s/ρ−(s)]}−1.

Якщо ξ(t) — неперервний зверху процес, тодi ϕ±(s, α) визначаю-
ться спiввiдношеннями

ϕ+(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
,

ϕ−(s, α) = s(ρ+(s)− iα){s(ρ+(s)− iα)− iαρ+(s)× (3.74)

× [Π̃−(iα) + a+ σ2ρ+(s)− iασ2/2− s/ρ+(s)]}−1.

При σ2 ≥ 0, x > 0 для неперервного зверху процесу

P{ξ−(t) < x} = P{ξ(t) < x}+ (3.75)

+

∫ t

0

∂

∂x
P{ξ(t− y) < x}E[ξ(y), ξ(y) > 0]

dy

y
,

P{ξ−(t) = 0} =
m

a
+ (at)−1E[ξ(t), ξ(t) < 0] при σ2 = 0.
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Доведення. Для неперервних знизу процесiв P−(s, x) = eρ−(s)x (x ≤
0). Тому для згортки

K(s, x) =

∫ ∞
0

Π(x− y)dP−(s, y) =

= ρ−(s)

∫ ∞
x

Π(y)eρ−(s)(x−y)dy, x ≥ 0,

враховуючи рiвняння (Ls) для визначення Π̃(ρ), знаходимо її iнтег-
ральне перетворення, через яке в (2.52) визначалось ϕ+(s, α),

k(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxρ−(s)

∫ ∞
x

Π(y)eρ−(s)(x−y)dydx =

= ρ−(s)

∫ ∞
0

Π(y)e−ρ−(s)y

∫ y

0

e(iα+ρ−(s))xdx =

= ρ−(s)[Π̃(−iα)− Π̃(ρ−(s))](ρ−(s) + iα)−1 =

= [ρ−(s)Π̃(−iα) + aρ−(s) +
σ2

2
ρ2
−(s)− s](ρ−(s) + iα)−1.

Згiдно з (3.12) для неперервного знизу процесу (C∗(s) = σ2

2s ρ−(s))

ϕ+(s, α) =
s

s− iα[k(s, α) + σ2ρ−(s)/2]
.

Звiдси пiсля пiдстановки знайденого значення k(s, α) одержимо
другу формулу в (3.73).

Аналогiчно для неперервних зверху процесiв розподiл ξ+(θs) по-
казниковий з параметром ρ+(s). Для згортки x ≤ 0

K(s, x) =

∫ ∞
0

Π−(x− y)dP+(s, y) =

= ρ+(s)

∫ x

−∞
e−ρ+(s)(x−y)Π−(y)dy,

з рiвняння Лундсберга (Ls) знаходимо значення

ρ+Π̃−(ρ+) = s− aρ+ −
σ2

2
ρ2

+,

пiсля пiдстановки якого в спiввiдношення

k(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
[
Π−(iα)− Π̃−(ρ+(s))

]
,
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отримаємо х.ф. ϕ−(s, α) в (3.74). При доведеннi (3.75) слiд врахува-
ти, що ρ−1

+ (s) = Eξ+(θs). Тому з (3.19) випливає, що

P{ξ−(t) < x} = P{ξ(t) < x}+

∫ t

0

∂

∂x
P{ξ(t) < x− y}dEξ+(y).

За формулою двоїстостi (3.72)

∂

∂t
Eξ+(t) =

∂

∂t

∫ ∞
0

P{τ+(z) < t}dz =

=

∫ ∞
0

z

t

∂

∂z
P{ξ(t) < z}dz = t−1E[ξ(t), ξ(t) > 0].

Пiсля пiдстановки dEξ+(y) = y−1E[ξ(y), ξ(y) > 0]dy у згортку з
∂
∂xP{ξ(t) < x} одержимо (3.75).

Приклад 3.4. Нехай ξ(t) — неперервний знизу процес з кумулянтою

ψ(α) = iαa− σ2α2

2
+

∫ 1

0

(eiαx − 1)d lnx, a < 0, якщо σ2 = 0.

Знайти ϕ−(s, α) та х.ф. ξ± при ±m < 0.
Замiнимо iα = r i позначимо

k(r) = ψ(α)|iα=r = ar +
σ2r2

2
+

∫ 1

0

(erx − 1)d lnx =

= r

(
a+

σ2r

2
−
∫ 1

0

erx lnxdx

)
.

Тодi рiвняння Лундберга зводиться до рiвняння

ar +
σ2r2

2
+ r

∫ 1

0

erx lnx−1dx = s (Ls)

яке має вiд’ємний корiнь, що визначає х.ф.

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
, rs = −ρ−(s), s > 0. (3.76)

При умовi m = a+ 1 < 0, ρ−(s)→ 0, ρ′−(0) = |m|−1, тому на пiдставi
о.ф.т.

lim
s→0

ϕ+(s, α) = lim
s→0

(ρ−(s) + iα)s

ρ−(s)(s− ψ(α))
= − iα|m|

ψ(α)
.
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Якщо позначити

ψ1(α) =
σ2

2
iα+

∫ 1

0

(eiαx − 1) lnx−1dx,

тодi ψ(α)(iα)−1 = m+ ψ1(s).
Отже при m < 0 х.ф. ξ+ запишеться так:

ϕ+(α) = Eeiαξ
+

=
|m|

|m| − ψ1(α)
, |m| = |a| − 1. (3.77)

При умовi m > 0 ρ−(s) −→
s→0

ρ− > 0, тодi з (3.76) при s→ 0 випливає

ϕ−(α) = Eeiαξ
−

=
ρ−

ρ− + iα
, P{ξ− < x} = eρ−x, x ≤ 0.

Якщо позначити ξ∗(t) монотонно зростаючий процес зi знесенням
a∗ = σ2

2 i кумулянтою ψ1(α), тодi при m < 0

ϕ+(α) = Eeiαξ
∗(θ′|m|), P{θ′|m| > t} = e−t|m|, t > 0.

Якщо σ2 = 0, a < 0, тодi a∗ = σ2/2 = 0 i х.ф. ξ+ пiсля нескладних
перетворень можна записати так:

ϕ+(α) =
|m|

|m|+ 1− ϕ∗(α)
=

p+

1− q+ϕ∗(α)
,

ϕ∗(α) =

∫ 1

0

eiαx lnx−1dx, p+ =
|m|

1 + |m|
, q+ =

1

1 + |m|
.

Останнє спiввiдношення для х.ф. ξ+ означає, що

ξ+ ·
=

∑
k≤ν̃(q+)

ξ∗k, Eeiαξ
∗
k = ϕ∗(α),

де ν̃(q+) має геометричний розподiл з параметром q+.

Зауважимо, що формула (3.75) виражає прямий зв’язок (без iнте-
гральних перетворень) розподiлу ξ−(t) з розподiлом ξ(t) < 0. У фор-
мулi Спiтцера залежнiсть розподiлу ξ−(θs) вiд розподiлу вiд’ємних
значень ξ(t) < 0 значно складнiша.
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3.2 Компоненти о.ф.т. для майже
напiвнеперервних процесiв

Спочатку дамо бiльш загальне означення напiвнеперервних процесiв
нiж означення 1.11 та 1.12 для випадку λ =

∫∞
−∞Π(dx) <∞.

Означення 3.1. Нехай ξ(t) = ξ1(t) + ξ2(t) — процес з обмеженою
варiацiєю i кумулянтою ψ(α) = ψ1(α) + ψ2(α) :

ψ1(α) = λ1[ϕ1(α)− 1], ϕ1(α) =
d

d± iα
, d = b > 0 (d = c > 0),

ψ2(α) = aiα+

∫
R±

(eiαx − 1)Π(dx), λ =

∫ ∞
−∞

Π(dx) ≤ ∞, (3.78)∫
R±
|x|Π(dx) <∞, ±a ≥ 0.

Тодi процес ξ(t) назвемо майже напiвнеперервним знизу (зверху).
Майже напiвнеперервнiсть знизу (зверху) означає, що процес

{ξ(t), ξ(0) = 0, t ≥ 0} перетинає вiд’ємний (додатний) рiвень лише
вiд’ємними стрибками з показниковим розподiлом. Процеси ξ1,2(t) з
кумулянтами ψ1,2(α) мають стрибки рiзних знакiв.

Iнколи зручно вважати, що майже напiвнеперервний процес

ξ(t) = ξ1(t)− ξ2(t)

є рiзницею процесiв ξ1,2(t), що мають лише додатнi стрибки.

Приклад 3.5. В теорiї страхування iнколи розглядаються процеси
ризику (див. приклад 1.5) з випадковими премiями

ξu(t) = u+ C(t)− S(t), u > 0, C(t) = ξ1(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξ′k,

S(t) =
∑

k≤ν2(t)

ξk, P{ξk > 0} = P{ξ′k > 0} = 1,

ν1,2(t) — простi пуасонiвськi процеси (незалежнi мiж собою i незале-
жнi вiд ξk та ξ′k, k ≥ 0) з параметрами iнтенсивностi λ1,2 > 0. Якщо
премiї ξ′k мають х.ф. ϕ1(α) = c(c − iα)−1, тодi ξ(t) = C(t) − S(t) є
майже неперервним зверху процесом ризику з показниково розподi-
леними премiями i початковим капiталом u = 0. Знайти компоненти
о.ф.т. для ξ(t) та х.ф. ξ−.
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Кумулянта процесу ξ(t) є сумою двох кумулянт

ψ(α) = ψ1(α) + ψ2(α),

ψ1(α) =
iαλ1

c− iα
, ψ2(α) = Ee−iαS(1).

Оскiльки m = λ1

c − λ2µ1, µ1 = Eξ1, вона зводиться до вигляду

ψ(α) =
λ1iα

c− iα
+ ψ2(α) = (c− iα)−1iα(cm− cψ̃2(α)− ψ2(α)),

s− ψ(α) =
iαλ1 + (c− iα)ψ2(α)

c− iα
=

=
s(c− iα)− iα[mc− ψ2(α)− cψ̃2(α)]

c− iα
, (3.79)

ψ̃2(α) = λ2

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)P{−ξ1 < x}dx,

ψ2(α) = λ2

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)dP{−ξ1 < x}.

Тодi х.ф. ξ(θs) має вигляд (cm = λ1 − cµ1λ2)

ϕ(s, α) =
s

s− ψ(α)
=

=
s(c− iα)

s(c− iα)− iα(mc− ψ2(α)− cψ̃2(α))
. (3.80)

Як i для напiвнеперервного випадку рiвняння Лундберга

ψ(α)|iα=r =: k(r) = s (3.81)

має корiнь 0 < rs < c, що визначає першу компоненту о.ф.т.

rs = ρ+(s) = cp+(s), p+(s) = P{ξ+(θs) = 0} > 0,

ϕ+(s, α) =: Eeiαξ
+(θs) =

p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
. (3.82)

Тодi на основi о.ф.т. встановлюється спiввiдношення для другої ком-
поненти о.ф.т.

ϕ−(s, α) =
sc(ρ+(s)− iα)

ρ+(s)[s(c− iα)− iα(mc− ψ2(α)− cψ̃2(α))]
. (3.83)
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Якщо m > 0, тодi ρ+(s) −→
s→0

0, ρ′+(0) = m−1. Отже з (3.83) при

s→ 0 визначається х.ф. абсолютного мiнiмуму ξ−

ϕ−(α) = lim
s→0

ϕ−(s, α) = (1− ψ∗(α))−1, (3.84)

ψ∗(α) =
1

cm
(ψ2(α) + cψ̃2(α)), cm = c(a− Π̃(0)) + λ1.

Позначимо ξ∗(t) монотонно незростаючий процес з кумулянтою
ψ∗(α), а θ1 — показниково розподiлену випадкову величину з s = 1,

тодi ξ− ·
= ξ∗(θ1)

ϕ−(α) = Eeiαξ∗(θ1) =

∫ ∞
0

e−tEeiαξ∗(t)dt. (3.85)

Нехай ξ(t) = ξ1(t) + ξ2(t) — загальний майже напiвнеперервний
зверху процес з

∫ 0

−∞Π(dx) ≤ ∞, для якого кумулянта ψ(α) визнача-
ється спiввiдношеннями

ψ(α) = ψ1(α) + ψ2(α), ψ1(α) =
iαλ1

c− iα
,

ψ2(α) = iαa+

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π(dx), a ≤ 0. (3.86)

При умовi
∫ 0

−∞ |x|Π(dx) <∞ позначимо

Π(x) =

∫ x

−∞
Π(dy), x < 0, Π̃−(α) =

∫ 0

−∞
eiαxΠ(x)dx,

тодi шляхом iнтегрування частинами встановлюється, що

ψ2(α) = iαa− iαΠ̃−(α) = iα[a− Π̃(0)− ψ̃2(α)],

ψ̃2(α) =

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π(x)dx, Π̃(0) = Π̃−(0) <∞.

Тепер неважко довести лему для випадку мiри Π(·) з необмеже-
ною варiацiєю при x < 0 (зокрема, спiввiдношення (3.87)).

Лема 3.3. Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху процес з
кумулянтою ψ(α) = ψ1(α) +ψ2(α), де ψ1,2(α) визначається в (3.86)
з a ≤ 0. Тодi cm = c(a− Π̃(0)) + λ1 i х.ф. ξ(θs) має вигляд

ϕ(s, α) =
s(c− iα)

s(c− iα)− iα(cm− ψ0(α))
,
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ψ0(α) = ψ2(α) + cψ̃2(α). (3.87)

Додатний корiнь рiвняння (3.81)

rs = ρ+(s) = cp+(s) < c, p+(s) = P{ξ+(θs) = 0}

визначає генератрису τ+(x) i х.ф. ϕ+(s, α), тодi вiдповiдно з о.ф.т.
визначається i ϕ−(s, α)

T (s, x) = q+(s)e−ρ+(s)x, x > 0;

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
, p+(s) =

1

1 + Eξ+(θs)
,

ϕ−(s, α) =

[
sc(ρ+(s)− iα)

ρ+(s)[s(c− iα)− iα(cm− ψ0(α))]

]0

−
. (3.88)

Якщоm = a−Π̃(0)+λ1c
−1 > 0, тодi ρ+(s) −→

s→0
0, ρ′+(0) = m−1 > 0,

iснує невироджений розподiл ξ− з х.ф.

ϕ−(α) = Eeiαξ
−

=
cm

cm− ψ0(α)
,

ψ0(α) = iαa+

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)(Π(dx) + cΠ(x)dx). (3.89)

Доведення. Згiдно з (2.56) встановлюється перша формула в (3.88).
Крiм того, як i в лемi 3.1, iз стохастичного спiввiдношення

τ+(x)
·
=

{
ζ, ξ + aζ > x, a ≤ 0,

ζ + τ+(x− ξ − aζ), ξ + aζ ≤ x,

для генератриси T (s, x) виводиться рiвняння (1.98) з L в (1.100),
розв’язком якого є експонента

T (s, x) = E[e−sτ
+(x), τ+(x) <∞] = q+(s)e−ρ+(s)x, x > 0.

На основi о.ф.т. та (3.87) знаходимо, що

ϕ−(s, α) =
[
ϕ(s, α)ϕ−1

+ (s, α)
]0
− =

=

[
s

s(c− iα)− iα(cm− ψ0(α))

ρ+(s)− iα
p+(s)

]0

−
,

тодi справедлива друга формула в (3.88).
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Якщо позначити ξ∗(t) процес з вiдповiдними характеристиками

a∗ = a(cm)−1, Π∗(dx) = (cm)−1[Π(dx) + cΠ(x)dx], x < 0,

тодi через його кумулянту

ψ∗(α) = a∗iα+

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π∗(dx)

визначається за допомогою θ1:

ϕ−(α) = Eeiαξ∗(θ1) =
1

1− ψ∗(α)
, (3.90)

P{θ1 > 1} = e−t, t > 0.

Якщо для майже напiвнеперервних знизу процесiв позначити

Π(x) =

∫ ∞
x

Π(dy) (x > 0),

Π̃(α) =

∫ ∞
0

eiαxΠ(x)dx,

∫ ∞
0

Π(dx) ≤ ∞,

тодi для них справедлива аналогiчна

Лема 3.4. Нехай ξ(t) має кумулянту ψ(α) = ψ1(α) + ψ2(α)

ψ1(α) = − λ2iα

b+ iα
,

ψ2(α) = aiα+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π(dx), a ≥ 0, b > 0. (3.91)

Тодi

ψ2(α) = iα(a+ Π̃(0)) + iαψ̃2(α), ψ̃2(α) = Π̃(α)− Π̃(0)

i х.ф. ξ(θs) має вигляд (m = a+ Π̃(0)− λ1b
−1, Π̃(0) <∞)

ϕ(s, α) =
s(b+ iα)

s(b+ iα)− iα(bm+ ψ0(x))
, (3.92)

ψ0(α) = ψ2(α) + bψ̃2(α) = iαa+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)(Π(dx) + bΠ(x)dx).
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Вiд’ємний корiнь рiвняння Лундберга rs = −ρ−(s); ρ−(s) = bp−(s)
визначає

ϕ−(s, α) = p−(s)(b+ iα)[ρ−(s) + iα]−1,

ϕ+(s, α) =

[
sb(ρ−(s) + iα)

ρ−(s)[s(b+ iα)− iα(mb+ ψ0(α))]

]0

+

. (3.93)

Якщо m = a+ λ1µ1− λ2b
−1 < 0, тодi ρ−(s) −→

s→0
0, ρ′−(0) = 1

|m| . Тому

iснує невироджений розподiл ξ+ з х.ф.

ϕ+(α) =
b|m|

b|m| − ψ0(α)
, ψ0(α) = ψ2(α) + bψ̃2(α) = (3.94)

= iαa+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)[Π(dx) + bΠ(x)dx].

Якщо ξ∗(t) — монотонно неспадний процес з характеристиками

a∗ =
a

b|m|
, Π∗(dx) = (b|m|)−1[Π(dx) + bΠ(x)dx], x > 0,

тодi ξ+ ·
= ξ∗(θ1), P{θ1 > t} = e−t, t ≥ 0,

ϕ+(α) = Eeiαξ
∗(θ1) =

∫ ∞
0

e−tEeiαξ
∗(t)dt = (1− ψ∗(α))−1,

ψ∗(α) = iαa∗ +

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π∗(dx). (3.95)

Спiввiдношення лем 3.3 та 3.4 в деякому сенсi є аналогами спiввiд-
ношень (3.47)–(3.49) та (3.51)–(3.53) теореми 3.3 попереднього § 3.1.
Щоб одержати аналоги теорем 3.1 та 3.2 з § 3.1 доведем твердження,
яке частково випливає з попередньої леми.

Лема 3.5. Для майже напiвнеперервних зверху (знизу) процесiв
ξ(t) розподiли ξ(θs) i ξ∓(θs) є неперервними в нулi (p(s) = p∓(s) = 0),
якщо виконується хоча б одна з умов iз знаком “−” (“+”)

∓a > 0, π∓0 =

∫
R∓

Π(dx) =∞. (3.96)

Якщо ξ(t) — схiдчастий процес, тобто a = 0 i λ1,2 = π∓0 < ∞,
тодi

p(s) = P{ξ(θs) = 0} =
s

s+ λ
> 0, λ = λ1 + λ2,
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p+(s)p−(s) =
s

s+ λ
, p±(s) > 0. (3.97)

При цьому для m = λ1µ1 − λ2b
−1 < 0 (3.94) зводиться до формули

Полячека–Хiнчина (див. (2.60))

ϕ+(α) =
p+

1− q+ϕ̃(α)
, Π0(dx) = Π(dx) + bΠ(x)dx, (3.98)

p+ =
b|m|

b|m|+ λ0
=
b|m|
λ

, λ0 =

∫ ∞
0

Π0(dx) = λ1(1 + bµ1),

ϕ̃(α) = λ−1
0

∫ ∞
0

eiαxΠ0(dx).

Доведення. Нехай ξ(t) — процес з кумулянтою (3.86). Згiдно з (3.87)

p(s) = lim
iα→∞

ϕ(s, α) =

= lim
r=iα→∞

s(cr−1 − 1)

s(cr−1 − 1)− cm+ ar − π−0 − cΠ̃(0) +
∫ 0

−∞ erxΠ∗(dx)
.

При виконаннi хоча б однiєї умови (3.96) з верхнiм знаком − знамен-
ник останнього виразу прямує до∞ при r →∞, тому p(s) = 0. Якщо
a = 0 i λ2 = π−0 < ∞, тодi λ = λ1 + λ2 < ∞ визначає показниковий
розподiл момента 1-го стрибка ζ схiдчастого процесу ξ(t). Тому

p(s) = P{ξ(θs) = 0} = s

∫ ∞
0

P{ζ > t}e−stdt =
s

s+ λ
> 0.

Оскiльки для майже напiвнеперервного зверху процесу p+(s) =
P{ξ+(θs) = 0} > 0, то при умовi (3.96) з о.ф.т. випливає, що p(s) = 0
i з необхiднiстю p−(s) = P{ξ−(θs) = 0} = 0. Якщо умова (3.96) з
верхнiм знаком не виконується, точнiше a = 0 i λ2 = π−0 <∞, тодi з
того, що p(s) = s

s+λ > 0 випливає, що p−(s) > 0 i з о.ф.т. випливає
друге спiввiдношення (3.97).

Аналогiчно для майже напiвнеперервних знизу процесiв з куму-
лянтою (3.91) встановлюється, що при умовi (3.96) з нижнiм знаком

p(s) = P{ξ(θs) = 0} = p+(s) = 0.

Якщо a = 0, λ2 = π+
0 <∞, тодi p(s) = s(s+ λ)−1 > 0 i p+(s) > 0.

Справедливi дещо складнiшi аналоги теорем 3.1 та 3.2 з § 3.1.
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Теорема 3.5. Нехай ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес
з кумулянтою (3.86). Тодi при умовi (3.96) з верхнiм знаком х.ф.
ξ+(θs) визначається спiввiдношенням (3.88) i

Φ̃−(s, α) =
1

p+(s)
P̃<(s, α)− q+(s)

p+(s)

[
c

c− iα
P̃<(s, α)

]0

−
, (3.99)

q−(s) = 1, якщо π−0 <∞, a < 0

(P̃<(s, α), P̃>(s, α) див. у (3.9)).

Якщо a = 0, λ2 = π−0 < ∞, тодi 0 < q−(s) < 1, p±(s) > 0 в силу
(3.97) iз (3.99) випливає, що

Φ̃−(s, α) =

=
(s+ λ)p−(s)

s

{
P̃<(s, α)− q+(s)

[
c

c− iα
P̃<(s, α)

]0

−

}
. (3.100)

Розподiл екстремумiв ξ±(θs) згiдно з (3.88), (3.99) визначається
спiввiдношеннями при λ2 =∞

P+(s, x) = q+(s)e−ρ+(s)x, x > 0, (3.101)

P−(s, x) =
1

p+(s)
[P (s, x)− cq+(s)

∫ ∞
0

e−cyP (s, x− y)dy], x ≤ 0.

А при a = 0, λ2 = π−0 <∞ згiдно з (3.99) пiсля пiдстановки p−1
+ (s) =

s−1(s+ λ)p−(s) при x < 0

P−(s, x) = s−1(s+ λ)p−(s)[P (s, x)− q+(s)P{ξ(θs)− x < −θ′c}],
p−(s) = sP{ξ(θs) ≥ −θ′c} ×

× [s+ (s+ λ)P{−θ′c ≤ ξ(θs) < 0}]−1. (3.102)

Якщо m = a−Π̃(0)+λ1c
−1 > 0, тодi ρ+(s)→ 0, q+(s)→ 1(s→ 0),

ρ′+(0) = m−1 i за умови (3.96) ξ− має невироджений розподiл

P{ξ− < x} = cm

∫ ∞
0

P{−θ′c ≤ ξ(t)− x < 0}dt, x ≤ 0. (3.103)

При умовi a = 0, λ2 <∞ згiдно з першою формулою в (3.102)

P{ξ− < x} = λp−

∫ ∞
0

P{−θ′c ≤ ξ(t) < x}dx, x < 0, (3.104)
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p− =

[
1 + λ

∫ ∞
0

P{−θ′c ≤ ξ(t) < 0}dt
]−1

.

Якщо m < 0, тодi ρ+(s) → ρ+ = cp+ > 0, iснує невироджений
розподiл ξ+

P{ξ+ > x} = q+e
−xρ+ , x > 0, q+ = 1− p+, (3.105)

p+ =

∫∞
0

P{−θ′c ≤ ξ(t) < 0}dt∫∞
0

P{ξ(t) ≥ −θ′c}dt
, (3.106)

P{θ′c > t} = e−ct, t ≥ 0.

Доведення. Х.ф. ϕ+(s, α) згiдно з (2.56) визначається спiввiдношен-
ням (3.88). Пiсля пiдстановки ϕ+(s, α) = 1 + iαq+(s)

ρ+(s)−iα в о.ф.т. одер-
жимо спiввiдношення

ϕ(s, α) =

(
1 +

iαq+(s)

ρ+(s)− iα

)
ϕ−(s, α), ρ+(s) = cp+(s),

яке на пiдставi позначень (3.9) з § 3.1 зводиться до вигляду

P̃>(s, α)− P̃<(s, α) =

= Φ̃−(s, α)
iαp+(s)− ρ+(s)

ρ+(s)− iα
+

q+(s)

ρ+(s)− iα
.

Звiдси пiсля нескладних перетворень знаходимо, що

Φ̃−(s, α) =

=
1

p+(s)

[
(P̃<(s, α)− P̃>(s, α))

(
1− cq+(s)

c− iα

)
+
q+(s)

c− iα

]0

−
=

=
1

p+(s)
P̃<(s, α)− q+(s)

p+(s)

[
c

c− iα
P̃<(s, α)

]0

−
.

Звiдси з урахуванням (3.97) при a = 0 π−0 = λ2 < ∞ встановлюєть-
ся (3.99). Спiввiдношення (3.101), (3.102) виводяться з (3.88), (3.99)
шляхом обернення вiдносно α. Значення p+(s) в (3.101) одержуєть-
ся з першого спiвiдношення (3.102) при x = 0 пiсля пiдстановки
p−(s) = s[(s+λ)p+(s)]−1. В результатi цього з другого спiввiдношен-
ня в (3.102) одержується рiвняння

(s+λ)p+(s)[1−P{ξ(θs) < −θ′c}] = s+ (s+λ)P{−θ′c ≤ ξ(θs) < 0},
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з якого випливає, що

p+(s) =
s+ (s+ λ)P{−θ′c ≤ ξ(θs) < 0}

(s+ λ)P{ξ(θs) ≥ −θ′c}
. (3.107)

Якщо m > 0, тодi з другого спiввiдношення в (3.101) при умовi
(3.96) випливає (3.103). Якщо m > 0 i a = 0, λ2 <∞, тодi з першого
спiввiдношення в (3.102) випливає (3.104).

Якщо m < 0, тодi з першого спiввiдношення в (3.101) випливає
(3.105), при цьому граничне значення p+(s)(s → 0) визначається з
останнього спiввiдношення для p+(s) (3.107).

Сформулюємо без доведення аналог теореми 3.2, оскiльки його
доведення не вiдрiзняється вiд доведення попередньої теореми.

Теорема 3.6. Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес
з кумулянтою (3.91). Тодi при умовi (3.96) з нижнiм знаком х.ф.
ξ−(θs) визначається спiввiдношенням в (3.93) з ρ−(s) = bp−(s) i

Φ̃+(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxP+(s, x)dx = (3.108)

=
1

p−(s)
P̃>(s, α)− q−(s)

p−(s)

[
b

b+ iα
P̃>

]0

+

, q+(s) = 1, a > 0.

Якщо a = 0, λ2 = π+
0 < ∞, тодi 0 < q+(s) < 1, p±(s) > 0 i в силу

(3.97)

Φ̃+(s, α) =

=
(s+ λ)p+(s)

s

{
P̃>(s, α)− q−(s)

[
b

b+ iα
P̃>(s, α)

]0

+

}
. (3.109)

Якщо λ = λ2 +
∫∞

0
Π(dx) = ∞ (

∫ 1

0
xΠ(dx) < ∞), тодi розподiл

ξ±(θs) визначається вiдповiдно при ∓x > 0 спiввiдношеннями

P−(s, x) = q−(s)exρ−(s), ρ−(s) = bp−(s), x < 0,

p−(s) =
P{ξ(θs) ∈ [0, θ′b]}

q+(s)−P{ξ(θs) ≥ θ′b}
, (3.110)

P+(s, x) =
1

p−(s)
[P (s, x)− bq−(s)

∫ ∞
x

P (s, y)eb(x−y)dy],
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та при λ <∞, a = 0, x > 0 (p+(s)p−(s) = s
s+λ )

P+(s, x) =
(s+ λ)p+(s)

s
[P (s, x)− q−(s)P{ξ(θs) > x+ θ′b}],

p+(s) = sP{ξ(θs) ≤ θ′b}[s+ (s+ λ)P{ξ(θs) ∈ [0, θ′b)}]−1. (3.111)

Якщо m = a+ Π̃(0)− λ2b
−1 < 0, тодi ρ−(s)→ 0, q−(s)→ 1, ρ′−(0) =

|m|−1. Тому при умовi (3.96) з нижнiм знаком з (3.110) при s → 0
випливає, що ξ+ має невироджений розподiл (аналог (3.103))

P{ξ+ > x} = b|m|
∫ ∞

0

P{0 ≤ ξ(t)− x < θ′b}dt, x ≥ 0. (3.112)

При умовi a = 0, λ <∞ (при m < 0, q−(s) −→
s→0

1) з (3.111) випливає

P{ξ+ > x} = λp+

∫ ∞
0

P{0 ≤ ξ(t)− x < θ′b}dt, x > 0, (3.113)

p+ = [1 + λ

∫ ∞
0

P{0 ≤ ξ(t) < θ′b}dt]−1, λ = λ2 +

∫ ∞
0

Π(dx).

Якщо m > 0, тодi ρ−(s) −→
s→0

ρ− = bp− > 0, p+(s) −→
s→0

0, тому

iснує невироджений розподiл ξ−

P{ξ− < x} = q−e
ρ−x, x < 0, q− = 1− p−, (3.114)

p− =

∫∞
0

P{0 ≤ ξ(t) < θ′b}dt∫∞
0

P{ξ(t) < θ′b}dt
. (3.115)

Зауважимо, що для процесiв ξ(t) iз сумарною кумулянтою (див.
(3.78)) при умовi

∫
|x|<1

|x|Π(dx) = ∞, не має сенсу поняття майже
напiвнеперервностi. З другої о.ф.т. i леми 3.3 для майже напiвнепе-
рервних зверху процесiв випливає

Наслiдок 3.4. Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху про-
цес з кумулянтою (3.86). Тодi генератриса {τ+(θ′µ), γ+(θ′µ)} визна-
чається спiввiдношенням

E[e−sτ
+(θ′µ)−uγ+(θ′µ), τ+(θ′µ) <∞] =

µq+(s)

ρ+(s) + µ

c

c+ u
, (3.116)

з якого для пари {τ+(x), γ+(x)} встановлюється спiввiдношення

E[e−sτ
+(x)−uγ+(x), τ+(x) <∞] = E[e−uγ

+(x), ξ+(θs) > x] =
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= Ee−uγ
+(x)P{ξ+(θs) > x} =

c

c+ u
q+(s)e−ρ+(s)x, x > 0. (3.117)

З (3.117) випливає, що γ+(x) i ξ+(θs) — незалежнi. При цьому
γ+(x) — показниково розподiлена з параметром c > 0. Отже при
x > 0, z > 0

P{γ+(x) > z, ξ+(θs) > x} = (3.118)

= P{ξ+(θs) > x}P{γ+(x) > z} = q+(s)e−ρ+(s)xe−cz.

Аналогiчне твердження має мiсце для {τ−(x), γ−(x)} для майже
неперервного знизу процесу.

Наслiдок 3.5. Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес
з кумулянтою (3.91). Тодi

E[e−sτ
−(x)+uγ−(x), τ−(x) <∞] = E[euγ

−(x), ξ−(θs) < x] =

= Eeuγ
−(x)P{ξ−(θs) < x} = q−(s)eρ−(s)x c

c+ u
. (3.119)

А пiсля обернення (3.119) одержується спiввiдношення при x < 0,
z < 0

P{γ−(x) < z, ξ−(θs) < x} = (3.120)

= P{γ−(x) < z}P{ξ−(θs) < x} = q−(s)eρ−(s)xecz.

Встановлена в наслiдках 3.4 та 3.5 незалежнiсть τ±(x) та γ±(x)
має мiсце лише для майже напiвнеперервних зверху (знизу) процесiв.

Приклад 3.6. Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес
з кумулянтою

ψ(α) = ψ1(α) + ψ2(α),

ψ1(α) = − iα

c+ iα
, ψ2(α) =

∫ 1

0

(eiαx − 1)d lnx. (3.121)

Знайти компоненти о.ф.т. ϕ±(s, α) та розподiли ξ± при умовi ±m<0.
Згiдно (3.92)

ϕ(s, α) = (3.122)

=
s(c+ iα)

s(c+ iα)− iα[c− 1 +
∫ 1

0
(eiαx − 1)(d lnx+ c| lnx|dx)]

.
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Рiвняння Лундберга ψ(α)|iα=r = k(r) = 0 запишеться так

r(c− 1) + r

∫ 1

0

(erx − 1)(x−1 + c| lnx|)dx = s(c+ r).

Його вiд’ємний корiнь rs = −ρ−(s) визначає х.ф.

ϕ−(s, α) =
p−(s)(c+ iα)

ρ−(s) + iα
, ρ−(s) = cp−(s),

ϕ+(s, α) = (3.123)

=
sc(ρ−(s) + iα)

ρ−(s)[s(c+ iα)−iα(c−1)+
1∫
0

(eiαx−1)( 1
x+c ln 1

x )dx]

,

m = Eξ(1) = k′(0) = 1− c−1. Якщо m < 0 (c < 1), тодi згiдно з (3.94)

Eeiαξ
+

=
1− c

1− c−
∫ 1

0
(eiαx − 1)Π∗(dx)

,

Π∗(dx) =

(
1

x
+ c ln

1

x

)
dx. (3.124)

Позначимо ξ∗(t) — монотонно неспадний процес з мiрою Π∗(dx), θ′ —
показниково розподiлену випадкову величину з параметром 1−c > 0,
тодi

Eeiαξ
+

= Eeiαξ
∗(θ′) =

1− c
1− c− ψ∗(α)

,

ψ∗(α) =

∫ 1

0

(eiαx − 1)Π∗(dx). (3.125)

При m > 0 Eeiαξ
−

= p−(c+ iα)(ρ− + iα)−1.

Приклад 3.7. Нехай

ξ(t) = S1(t)− S2(t), S1(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξ′k, S2(t) =
∑

k≤ν2(t)

ξ′′k ,

ν1,2(t) — незалежнi пуассонiвськi процеси з параметрами λ1,2 = 1,

ϕ1(α) = Eeiαξ
′
1 = c(c− iα)−1, ϕ2(α) = Eeiαξ

′′
1 = (1− iα)−2.

Знайти компоненти о.ф.т. та х.ф. для ξ± при ±m < 0.
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Процес ξ(t) майже напiвнеперервний зверху й має кумулянту

ψ(α) = ψ1(α) + ψ2(−α) = iα

[
1

c− iα
− 2 + iα

(1 + iα)2

]
,

m =
1

c
− 2 =

1− 2c

c
.

Х.ф. ξ(θs) виражається дробово-рацiональною функцiєю

ϕ(s, α) =
s(c− iα)(1 + iα)2

(c− iα)[s(1 + iα)2 − iα(2 + iα)] + iα(1 + iα)2
. (3.126)

Рiвняння Лундберга зводиться до кубiчного

r3(2− s) + r2[s(c− 2) + 4− c]+ r(2cs− s+mc) + cs = 0, (3.127)

2r2 + r(4− c) + cm = 0, s = 0, D0 = (4− c)2 − 8cm > 0.

Додатний корiнь рiвняння (3.127) rs = p+(s) визначає

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
,

ρ+(s) = cp+(s) < c, p+(s) = [1 + Eξ+(θs)]
−1. (3.128)

Тодi згiдно з о.ф.т. та (3.126)

ϕ−(s, α) = ϕ(s, α)ϕ−1
+ (s, α) =

=
s(1 + iα)2(ρ+(s)− iα)p−1

+ (s)

[s(1 + iα)2 − iα(2 + iα)](c− iα) + iα(1 + iα)2
.

З урахуванням розкладу знаменника, який ми позначимо P3(s, iα),

P3(s, iα) = (ρ+(s)− iα)P2(s, iα)

знаходимо

ϕ−(s, α) =
s

p+(s)

(1 + iα)2

P2(s, iα)
, P−1

2 (s, 0) =
p+(s)

s
. (3.129)

Якщо m = 0 (c = 1
2 ,Dξ(1) = 2 + 1

c2 |c= 1
2

= 6), тодi рiвняння (L0)

має коренi r0 = − 7
4 < 0, ρ+(0) = 0, оскiльки ρ+(s) ≈

√
2s

Dξ(1) =
√

s
3 .
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Отже згiдно з (3.128), (3.129) при m = 0 ϕ±(s, α) −→
s→0

0. Це означає,

що P{ξ± = ±∞} = 1.
Якщо m < 0 (c > 1

2 ), тодi додатний корiнь рiвняння (L0) є грани-
чним значенням ρ+(s)→ ρ+ = 4−1(c−4+

√
D0), D0 = (4−c)2−8cm >

0, cm = 1− 2c. Цей корiнь визначає х.ф. ξ+

Eeiαξ
+

= lim
s→0

ϕ+(s, α) =
p+(c− iα)

ρ+ − iα
, ρ+ = cp+, (3.130)

ϕ−(s, α) −→
s→0

0 ⇒ P{ξ− = −∞} = 1.

Якщо m > 0 (c < 1
2 ), тодi обидва коренi (L0) вiд’ємнi

r1,2 = 4−1(c− 4±
√
D0), D0 = (4− c)2 − 8(1− 2c) > 0.

ρ+(s) →
s→0

0, ρ′+(0) = m−1. Тому з (3.129) i розкладу P2(0, r) = 2(r +

R)(r − r2)

Eeiαξ
−

= lim
s→0

ϕ−(s, α) =

= cm− (1 + iα)2

P2(0, iα)
=

cm(1 + iα)2

2(R+ iα)(|r2|+ iα)
. (3.131)

Найближчий до 0 вiд’ємний корiнь r1 = −R визначає показник
експоненти в наближеннi Крамера–Лундберга для розподiлу ξ− (див.
(3.17)). Пiсля розкладу в (3.131) на дробово-лiнiйнi функцiї можна
здiйснити обернення по α й одержати розподiл ξ−

P{ξ− < x} =
2− c

2
p−R

−1eRx + p−
1

|r2|
e|r2|x, x < 0, (3.132)

p− =
cm

2
, |r2|R = p−, |r1|+ |r2| = 2− c/2, R < |r2|.

3.3 Перестрибковi функцiонали
для напiвнеперервних та майже
напiвнеперервних процесiв

Нагадаємо, що для випадку напiвнеперервностi знизу в § 2.3, як i
в [33,41,42,51] та [46], ми позначали

K(s, x) =

∫ 0

−∞
Π(x− y)dP−(s, y),
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Π(x) =

∫ ∞
x

Π(dy), x > 0, K(s, x) = G(s, x, 0, 0, 0), (3.133)

G(s, x, u, v, µ) =

∫ 0

−∞
A(x− y, u, v, µ)dP−(s, y).

Розрiзнятимемо два випадки:
а) ξ(t) — напiвнеперервний знизу, тодi p−(s) = 0

P−(s, y) = eρ−(s)y, y ≤ 0; (3.134)

б) ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу, тодi p−(s) > 0

P−(s, y) = q−(s)eρ−(s)y, y < 0; ρ−(s) = cp−(s). (3.135)

Отже вiдповiдно у випадку а) або б) маємо

K(s, x) =


ρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)Π(y)dy,

p−(s)Π(x) + q−(s)ρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)Π(y)dy.

(3.136)

Аналогiчно згортки P−(s, x) з A(x, . . .) вiдрiзняються залежно вiд
випадкiв а) або б)

G(s, x, u, v, µ) = (3.137)

=


ρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)A(y, . . .)dy,

p−(s)A(x, . . .) + q−(s)p−(s)

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)A(y, . . .)dy.

Iнтегральнi перетворення згорток (3.136) та (3.137) виражаються
через Π̃(ν) =

∫∞
0
e−νxΠ(y)dy.

Теорема 3.7. Якщо ξ(t) неперервний знизу процес лише з дода-
тними стрибками (з кумулянтою (3.1)), тодi спiльна генератриса
перестрибкових функцiоналiв визначається спiввiдношенням

V (s, x, u, v, µ) =

∫ ∞
0

G(s, x− y, u, v, µ)dP+(s, y), x > 0, (3.138)

а iнтегральне перетворення її

Ṽ (s, ν, u, v, µ) = E[e
−sτ+(θ′ν)−uγ+(θ′ν)−vγ+(θ′ν)−µγ+

θ′ν , τ+(θ′ν) <∞]
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визначається спiввiдношенням

sṼ (s, ν, u, v, µ) = νρ(s)Ee−νξ
+(θs)g̃s(ν, u, v, µ), (3.139)

g̃s(ν, u, v, µ) =
σ2

2
+

ρ(s)

ρ(s) + v − u
[(ρ(s) + v + µ)Ĩ1 − (u+ µ)Ĩ2],

Ĩ1 =
1

ρ(s)− ν
[Π̃(v + µ+ ν)− Π̃(v + µ+ ρ(s))],

Ĩ2 =
1

u− v − ν
[Π̃(v + µ+ ν)− Π̃(u+ µ)].

Зокрема, генератриси пар визначаються спiввiдношеннями

Ṽ1(s, ν, u) = E[e−uγ
+(θ′ν), ξ+(θs) > θ′ν ] = s−1νρ(s)Ee−νξ

+(θs)×

×
{
σ2

2
+

1

ρ(s)− u

[
u

u− ν
(Π̃(u)− Π̃(ν)) + (3.140)

+
ρ(s)

ρ(s)− ν
(Π̃(ν)− Π̃(ρ(s)))

]}
;

Ṽ2(s, ν, v) = E[e−vγ+(θ′ν), ξ+(θs) > θ′ν ] =

= s−1νρ(s)Ee−νξ
+(θs)

[
σ2

2
+

1

ρ(s)− ν
(Π̃(ν + v)− Π̃(ρ(s) + v)

]
;

Ṽ3(s, ν, µ) = E[e
−νγ+

θ′ν , ξ+(θs) > θ′ν ] = s−1νEe−νξ
+(θs) ×

×
[
σ2

2
+
µ

ν
(Π̃(µ+ ν)−Π̃(ν)) +

ρ(s) + µ

ρ(s)− ν
(Π̃(µ+ ν)−Π̃(ρ(s) + µ))

]
,

а генератриса ξ+(θs) має вигляд

Ee−νξ
+(θs) =

[
1 + s−1νρ(s)

[
σ2

2
+

1

ρ(s)− ν
(Π̃(ν)− Π̃(ρ(s)))

]]−1

.

Доведення. Теорема 3.7 випливає з теореми 2.5 та наслiдку 2.2 пiсля
обчислення перетворення Лапласа по x для

G(s, x, u, v, µ) =

∫ ∞
x

A(y, . . .)ρ(s)e(x−y)ρ(s)dy.

Якщо m ≤ 0, то P{τ+(x) <∞} = 1, тому з (3.139) випливає, що

E
[
e
−sτ+(θ′ν)−uγ+(θ′ν)−vγ+(θ′ν)−µγ+

θ′ν
]

=
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= s−1νρ(s)Ee−νξ
+(θs)g̃s(ν, u, v, µ). (3.141)

Якщо m > 0, тодi P{ξ+(θs) > θ′s} < 1 i згiдно з (3.139)

E
[
e
−sτ+(θ′ν)−uγ+(θ′ν)−vγ+(θ′ν)−µγ+

θ′ν |ξ+(θs) > θ′ν
]

=

=
νρ(s)Ee−νξ

+(θs)

sP{ξ+(θs) > θ′ν}
g̃s(ν, u, v, µ). (3.142)

Доведення спiввiдношення (3.139) випливає з (2.53) (див. наслi-
док 2.2) пiсля iнтегрального перетворення по x > 0. Спiввiдношення
(3.140) виводяться з (3.139) вiдповiдно при v = µ = 0, u = µ = 0,
v = u = 0.

На основi (3.140) залежно вiд знаку m пiсля граничного переходу
(s→ 0, ν → 0) встановлюється твердження про розподiл перестриб-
кових функцiоналiв через рiвень x→∞. Остання формула теореми
для генератриси ξ+(θs) випливає з першого спiввiдношення в (3.140)
при u = 0.

Наслiдок 3.6. Нехай ξ(t) неперервний знизу процес з кумулянтою
(3.2) i обмеженими m = Eξ(1) та Dξ(1) = σ2

1 . Тодi згiдно з (2.52)

Ee−νξ
+(θs) =

[
1 + νs−1(ρ(s)σ2/2 + k(s, iν))

]−1
=

=

[
1 + s−1νρ(s)

{
σ2

2
+

1

ρ(s)− ν
(Π̃(ν)− s

ρ(s)
+ a+

σ2

2
ρ(s))

}]−1

,

lim
s→0

s−1νρ(s)Ee−νξ
+(θs) =

{
m+(ν)ρ, ρ = ρ(0) > 0, m > 0,

m0(ν), ρ(s)→ 0, m = 0.

1. При m > 0 m+(0) =
[

1
2σ

2ρ+ Π̃(0)− Π̃(ρ)
]−1 i розподiли γk(∞)

(k = 1, 3) визначаються генератрисами

Ee−uγ
+(∞) = m+(0)

[
σ2

2
ρ+

ρ

ρ− u
(Π̃(u)− Π̃(ρ))

]
,

Ee−vγ+(∞) = m+(0)

[
σ2

2
ρ+ Π̃(v)− Π̃(ρ+ v))

]
, (3.143)

Ee−µγ
+
∞ = m+(0)

[
σ2

2
ρ+ µΠ̃′(µ) +

ρ+ µ

ρ
(Π̃(u)− Π̃(ρ+ u))

]
,
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з яких пiсля обернення знаходимо розподiли (z > 0)

P{γ+(∞) > z} = m+(0)

∫ ∞
z

(1− e(z−y)ρ)Π(y)dy,

P{γ+(∞) > z} = m+(0)

∫ ∞
z

(1− e−ρy)Π(y)dy, (3.144)

P{γ+
∞ > z} = m+(0)

∫ ∞
z

(1− e−ρy − ρy)Π(dy).

Якщо σ2 > 0, то

P{γ+(∞) = γ+(∞) = γ+
∞ = 0} = m+(0)

σ2

2
.

2. При m = 0 m0(0) =
[
σ2

2 − Π̃′(0)
]−1

i розподiли γk(∞) визна-
чаються спiввiдношеннями

P{γ+(∞) > z} = m0(0)

∫ ∞
z

(y − z)Π(y)dy,

P{γ+(∞) > z} = m0(0)

∫ ∞
z

yΠ(y)dy, (3.145)

P{γ+
∞ > z} =

1

2
m0(0)

∫ ∞
z

y2Π(dy).

3. При m < 0

ρ′(0) = |m|−1 = Eξ+(σ2/2− Π̃′(0))−1,

а умовнi генератриси та розподiли γk(∞), k = 1, 3 визначаються
спiввiдношеннями

E[e−uγ
+(∞)|τ+(∞) <∞] ==

ρ′(0)

Eξ+

[
σ2

2
+

Π̃(0)− Π̃(u)

u

]
,

P{γ+(∞) > z|τ+(∞) <∞} =
ρ′(0)

Eξ+

∫ ∞
z

(y − z)Π(y)dy; (3.146)

E[e−vγ+(∞)|τ+(∞) <∞] =
ρ′(0)

Eξ+

[
σ2

2
− Π̃′(v)

]
, (3.147)

P{γ+(∞) > z|τ+(∞) <∞} =
ρ′(0)

Eξ+

∫ ∞
z

yΠ(y)dy;
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E[e−µγ
+
∞ |τ+(∞) <∞] =

ρ′(0)

Eξ+

[
σ2

2
− Π̃′(µ)− µ

2
Π̃′′(µ)

]
,

P{γ+
∞ > z|τ+(∞) <∞} =

ρ′(0)

Eξ+

∫ ∞
z

y2Π(dy); (3.148)

P{γk(∞) = 0|τ+(∞) <∞} =
ρ′(0)

Eξ+

σ2

2
=
σ2m0(0)

2
, k = 1, 3.

Доведення. Перша формула для генератриси ξ+(θs) випливає з
(3.139) при u = v = µ = 0 пiсля пiдстановки Π̃(ρ(s)), визначено-
го з рiвняння (Ls) При переходi до границi s → 0, ν → 0 в (3.140)
одержуємо спiввiдношення для генератрис {τ+(∞), γk(∞)}. Пiсля їх
обернення знаходимо вiдповiднi розподiли при k = 1, 3.

При оберненнi генератриси в (3.148) слiд враховувати, що

µΠ̃′(µ) + Π̃(µ) =

∫ ∞
0

e−µyyΠ(dy) = −
∫ ∞

0

ye−µydΠ(y),

µΠ̃′′(µ) = −
∫ ∞

0

y2Π(y)de−µy = −2Π̃′(µ)−
∫ ∞

0

y2e−µyΠ(dy).

При m < 0 слiд використати умовнi генератриси

E[e−ukγk(θ′ν)|ξ+(θs) > θ′ν ] =
Ṽk(s, ν, uk)

sP{ξ+(θs) > θ′ν}
,

що визначаються з (3.140), i врахувати, що

P{ξ+(θs) > θ′ν} = 1−Ee−νξ
+(θs),

lim
ν→0

νṼk(s, ν, uk)

sν(1−Ee−νξ+(θs))
=

1

sEξ+(θs)
lim
ν→0

ν−1Ṽk(s, ν, uk).

Для неперервного знизу процесу ξ(t) iз спiввiдношення (2.54) за
допомогою центрованих згорток

Gk(s, x, uk) = Gk(s, x, uk)−Gk(s, x, 0)

встановлюється твердження про спiльний розподiл {τ+(0), γ+(0)}.
Оскiльки розподiл P−(s, y) показниковий, то пiсля позначення ρ =
ρ(s), s > 0 одержимо

G1(s, x, u) =
ρ

ρ− u

∫ ∞
0

(ρe−ρy − ue−ux)Π(x+ y)dy,
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G2(s, x, v) = ρ

∫ ∞
x

eρx−(ρ+v)yΠ(y)dy, (3.149)

G3(s, x, µ) =

∫ ∞
0

[[(µ+ ρ)e−ρy − µ]e−µ(x+y)]Π(x+ y)dy.

Вiдповiдно

G1(s, x, u) =
uρ

ρ− u

∫ ∞
0

[e−ρy − e−uy]Π(x+ y)dy,

G2(s, x, v) = ρ

∫ ∞
x

eρ(x−y)(e−vy − 1)Π(y)dy, (3.150)

G3(s, x, µ) = ρ

∫ ∞
x

eρ(x−y)(e−µz − 1)Π(y)dy +

+ µ

∫ ∞
x

e−µy(eρ(x−y) − 1)Π(y)dy.

Наслiдок 3.7. Якщо {τ+(0), γ+(0)} мають невироджений розпо-
дiл, то при умовi неперервностi знизу

E[e−sτ
+(0), γ+(0) > z, τ+(0) <∞] =

= P{ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z} =
1

|a|

∫ ∞
z

e(z−y)ρ(s)Π(y)dy,

P{ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z} =
1

|a|

∫ ∞
z

e−yρ(s)Π(y)dy, (3.151)

P{ξ+(θs) > 0, γ+
0 > z} =

1

|a|ρ(s)

∫ ∞
z

(1− e−ρ(s)y)Π(dy).

Оскiльки ρ(s) є коренем рiвняння Лундберга, то при z → 0 q+(s) =

|a|−1Π̃(ρ(s)), p+(s)ρ(s) = s|a|−1.

Доведення. (3.151) випливає з наслiдку 2.2. Згiдно з (2.54) при пiд-
становцi x = 0 знаходимо спiввiдношення∫ ∞

0

e−ukzP{ξ+(θs) > 0, γk(0) > z}dz = − 1

suk
p+(s)Gk(s, 0, uk),

пiсля обернення яких вiдносно uk одержуються формули (3.151).

Розглянемо тепер випадок, коли ξ(t) — майже напiвнеперервний
знизу процес. Тодi ускладнюються зображення для G(s, x, u, v, µ) та
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їх iнтегральних перетворень, оскiльки p−(s) > 0. Нехай

p− = p−(s), q− = q−(s), ρ− = ρ−(s),

G(s, x, u, v, µ) = p−A(x, u, v, µ) +G0(s, x, u, v, µ),

G0(s, x, u, v, µ) = q−

∫ −0

−∞
A(x− y, u, v, µ)ρ−e

ρ−ydy; (3.152)

G(s, x, u, v, µ) = p− −A(x− y, u, v, µ) +G
0
(s, x, u, v, µ),

G
0
(s, x, u, v, µ) = −

∫ 0

−∞
A(x− y, u, v, µ)q−ρ−e

ρ−ydy.

Зокрема при v = µ = 0 аналогiчно до 1-ї формули в (3.149) знаходимо

G1(s, x, u) = p−

∫ ∞
x

e−uyΠ(dy) +G0
1(s, x, u),

G0
1(s, x, u) = q−ρ−

1

ρ− − u

∫ ∞
0

(ρ−e
−ρ−y − ue−uy)Π(x+ y)dy,

G̃1(s, ν, u) =
p−
u− ν

(uΠ̃(u)− νΠ̃(ν)) + G̃0
1(s, ν, u), (3.153)

G̃0
1(s, ν, u) =

q−ρ−
ρ− − u

[
ρ−

ρ− − ν
(Π̃(ν)− Π̃(ρ−))−

− u

u− ν
(Π̃(ν)− Π̃(u))

]
.

При u = µ = 0 аналогiчно до 2-ї формули в (3.149) знаходимо

G2(s, x, v) = p−e
−vxΠ(x) +G0

2(s, x, v),

G0
2(s, x, v) = q−ρ−

∫ ∞
x

eρ−x−(ρ−+v)yΠ(y)dy,

G̃2(s, ν, v) = p−Π̃(v + ν) + G̃0
2(s, ν, v), (3.154)

G̃0
2(s, ν, v) =

q−ρ−
ρ− − ν

(Π̃(ν + v)− Π̃(ρ− + v)).

Якщо u = v = 0, тодi аналогiчно до 3-ї формули в (3.149) маємо

G3(s, x, µ) = p−

∫ ∞
x

e−µyΠ(dy) +G0
3(s, x, µ), (3.155)

G0
3(s, x, µ) = q−

∫ ∞
0

[(µ+ ρ−)e−ρ−y − µ]e−µ(x+y)Π(x+ y)dy,
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G̃3(s, ν, µ) = p−ν
−1

∫ ∞
0

[e−µy − e−(µ+ν)y]Π(dy) + G̃0
3(s, ν, µ),

G̃0
3(s, ν, µ) = q−

[
ρ−(µ+ ν)

ν(ρ− − ν)
Π̃(µ+ ν)− Π̃(µ)− ρ−+µ

ρ−−ν
Π̃(ρ−+ µ)

]
.

Для центрованих G(s, x, uk) має мiсце також незначне ускладнення.
Для v = µ = 0 аналогiчно до 1-ї формули в (3.150)

G1(s, x, u) = −p−(s)u

∫ ∞
x

Π(y)eu(x−y)dy +G
0

1(s, x, u),

G
0

1(s, x, u) = q−
uρ−
ρ− − u

∫ ∞
0

[e−uy − e−ρ−y]Π(x+ y)dy. (3.156)

Для u = µ = 0 аналогiчно до 2-ї формули в (3.150)

G2(s, x, v) = −p−(s)Π(x)(1− e−vx) +G
0

2(s, x, v), (3.157)

G
0

2(s, x, v) = q−(s)ρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(x−y)(e−vy − 1)Π(y)dy.

Для u = v = 0 аналогiчно до 3-ї формули в (3.150)

G3(s, x, µ) = p−

[
(e−µy − 1)Π(x)−µ

∫ ∞
x

Π(y)e−µydy

]
+G

0

3(s, x, µ),

G
0

3(s, x, µ) = q−[ρ−

∫ ∞
x

eρ−(x−y)(e−µy − 1)Π(y)dy +

+ µρ−1
−

∫ ∞
x

e−µy(eρ−(x−y) − 1)Π(y)dy]. (3.158)

Зокрема, при довiльному c > 0 ρ−(s) = cp−(s), при x > 0,

K(s, x) = p−(s)Π(x) + q−(s)ρ−(s)

∫ ∞
x

Π(y)eρ−(s)(x−y)dy,

K̃(s, ν) =
p−(s)

ρ−(s)− ν
[(c− ν)Π̃(ν)− cq−(s)Π̃(ρ−(s))]. (3.159)

Теорема 3.8. Якщо ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес
з сумарною кумулянтою (3.91), тодi генератриса перестрибкових
функцiоналiв визначається спiввiдношенням

V (s, x, u, v, µ) = E
[
e−sτ

+(x)−uγ1(x)−vγs(x)−µγ3(x), τ+(x) <∞
]

=
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=

∫ x

−0

[p−(s)A(x− y, . . .) +G0(s, x− y, u, v, µ)]dP+(s, y), (3.160)

де G0(s, x, u, v, µ) задається в (3.152).
Розподiли пар {τ+(x), γk(x)} (k = 1, 3) визначаються генератри-

сами хвостiв розподiлу γk(x)

V k(s, x, uk) :=

∫ ∞
0

e−zukE[e−sτ
+(x), γk(x) > z, τ+(x) <∞]dz =

=

∫ ∞
0

e−zukP{ξ+(θs) > x, γk(x) > z)}dz = (3.161)

= − 1

suk

∫ x

−0

[p−(s)A(x− y, uk) +G
0

k(s, x− y, uk)]dP+(s, y).

Генератриса розподiлу ξ+(θs) визначається через K̃(s, ν) з (3.159)

Ee−νξ
+(θs) = [1 + νs−1K̃(s, ν)]−1, Eξ+(θs) = s−1K̃(s, 0),

Ee−νξ
+

= [1 + νK̃ ′s(0, ν)]−1, Eξ+ =

∣∣∣∣ Π̃′(0)

m

∣∣∣∣+
Π̃(0)

b|m|
, (3.162)

K̃ ′s(0, ν) =
bΠ̃(0)−(b−ν)Π̃(ν)

b|m|ν
, p+ = (1 + K̃ ′′sν(0, 0))−1, m < 0.

Доведення спiввiдношень (3.160), (3.161) (див. [51]) аналогiчне
доведенню вiдповiдних тверджень для напiвнеперервного випадку.
Зокрема згiдно з лемою 3.3 та (3.159) формула (3.161) при k = 1
записується так∫ ∞

0

e−uzP{γ+(0) > z, ξ+(θs) > 0}dz =

=
1

s+ λ

[
Π̃(u) +

cq−(s)

ρ−(s)− u
(Π̃(u)− Π̃(ρ−(s)))

]
. (3.163)

Аналогiчно можна записати генератриси для розподiлiв

P{γ+(0) > z, ξ+(θs) > 0} та P{γ+
0 > z, ξ+(θs) > 0},

i шляхом обернення вiдносно u цих генератрис з незначними вiд-
мiнностями вiд наслiдку 3.7 доводиться наслiдок про розподiл пар
{γk(0), ξ+(θs)} (якщо P{γk(0) = 0} > 0).
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Якщо для майже напiвнеперервного знизу процесу виконується
хоча б одна з умов: a > 0 або

∫
R+ Π(dx) = ∞ при a = 0, тодi

{τ+(0), γ+(0)} мають вироджений розподiл.
У випадку невиродженостi розподiлу {τ+(0), γk(0)} для майже

неперервних знизу процесiв має мiсце твердження в певнiй мiрi ана-
логiчне наслiдку 3.7.

Обмежимось випадком, коли ξ(t) — схiдчастий процес з умовною
х.ф. стрибкiв

E[eiαξk | ξk < 0] =
c

c+ iα
(3.164)

i обмеженою мiрою Левi (λ = λ1 + λ2)

λ =

∫
R

Π(dx) <∞, λ1,2 =

∫
R±

Π(dx) <∞.

Наслiдок 3.8. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу схiдчас-
тий процес, тодi при умовi (3.164) розподiли пар {τ+(0), γ+(0)} не-
виродженi i визначаються спiввiдношеннями при z = 0

P{ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z} =

=
1

s+ λ

[
Π(z) + q−(s)c

∫ ∞
z

e(z−y)ρ−(s)Π(y)dy

]
,

P{ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z} =
c

s+ λ
q−(s)

∫ ∞
z

e−yρ−(s)Π(y)dy,

P{ξ+(θs) > 0, γ+
0 > z} =

=
1

s+ λ

[
Π(z) +

q−(s)c

ρ−(s)

∫ ∞
z

(1− e−ρ−(s)y)

]
Π(dy);

q+(s) =
1

s+ λ
[λ2 + q−(s)Π̃(ρ(s))], cp−(s) = ρ−(s) > 0. (3.165)

При цьому розподiл γ+(0) має атом у нулi при λ1 = Π(0) <∞,

P{ξ+(θs) > 0, γ+(0) = 0} =
λ2

s+ λ
<∞, λ = λ1 + λ2.

Доведення (3.165) випливає з (3.161) з урахуванням вiдмiнно-
стей центрованих згорток Gk(s, x, uk) в (3.156)–(3.158) вiд вiдповiд-
них функцiй Gk(s, x, uk) для напiвнеперервних знизу процесiв, коли
P−(s, x) не має стрибка в 0 (p−(s) = 0).
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Сформулюємо без доведення аналог наслiдку 3.6 лише для роз-
подiлу перестрибкових функцiоналiв через нескiнченно вiддалений
рiвень (γk(x), x→∞, k = 1, 3), не наводячи спiввiдношень для гене-
ратрис.

Наслiдок 3.9. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес з
невиродженим розподiлом {τ+(0), γ+(0)}, тодi залежно вiд знаку
m = Eξ(1) справедливi спiввiдношення

1. Якщо m > 0, тодi ρ−(s) −→
s→0

cp− > 0, m+ = [Π̃(0)−q−Π̃(ρ−)]−1.

P{τ+(∞) <∞} = 1 i розподiли γk(∞) визначаються при z > 0 так

P{γ+(∞) > z} =

= m+

[
p−

∫ ∞
z

Π(y)dy + q−

∫ ∞
z

(1− e(z−y)ρ−)Π(y)dy

]
,

P{γ+(∞) > z} =

= m+

[
p−

∫ ∞
z

Π(y)dy + q−

∫ ∞
z

(1− e−ρ−y)Π(y)dy

]
, (3.166)

P{γ+
∞ > z} =

= m+

[
p−

∫ ∞
z

yΠ(y)dy +
1

2

q−
ρ−

∫ ∞
z

(1− e−ρ−y − ρ−y)Π(y)dy

]
.

2. Якщо m = 0 i m2 = Eξ2(1) <∞, тодi ρ−(s) ≈
√

2s
Dξ(1) → 0,

m0(0) = [Π̃(0)− Π̃′(0)]−1 <∞, P{τ+(∞) <∞} = 1

i розподiли γk(∞) визначаються так при z ≥ 0

P{γ+(∞) > z} = m0(0)

[∫ ∞
z

Π(y)dy +

∫ ∞
z

(y − z)Π(y)dy

]
,

P{γ+(∞) > z} = m0(0)

[∫ ∞
z

Π(y)dy +

∫ ∞
z

yΠ(y)dy

]
, (3.167)

P{γ+
∞ > z} = m0(0)

[∫ ∞
z

yΠ(dy) +
1

2

∫ ∞
z

y2Π(dy)

]
.

3. Якщо m < 0, тодi p−(s) −→
s→0

0, ρ′−(0) = |m|−1, p′−(0) = 1
λp+

,

P{τ+(∞) < ∞} < 1 i умовнi розподiли γk(∞) визначаються по-
дiбними до (3.167) спiввiдношеннями при z ≥ 0 (m0(0) = [Π̃(0) −
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Π̃′(0)]−1 = (λp+Eξ
+)−1)

P{γ+(∞) > z|τ+(∞) <∞} =

= m0(0)

[∫ ∞
z

Π(y)dy +

∫ ∞
z

(y − z)Π(y)dy

]
,

P{γ+(∞) > z/τ+(∞) <∞} =

= m0(0)

[∫ ∞
z

Π(y)dy +

∫ ∞
z

yΠ(y)dy

]
,

P{γ+
∞ > z|τ+(∞) <∞} = m0(0)

∫ ∞
z

(
y +

1

2
y2

)
Π(dy). (3.168)

При m > 0 i k = 1, 3 має мiсце спiввiдношення (для k = 1 m(0) =
m+)

P{γk(∞) > z|τ+(∞) <∞} −→
z→0

m0(0)(Π̃(0)− Π̃′(0)) = 1.

Розглянувши рiзнi версiї зображень х.ф. ϕ±(s, α) та Eeiαξ
±

для
напiвнеперервних та майже напiвнеперервних процесiв приходимо до
висновку, що кожна з них виражається через

1) спрощенi (порiвняно з формулами Спiтцера) спiввiдношення в
термiнах розподiлу додатних або вiд’ємних значень ξ(θs) (див. тео-
реми 3.1 та 3.2 в § 3.1);

2) спiльну генератрису {τ±(0), γ±(0)} у випадку, коли P{τ±(0) =
γ±(0) = 0} = 0 (див. формули (2.30), (2.33))) або формулою Поляче-
ка–Хiнчина (див. (2.60));

3) iнтегральнi перетворення згорток Π±(x)(±x > 0) з показни-
ковими розподiлами ξ±(θs) (з можливими ненульовими значеннями
атомарних ймовiрностей p±(s) = P{ξ±(θs) = 0})

K(s, x) =


K+(s, x) =

∫ +0

−∞
Π+(x− y)dP−(s, y), x > 0,

K−(s, x) =

∫ ∞
−0

Π−(x− y)dP+(s, y), x < 0.

(3.169)

Iнтегральнi перетворення K(s, α) =
∫
R±

eiαxK(s, x)dx виражаються

через Π̃±(iα) =
∫
R±

e∓iαxΠ(x)dx.
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Розглянемо знову загальний неперервний зверху або знизу процес
ξ(t) з х.ф. E exp{iαξ(t)} = exp{tψ(α)} i кумулянтою

ψ(α) = iαγ − α2σ2

2
+

∫
R∓

(
eiαx − 1 +

iαx

1 + x2

)
Π(dx). (3.170)

Наслiдок 3.10. Якщо ξ(t) — неперервний зверху процес, тодi

ϕ+(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
, ρ+(s) =

P (s, 0)

P ′(s,+0)
, (3.171)

P+(s, x) = e−ρ+(s)x, x > 0, ρ′+(0) =
1

|m|
при m < 0,

ϕ−(s, α) = Eeiαξ
−(θs) = (3.172)

=

{
p−(s) + [ϕ(s, α)]− − ρ−1

+ (s)[(iα)ϕ(s, α)]−,

s{s− iαρ+(s)(ρ+(s)− iα)−1[Π̃−(iα)− Π̃−(ρ+(s))]}−1,

де p−(s) = 0, якщо ξ(t) має необмежену варiацiю, в противному
разi p−(s) > 0.

Якщо ξ(t) — неперервний знизу процес, тодi

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
, ρ−(s) =

P (s, 0)

P ′(s,−0)
, (3.173)

P−(s, x) = eρ−(s)x, x < 0, ρ′−(0) =
1

m
при m > 0,

ϕ+(s, α) = Eeiαξ
+(θs) = (3.174)

=

{
p+(s) + [ϕ(s, α)]+ + ρ−1

− (s)[(iα)ϕ(s, α)]+,

s{s− iαρ−(s)(ρ−(s) + iα))−1[Π̃+(−iα)− Π̃+(ρ−(s))]}−1,

де p+(s) = 0, якщо ξ(t) має необмежену варiацiю.
Якщо ξ(t) має обмежену варiацiю, сходинковi висоти {τ±(0),

γ±(0)} мають невироджений розподiл, тодi має мiсце дограничне
узагальнення формули Полячека–Хiнчина незалежно вiд виконання
умови напiвнеперервностi знизу (зверху)

ϕ±(s, α) =
p±(s)

1− q±(s)E[eiαγ±(0)|ξ±(θs) > 0]
. (3.175)
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Якщо m = Eξ(1) < 0, тодi iз (3.175) при s→ 0 випливає класич-
на формула Полячека–Хiнчина для х.ф. ξ+ за умови напiвнеперерв-
ностi знизу (a < 0, varξ(t) <∞)

Eeiαξ
+

=
p+

1− q+ϕ̃(α)
, ϕ̃(α) = Π̃+(−iα)Π̃−1

+ (0), p+ =
m

a
, (3.176)

lim
s→0

E[eiαγ
+(0)|ξ+(θs) > 0] = E[eiαγ

+(0)|ξ+ > 0] = ϕ̃(α).

Доведення. Першi спiввiдношення в (3.171) та (3.172), як i доведення
теорем 3.1 та 3.2 для

Φ̃+(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxP+(s, x)dx,

Φ̃−(s, α) =

∫ 0

−∞
eiαxP−(s, x)dx,

випливає з о.ф.т. з застосуванням операцiї проектування. У першому
випадку

ϕ(s, α) =
p+(s)

ρ+(s)− iα
ϕ−(s, α)⇒

⇒ ϕ−(s, α) =

[
ϕ(s, α)(ρ+(s)− iα)

ρ+(s)

]0

−
=

= p−(s) + [(1− iαρ−1
+ )ϕ(s, α)]−.

Аналогiчно в другому випадку доводиться (3.174)

ϕ+(s, α) =

[
ϕ(s, α)(ρ−(s) + iα)

ρ(s)

]0

+

=

= p+(s) + [ϕ(s, α)(1 + iαρ−1
− (s))]+.

Всi iншi спiввiдношення наслiдку були доведенi ранiше (див. (2.30)
в теоремi 2.4). З формули (3.175) випливає (3.176) при s→ 0 i m < 0

ξ+(θs)
·
=

∑
k≤ν̃(q+(s))

ξ̃k(s), Eeiαξ̃k(s) = E[eiαγ
+(0)|ξ+(θs) > 0],

ν̃(q+(s)) має геометричний розподiл з параметром 0 < q+(s) < 1.
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Для процесiв без дифузiї (σ2 = 0) i з обмеженою варiацiєю ми вве-
ли поняття майже напiвнеперервностi в термiнах х.ф. стрибкiв (див.
означення на початку § 3.2). Згiдно з означенням 3.1 для процесу
ξ(t) зi знесенням a умову майже напiвнеперервностi зверху можна
записати так

E[eiαξk |ξk > 0] =
c

c− iα
= ε+

c (α), a ≤ 0, σ2 = 0, c > 0. (3.177)

Крiм того, розглянем випадок, коли замiсть (3.177) виконується умо-
ва

E[eiαξk |ξk > 0] =
c

c− iα
, a > 0, σ2 ≥ 0, c > 0. (3.178)

Умова майже напiвнеперервностi знизу записується так

E[eiαξk |ξk < 0] =
b

b+ iα
= ε−b (α), a ≥ 0, σ2 = 0, b > 0. (3.179)

Наслiдок 3.11. a) Якщо ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху
процес (див. (3.177)), тодi ρ+(s) = cp+(s),

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
,

P+(s, x) = q+(s)e−ρ+(s)x, x > 0, (3.180)

ρ+(s) =
sc

s+ ϕ−(s,−ic)
=

P (s, 0)

P ′(s,+0)
,

ϕ−(s, α) = (3.181)

=

{
p−1

+ (s){[ϕ(s, α)]− − q+(s) [ε+
c (α)ϕ(s, α)]−}+ p−(s),

s{s+ iαϕ+(s, α)[Π̃−(iα)− q+(s)ε+
c (α)Π̃−(ρ+(s))]}−1.

При умовi (3.178) та σ2 > 0 ξ(t) не є майже напiвнеперервним
i має мiсце спiввiдношення (2.55) з C∗(s) > 0

ϕ+(s, α) =
s(c− iα)

sC∗(s)(iα)2 − iαs(1 + cC∗(s)) + sc+ ϕ−(s,−ic)
,

C∗(s) =


s−1σ

2

2
P ′−(s, 0), σ > 0,

s−1ap−(s), σ = 0,

∫ 0

−∞
|x|Π(dx) <∞.

(3.182)
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Якщо замiсть (3.144) виконується умова

E[eiαξ1 | ξ1 > 0] =

m∏
k=1

ck
ck − iα

(ck > 0,m > 1), (3.183)

тодi при умовi C∗(s) > 0

ϕ+(s, α) =

s
m∏
k=1

(ck − iα)

Pm+1(s, iα)
, (3.184)

Pm+1(s, iα) = s(−iα)m+1C∗(s) + Pm(s, iα),

де Pm(s, iα) — многочлен m-го порядку вiдносно iα.
Якщо C∗(s) = 0, тодi ϕ+(s, α) є дробово-рацiональною функцiєю

ϕ+(s, α) =

m∏
k=1

(ck − iα)P−1
m (s, iα) −→

iα→∞
p+(s) > 0, (3.185)

p+(s) = s

∑
k≤m

pkϕ(s,−ick)

−1

,
∑
k≤m

pk = P{ξ1 > 0}.

б) Якщо ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес (див.
(3.179)), тодi ρ−(s) = bp−(s) = sb

s+ϕ+(s,ib) = P (s,0)
P ′(s,−0) ,

ϕ−(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
, ϕ+(s, α) =

s

s− iαk(s, α)
,

P−(s, x) = q−(s)eρ−(s)x, x < 0, (3.186)

k(s, α) = ϕ−(s, α)Π̃+(−iα)− q−(s)ρ−(s)

ρ−(s) + iα
Π̃+(ρ+(s)),

ϕ+(s, α) = (3.187)

=

p+(s) + p−1
− (s)

(
[ϕ(s, α)]+ − q−(s)

[
bϕ(s, α)

b+ iα

]
+

)
,

s{s− iαϕ−(s, α)[Π̃+(−iα)− q−(s)ε−b (α)Π̃+(ρ−(s))]}−1.

При m < 0 х.ф. ϕ+(α) = lim
s→0

ϕ+(s, α) визначається граничною фор-

мулою Полячека–Хiнчина (3.98) (або (3.176)).
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Доведення. Як у випадку а), так i у випадку б) першi iз двоїстих
зображень в (3.181) та в (3.187) одержуються на основi о.ф.т. iз за-
стосуванням операцiй проектування. Другi зображення в (3.181) та в
(3.187) одержуються iз наслiдку 2.2 (див. (2.52)). Доведення першої
формули в (3.181) випливає з о.ф.т. та спiввiдношення

ϕ−1
+ (s, α) =

ρ+(s)− iα
p+(s)(c− iα)

=
1

p+(s)

[
1− cq+(s)

c− iα

]
.

Аналогiчно для доведення першої формули в (3.187) слiд вико-
ристати спiввiдношення

ϕ−1
− (s, α) =

ρ−(s) + iα

p−(s)(b+ iα)
=

1

p−(s)

[
1− bq−(s)

b+ iα

]
.

При виведеннi (3.184) слiд врахувати, що згортка K(s, x) в (3.169)
за умови (3.183) має iнтегральне перетворення, що виражається пра-
вильною дробово-лiнiйною функцiєю

k(s, α) =
∑
k≤m

Ck(s)(ck − iα)−1 =
Qm−1(s, iα)∏
k≤m

(ck − iα)
. (3.188)

Тодi iз спiввiдношення (див. (2.52))

ϕ+(s, α) = [1− iα(C∗(s) + s−1k(s, α))]−1 (3.189)

випливає (3.184) та (3.185), а з останнього при C∗(s) = 0 шляхом гра-
ничного переходу (iα→∞) знаходимо значення p+(s) > 0. Процеси
з умовою (3.183) розглядались в монографiях [7, 14] та в [202].

3.4 Розподiл часу перебування
для напiвнеперервних процесiв

На основi наслiдкiв 3.10 та 3.11 встановлюються вiдповiдно уточне-
ння для генератрис (див. [29,30,32] та початок § 2.4)

Dx(s, µ) = Ee−µQ(x,∞)(θs), D±x (s, µ) (±x > 0)

та для їх одностороннiх iнтегральних перетворень Фур’є–Стiлт’єса

d±(α, s, µ) = D̂±(α, s, µ)±D±0(s, µ) =

∫
R±

eiαxdDx(s, µ).
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Теорема 3.9. Нехай ξ(t) — неперервний зверху процес (див. (3.170),
Π(dx) ≡ 0, x > 0). Тодi (Π̃(iα) =

∫ 0

−∞ eiαxΠ(x)dx)

d+(α, s, µ) = D̂+(α, s, µ) +D0(s, µ) =
ρ+(s)

ρ+(s+ µ)

ρ+(s+ µ)− iα
ρ+(s)− iα

,

D0(s, µ) = Ee−µQ[0,∞)(θs) =
ρ+(s)

ρ+(s+ µ)
, (3.190)

d−(α, s, µ) = D̂−(α, s, µ)−D0(s, µ) =

=
s+ iαϕ+(s, α)[Π̃(iα)− Π̃(ρ+(s))]

s+ µ+ iαϕ+(s+ µ, α)[Π̃(iα)− Π̃(ρ+(s+ µ))]
.

Якщо m1 = Eξ(1) < 0, тодi ρ+(s)→ ρ+ > 0

D0(µ) = lim
s→0

D0(s, µ) = Ee−µQ[0,∞)(∞) =
ρ+

ρ+(µ)
,

d+(α, µ) = lim
s→0

d+(α, s, µ) =
ρ+

ρ+(µ)

ρ+(µ)− iα
ρ+ − iα

, (3.191)

d−(α, µ) = lim
s→0

d−(α, s, µ) =

=
iαEeiαξ

+

[Π̃(iα)− Π̃(ρ+)]

µ+ iαϕ+(µ, α)[Π̃(iα)− Π̃(ρ+(µ))]
.

Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху процес з х.ф. стрибкiв

E[eiαξk |ξk > 0] =
c

c− iα
= ε+

c (α) (a ≤ 0, c > 0), (3.192)

тодi

d+(α, s, µ) =
p+(s)

p+(s+ µ)

ρ+(s+ µ)− iα
ρ+(s)− iα

,

ρ+(s) = cp+(s), D+0(s, µ) =
p+(s)

p+(s+ µ)
, (3.193)

d−(α, s, µ) =

=
s+ iαϕ+(s, α)[Π̃(iα)− ε+

c (α)q+(s)Π̃(ρ+(s))]

s+ µ+ iαϕ+(s+ µ, α)[Π̃(iα)− q+(s+ µ)ε+
c (α)Π̃(ρ+(s+ µ))]

.

Якщо для процесу ξ(t) з х.ф. стрибкiв (3.192) m < 0, тодi ρ+(s)→
p+c = ρ+ > 0, q+(s)→ q+ < 1 при s→ 0; тому

d+(α, µ) =
p+

p+(µ)

ρ+(µ)− iα
ρ+ − iα

, D+0(µ) =
p+

p+(µ)
, (3.194)
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d−(α, µ) =
iαEeiαξ

+

[Π̃(iα)− ε+
c (α)q+Π̃(ρ+)]

µ+ iαϕ+(µ, α)[Π̃(iα)− ε+
c (α)q+(µ)Π̃(ρ+(µ))]

.

Доведення. Згiдно з результатами § 2.4 (див. (2.69), (2.70))

d+(α, s, µ) =
ϕ+(s, α)

ϕ+(s+ µ, α)
. (3.195)

Звiдси пiсля пiдстановки значень ϕ+(s, α) з наслiдку 3.10 знаходимо
перше спiввiдношення (3.190), з якого граничним переходом (iα →
∞) визначається D0(s, µ).

Пiсля пiдстановки ϕ−(s, α) з наслiдку 3.10 у спiввiдношення

d−(α, s, µ) =
s

s+ µ

ϕ−(s+ µ, α)

ϕ−(s, α)
(3.196)

одержуємо третє спiввiдношення в (3.190).
Якщо m < 0, тодi (ρ+(s) −→

s→0
ρ+ > 0) i iснує невироджений розпо-

дiл ξ+ з х.ф.

Eeiαξ
+

= lim
s→0

ϕ+(s, α) =
ρ+

ρ+ − iα
. (3.197)

При переходi до границi при s → 0 в (3.190) одержуються всi спiв-
вiдношення в (3.191).

Аналогiчно для майже напiвнеперервних зверху процесiв пiсля
пiдстановки в (3.195) та (3.196) значень ϕ±(s, α) з наслiдку 3.11 одер-
жимо спiввiдношення (3.192). Iз (3.192) за умови m < 0 при s → 0
встановлюються спiввiдношення (3.194).

Майже напiвнеперервний знизу процес визначається х.ф. стриб-
кiв

E[eiαξk |ξk < 0] =
b

b+ iα
= ε−b (α).

Нагадаємо, що для неперервних знизу (майже напiвнеперервних зни-
зу) процесiв згiдно з (3.174) та ((3.187)) вiдповiдно встановлюється,
що

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα

(
ϕ−(s, α) =

p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα

)
, (3.198)
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ϕ+(s, α) = (3.199)

= s{s− iαρ−(s)(ρ−(s) + iα)−1[Π̃+(iα)− Π̃+(−ρ−(s))]}−1;(
ϕ+(s, α) = s{s− iαϕ−(s, α)[Π̃(iα)−q−(s)ε−b (α)Π̃(−ρ−(s))]}−1)

)
.

Теорема 3.10. Нехай ξ(t) — неперервний знизу процес (див. (3.169),
Π(dx) = 0, x < 0). Тодi (Π̃(iα) =

∫∞
0
eiαxΠ(x)dx)

d−(α, s, µ) =
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)

ρ−(s) + iα

ρ−(s+ µ) + iα
,

D0(s, µ) =
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)
, (3.200)

d+(α, s, µ) =

=
s+ µ− iαϕ−(s+ µ, α)[Π̃(iα)− Π̃(−ρ−(s+ µ))]

s− iαϕ−(s, α)[Π̃(iα)− Π̃(−ρ−(s)]

s

s+ µ
.

Якщо m < 0, тодi ρ−(s) −→
s→0

0, ρ′−(0) = |m|−1, тому

D0(µ) =
|m|
µ
ρ−(µ), d−(α, µ) =

|m|
µ

iαρ−(µ)

ρ−(µ) + iα
, (3.201)

d+(α, µ) =
µ− iαϕ−(µ, α)[Π̃(iα)− Π̃(−ρ−(µ)]

µ[1− |m|−1(Π̃(iα)− Π̃(0))]
.

Для майже напiвнеперервних знизу процесiв ξ(t)

d−(α, s, µ) =
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)

ρ−(s) + iα

ρ−(s+ µ) + iα
,

D0(s, µ) =
s

s+ µ

ρ−(s+ µ)

ρ−(s)
, (3.202)

d+(α, s, µ) =
s

s+ µ
×

×
s+ µ− iαϕ−(s+ µ, α)[Π̃(iα)− q−(s)ε−b (α)Π̃(−ρ−(s+ µ)]

s− iαϕ−(s, α)[Π̃(iα)− q−(s)ε−b (α)Π̃(−ρ−(s)]
.

Якщо m < 0, тодi ϕ−(s, α)s−1 −→
s→0

b+iα
b|m|iα , q−(s) −→

s→0
1; тому

D0(µ) =
|m|
µ
ρ−(µ), d−(α, µ) =

|m|
µ

iαρ−(µ)

ρ−(µ) + iα
, (3.203)
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d+(α, µ) =
1

µ

µ− iαϕ−(µ, α)[Π̃(iα)− ε−b (α)Π̃(−ρ−(µ)]

1− (b|m|)−1(b+ iα)[Π̃(iα)− ε−b (α)Π̃(0)]
.

Доведення спiввiдношень (3.200)–(3.203) аналогiчне доведенню
теореми 3.9. На основi наслiдкiв 3.10 та 3.11 можна одержати уточ-
нення для спiльного розподiлу {ξ(θs), Qx(θs)} (див. теорему 2.7)

L(x, s, µ) = Eeiαξ(θs)−µQx(θs),

l±(p, s, µ, α) =

∫
R±

eipxdxL(s, x, µ, α).

Приклад 3.8. Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху процес
зi знесенням a < 0 та з х.ф. стрибкiв ϕ(α) = 1

2

(
c

c−iα + 1
1+iα

)
. Зна-

йти ψ(α), ϕ(s, α) i записати рiвняння Лундберга. Знайти D0(s, µ),
d±(α, s, µ) та D±x (при a < 0, p−(x) = 0, D±0 = D0).

Для простоти покладемо λ = −2a = 2 (a = −1). Тодi

m = λµ1 − a→ mc = 1− 2c,

ψ(α) = −iα+
iα

c− iα
− iα

1 + iα
= iα

(iα)2 + (3− c)iα+ 1− 2c

(c− iα)(1 + iα)
,

s− ψ(α) =
P3(s, iα)

(1 + iα)(c− iα)
, ϕ(s, α) =

s

s− ψ(α)
,

−P3(s, r) =

{
r3 + (3 + s− c)r2 − (cm+ s− cs)r − cs,
(r − ρ+(s))[r2 + r(3 + s− c+ ρ+(s)) + csρ−1

+ (s)].

Безпосереднiм дiленням −P3(s, r) на (r − ρ+(s)) знаходимо

P2(s, r) = r2 + r(3 + s− c+ p+(s)) + csρ−1
+ (s).

Отже ϕ(s, α) допускає розклад

ϕ(s, α) =
s(1 + iα)(c− iα)

P3(s, iα)
=

=
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
s(1 + iα)

p+(s)P2(s, iα)
. (3.204)

Рiвняння Лундберга (k(r) = s, −1 < r < c) зводиться до кубiчного

P3(s, r) = s (Ls) (P3(0, r) = 0 (L0))
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i має єдиний додатний корiнь ρ+(s) = cp+(s), що визначає

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
(s > 0). (3.205)

Рiвняння (L0) зводиться до кубiчного без вiльного члена

r[r2 + (3− c)r + cm] = 0 (−1 < r < c),

коренi якого залежно вiд знаку m визначаються так. Додатнi iндек-
си ненульових розв’язкiв рiвняння (L0) вибираються за порядком
зростання коренiв (ri < ri+1).

При m < 0 (c > 1
2 ) квадратний тричлен в квадратних дужках з

дискримiнантом D0 = (2− c)2 + 4cm > 0 має коренi

r0 = 0, r1,2 =
1

2
(c− 3∓

√
D0) < 0; r1 < 0, r2 = ρ+ = cp+ > 0.

При s→ 0 ρ+ визначає х.ф. ξ+ ϕ+(α) = p+(c− iα)(cρ+ − iα)−1.
При m > 0 (c < 1

2 ) r0 = 0, r1,2 = (c− 3±
√
D0)/2 < 0, r2 = −R,

R < 1. При m = 0 (c = 1
2 ) r0 = c− 2 < 0, r1 = r2 = 0.

Для достатньо малих s > 0 всi коренi P3(s, r) незалежно вiд знака
m r0,1,2(s) 6= 0. З розкладу P3(s, iα) = (ρ+(s) − iα)P2(s, iα), r0(s) <
r1(s) < r2(s) = ρ+(s) > 0 згiдно з (3.204), (3.205) та о.ф.т. знаходимо

ϕ−(s, α) =
s(1 + iα)

p+(s)P2(s, iα)
. (3.206)

Пiсля пiдстановки (3.205) та (3.206) знаходимо

d+(α, s, µ) =
ϕ+(s, α)

ϕ+(s+ µ, α)
=

p+(s)

p+(s+ µ)

ρ+(s+ µ)− iα
ρ+(s)− iα

, (3.207)

−d−(α, s, µ) =
s

s+ µ

ϕ−(s+ µ, α)

ϕ−(s, α)
=

p+(s)

p+(s+ µ)

P2(s, iα)

P2(s+ µ, iα)
.

Згiдно з (2.84)

D0(s, µ) =
p+(s)

p+(s+ µ)
,

D+
x (s, µ) = 1 +

ρ+(s)− ρ+(s+ µ)

ρ+(s+ µ)
e−ρ+(s)x, x > 0.
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При m ≥ 0 p+(s) →
s→0

D0(s, µ) →
s→0

D0(µ) = 0, отже P{Q0(∞) =

+∞} = 1.
Так само при x > 0, m ≥ 0

D+
x (s, µ) →

s→0
D+
x (µ) = 0, P{Qx(∞) = +∞} = 1.

Якщо m < 0, тодi у спiввiдношеннях (3.207) можна перейти до
границi при s→ 0 i таким способом знайти

D0(µ) =
p+

p+(µ)
, D+

x (µ) = 1 +
ρ+ − ρ+(µ)

ρ+
e−ρ+x, x > 0,

d+(α, µ) =
p+

p+(µ)

ρ+(µ)− iα
ρ+ − iα

, ρ+ > 0; (3.208)

−d−(α, µ) =
p+

p+(µ)

P2(0, iα)

P2(µ, iα)
,

де P2(0, iα) визначається квадратним тричленом з рiвняння (L0).
Зауважимо, що пiсля розкладу P2(s, r) на лiнiйнi множники х.ф.

(3.206) можна записати у виглядi суми дробово-лiнiйних функцiй

ϕ−(s, α) =
p(s)|r1(s)|
|r1(s)|+ iα

+
q(s)|r2(s)|
|r2(s)|+ iα

, p(s) + q(s) = 1, (3.209)

звiдки випливає, що

P−(s, x) = p(s)e|r1(s)|x + q(s)e|r2(s)|x, x < 0.

У випадку m > 0 згiдно з (3.17) наближений до нуля злiва корiнь

r2 = −R < 0, r1 < r2, r1r2 = cm, |r1| = cmR−1

визначає показник експоненти в апроксимацiї для розподiлу ξ−

P{ξ− < x} ≈ m

k′(−R)
eRx, x < 0, x→ −∞.

З iншого боку згiдно з (3.206) та розкладу (3.209) при s→ 0 можна
одержати точний розподiл ξ−

P{ξ− < x} = peRx + qecmR
−1x, x < 0, p+ q = 1,

де p i q визначаються при розкладi 1+iα
P2(0,iα) на простi дробово-лiнiйнi

функцiї. Генератриси D−x виражаються через експоненти e|r1,2(s)|x

при s > 0 та e|r1,2|x при s→ 0 i m > 0, x < 0.
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Приклад 3.9. Розглянемо майже напiвнеперервний знизу процес
ξ(t) = at+ S(t) з a > 0 та з х.ф. стрибкiв

ϕ(α) =
1

2

(
c

c− iα
+

b

b+ iα

)
, m = Eξ(1) = a+

λ

c
− λ

b
.

Знайти ϕ+(s, α), D0(s, µ), d±(α, s, µ) та D±x (при a > 0, p+(s) = 0).
В силу майже напiвнеперервностi знизу вiд’ємний корiнь −ρ−(s)

рiвняння Лундберга (Ls) визначає

ϕ−(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
, ρ−(s) = bp−(s) > 0. (3.210)

Скористуємось iншим способом визначення ϕ+(s, α), а саме теоре-
мою 3.7, точнiше функцiями K(s, x) та k(s, α) :

K(s, x) = λ

∫ 0

−∞
F (x− y)dP−(s, y) =

2λq−(s)ρ−(s)

c+ ρ−(s)
e−cx, x > 0,

k(s, α) =
2λρ−(s)

c+ ρ−(s)

∫ ∞
0

eiαx−cxdx =
2λρ−(s)

c+ ρ−(s)

q−(s)

c− iα
.

Тодi згiдно з (2.52) C∗(s) = ap−(s)s−1 > 0 i ϕ+(s, α) визначається
правильною дробово-рацiональною функцiєю

ϕ+(s, α) = [1− iα(C∗(s) + s−1k(s, α))]−1 =
(ρ−(s) + c)(c− iα)

P2(s, iα)
,

P2(s, iα) = (3.211)

= (c+ ρ−(s))(c− iα)(1− iαas−1p−(s))− 2λq−(s)ρ−(s)s−1iα.

Спiввiдношення (3.211) також можна виразити (див. (3.209)) су-
мою дробово-лiнiйних функцiй.

Аналогiчно пiдставляючи (3.210) та (3.211) в (2.70) знаходимо

d+(α, s, µ) =
ρ−(s) + c

ρ−(s+ µ) + c

P2(s+ µ, iα)

P2(s, iα)
,

d−(α, s, µ) =
s

s+ µ

p−(s+ µ)

p−(s)

ρ−(s) + iα

ρ−(s+ µ) + iα
, (3.212)

D0(s, µ) =
s

s+ µ

p−(s+ µ)

p−(s)
; при x < 0.
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D−x (s, µ) =
s

s+ µ

[
1− ρ−(s)− ρ−(s+ µ)

ρ−(s)
eρ−(s+µ)x

]
.

При m ≥ 0

D0(s, µ) = EeµQ0(θs) →
s→0

Ee−µQ0(∞) = 0,

отже P{Q0(∞) = +∞} = 1. Так само при x < 0

D−x (s, µ) →
s→0

0, P{Qx(∞) = +∞} = 1.

При m < 0 з (3.212) визначається генератриса D0(µ)

D0(µ) =
ρ−(µ)

µ
|m|, d−(α, µ) =

ρ−(µ)

µ
|m| iα

ρ−(µ) + iα
,

D−x (µ) = lim
s→0

D−x (s, µ) = D0(µ)eρ−(µ)x, x < 0,

d+(α, µ) =
c

c+ ρ−(µ)

P2(µ, iα)

P2(0, iα)
, (3.213)

де P2(0, iα) згiдно з (3.211) при s → 0 виражається через p′−(0) =
(b|m|)−1 > 0 (коренi рiвняння P2(0, r) = 0 — додатнi)

P2(0, iα) = c(c− iα)

(
1− iαa

|m|b

)
− 2λ

iα

|m|
, r1 = R, r2 =

b|m|
aR

.

D+
x пiсля обернення d+(α, µ) визначається експонентами e−r1,2x.
Читачевi пропонується помiняти способи розв’язання цих двох

прикладiв (першим способом — приклад 3.9, другим — приклад 3.8).

Приклад 3.10. Нехай ξ(t) = at + T (t) — процес iз прикладу 2.6
(T (t) — стiйкий процес з параметром α∗ = 1

2 ), що є неперервним
знизу стiйким процесом з кумулянтою

ψ(α) = iαa+ (i− 1)
√
α, a < 0

iз визначеними генератрисами ξ±(θs) (див. (2.6))

Eeνξ
−(θs) =

ρ−(s)

ρ−(s) + ν
,

Ee−νξ
+(θs) =

s(
√
ρ−(s) +

√
ν)

s(
√
ρ−(s) +

√
ν) +

√
2νρ−(s)

. (3.214)
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Знайти генератриси спiльних розподiлiв перестрибкових функцiона-
лiв {τ+(x), γk(x)}, генератриси γk(θ′ν) (k = 1, 3) та Eτ+(x).

При m ≥ 0 для довiльного неперервного знизу процесу згiдно
з теоремою 3.7 (див. (3.140)) генератриси виражаються через iнте-
гральнi перетворення Π̃(uk), Π̃(ν) та Π̃(ρ−(s)).

Для нашого процесу m > 0 (m = +∞)

Π(x) = Π+(x) =

∫ ∞
x

Π(dy) =

√
2

π
x−

1
2 (x > 0),

Π̃(uk) =

√
2

π

∫ ∞
0

e−ukxx−
1
2 dx =

√
2

√
uk

(k = 1, 3). (3.215)

Для стислостi запису покладемо ρ = ρ−(s), тодi пiсля пiдстановки
значень Π̃(uk) в (3.140) i спрощень знаходимо, що

sṼ1(s, ν, u) =
νρ
√

2

ρ− u
ϕ+(s, iν)

[
u(
√
ν −
√
u)

(u− ν)
√
uν

+

√
ρ

ρ− ν

√
ρ−
√
ν

√
ν

]
,

sṼ2(s, ν, v) =
νρ
√

2

ρ− ν
ϕ+(s, iν)

√
ρ+ v −

√
ν − v√

(ν + v)(ρ+ v)
, (3.216)

sṼ3(s, ν, µ) =

=
√

2ϕ+(s, iν)

[
µ(
√
ν−
√
µ+ ν)√

ν(µ+ ν)
+
ν
√
ρ+ µ(

√
ρ+ µ−

√
µ+ ν)

(ρ− ν)
√
µ+ ν

]
.

При s→ 0 ρ−(s)→ ρ0 = 2
a2 , iснує границя

lim
s→0

ϕ+(s, iν)

s
=

∫ ∞
0

Ee−νξ
+(t)dt = g+(ν) =

1√
2ρ0

+
1√
2ν
.

Тому

Ee−uγ
+(θ′ν) = g+(ν)

ρ0

√
2ν

ρ0 − u

( √
u√

u+
√
ν

+
ρ0√

ρ0 +
√
ν

)
,

Ee−vγ+(θ′ν) = g+(ν)
ρ0ν
√

2

ρ0 − ν

√
ρ0 + ν −

√
ν + v√

(ν + v)(ρ0 + ν)
, (3.217)

Ee
−µγ+

θ′ν =
√

2g+(ν)×

×

[√
ν −
√
µ+ ν√

ν(µ+ ν)
+
ν
√
ρ0 + µ(

√
ρ0 + µ−

√
µ+ ν)

ρ0 − ν

]
.
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Зауважимо, що для даного процесу ξ(t) = at+ T (t), де T (t) стiй-
кий процес з параметром стiйкостi α∗ = 1

2 , функцiя g+(ν) легко обер-
тається вiдносно ν.

g+(ν) =

∫ ∞
0

e−νx
(∫ ∞

0

P{ξ+(t) < x}dt
)′
x

dx =

=

∫ ∞
0

e−νx(Eτ+(x))′xdx =
1√
2ρ0

+
1√
2ν
. (3.218)

За таблицею в кiнцi роздiлу 1 функцiї f̃(ν) = νg+(ν) пiсля обер-
нення вiдповiдає функцiя

f(x) = G′+(x) =
∂

∂x

∫ ∞
0

P{ξ+(t) < x}dt =
∂

∂x
Eτ+(x) = (3.219)

=
x√
2ρ0

+
1√
2πx

, x > 0, ρ0 =
2

a2
, 0 < m = +∞,

головна частина якої лiнiйно зростає при x→∞. З (3.219) випливає:

Eτ+(x) = G+(x) =
x2

2
√

2ρ0
+

2
√
x√

2π
. (3.220)

Згiдно з (2.26) (при µ <∞ та µ→∞)

Ee−sτ
+(θ′µ)−uγ+(θ′µ) = (3.221)

=
µ

µ− u

√
2ρ−(s)(

√
µ−
√
u)

ρ−(s)
√

2µ+
√

2µuρ−(s)− s(
√
ρ−(s) +

√
u)
,

Ee−uγ
+(0)−sτ+(0) =

√
ρ−(s)√

ρ−(s) +
√
u
−→
s→0

Ee−uγ
+(0) =

√
ρ0√

ρ0 +
√
u
.

Остання генератриса пiсля обернення (див. тiблицi обернень в [82,
с. 228]) визначає щiльнiсть розподiлу γ+(0)

∂

∂x
P{γ+(0 < x)} =

√
ρ0

πx
− 2ρ0√

π
eρ0x

∫ ∞
√
xρ0

e−z
2

dz, x > 0, (3.222)

iнтегруванням якої по x знаходимо ф.р.

P{γ+(0) < x} = 1−
√
ρ0

π

∫ ∞
x

eρ0(x−z) dz√
z
, x ≥ 0. (3.223)
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Зауважимо, що для напiвнеперервного знизу процесу ризику з
початковим капiталом u > 0 час перебування над рiвнем u Qu(∞)
визначає тотальну тривалiсть перебування в ризиковiй (“червонiй”)
зонi. Згiдно з (2.70) та теоремою 3.10 при u = 0 i m < 0

Ee−µQ0(∞) = lim
s→0

D0(s, µ) = |m|ρ−(µ)

µ
,

а iнтегральне перетворення генератриси Qu(∞)

d+(α, µ) =

∫ ∞
0

eiαudEe−µQu(∞)

визначається останнiм спiвiдношенням (3.201). Аналогiчно для схiд-
частого майже неперервного знизу процесу ризику розподiл тоталь-
ного “червоного” перiоду визначається спiввiдношеннями (3.203).

3.5 Кумулянтне зображення кореня
Лундберга для одного класу процесiв

В §§ 3.1, 3.2 встановлено, що вiдповiдно у випадках
а) напiвнеперервностi зверху ξ(t),
б) майже напiвнеперервностi зверху ξ(t)

додатний корiнь Лундберга (див. (3.6) та (3.81)) визначає генератри-
си ξ+(θs) та τ+(x) (x ≥ 0)

ϕ+(s, iz) = Ee−zξ
+(θs),

T (s, x) = Ee−sτ
+(x)1Iτ+(x)<∞ = P

{
ξ+(θs) > x

}
,

а саме

ϕ+(s, iz) =


ρ+(s)

ρ+(s) + z
для а) ,

p+(s) (c+ z)

ρ+(s) + z
, ρ+(s) = cp+(s), для б).

(3.224)

За умови P {τ+(x) <∞} = 1 ∀x ⇔ P {ξ+ =∞} = 1 у випадку а)
в [110, § 23] показано, що T (x) = τ+(x) є монотонно неспадним одно-
рiдним по x процесом з обмеженою варiацiєю, тобто його кумулянта



156 Роздiл 3. Функцiонали для напiвнеперервних процесiв

й генератриса мають вигляд

kT (−s) = −ρ+(s) = −sγ +

∫ ∞
0

(
e−sy − 1

)
dN(y), (3.225)

T (s, x) = ekT (−s)x, x ≥ 0; γ ≥ 0,

∫ 1

0

xdN(x) <∞.

Бiльш конкретних даних про γ та N(y) не наведено.
Виникає питання, для яких випадкiв можна одержати змiстовнi-

шу iнформацiю про характеристики Левi γ ≥ 0 та N(y).
У випадку б) необхiдно враховувати, що

τ+(x) = τ+(0) + T0(x), T0(x) = τ+(x)− τ+(0),

P
{
τ+(0) > 0

}
> 0.

Крiм того, в обох випадках при m = Eξ(1) < 0, ρ+(s) → ρ+ > 0
якщо s → 0, отже T (0, x) = P {τ+(x) <∞} < 1. Тому при m < 0
нас цiкавитиме експоненцiйне зображення типу (3.225) для умовної
генератриси

T̂ (s, x) = E
[
e−sτ

+(x)|τ+(x) <∞
]

= T (s, x) /T (0, x) .

Напiвнеперервний процес з λ =
∫ 0

−∞Π (dx) <∞. Розглянемо
спочатку складний пуассонiвський процес

ξ(t) = at− S(t), a > 0, S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, S(0) = 0, (3.226)

де ν(t) — простий пуассонiвський процес з iнтенсивнiстю λ > 0, ви-
падковi величини ξk — незалежнi, однаково розподiленi

F (x) = P {ξk < x} , x ≥ 0, F (0) = 0,

ϕ(α) = Eeiαξk , k ≥ 1, f(s) = Ee−sξk , s ≥ 0.

Х.ф. ξ(t) визначається кумулянтою

ψ(α) = iαa+ λ (ϕ(−α)− 1) .

Пiсля пiдстановки iα = r одержимо

k(r) = ar + λ (f(r)− 1) .
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Якщо r = ρ+(s) корiнь рiвняння ar + λ (f(r)− 1) = s, тодi

ρ+(s) =
s

a
+
λ

a
[1− f(ρ+(s))] . (3.227)

Для простоти покладемо a = 1, тодi процес (3.226) є керуючим про-
цесом системи масового обслуговування. Згiдно з результатами § 4.3
монотонно неспаднi процеси

ξ+(t) = α(t) (α(0) = 0, t ≥ 0) , T (x) = τ+(x) (x ≥ 0, T (0) = 0)

можна вважати взаємно “оберненими” в певному сенсi. Процес α(t)
називають процесом незайнятостi, β(t) = t−α(t) — процесом зайня-
тостi.

Графiк α(t) (див. 6. Графiки основних процесiв ТМО в кiнцi моно-
графiї) є неперервна по t кусково-лiнiйна функцiя з “поличками” ста-
лостi, довжина яких визначається перiодами зайнятостi. Якщо цей
графiк повернути навколо початку координат на π

4 проти годиннико-
вої стрiлки, а потiм дзеркально вiдобразити його вiдносно вертикаль-
ної осi, тодi й одержуємо графiк “оберненого” процесу T (x) = τ+(x).

Iнтервали лiнiйного росту α(t) й T (x), якi позначимо τ̃r, є однако-
вими, оскiльки a = 1. Як залишок показниково розподiленого τk —
часу мiж сусiднiми стрибками з показниковим розподiлом, τ̃r має
також показниковий розподiл з параметром λ > 0.

Iнтервали сталостi α(t) (як i “полички” сталостi) визначаються
тривалостями перiодiв зайнятостi θ̃k. Пiсля вказаного “обернення”
вiдрiзки θ̃k стають стрибками T (x). Коефiцiєнти лiнiйного росту α(t)
та T (x): a = 1/a = 1. Отже подiбно до S(t) в (3.226) для T (x) має
мiсце стохастичне зображення

T (x)=̇x+
∑

k≤ν̃(x)

θ̃k, ν̃(x) = max

{
n :
∑
r≤n

τ̃r ≤ x
}
, (3.228)

ν̃(x) як i ν(t) — простий пуассонiвський процес з iнтенсивнiстю λ > 0.
Генератриса θ̃r має вигляд

π(s) = Ee−sθ̃11Iθ̃1<∞ = Ee−sτ
+(ξ1) = f(ρ+(s)). (3.229)

При m = Eξ(1) ≥ 0: π(s) = f(ρ+(s)) = Ee−sθ̃1 → 1, ρ+(s) → 0 при
s→ 0. Згiдно (3.227) −ρ+(s) має кумулянтне зображення

−ρ+(s) = kT (−s) = lnEe−sT (1) = −s+ λ (π(s)− 1) , (3.230)
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T (s, x) = Ee−sT (x) = exkT (−s), x ≥ 0.

Це означає, що в (3.225) γ = 1, N(x) = −λP{θ̃1 > x}, x > 0. Якщо
m < 0, тодi ρ+(s) → ρ+ > 0, π(0) = f (ρ+) < 1 i умовна генератриса
T (x) виражається через

k̂T (−s) = ρ+ − ρ+(s) = −sλ (π(s)− π(0)) , (3.231)

T̂ (s, x) = E
[
e−sT (x) |T (x) <∞

]
= exk̂T (−s), x ≥ 0. (3.232)

Аналогiчно для процесу (3.226) з довiльним знесенням a > 0 встанов-
люються бiльш загальнi спiввiдношення в наступному твердженнi, в
якому визначаються характеристики Левi процесу T (x).

Теорема 3.11. Для неперервного зверху процесу (3.226) з додатним
знесенням a > 0 та λ =

∫ 0

−∞Π(dx) < ∞ при m ≥ 0 корiнь рiвнян-
ня (3.6) визначає генератрису T (x) = τ+(x) (x ≥ 0) з вiдповiдною
кумулянтою kT (−s) = −ρ+(s) (ρ+(s) −→

s→0
0):

T (s, x) = Ee−sT (x)1IT (x)<∞ = Ee−sT (x) = exkT (−s), (3.233)

kT (−s) = − s
a

+
λ

a
(π(s)− 1) , π(s) = Ee−sτ

+(ξ1) = f(ρ+(s)).

Тобто характеристики Левi в (3.225)

γ =
1

a
, N(x) = −λ

a
P{θ̃1 > x}, θ̃1=̇τ+(ξ1), x > 0. (3.234)

При m < 0 ρ+(s)→ ρ+ > 0, якщо s→ 0, i розподiл T (x) — невласний
(T (0, x) = P {T (x) <∞} = e−xρ+ < 1), а умовна генератриса T (x)
виражається спiввiдношеннями (3.232) з кумулянтою

k̂T (−s) = ρ+ − ρ+(s) =

= − s
a

+
λ

a

∫ ∞
0

(
e−sy − 1

)
dP{θ̃1 < y, θ̃1 <∞} =

= − s
a

+
λ

a
(π(s)− π(0)) , π(0) = f(ρ+) < 1. (3.235)

Доведення. Як i в мiркуваннях для випадку a = 1 для рiвняння (3.6)
використаємо зображення кумулянти k(r) =: ar + λ (f(r)− 1) = s.
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Пiсля пiдстановки r = ρ+(s) > 0 з цього рiвняння при m ≥ 0 зна-
ходимо зображення (3.233) для кумулянти kT (−s) (s ≥ 0, k(0) = 0)
та (3.234) для її характеристик Левi.

При m < 0 T (x) має невласний розподiл

lim
s→0

T (s, x) = lim
s→0

Ee−sT (x)1IT (x)<∞ =

= P
{
τ+(x) <∞

}
= e−ρ+x < 1.

Тому замiсть T (s, x) розглянемо умовну генератрису

T̂ (s, x) = T (s, x) |P {T (x) <∞} = ex(ρ+−ρ+(s)),

де кумулянта k̂T (−s) = ρ+ − ρ+(s) має зображення (3.235).

Майже напiвнеперервний зверху процес λ2 =
∫ 0

−∞Π(dx) ≤
∞. Розглянемо майже напiвнеперервний зверху процес з кумулян-
тою

ψ(α) =
λ1c

c− iα
+ iαa+

∫ 0

−∞

(
eiαx − 1

)
Π(dx), (3.236)

a ≤ 0, c, λ1 > 0.

Даний процес можна записати як рiзницю двох монотонно неспадних
процесiв ξ(t) = ξ1(t)− ξ2(t) з вiдповiдними кумулянтами

ψ1(α) =
λ1c

c− iα
, ψ2(α) = iα|a| −

∫ ∞
0

(
e−iαx − 1

)
Π(−dx),∫ 1

0

xΠ(−dx) <∞.

Траєкторiї процесу ξ(t) є кусково-лiнiйними функцiями зi знесен-
ням a ≤ 0. Траєкторiї процесу α(t) = ξ+(t) — монотонно неспаднi
кусково-сталi функцiї. Iнтервали сталостi α(t), починаючи з α(0) = 0

визначаються випадковими величинами θ̃k=̇τ+(0). Такими ж вели-
чинами θ̃k визначаються полички сталостi процесу α(t). Стрибки
α(t) визначаються перестрибками γ+

k процесу ξ(t), якi мають показ-
никовий розподiл з параметром c > 0. Для “оберненого” процесу T (x)

стрибками стають величини θ̃k, а iнтервалами сталостi — величини
γ+
k . Отже

T (x)=̇
∑

0≤k≤ν̃c(x)

θ̃k, ν̃c(x) = max

{
n :
∑
k≤n

γ+
k ≤ x

}
, (3.237)
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ν̃c(x) — простий пуассонiвський процес з iнтенсивнiстю c > 0. На
основi спiввiдношення (3.237) легко довести твердження

Теорема 3.12. Нехай ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес з
кумулянтою (3.236). Тодi приm ≥ 0 T (x) = τ+(x) (T (0) = τ+(0) > 0)
є монотонно неспадним однорiдним процесом зi стохастичним зо-
браженням (3.237). Кумулянта та генератриса процесу T0(x) =
τ+(x) − τ+(0) (T0(0) = 0) визначається коренем Лундберга рiвнян-
ня (3.6) ρ+(s) > 0, а саме:

kT0(−s) = −ρ+(s) = c (π(s)− 1) , (3.238)

π(s) = Ee−sτ
+(0) = q+(s), lim

s→0
q+(s) = 1;

T0(s, x) = Ee−sT0(x) = exkT (−s), x ≥ 0.

Якщо m < 0, тодi lim
s→0

ρ+(s) = ρ+ > 0, а умовна генератриса T0(x)

визначається спiввiдношенням

T̂0(s, x) = E
[
e−sT0(x) |T0(x) <∞

]
= exk̂T0 (−s), x ≥ 0, (3.239)

k̂T0
(−s) = ρ+ − ρ+(s) = c (π(s)− π(0)) ,

π(s) = q+(s), π(0) = q+(0) < 1.

З (3.238) та (3.239) випливає, що 0 < ρ+(s) = c (1− π(s)) < c, s ≥ 0,

γ = 0, dN(y) =

{
c dP {τ+(0) < y} , m ≥ 0, y > 0;

−c dP {y < τ+(0) <∞} , m < 0.
(3.240)

Приклад 3.11. Нехай ξ(t) майже напiвнеперервний i зверху i знизу
симетричний процес (див. приклад 2.4, m = a = 0) з кумулянтою
ψ(α) = λ(iα)2/

(
c− (iα)2

)
, тодi

ρ+(s) = cp+(s),

p+(s) = P
{
τ+(0) < θs

}
= P

{
ξ+(θs) = 0

}
=

√
s

s+ λ
.

Пiсля обернення p+(s) по s знаходимо

N(z) = −2c

π

∫ 1

0

e−λzyd arcsin
√
y, N(0) = −c, z ≥ 0, (3.241)
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dN(z) =
λc

π

∫ 1

0

√
y

1− y
e−λzydy, z > 0.

Якщо позначити Q0,w(t) — час перебування стандартного вiнерiвсь-
кого процесу w(u) в R+ на iнтервалi 0 ≤ u ≤ t, тодi

|N(t)| = cEe−λQ0,w(t), t > 0.

Напiвнеперервний процес з λ =
∫ 0

−∞Π(dx) = ∞. Розглянемо
замiсть (3.226) неперервний зверху процес ξ(t) з обмеженою варiа-
цiєю (але λ =∞), кумулянта якого записується так

ψ(α) = iαa+

∫ 0

−∞

(
eiαx − 1

)
Π(dx), a > 0, (3.242)∫ 0

−1

|x|Π(dx) <∞.

Оскiльки a > 0, траєкторiї ξ(t) i ξ+(t) мають iнтервали лiнiйного
росту (серед них є як завгодно малi, бо λ =∞) зi знесенням a−1.

Пiсля замiни iα = r кумулянту k(r) можна записати так

k(r) = ra+

∫ ∞
0

(
e−rx − 1

)
Π(−dx). (3.243)

На основi рiвняння (3.6) та спiввiдношень (3.224) встановлюється

Теорема 3.13. Для неперервного зверху процесу з кумулянтою
(3.242) при m ≥ 0 кумулянта T (x) — однорiдного монотонного про-
цесу визначається формулами (3.225) з характеристиками Левi

γ =
1

a
, N(y) = −1

a

∫ ∞
0

P
{
τ+(x) > y

}
Π(−dx), y > 0. (3.244)

Якщо m < 0, тодi lims→0 ρ+(s) = ρ+ > 0, T (s, 0) = P {ξ+(θs) > 0} =
q+(s) > 0, а умовна генератриса T (x) визначається спiввiдношен-
ням

T̂ (s, x) = E
[
e−sT (x) |T (x) <∞

]
= exk̂T (−s), x ≥ 0,

k̂T (−s) = ρ+ − ρ+(s) = (3.245)

= − s
a
− 1

a

∫ ∞
0

(
e−sy − 1

)∫ ∞
0

Π(−dx) dP
{
y < τ+(x)<∞

}
.
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Доведення. З рiвняння Лундберга (3.6) випливає, що

−aρ+(s) =

∫ ∞
0

(
e−ρ+(s)x − 1big)Π(−dx)− s. (3.246)

Враховуючи, що при m ≥ 0

Ee−sτ
+(x) = e−ρ+(s)x =

∫ ∞
0

e−sy dP
{
τ+(x) < y

}
, x > 0,

з (3.246) одержимо спiввiдношення для kT (−s) = −ρ+(s) в “куму-
лянтнiй” формi

−ρ+(s) = − s
a

+
1

a

∫ ∞
0

(
e−sy − 1

) ∫ ∞
0

dP
{
τ+(x) < y

}
Π(−dx).

Порiвнюючи (3.246) та (3.225) легко отримати спiввiдношення для
характеристик Левi γ та N(y) в (3.244). При λ < ∞ можна переко-
натися в iдентичностi (3.234) та (3.244).

При m < 0 для умовної генератриси T (x) аналогiчно встанов-
люється спiввiдношення (3.245) з мiрою Левi для k̂T (−s), яка дещо
вiдрiзняється вiд (3.244),

N̂(y) = −1

a

∫ ∞
0

P
{
y < τ+(x) <∞

}
Π(−dx), y > 0, (3.247)

N̂ ′(y) = −1

a

∫ ∞
0

∂

∂y
P
{
τ+(x) < y | τ+(x) <∞

}
e−ρ+xΠ(−dx).

Процес броунiвського руху. Для стандартного вiнерiвського
процесу в [93] показано, що T (x) = τ+(x) (x > 0) є стiйким проце-
сом по x з параметром стiйкостi α∗ = 1/2. Для довiльного процесу
броунiвського руху доведемо бiльш загальне твердження.

Теорема 3.14. Нехай ξ0(t) = at+σw(t) (±a ≥ 0, σ > 0). Генератриса
T (x) = τ+(x) = inf {t > 0 : ξ0(t) > x} при a ≥ 0 визначається так

T (s, x) = Ee−sτ
+(x) = exkT (−s), x ≥ 0, (3.248)

kT (−s) = −ρ+(s) =

∫ ∞
0

(
e−sx − 1

)
dNa(x).

При цьому для a = 0

N0(x) = − 2

σ

1√
2πx

= − 1

σ

√
2

πx
, x > 0, (3.249)
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Na(x) = N0(x) exp

{
−a

2x

2σ2

}
+

2a

σ2
Φ0

(
a
√
x

σ

)
, a > 0, (3.250)

Φ0(x) =
1

2π

∫ ∞
x

e−
z2

2 dz (x > 0) .

Якщо a < 0, тодi умовна генератриса T (x) визначається так

T̂ (s, x) = E
[
e−sT (x) |T (x) <∞

]
= exk̂T (−s), x ≥ 0 (3.251)

з кумулянтою

k̂T (−s) = ρ+ − ρ+(s) =

∫ ∞
0

(
e−sx − 1

)
dN̂a(x),

N̂a(x) = N0(x)e−
a2x
2σ2 +

2|a|
σ2

Φ0

(
|a|
√
x

σ

)
, x > 0. (3.252)

Доведення. Коренi рiвняння Лундберга ±ρ±(s)

2ar + σ2r2 = 2s : ρ+(s) =
1

σ2

(√
a2 + 2sσ2 ∓ a

)
> 0

визначають генератриси для τ±(±x) (x > 0). Розглянемо випадки:

1. При a ≥ 0 для додатного кореня має мiсце зображення

−ρ+(s) = − 2s

a+
√
a2 + 2sσ2

−→
s→0

0. (3.253)

2. При a < 0 ρ+(s) −→
s→0

ρ+ > 0 подiбне зображення має мiсце для

ρ+ − ρ+(s) = k̂T (−s) = − 2s

|a|+
√
a2 + 2sσ2

−→
s→0

0. (3.254)

Зауважимо, що однотипна залежнiсть kT (−s) та k̂T (−s) вiд s в (3.253)
та (3.254) обумовить подiбнiсть по x правих частин в (3.250) та (3.252)
(при a > 0 та a < 0, вiдповiдно).

Спочатку розглянемо a ≥ 0. Для процесу ξ0(t) характеристики
Левi в (3.225) визначаються умовами: γ = 0,

∫∞
0
xdNa(y) <∞, тому

ρ+(s) =

∫ ∞
0

(
1− e−sy

)
dNa(y) = s

∫ ∞
0

|Na(y)|e−sydy.
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Якщо позначити ña(s) =
∫∞

0
|Na(x)|e−sxdx, тодi згiдно з (3.253)

ρ+(s) = sña(s), ña(s) =

(
a

2
+

√
a2

4
+
σ2s

2

)−1

. (3.255)

Пiсля замiни p = a2/4 + sσ2/2
(
s = 2p/σ2 + a2/(2σ2)

)
перетворення

Лапласа для |Na(x)| зводиться до функцiї

f̃(p) =
1

c+
√
p

=

∫ ∞
0

e−pxf(x)dx. (3.256)

Шляхом обернення (3.256) вiдносно p згiдно з таблицями для пере-
творень Лапласа (див. [82, с. 210]) знаходимо

f(x) =
1√
πx
− ae− a

2x
4 Φ0

(
a

√
x

2

)
, x > 0. (3.257)

Пiсля замiни s = 2p/σ2 + a2/(2σ2) одержимо

ña(s) =

∫ ∞
0

|Na(x)|e−
2px

σ2
+ a2x

2σ2 dx. (3.258)

Пiсля пiдстановки y = 2x/σ2 права частина в (3.256) набуває вигляду

σ2

2

∫ ∞
0

∣∣∣∣Na(σ2y

2

)∣∣∣∣ e a24 ye−pydy = f̃(p). (3.259)

Звiдки згiдно з (3.257) знаходимо

σ2

2

∣∣∣∣Na(σ2y

2

)∣∣∣∣ e a2y4 =
1
√
πy
− ae

a2y
4 Φ0

(
a

√
y

2

)
, (3.260)∣∣∣∣N0

(
σ2y

2

)∣∣∣∣ =
2

σ2

1
√
πy
, y > 0, a = 0, (3.261)∣∣∣∣Na(σ2y

2

)∣∣∣∣ =
2

σ2

1
√
πy
e−

a2y
4 − 2a

σ2
Φ0

(
a

√
y

2

)
, a > 0. (3.262)

Повертаючись до змiнної x = σ2y/2, переконуємося у справедливос-
тi (3.249) та (3.250). Зауважимо, що при a = 0

|N0(x)| =
∫ ∞
x

dN(dy) =
1

σ

√
2

πx
, x ≥ 0



3.5. Кумулянтне зображення кореня Лундберга . . . 165

є iнтегральною мiрою Левi стрибкiв стiйкого процесу з показником
стiйкостi α∗ = 1/2. При a 6= 0 мiра |Na(x)| =

∫∞
x
dNa(y) виражається

через |N0(x)| та хвости нормального розподiлу (див. (3.250), (3.252)).
Якщо a < 0, тодi ρ+(s)→ ρ+ i T (x) має невласний розподiл:

P
{
τ+(x) <∞

}
= P

{
ξ+ > x

}
= e−ρ+x < 1, x < 0.

Як i ранiше, умовна генератриса T (x) має показникову форму

T̂ (s, x) =
T (s, x)

P {T (x) <∞}
= ek̂T (−s)x,

де кумулянта k̂T (−s) = ρ+ − ρ+(s) має зображення (3.254), подiбне
до (3.253). З (3.254) випливає, що Na(x) в (3.252) виражається за
допомогою (3.260)–(3.262) пiсля замiни a на |a|. Таким чином теорема
доведена.

Стiйкий напiвнеперервний зверху процес з α∗ ∈ (0, 1). Роз-
глянемо спочатку процес ξ(t) = ξ∗(t) + t, де ξ∗(t) вiд’ємний стiйкий
процес з показником стiйкостi α∗ = 1/2 та N∗(x) =

∫ x
−∞Π(dy) =√

2(π|x|)−1/2 (x < 0). Кумулянта ξ(t) має вигляд

ψ(α) = iα−
√

2|α|, k(r) = r −
√

2|r|. (3.263)

За теоремою 3.1 (див. (3.10)) при r > 0 корiнь ρ+(s) рiвняння (3.6):

r −
√

2r = s, s > 0
(
ρ+(s) −→

s→0
ρ+ = 2

)
(3.264)

визначає генератрису ξ+(θs) (ξ+, оскiльки m = −∞ < 0)

Ee−zξ
+(θs) =

ρ+(s)

ρ+(s) + z
, Ee−zξ

+

=
ρ+

ρ+ + z
. (3.265)

Щоб одержати кумулянтне зображення −ρ+(s), позначимо генера-
трису гамма-розподiлу з параметрами α = β = 1/2:

ϕ0(s) =
1√

1 + 2s
=

∫ ∞
0

e−sydΓ 1
2
(x), (3.266)

Γ 1
2
(x) = Γα,β(x)

∣∣
α=β=1/2

, x > 0,

Γ 1
2
(x) =

1√
2π

∫ x

0

y−1/2e−y/2dy,

Γ′1
2
(x) =

1√
2π
x−1/2e−x/2, x > 0.
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Теорема 3.15. Нехай ξ(t) — стiйкий напiвнеперервний зверху про-
цес з кумулянтою (3.263). Тодi умовна генератриса T (x) = τ+(x)
визначається експоненцiйним зображенням при α∗ = 1/2

T̂ (s, x) =
T (s, x)

T (s, 0)
= E

[
e−sT (x) |T (x) <∞

]
=

= exk̂T (−s), x > 0, (3.267)

з кумулянтою k̂T (−s) = ρ+ − ρ+(s)

k̂T (−s) = −s+

∫ ∞
0

(
e−sy − 1

)
dN̂(y), γ = 1, ρ+ = 2, (3.268)

N̂(y) = Γ 1
2
(y)− 2Γ′1

2
(y), Γ 1

2
(y) = 1− Γ 1

2
(y),

N̂ ′(y) =
y−

3
2 e−

y
2

√
2π

.

Якщо ξ(t) = at + ξ∗(t) (a > 0, ξ∗(t) ≤ 0 з Π(dx) = c1|x|−1−α∗dx,
x < 0, c1 > 0), тодi згiдно з (3.245) γ = 1/a i на основi формули
двоїстостi (3.72) встановлюється, що при α∗ ∈ (0, 1)

N̂ ′(y) =
c1

ayE+(ξα∗(y)eρ+ξ(y))
,

E+f(ξ(y)) = Ef(ξ(y))1Iξ(y)>0. (3.269)

Доведення. Рiвняння (3.264) зводиться до квадратного

r2 − 2(s+ 1)r + s2 = 0, Ds = 4 (1 + 2s) > 0.

Корiнь r1(s) = ρ+(s) = s+ 1 +
√

1 + 2s −→
s→0

ρ+ = 2 > 0 (m = −∞ < 0)
визначає

Ee−zξ(θs) =
ρ+(s)

ρ+(s) + z
та Ee−zξ

+

=
ρ+

ρ+ + z
,

P
{
ξ+ > x

}
= e−ρ+x, ρ+ − ρ+(s) = −s+

(
1−
√

1 + 2s
)
,∫ ∞

0

(
e−sx − 1

)
dN(x) = 1−

√
1 + 2s = − 2sϕ0(s)

1 + ϕ2
0(s)

. (3.270)
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Пiсля iнтегрування частинами в (3.270) одержимо перетворення Ла-
пласа для |N(y)|∫ ∞

0

e−sy|N(y)|dy = ϕ0(s)

(
2 +

1

s

)
− 1

s
.

Пiсля обернення по s встановлюються формули для N̂(x) в (3.268).
З (3.268) випливає, що стрибки T (x) (як i полички сталостi ξ+(t))

мають мiру Левi, що визначається розподiлом (3.266). Iз (3.247) ви-
пливає, що в умовах теореми 3.15 згiдно (3.72)

∂

∂y
P
{
τ+(x) < y, τ+(x) <∞

}
=

=
xe−ρ+x

y

∂

∂x
P
{
ξ(y) < x | ξ+ > x

}
. (3.271)

Отже γ = 1 i для N̂ ′(y) (див. (3.247)) одержуємо таку ймовiрнiсну
iнтерпретацiю

√
2πyN̂ ′(y) =

∫ ∞
0

e−ρ+x√
x
dP
{
ξ(y) < x | ξ+ > x

}
= (3.272)

= E+

[
e−ρ+ξ(y)√

ξ(y)
| ξ(y) < ξ+

]
=

1

E+

[√
ξ(y)eρ+ξ(y)

] .
Аналогiчно доводиться (3.269) для довiльного α∗ ∈ (0, 1).

Приклад 3.12. Нехай ξ(t) = ξ∗(t)− S(t), де ξ∗(t) — довiльний стiй-
кий процес без знесення з α∗ = 1/2 i Π(dx) = c1|x|−3/2dx, x < 0,
S(t) =

∑
k≤ν(t) ξk — складний пуассонiвський з показниково розпо-

дiленими стрибками ξk > 0. Кумулянта ξ(t) має вигляд

ψ(α) =
iα

c− iα
− C|α|1/2, C =

√
2πc1, c, c1 > 0, (3.273)

k(r) = ψ(−ir) =
r

c− r
− C

√
|r|,

Eξ(1) = Eξ∗(1) +
1

c
= −∞ < 0.

Процес ξ(t) майже напiвнепервний зверху, тому легко визначити
ϕ+(s, α), T (s, x), якщо знайти корiнь ρ+(s) рiвняння (3.81).
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В iснуваннi кореня ρ+(s) при s = 0 легко переконатися графiчним
способом. Розглянемо двi функцiї: y1 = r

c−r , y2 = C
√
r, графiки яких

перетинаються при 0 < r < c i абсциса точки перетину визначає
значення ρ+ > 0.

Так само при достатньо малих s > 0 корiнь ρ+(s) > 0 рiвняння
r/(c−r)−C

√
r = s, 0 ≤ r < c визначається точкою перетину кривих:

y1 =
r

c− r
− s, y2 = C

√
r; 0 ≤ r < c.

За лемою 3.3 корiнь ρ+(s) = cp+(s) ≤ c i визначає

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
, T (s, x) = q+(s)e−ρ+(s)x, x ≥ 0.

Для цього процесу m = −∞ < 0, тому для нього слiд розглянути
умовну генератрису для T0(x) = τ+(x) − τ+(0), яка згiдно з (3.239)
має показникову форму, при цьому для k̂T0(−s) = ρ+ − ρ+(s) має
мiсце зображення

k̂T0
(−s) = c (π(s)− π(0)) , π(s) = Ee−sτ

+(0)1Iτ+(0)<∞, (3.274)

π(0) = q+ < 1,

ρ+(s) = c (π(0)− π(s)) + ρ+ = c (1− π(s)) < 1 ∀ s.

Рiвняння Лундберга (3.81) при C =
√

2 i s → 0 зводиться до
квадратного: 2r2− (4c+ 1)r+ 2c2 = 0, з дискримiнантом D0 = 8c+ 1.
Корiнь r = ρ+ ∈ (0, c), що визначає Ee−zξ+ = p+(c + z)(ρ+ + z)−1,
має вигляд ρ+ = 4c+1−

√
D0

4 (при c = 1: ρ+ = p+ = 1/2; при c = 3:
ρ+ = 3p+ = 2; при c = 6, ρ+ = 6p+ = 9/2, p+ = 3/4; при c = 10:
ρ+ = 10p+ = 8, p+ = 4/5; при c = 15: ρ+ = 15p+ = 25/2, p+ = 5/6).

Зауважимо, що корiнь ρ+(s) > 0 рiвняння Лундберга грає визна-
чальну роль лише для напiвнеперервних та майже напiвнеперервних
процесiв (див. формули (3.224)). В iнших випадках рiвняння (3.81)
може й не мати розв’язкiв, а якщо вони й iснують, то цi розв’язки не
можуть повнiстю визначати нi генератрису T (s, x), нi х.ф. ϕ+(s, α).
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3.6 Деякi зауваження про узагальнення
формули Полячека–Хiнчина

Щодо використаної в теоремi 2.4 (при доведенi (2.30) i (2.33)) умови
P {τ+(0) = γ+(0) = 0}, слiд вiдзначити, що

P
{
τ+(0) = 0

}
= 0⇐⇒ P

{
τ+(0) > 0

}
= 1. (3.275)

Тодi за означенням γ+(0) = ξ(τ+(0)) = 0 з ймовiрнiстю 1. Це означає,
що

P
{
τ+(0) = 0, γ+(0) = 0

}
= 0. (3.276)

Саме при умовi (3.276) з другої факторизацiйної тотожностi виво-
дяться формули зв’язку (2.30), (2.33) мiж розподiлами {τ+(0), γ+(0)}
та ξ+(θs).

Спочатку сформулюємо лему, в якiй з’ясовуються умови, коли
P {τ+(0) = 0} = 0 або 1, коли ξ+ має власний розподiл. Воно базу-
ються на результатах роботи Б.А. Рогозiна [106] (див. також теоре-
ми 2.1 та 2.3 в [14]).

Лема 3.6. Якщо для процесу ξ(t) виконується умова

J =

∫ 1

0

t−1P {ξ(t) > 0} dt<∞, тодi P
{
τ+(0)=0

}
= 0. (3.277)

Це має мiсце для процесiв з обмеженою варiацiєю у таких випадках

1.
∫
|x|≤1

|x|Π(dx) <∞, коефiцiєнт знесення a < 0,

2.
∫ 0

−1
|x|Π (dx) <∞,

∫ 1

0
Π(dx) <∞, a < 0.

Якщо J =∞, тодi P {τ+(0) <∞} = 1 i це має мiсце у випадках

1. процес ξ(t) має необмежену варiацiю;

2. процес ξ(t) має обмежену варiацiю i a > 0.

За теоремою 2.1 (див. [14, c. 123]) P {ξ+ <∞} = 1, тодi i тiльки
тодi, коли

J ′ =

∫ ∞
1

t−1P {ξ(t) > 0} dt <∞. (3.278)



170 Роздiл 3. Функцiонали для напiвнеперервних процесiв

Якщо для процесiв з обмеженою варiацiєю
∫ 1

0
Π(dx) =

∫ 0

−1
Π(dx) =

∞, з наведеного в [106] прикладу випливає, що можливi випадки як
J <∞ так i J =∞. А саме для процесу ξ(t) = ξ1(t)− ξ2(t), де ξ1,2(t)
монотонно неспаднi стiйки процеси без знесення з параметрами стiй-
костi 0 < α, β < 1 у випадку α < β < 1 : J <∞, а для 0 < β ≤ α < 1
J =∞.

Зауважимо, що для наведеного прикладу з [106] в [14, с. 129] за-
мiсть Π(dx) слiд читати Π(x), а саме

Π(x) =

{
−x−α, x > 0,

|x|−β x < 0.

Вiдповiдно нижче у 6-му рядку має бути

Π1(dx) = 1I{x>0}αx
−α−1dx, Π2(dx) = 1I{x>0}βx

−β−1dx,

а у 8-рядку — ξ1(t)t
1
α − ξ2(t)t

1
β .

Теорема 3.16. Нехай ξ(t) процес зi стрибками довiльного знаку i
кумулянтою

ψ(α) = iαa+

∫ ∞
−∞

(
eiαx − 1

)
Π(dx), (3.279)∫

|x|≤1

|x|Π(dx) <∞.

Тодi спiльна генератриса пари {τ+(0), γ+(0)} визначається спiввiд-
ношенням

f+(s, z) = E
[
e−zγ

+(0)−sτ+(0), τ+(0) <∞
]

=

= E
[
e−zγ

+(0), ξ+(θs)
]

= 1− p+(s)

ϕ+(s, iz)
,

p+(s) = P
{
ξ+(θs) = 0

}
, (3.280)

i дограничне узагальнення формули Полячека–Хiнчина (s > 0) ви-
значає генератрису ξ+(θs)

Ee−zξ
+(θs) =: ϕ+(s, iz) =

p+(s)

1− q+(s)g̃s(z)
, (3.281)

g̃s(z) = E
[
e−zγ

+(0) | ξ+(θs) > 0
]
,
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де згiдно з формулою Спiтцера (див. теорему 2.2) p+(s) визнача-
ється спiввiдношенням

p+(s) = lim
z→∞

ϕ+(s, iz) = exp

{
−
∫ ∞

0

e−stt−1P {ξ(t) > 0} dt
}
.

При m = Eξ(1) < 0 генератриса ξ+ визначається граничним уза-
гальненням формули Полячека–Хiнчина

Ee−zξ
+

=
p+

1− q+g̃0(z)
, g̃0(z) = E

[
e−zγ

+(0) | ξ+ > 0
]
, (3.282)

p+ = exp

{
−
∫ ∞

0

t−1P {ξ(t) > 0} dt
}
> 0.

Доведення. В доведеннi обмежимося лише зауваженням, що збiж-
нiсть iнтегралiв в (3.277), (3.278) гарантує збiжнiсть iнтегралу в екс-
понентi для p+.

Для процесiв ξ(t) з необмеженою варiацiєю

P
{
ξ+(t) = 0

}
= 0 ∀ t > 0, тобто P

{
τ+(0) = 0

}
= 1.

Отже умова (3.276) не виконується i p+(s) = 0. Крiм того, (див. (2.30))

f+(s, z) = E
[
e−zγ

+(0), ξ+(θs) > 0
]

= q+(s), g̃s(0) = 1.

Таким чином права частина (3.281) (як i в (3.282) при m < 0) є
невизначенiстю типу 0

0 .

Наступнi два твердження встановлюються на основi результатiв
§ 3.1 для напiвнеперервних знизу процесiв та § 3.2 — для майже
напiвнеперервних знизу процесiв. Згiдно з лемою 3.6 для процесiв у
цих твердженнях виконується умова (3.275). Тому справедлива

Теорема 3.17. Для напiвнеперервних знизу процесiв ξ(t) з куму-
лянтою

ψ(α) = iαa+

∫ ∞
0

(
eiαx − 1

)
Π(dx), a < 0,∫

|x|≤1

|x|Π(dx) <∞ (3.283)
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спiльна генератриса {τ+(0), γ+(0)} визначається спiввiдношенням

f+(s, z) = q+(s)g̃s(z), g̃s(z) =
zΠ̃(z)− ρ−(s)Π̃(ρ−(s))

(z − ρ−(s)) Π̃(ρ−(s))
, (3.284)

q+(s) =
1

|a|
Π̃(ρ−(s)), Π̃(z) =

∫ ∞
0

e−zxΠ(x)dx,

Π(x) =

∫ ∞
x

Π(dy),

rs = −ρ−(s) < 0 — корiнь рiвняння Лундберга (3.6).
При m < 0 ρ−(s)→ 0, ρ′−(0) = 1

|m| , тодi з (3.284) випливає, що

E
[
e−zγ

+(0), ξ+ > 0
]

= lim
s→0

f+(s, z) = q+g̃0(z), (3.285)

g̃0(z) = E
[
e−zγ

+(0) | ξ+ > 0
]

= Π̃(z)/Π̃(0), q+(0) = Π̃(0)/|a|.

Генератриса ξ+(θs) визначається дограничним узагальненням фор-
мули Полячека–Хiнчина

ϕ+(s, iz) = p+(s)

[
1− q+(s)

zΠ̃(z)− ρ−(s)Π̃(ρ−(s))

(z − ρ−(s))Π̃(ρ−(s))

]−1

, (3.286)

Якщо λ = Π(0) <∞
(
Π(x) = λF (x), F (x) = P {ξ1 > x} , x > 0

)
, тодi

g̃s(z) =
zF̃ (z)− ρ−(s)F̃ (ρ−(s))

(z − ρ−(s))F̃ (ρ−(s))
, (3.287)

ϕ+(s, iz) =
p+(s)

1− q+(s)
zF̃ (z)− ρ−(s)F̃ (ρ−(s))

(z − ρ−(s))F̃ (ρ−(s))

,

F̃ (z) =

∫ ∞
0

e−zxF (x)dx, q+(s) =
λF̃ (ρ−(s))

|a|
.

Якщо m = Eξ(1) < 0, тодi вiдповiдно з (3.286) та (3.287) при s→ 0
випливає, що

Ee−zξ
+

= (3.288)
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=


p+

1− q+Π̃(z)/Π̃(0)
, q+ =

1

|a|
Π̃(0) при Π(0) =∞;

p+

1− q+F̃ (z)/F̃ (0)
, q+ =

λ

|a|
F̃ (0) =

λµ

|a|
при Π(0) <∞.

Останнє спiввiдношення в (3.288) є класичною формулою Полячека–
Хiнчина.

Аналогiчнi спiввiдношення встановлюються для схiдчастого май-
же напiвнеперервного знизу процесу. Такий процес можна розгля-
дати як суму двох монотонних процесiв вiдповiдно з додатними та
вiд’ємним стрибками

ξ(t) = ξ1(t) + ξ2(t), ξ1,2(t) =
∑

k≤ν1,2(t)

ξ′k (ξ′′k ) , (3.289)

F1(x) = P {ξ′k < x} , x > 0;

F2(x) = P {ξ′′k < x} = ebx (b > 0, x ≤ 0)

ν1,2(t) — незалежнi пуассонiвськi процеси з iнтенсивностями λ1,2 > 0

ϕ1(iz) = Ee−zξ
′
k = 1− zF̃1(z),

F̃1(z) =

∫ ∞
0

e−zxF 1(x)dx, ϕ2(α) =
b

b+ iα
.

Кумулянту цього процесу можна записати двома способами

ψ(α) = (3.290)

=


ψ1(α) + ψ2(α), ψ1(α) = λ1 (ϕ1(α)− 1) , ψ2(α) = − iαλ2

b+ iα
,

λ (ϕ(α)− 1) , λ = λ1 + λ2, ϕ(α) = pϕ1(α) + q
b

b+ iα
;

p = λ1/λ, q = λ2/λ, F (x) = pF 1(x).

Теорема 3.18. Для схiдчастого майже напiвнеперервного знизу
процесу ξ(t) з кумулянтою (3.290) спiльна генератриса {τ+(0),γ+(0)}
визначається спiввiдношенням

f+(s, z) = Ee−sτ
+(0)−zγ+(0)1Iτ+(0)<∞ = (3.291)

=
λ1

s+ λ

[
ϕ1(iz) + bq−(s)

zF̃ (z)− ρ−(s)F̃1(ρ−(s))

z − ρ−(s)

]
,
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q+(s) = f+(s, 0) =
λ1

s+ λ

[
1 + bq−(s)F̃1(ρ−(s))

]
,

rs = −ρ−(s) — корiнь рiвняння (3.81).
При m < 0 i s→ 0 з цих спiввiдношень випливає, що

f+(0, z) = E
[
e−zγ

+(0), ξ+ > 0
]

=
λ1

λ

[
ϕ1(iz) + bF̃1(z)

]
, (3.292)

q+ = p
[
1 + bF 1(0)

]
, F 1(0) = µ1 = Eξ′1.

Генератриса ξ+(θs) визначається дограничною формулою Поляче-
ка–Хiнчина

ϕ+(s, iz) =
p+(s)

1− f+(s, z)
=

p+(s)

1− q+(s)g̃s(z)
, (3.293)

g̃s(z) =
1

1 + bq−(s)F̃1(ρ−(s))
×

×

[
ϕ1(iz) + bq−(s)

zF̃1(z)− ρ−(s)F̃1(ρ−(s))

z − ρ−(s)

]
.

При m < 0 генератриса ξ+ визначається граничною формулою По-
лячека–Хiнчина

Ee−zξ
+

= p+

[
1− q+

ϕ1(iz) + bF̃1(z)

1 + bµ′1

]
, (3.294)

q+ = p (1 + bµ′1) , g̃0(z) =
ϕ1(iz) + bF̃1(z)

1 + bµ′1
, µ′1 = F̃1(0).

Незалежно вiд умов (3.275) або (3.277) на основi теореми 2.5 та
наслiдку 2.2 встановлюється твердження для загального випадку.

Теорема 3.19. Нехай ξ(t) — довiльний однорiдний процес з неза-
лежними приростами та кумулянтою

ψ(α) = iαa′ − α2σ2/2 +

∫ ∞
−∞

(
eiαx − 1− iαx1I|x|≤1

)
Π(dx), (3.295)(

a = a′ −
∫
|x|≤1

xΠ(dx) при
∫
|x|≤1

xΠ(dx) <∞

)
,

K(s, x) =

∫ 0

−∞
Π(x− y)dP−(s, y), k(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxK(s, x)dx.
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Тодi х.ф. ξ+(θs) визначається спiввiдношенням

ϕ+(s, α) =
1

1− iα (C∗(s) + s−1k(s, α))
, (3.296)

C∗(s) =

(2s)
−1
σ2P ′−(s, 0), σ > 0,

s−1p−(s) max{0, a}, σ = 0,

∫
|x|≤1

|x|Π(dx) < 0.

При σ = 0
∫
|x|≤1

|x|Π(dx) =∞: p−(s) = 0, C∗(s) = 0.
Якщо m < 0, тодi

ϕ+(iz) = Ee−zξ
+

= [1 + z (C∗(0) + k′(0, iz))]
−1
, (3.297)

zk′(0, iz) =

∫ ∞
0

(
1− e−zx

)
dM(x),

M(x) =

∫ 0

−∞
Π(x− y)dEτ−(x).

З наведеної теореми за умови напiвнеперервностi або майже на-
пiвнеперервностi (навiть при невиконаннi умови (3.275)) замiсть уза-
гальнення формул Полячека–Хiнчина одержуються iншi спiввiдно-
шення для ϕ+(s, iz) та ϕ+(iz) при m < 0.

Наслiдок 3.12. Нехай ξ(t) напiвнеперервний знизу процес з куму-
лянтою

ψ(α) = iαa′ − α2σ2/2 +

∫ ∞
0

(
eiαx − 1− iαx1I|x|≤1

)
Π(dx). (3.298)

Тодi при σ > 0:

P−(s, y) = eρ−(s)y, y < 0,

P ′−(s, 0) = ρ−(s), C∗(s) = σ2ρ−(s)/2s,

а при σ = 0:∫
|x|≤1

|x|Π(dx) <∞, a′ < 0, C∗(s) = 0;

−ρ−(s) — корiнь рiвняння Лундберга (3.6),

K(s, x) = ρ−(s)

∫ 0

−∞
Π(x− y)eρ−(s)ydy (x > 0) ,
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k(s, iz) =
ρ−(s)

ρ−(s)− z

[
Π̃(z)− Π̃(ρ−(s))

]
.

Отже, генератриса ξ+(θs) визначається спiввiдношенням

ϕ+(s, iz) =

[
1 + s−1zρ−(s)

(
σ2

2
+

Π̃(z)− Π̃(ρ−(s))

ρ−(s)− z

)]−1

. (3.299)

Якщо m < 0, тодi

ρ−(s) −→
s→0

0, ρ′−(0) = 1/|m|, dEτ−(x) =
dx

|m|
(x < 0) ,

C∗(0) =
σ2

2|m|
, zk′(0, iz) = Π̃(0)− Π̃(z) +

σ2

2|m|
(z > 0) .

Пiсля граничного переходу s→ 0 iз (3.299) випливає спiввiдношення
для генератриси для ξ+

ϕ+(iz) = Ee−zξ
+

=

[
1 + |m|−1

(
σ2

2
z + Π̃(0)− Π̃(z)

)]−1

.(3.300)

Позначимо через

kσ∗ (z) = − σ2

2|m|
z +

1

|m|

∫ ∞
0

(
e−zx − 1

)
Π(x)dx

кумулянту монотонного процесу ξσ∗ (t) з aσ∗ = σ2/(2|m|), Πσ
∗ (dx) =

Π(x)|m|−1dx, тодi формула (3.300) набуває вигляду

ϕ+(iz) = (1− kσ∗ (z))
−1 ⇒ ξ+ ·

= ξσ∗ (θ1). (3.301)

Аналогiчний наслiдок встановлюється для майже напiвнеперерв-
них знизу процесiв.

Наслiдок 3.13. Нехай ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес
з кумулянтою

ψ(α) = iαa+

∫ ∞
0

(
eiαx − 1

)
Π(dx) + λ1b

∫ 0

−∞

(
eiαx − 1

)
ebxdx,

a ≥ 0, b > 0,

∫ 1

0

xΠ(dx) <∞
(∫ 1

0

xΠ(dx) ≤ ∞
)
. (3.302)
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Тодi корiнь рiвняння (3.81) rs = −ρ−(s) < 0 визначає розподiл ξ−(θs)

P−(s, x) = q−(s)eρ−(s)x (x < 0) , ρ−(s) = bp−(s).

За наслiдком 3.11 (випадок б)) C∗(s) = ap−(s)/s > 0 при a > 0 i
згiдно з (3.186)

k(s, iz) =
ρ−(s)

ρ−(s)− z
[

(b− z) Π̃(z)− bq−(s)Π̃ (ρ−(s))
]
, (3.303)

а генератриса ξ+(θs) визначається спiввiдношенням

ϕ+(s, iz) = [1 + z (ap−(s)/s+ k(s, iz))]
−1
. (3.304)

Якщо m < 0, тодi ρ−(s) −→
s→0

0, q−(s)→ 1, ρ′−(0) = |m|−1,

zk′(0, iz) = (b|m|)−1
[
bΠ̃(0)− (b− z)Π̃(z)

]
, (3.305)

C∗(0) =
a

b|m|
.

Отже, пiсля граничного переходу при s→ 0 iз (3.304) випливає, що

ϕ+(iz) =
[
1 + (b|m|)−1 (

za+ bΠ̃(0)− (b− z)Π̃(z)
)]−1

. (3.306)

Якщо позначити a∗ = a
b|m| ,

Π∗(dx) =
1

b|m|
(Π(dx) + bΠ(x)dx) , x > 0,

тодi (3.306) набуває компактного вигляду

ϕ+(iz) =
1

1− k∗(z)
,

k∗(z) = −a∗z +

∫ ∞
0

(
e−zx − 1

)
Π∗(dx). (3.307)

Зауважимо, що наслiдок 3.13 є бiльш загальним твердженням,
нiж теорема 3.18, оскiльки в нiй λ = Π(0) <∞, a = 0.

Компактний запис (3.301) i (3.307) для генератриси ξ+ свiдчить
про те, що iснують монотонно неспаднi процеси ξσ∗ (t) та ξ∗(t) з вiд-
повiдними характеристиками Левi такi, що

ξ+=̇ξσ∗ (θ1), ξ+=̇ξ∗(θ1), P {θ1 > t} = e−t, t ≥ 0.
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Якщо для деяких випадкiв з теореми 3.19 та наслiдках 3.12, 3.13
умова (3.275) виконується, тодi з вiдповiдних спiввiдношень для ге-
нератрис ξ+(θs) та ξ+ випливають догранична та гранична формула
Полячека–Хiнчина.

Застосуємо результати теореми 3.17 до напiвнеперервного знизу
процесу ξ(t) = ξ1(t)−Ct (C > 0), де ξ1(t) гамма-процес з додатними
стрибками. Монотонно неспадний процес ξ1(t) називається гамма-
процесом, якщо його кумулянта у формi Левi визначається насту-
пним чином

k1(r) =

∫ ∞
0

(
e−rx − 1

)
ax−1e−bxdx = −a ln

(
1 +

r

b

)
, a, b > 0.

Зауважимо, що m1 = Eξ1(1) = a
b <∞, m = Eξ(1) = a

b − C.
Для спрощення викладу твердження, що встановлюється для про-

цесу ξ(t) = ξ1(t)− Ct на основi теореми 3.17, покладемо C = b = 1.

Наслiдок 3.14. Для напiвнеперервного знизу гамма-процесу з ку-
мулянтою

k(r) = r +

∫ ∞
0

(
e−rx − 1

)
ax−1e−xdx = r − a ln (1 + r) (3.308)

генератриса ξ−(θs) визначається коренем рiвняння Лундберга ρ−(s)

r − a ln(1 + r) = s, (3.309)

при m = a− 1 > 0, a = e− 1 > 1 границя ρ−(s) −→
s→0

ρ− = a визначає

генератрису ξ−, тобто

Eezξ
−(θs) =

ρ−(s)

ρ−(s) + z
, Eezξ

−
=

ρ−
ρ− + z

при m > 0. (3.310)

Генератриса ξ+(θs) та умовна генератриса γ+(0) визначається спiв-
вiдношеннями

ϕ+(s, iz) = p+(s)
[
1− q+(s)g̃s(z)

]−1
,

g̃s(z) = E
[
e−zγ

+(0)|ξ+(θs)>0
]

=
ρ−(s) [ln(1+z)− ln(1+ρ−(s))]

(z − ρ−(s)) ln (1 + ρ−(s))
,

q+(s) =
a

ρ−(s)
ln(1 + ρ−(s)). (3.311)
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Якщо m = a−1 (a < 1), тодi ρ−(s)→ 0, q+(s) −→
s→0

q+ = a, p+ = 1−a,
i з (3.311) при s→ 0 випливає, що

ϕ+(iz) = Ee−zξ
+

=
1− a

1− az−1 ln(1 + z)
(0 < a < 1) , (3.312)

g̃0(z) = E
[
e−zγ

+(0) | ξ+ > 0
]

= z−1 ln(1 + z).

Доведення. В силу напiвнеперервностi знизу за теоремою 3.2 вста-
новлюється спiввiдношення (3.310). Для доведення iнших спiввiдно-
шень слiд обчислити iнтегральне перетворення Лапласа для Π(x) =∫∞
x
ay−1e−ydy, x > 0. Iнтегруванням частинами легко довести, що

Π̃(z) = a

∫ ∞
0

e−zx
∫ ∞
x

y−1e−ydy =

=
a

z

∫ ∞
0

y−1e−y
(
1− e−zy

)
dy =

a

z
ln(1 + z).

Для доведення дограничних спiввiдношень (3.311) достатньо пiд-
ставити знайденi значення Π̃(z) та Π̃(ρ−(s))

(
Π̃(z) →

z→0
Π̃(0) = a

)
в (3.284) та (3.286). При m = a− 1 < 0 (a < 1) (зауважимо, що a не
слiд плутати зi знесенням, яке в нашому випадку є C = 1) iз (3.288)
випливають спiввiдношення (3.312).

Приклад 3.13. Нехай ξ(t) = S(t) − t (C = 1) надлишковий процес
вимог з кумулянтою k(r) = λ(Eerξ1 − 1) − r (m1 = λµ1 − 1 < 0), а
ξ0(t) = S0(t) − t — процес з показниково розподiленими стрибками:
Ee−zξ

0
1 = a

a+z та iнтенсивнiстю λ0 > 0, a > 0.
Вважатимемо, що ξ0(t) i ξ(t) мають рiвнi першi два моменти:

mk = Eξ(1)k = m0
k = Eξ0(1)k, k = 1, 2.

Знайти ймовiрнiсть банкрутства для ξ0(t) в термiнах моментiв ξ(t),
яку можна вважати деяким наближенням для ймовiрностi банкрут-
ства процесу ξ(t) (подiбним до наближення Реньї, див. (3.23) в ле-
мi 3.2 з c = 1).

З умови mk = m0
k (k = 1, 2) випливає, що k′(0) = k′0(0), k′′(0) =

k′′0 (0), i виконується система двох рiвнянь, що визначає параметри
λ0 та a, тобтоλµ1 = λ0a

−1,

λµ2 = λ0
2

a2
,

⇒

λ0 = aλµ1,

λµ2 = 2λµ1a
−1 ⇒ a =

2µ1

µ2
.
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Рiвняння Лундберга для ξ0(t) (при s = 0)

k0(r) =:
λ0r

a− r
− r = 0

має коренi:

r0 = 0, r1 = ρ0
+ = a− λ0, a =

2µ1

µ2
.

Корiнь

ρ0
+ =

2µ1

µ2
(1− λµ1) =

2µ1|m1|
µ2

визначає розподiл ξ+
0 , а отже й iмовiрнiсть банкрутства для ξ0(t).

Оскiльки c = 1, ρ0
+ = p0

+ = P{ξ+
0 = 0}, то при u→∞

Ψ(u) ∼ Ψ0(u) = P{ξ+
0 > u} = q0

+e
−uρ0+ = q0

+e
− 2µ1|m1|

µ2
u, (3.313)

q0
+ = 1− p0

+, ξ+
0 = sup

0≤t<∞
ξ0(t), µk = Eξk1 , k = 1, 2.

Порiвнянням формул (3.23) i (3.313) легко помiтити їх подiбнiсть.

Приклад 3.14. Для процесу ξ(t) iз прикладу 3.9 записати P2(s, iα)
в (3.211) у зведенiй формi

P ∗2 (s,−µ) =
sP2(s,−µ)

a(C + ρ−(s))p−(s)
= µ2 + C1(s)µ+ C0(s),

C0 =
s

ap−(s)
, C1(s) = C0(s) +

2λbq−(s)

c+ ρ−(s)
.

За 2 ф.т. (за допомогою P ∗2 (s,−µ)) обчислити генератрису T̃ (s, µ, u)
i обернути її по u та µ. Звести генератрису ξ+(θs) до вигляду

Ee−µξ
+(θs) =

s(c+ µ)

ap−(s)P2(s,−µ)

i також обернути її по µ.



Роздiл 4

Граничнi задачi для
процесiв на iнтервалi

4.1 Потенцiал i резольвента для
напiвнеперервних процесiв

Розглянемо класичну задачу банкрутства (див. [21, § 10, приклад 1])
для простого випадкового блукання (a > 0, цiле)

S(a)
n = a+ Sn, Sn =

∑
k≤n

ξk, S0 = 0, p(z) = Ezξk = pz + qz−1.

S
(a)
0 = a визначає початковий капiтал гравця, ймовiрнiсть виграшу

якого на кожному кроцi гри позначимо p > 0. Нехай цiле b > 0 —
початковий капiтал 2-го гравця, ймовiрнiсть виграшу якого рiвна q

p+ q = 1, a+ b = B — цiле.

Нехай τ−a , τ+
b — моменти банкрутства вiдповiдно 1-го або 2-го гравця.

S
(a)
n описує виграш 1-го гравця на n-му кроцi гри. Гра закiнчується

при першому досягненнi рiвня B у момент τ+
b виграшом 1-го гравця,

або при першому досягненнi 0 у момент τ−a виграшом 2-го гравця.
Позначимо

pa = P{τ−a < τ+
b }, qb = P{τ+

b < τ−a }, pa + qb = 1,

iмовiрнiсть банкрутства 1-го або 2-го гравця.

181
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Нехай pn — iмовiрнiсть банкрутства з капiталом n (0 < n < B). За
формулою повної ймовiрностi встановлюється рекурентне рiвняння

pn = ppn+1 + qpn−1 (0 < n < B),

що зводиться до вигляду

q(pn − pn−1) = p(pn+1 − pn), p0 = 1, pB = 0 (0 < n < B). (4.1)

В умовах чесної гри (the fair play) p = q =
1

2

p1 − p0 = · · · = pn+1 − pn = c, pn = p0 + cn (0 ≤ n ≤ B).

З початкових умов визначається c = −B−1, тому

pn = 1− n

B
, pa = 1− a

B
, qb =

a

B
. (4.2)

При p 6= q з (4.1) випливає, що

qn
n∏
k=1

(pk − pk−1) = pn
n∏
k=1

(pk+1 − pk).

З урахуванням умов (4.1) пiсля спрощення одержимо рiвняння

pn+1 − pn =

(
q

p

)n
(p1 − 1),

розв’язок якого має вигляд

pn =

[(
p

q

)B
−
(
q

p

)n][(
q

p

)B
− 1

]
(0 ≤ n ≤ B);

отже шуканi ймовiрностi банкрутства

pa =

[
1−

(
p

q

)b][
1−

(
p

q

)B]−1

,

qb =

[
1−

(
q

p

)a] [
1−

(
q

p

)B]−1

. (4.3)
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При p > q вiдносно a згiдно (4.3)

qb ≈ 1−
(
q

p

)a
, pa ≈

(
q

p

)a
.

Це означає, що для вправного гравця (p > q) навiть iз меншим поча-
тковим капiталом шанси на банкрутство меншi нiж у другого грав-
ця. Рiзнi граничнi задачi для випадкових блукань та процесiв з н.п.
є узагальненнями розглянутої класичної задачi банкрутства. Такi
граничнi задачi виникають в теорiї СМО, й управлiння запасами та
теорiї ризику (див. [1, 34–42, 72–79, 95–100, 104, 105, 120, 122, 124, 125,
129–168,185–195,199–213,218–224]).

Одним з таких узагальнень є задача банкрутства для класичного
процесу ризику (див. приклад 1.9 i графiки для S

(a)
n та ξu(t), що

наводяться в кiнцi монографiї, та графiк 1)

ξu(t) = u+ Ct− S(t), C > 0, u > 0

S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, Eeiαξk = ϕ(α), ξk > 0, Eξ1 = µ1.

Позначимо момент першого виходу ξu(t) з iнтервалу (0, B) через

τB(u) = inf{t > 0 : ξu(t)∈(0, B)}, 0 < u < B, v = B − u,

τB(u)
·
=

{
τ+
B (u), ω ∈ A+ = {τ+(v) < τ−(−u)},
τ−B (u), ω ∈ A− = {τ−(−u) < τ+(v)}.

(4.4)

Згiдно з графiком для ξu(t) легко вгадати iнтерпретацiю τ±(·)
(див. (1.34)): τ−(−u) iнтерпретується як момент 1-го банкрутства,
τ+(v) iнтерпретується як момент, коли прирiст премiальної частини
капiталу вперше досягає значення v = B−u (весь резервний капiтал
досягає значення B).

Iмовiрнiстю виживання (the survival probability) для процесу ξu(t)
називається ймовiрнiсть

φ(u) = P{ξu(t) > 0,∀ t > 0};
Ψ(u) = φ(u) = 1− φ(u) = P{ξu(t) < 0 при деякому t > 0}.

(4.5)

Остання доповняльна до φ(u) iмовiрнiсть називається ймовiрнiстю
банкрутства (the ruin probability). Обидвi ймовiрностi в (4.5) вира-
жаються в термiнах розподiлу абсолютного мiнiмуму процесу ξ(t) :
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ξ− = inf
0≤t<∞

ξ(t). Якщо m = Eξ(1) < 0, тодi

φ(u) = P{ξ− < −u}, φ(u) = P{ξ− ≥ −u}. (4.6)

Основним об’єктом дослiдження для процесу ризику ξu(t), крiм
iмовiрностей (4.5), є генератриси моментiв 1-го виходу з (0, B) τB(u),
τ±B (u) (див. (4.4)).

Крiм класичного процесу ризику ξu(t) розглядаються модифiко-
ванi процеси ризику, що задаються за допомогою затримки та вiд-
биття ξu(t) вiд границi B > u. В теорiї систем обслуговування подi-
бними процесами описуються процеси чекання та вiртуальнi процеси
чекання. Порiвняльнi графiки таких процесiв у теорiї ризику i в те-
орiї систем обслуговування наводяться нижче (див. графiки 2, 5, 6
в кiнцi монографiї).

Розглянемо замiсть резервного процесу ризику

ξu(t) = u+ Ct− S(t), u > 0,

надлишковий процес ризику

ζ(t) = S(t)− Ct, C > 0, S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk,

i нагадаємо про деякi його граничнi функцiонали, якi мають свою
специфiчну iнтерпретацiю в теорiї ризику. В першу чергу, перестриб-
ковi функцiонали (зображенi на графiку 3) iнтерпретуються так:

τ+(u) як момент 1-го банкрутства;
γ+
u як остання вимога, що появилася в момент банкрутства;
γ+(u) — частина останньої вимоги, яка може бути сплаченою

страховою компанiєю; γ+(u) — неоплачувана частина останньої ви-
моги. γ+(u) ще iнтерпретується як резервний залишок страхової ком-
панiї безпосередньо перед банкрутством. Граничний функцiонал

Q(u,+∞)(t) =

∫ t

0

I{ζ(s) > u}ds

iнтерпретується як вiртуальний час перебування за [0, t] в станi бан-
крутства. Розподiл максимуму ζ+(t) (i абсолютного максимуму ζ+ =
lim
t→∞

ζ+(t))

φt(u) = P{ζ+(t) < u} iнтерпретується як iмовiрнiсть виживання
на скiнченному iнтервалi [0, t],
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Ψ(t, u) = φt(u) = P{ζ+(t) > u} — як iмовiрнiсть банкрутства на
скiнченному iнтервалi [0, t],

φ(u) = P{ζ+ < u} — як тотальна ймовiрнiсть виживання на
[0,+∞),

Ψ(u) = φ(u) = P{ζ+ > u} — як тотальна ймовiрнiсть банкрутства
на [0,+∞).

Для дослiдження розподiлу граничних функцiоналiв напiвнепе-
рервних процесiв В.С. Королюк у монографiї [84] розвинув метод
потенцiалу. (Застосування i подальше розвинення див. у його спiль-
них роботах з М.С. Братiйчуком та В.М. Шуренковим [16, 86–90], а
також [9–12, 71, 126–128].) Аналiз граничних задач на обмеженому
iнтервалi для напiвнеперервних пуассонiвських процесiв (i для гра-
тчастих напiвнеперервних випадкових блукань) ефективно здiйсню-
ється за допомогою використання потенцiалу та резольвенти про-
цесу. Щоб дати їх означення розглянемо неперервнi знизу процеси.
При цьому обмежимось випадком

∫ 1

0
xΠ(dx) < ∞ i нагадаємо, що

у випадку напiвнеперервностi рiвняння Лундберга (Ls) має єдиний
розв’язок ∓ρ∓(s) (ρ∓(s) →

s→0
ρ∓ ≥ 0), що визначає повнiстю одну з

компонент факторизацiї

ϕ∓(s, α) =
ρ∓(s)

ρ∓(s)± iα
, (ρ∓ > 0 при ±m > 0). (4.7)

Згiдно з результатами § 3.1 ∓ρ∓(s) є оберненими функцiями до
кумулянти k(r), яка в околi r = 0 задовольняє умову випуклостi
k′′(0) > 0.

k(r) = ψ(α)|iα=r (k(∓ρ±(s)) = s). (4.8)

Вказанi коренi ±ρ±(s) рiвняння Лундберга (Ls) використовують-
ся при визначеннi потенцiалу та резольвенти для напiвнеперервних
процесiв.

Дамо означення потенцiалу для неперервного знизу процесу ξ(t)
з кумулянтою

ψ(α) = iαa− σ2

2
α2 +

+

∫ ∞
0

(eiαx − 1 + iαxI{x ≤ 1})Π(dx), σ2 ≥ 0, (4.9)
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Означення 4.1. Потенцiал R(x), x > 0 неперервного знизу процесу
ξ(t) з кумулянтою (4.9) визначається iнтегральним перетворенням

R̃(α) =

∫ ∞
0

eiαxR(x)dx =
1

ψ(α)
, Imα > ρ− = ρ−(0). (4.10)

Наведемо основнi властивостi R(x) для неперервного знизу про-
цесу, обмежившись випадком, коли

∫
|x|≤1

|x|Π(dx) <∞.
1. Потенцiал R(x) задовольняє однорiдне iнтегро-диференцiальне

рiвняння при x > 0

L+R(x) =: aR′(x)− σ2

2
R′′(x) (4.11)

+

∫ ∞
0

[R(x− y)−R(x)]Π(dy) = 0, R(x) = 0, x < 0.

2. Згортка R(x) з функцiєю G(x) ∈ L1(R+)

U(x) =

∫ x

0

R(x− y)G(y)dy, x > 0

задовольняє неоднорiдне iнтегро-диференцiальне рiвняння

L+U(x) = G(x), x > 0, (4.12)
U(x) = 0, x < 0.

3. Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння з нульовою умо-
вою при x < 0

L+U(x) = G(x), x > 0; (4.13)

G(x) ∈ L1(R+), U(x) = 0, x < 0

має вигляд

U(x) = CR(x) +

∫ ∞
0

R(x− y)G(y)dy (x > 0), (4.14)

де C — деяка стала.

Означення 4.2. Нехай ξ(t) — неперервний зверху процес з куму-
лянтою (

∫ 0

−1
|x|Π(dx) <∞)

ψ(α) = iαa− σ2

2
α2 +

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π(dx). (4.15)
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Потенцiал R(x), x > 0 для ξ(t) визначається iнтегральним перетво-
ренням

R̃(α) =

∫ ∞
0

eiαxR(x)dx = ψ−1(−α), Imα > ρ+ = ρ+(0) (4.16)

(якщо в (4.15) σ2 = 0, тодi a < 0).

Потенцiал R(x) для неперервного зверху ξ(t) має аналогiчнi вла-
стивостi

1. R(x) задовольняє однорiдне iнтегро-диференцiальне рiвняння

L−R(x) =: aR′(x)− σ2

2
R′′(x) +

+

∫ 0

−∞
[R(x− y)−R(x)]Π(dy) = 0, x > 0. (4.17)

2. Згортка

U(x) =

∫ x

0

R(x− y)G(y)dy(x > 0), G(x) ∈ L1(R+)

задовольняє неоднорiдне рiвняння

L−U(x) = G(x), x > 0; U(x) = 0, x < 0. (4.18)

3. Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння з нульовою умо-
вою при x < 0

L−U(x) = G(x), x > 0; (U(x) = 0, x < 0). (4.19)

має вигляд

U(x) = CR(x) +

∫ x

0

R(x− y)G(y)dy(x > 0), C — стала. (4.20)

Означення 4.3. Резольвентою напiвнеперервного знизу (зверху)
процесу називається функцiя

Rs(x) =

∞∑
n=0

snR(n+1)∗(x), x > 0. (4.21)
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Наведемо основнi властивостi резольвенти Rs(x).
1. Rs(x) задовольняє iнтегро-диференцiальне рiвняння, що визна-

чається оператором (4.11) або (4.18),

L±Rs(x)− sRs(x) = 0, x > 0; Rs(x) = 0 при x < 0. (4.22)

2. Згортка, визначена при x > 0,

Us(x) =

∫ x

0

Rs(x− y)G(y)dy, G(x) ∈ L1(R+)

задовольняє неоднорiдне рiвняння

(L± − sI)Us(x) = G(x), x > 0, Us(x) = 0, x < 0. (4.23)

3. Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння з нульовою умо-
вою при x < 0

(L± − sI)Us(x) = Gs(x), x > 0, Us(x) = 0, x < 0, (4.24)

де Gs(x) ∈ L1(R+), має вигляд

Us(x) = CsRs(x) +

∫ x

0

Rs(x− y)Gs(y)dy, x > 0, (4.25)

з сталою Cs вiдносно x.
4. Iнтегральне перетворення резольвенти визначає символ опера-

тора:

L± − sI⇔ ψ(α)− s,

rs(α) :=

∫ ∞
0

eiαxRs(x)dx =
1

ψ(±α)− s
, Imα > ρ∓(s). (4.26)

5. a) Для неперервного знизу процесу з кумулянтою (4.9) для
резольвенти Rs(x) має мiсце зображення

Rs(x) = s−1ρ−(s)

∫ x

−0

eρ−(s)(x−y)dP+(s, y), x > 0, (4.27)

б) Для неперервного зверху процесу з кумулянтою (4.15) для
Rs(x) має мiсце зображення

Rs(x) = s−1ρ+(s)

∫ x

−0

eρ+(s)(x−y)dP{−ξ−(θs) < y}, x > 0. (4.28)
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Доведення властивостей Rs(x) та R(x) можна знайти в [84].
Зауважимо, що згiдно з (3.14) лише для напiвнеперервних проце-

сiв з обмеженою варiацiєю при x → +0 резольвента має ненульову
додатну границю

lim
x→+0

Rs(x) =
1

s
ρ±(s)p∓(s) =

1

|a|
> 0, R(+0) =

1

|a|
.

На основi (4.27) у випадку а) ((4.28) у випадку б)) можна знайти
значення потенцiалу R(x) за допомогою граничного переходу s→ 0.

Щоб знайти значення потенцiалу при m = a + Π̃(0) = 0 та σ = 0
у випадку неперервностi знизу процесу ξ(t), нагадаємо, що

Π(x) = Π+(x) =

∫ ∞
x

Π(dy), x > 0, Π̃(0) =

∫ ∞
0

Π(x)dx,

i позначимо функцiю вiдновлення H̃0(x) для послiдовностi

{ξ̃k}k≥1, Eeiαξ̃k = ϕ̃(α) =

∫ ∞
0

eiαxdF̃ (x),

H̃0(x) =

∞∑
k=0

F̃ ∗k(x), dF̃ (x) = Π̃(0)−1Π(x)dx, x > 0. (4.29)

Крiм того, для σ2 ≥ 0 (m = 0) позначимо через ξ0(t) монотонно
зростаючий процес з кумулянтою

ψ0(α) = iαa0 +

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π0(dx), (4.30)

a0 =
σ2

σ1

√
2
, Π0(dx) =

√
2

σ1
Π(x)dx, σ1 = Dξ(1), x > 0.

Аналогiчно у випадку неперервностi зверху ξ(t) при m = 0, σ = 0
позначимо

Π(x) = Π−(x) =

∫ x

−∞
Π(dy), Π̃(0) =

∫ 0

−∞
Π(x)dx, x < 0,

H̃0(x) =

∞∑
k=0

F̃ ∗k0 (x), dF̃0(x) =
Π(−x)

Π̃(0)
dx, x > 0. (4.31)
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Для σ2 ≥ 0 при m = 0 позначимо через ξ0(t) монотонно спадний
процес з кумулянтою

ψ0(α) = iαa0 +

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π0(dx), (4.32)

Π0(dx) =

√
2

σ1
Π(x)dx, a0 = − σ2

σ1

√
2

(ξ0(t)↘ при t↗∞)

Теорема 4.1. a) Для неперервних знизу процесiв з кумулянтою
(4.9) потенцiал визначається троїстим спiввiдношенням (x > 0)

R(x) = lim
s→0

Rs(x) =

=



|m|−1P{ξ+ < x}, m < 0,

ρ−e
ρ−x

∫ ∞
0

E[e−ρ−ξ
+(t), ξ+(t) < x]dt, m > 0,

√
2

σ1

∫ ∞
0

P{ξ0(t) < x}dt =

√
2

σ1
Eτ0(x), m = 0,

(4.33)

(ξ0(t) див. (4.30) при m = 0). При цьому для m < 0 згiдно (3.53)
ξ+ ·

= ξ∗(θ1), де ξ∗(t) монотонно зростаючий процес з кумулянтою

ψ∗(α) = iαa∗ +

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π∗(dx), (4.34)

a∗ =
σ2

2|m|
, Π∗(dx) =

Π(x)

|m|
dx.

Для m > 0 другий рядок в (4.33) виражається також через Eτ+(x):∫ ∞
0

E[e−ρ−ξ
+(t), ξ+(t) < x]dt =

∫ x

0

e−ρ−ydEτ+(y). (4.35)

Для m = σ2 = 0 R(x) можна виразити також через H̃0(x)

R(x) = Π̃(0)−1H̃0(x), x > 0. (4.36)

б) Для неперервних зверху процесiв з кумулянтою (4.15) потен-
цiал R(x) має троїсте зображення

R(x) = lim
s→0

Rs(x) =
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=



m−1P{−ξ− < x}, m > 0,

ρ+e
ρ+x

∫ x

0

e−ρ+ydEτ−(−y), m < 0,

√
2

σ1

∫ ∞
0

P{−ξ0(t) < x}dt =

√
2

σ1
Eτ0(−x), m = 0,

(4.37)

(ξ0(t) див. (4.32) при m = 0). При m > 0 згiдно з (3.48) ξ− ·
= ξ∗(θ1),

де ξ∗(t) монотонний спадний процес з кумулянтою ψ∗(α), що ви-
значається через a∗ = − σ2

2m , Π∗(dx) = Π(x)dx
m ,

ψ∗(α) = iαa∗ +

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π∗(dx). (4.38)

При m < 0∫ ∞
0

E[eρ+ξ
−(t),−ξ−(t) < x]dt =

∫ x

0

eρ+ydEτ−(−y), (4.39)

а при m = 0, σ = 0 R(x) можна виразити в термiнах H̃0(x)

R(x) = Π̃(0)−1H̃0(x), x > 0. (4.40)

Доведення. У випадку а) для m = 0 ρ−(s) → 0, ρ′−(0) = |m|−1,

|m| = |a| − Π̃(0), тому з (4.27) при s → 0 випливає перший рядок
в (4.33). За теоремою 3.3 iснує монотонно неспадний процес ξ∗(t) з
кумулянтою (4.31), що визначає ξ+ ·

= ξ∗(θ1), а при σ = 0

Eeiαξ
+

=
1

1− ψ∗(α)
=

|m|
|a| −

∫∞
0
eiαxΠ(x)dx

. (4.41)

Враховуючи, що
∫∞

0
eiαxΠ(x)dx = Π̃(0)ϕ̃(α) (m < 0, a < 0),

p+ = ma−1 = P{ξ+ = 0}, ϕ̃(α) =

∫ ∞
0

eiαxF (x)dx,

з (4.41) випливає формула Полячека–Хiнчина

Eeiαξ
+

=
p+

1− q+ϕ̃(α)
. (4.42)
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Це означає, що

ξ+ ·
=

∑
k≤ν̃(q+)

ξ̃k, P{ν̃(q+) = k} = p+q
k
+ (k ≥ 0).

При m > 0 ρ−(s) −→
s→0

ρ− > 0, тому з (4.27) при s→ 0 знаходимо

R(x) = lim
s→0

ρ−(s)

∫ x

−0

eρ−(s)(x−y)dy

∫ ∞
0

e−stP{ξ+(t) < y}dt

= lim
s→0

ρ−(s)

∫ x

−0

eρ−(s)(x−y)dy

∫ ∞
0

e−stP{τ+(y) > t}dt.

З першого рядка випливає середнiй рядок (4.33), а з другого — (4.35).
Оскiльки для неперервних знизу процесiв (див. наслiдок 3.3)

C∗(s) =
σ2

2s
ρ−(s),

k(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα

∫ ∞
0

(eiαx − e−ρ−(s))Π(x)dx

i при m = 0 ρ−(s) ≈
√

2s

σ1
, C∗(s) ≈

σ2

√
2sσ1

, тому згiдно (3.75) має

мiсце асимптотичне спiввiдношення

1√
s
ϕ+(s, α) ≈

[
− iα σ2

σ1

√
2
− ρ−(s)

s

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π(x)dx

]−1

.

Це означає, що згiдно з позначеннями в (4.30)

lim
s→0

1√
s
ϕ+(s, α) =

1

−ψ0(α)
, (4.43)

ψ0(α) = −iαa0 −
∫ ∞

0

(eiαx − 1)Π0(dx),

ψ0(α) — кумулянта монотонно зростаючого процесу ξ0(t), для якого

ϕ0(s, α) =: Eeiαξ
0(θs) =

s

s− ψ0(α)
(s > 0)

визначає щiльнiсть розподiлу

∂

∂x
P0{ξ0(θs) < x} = s

∂

∂x

∫ ∞
0

e−stP{ξ0(t) < x}dt



4.1. Потенцiал i резольвента для напiвнеперервних процесiв 193

вiдповiдно

ϕ0(s, α)

s
=

1

s− ψ0(α)
−→
s→0

1

−ψ0(α)
.

Крайнi члени останнього спiввiдношення визначають проiнтегрованi
щiльностi

∂

∂x

∫ ∞
0

e−stP{ξ0(t) < x}dt −→
s→0

(∫ ∞
0

P{ξ0(t) < x}dt
)′
x

.

Отже, на пiдставi (4.43) пiсля граничного переходу (s → 0) дово-
диться справедливiсть останнього рядка в (4.33), оскiльки

lim
s→0

ρ−(s)√
s

∫ x

−0

eρ−(s)(x−y) 1√
s
dP{ξ+(θs) < y} =

=

√
2

σ1

∫ x

0

dy

∫ ∞
0

P{ξ0(t) < y}dt =

√
2

σ1

∫ ∞
0

P{ξ0(t) < x}dt.

Якщо при m = 0 σ2 = 0, тодi ξ0(t) немає знесення i ψ0(α) можна
переписати так

ψ0(α) =
√

2σ−1
1 Π̃(0)

∫ ∞
0

(eiαx − 1)dF̃ (x).

Отже

1

−ψ0(α)
=

σ1√
2Π̃(0)(1− ϕ̃(α))

,
ρ−(s)√

s
→
s→0

√
2

σ1
.

Пiсля обернення вiдносно α одержимо щiльнiсть функцiї вiдновлен-
ня

1

−ψ0(α)
⇔ ∂

∂x
H̃0(x),

тому пiсля граничного переходу в (4.25) знаходимо, що

lim
s→0

Rs(x) =

√
2

σ1

∫ x

−0

σ1√
2Π̃(0)

dH̃0(y) = Π̃(0)−1H̃0(x),

тобто (4.36) доведено.
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Друга частина б) теореми доводиться аналогiчно, якщо врахува-
ти, що процес η(t) = −ξ(t) напiвнеперервний знизу i ξ−(t) = −η+(t).
Порiвнюючи поведiнку R(x) при x → ∞ для рiзнознакових значень
m, можна зробити такi висновки для випадку а).

При m < 0 потенцiал R(x) ≤ |m|−1 — обмежений. При m > 0

R(x) ≤ ρ−eρ−x
∫ ∞

0

Ee−ρ−ξ
+(t)dt,

отже R(x) при x → ∞ показниково зростає. При m = 0 i σ2 = 0
згiдно з (4.36) за теоремою вiдновлення R(x) лiнiйно зростає при
x→∞.

Приклад 4.1. Нехай ξ(t) = at + σw(t) (див. приклад 2.2 з σ = 1).
Знайти розподiл ξ±(θs) та резольвенту Rs(x). За теоремою 4.1 a)
знайти при a = 0 ψ0(α) — кумулянту процесу ξ0(t), що визначає
потенцiал R(x), б) кумулянту ψ∗(t) процесу ξ∗(t), що визначає роз-
подiл ξ+.

Як i в прикладi 2.2 з рiвняння Лундберга (Ls) знаходимо коренi
ρ±(s) = (

√
2sσ2 + a2 ∓ a)(σ)−2, якi визначають розподiли ξ±(θs)

P+(s, x) = e−ρ+(s)x, x > 0, P−(s, x) = eρ−(s)x, x < 0.

Отже при x > 0

Rs(x) = ρ+(s)ρ−(s)s−1

∫ x

0

eρ−(s)(x−y)−ρ+(s)ydy =

=
2

σ2(ρ+(s) + ρ−(s))
(eρ−(s)x − eρ+(s)x).

Залежно вiд знаку m = a при s→ 0 одержимо

R(x) =



σ2

|a|

(
1− exp

{
−2|a|x

σ2

})
, a < 0,

σ2

a

(
exp

{
2ax

σ2

}
− 1

)
, a > 0,

2σ−2x, a = 0.

(4.44)

При a = 0 ψ0(α) = a0iα, a0 = σ√
2
. Отже ξ0(t) = σ√

2
t (σ1 = σ).
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Згiдно з (4.33) при m = 0

R(x) =

√
2

σ

∫ ∞
0

I

{
t <

√
2

σ
x

}
dt =

2

σ2
x, a = 0, x > 0.

При a < 0 ψ∗(α) = iαa∗, a∗ =
σ2

2|a|
= ρ−1

+ . Згiдно з теоремою 3.3

ξ+ ·
= ξ∗(θ1) = ρ−1

+ θ1
·
= θρ+ .

Отже ξ+ — показниково розподiлена з параметром ρ+.

Приклад 4.2. Нехай ξ(t) = w(t)+S(t)− t — процес iз прикладу 3.3.
Читачевi пропонується на основi спiввiдношення (3.61) знайти Rs(x)
та R(x).

Далi покажемо, як у термiнах введених функцiй R(x) та Rs(x)
визначаються розподiли функцiоналiв блукання на обмеженому iн-
тервалi, яке описується класичним процесом ризику. Повернемось
до випадкового блукання на iнтервалi [0, B], що описується процесом
ξu(t) з вiдповiдними позначеннями функцiоналiв. Введемо узгодженi
з [84] позначення для генератрис Q±B(s, u) = E[e−sτ

±
B (u), A±]

QB(s, u) = E[e−sτ
−
B (u), A−], A− = {ω : τ−(−u) < τ+(v)},

QB(s, u) = E[e−sτ
+
B (v), A+], A+ = {ω : τ+(v) < τ−(−u)},

Q(B, s, u) = Ee−sτB(u) = QB(s, u) +QB(s, u), (4.45)

QB(u) = P{τ+(v) < τ−(−u)}, QB(u) = 1−QB(u).

Теорема 4.2 ( [84]). Для неперервного зверху процесу генератриса
в (4.45) визначаються спiввiдношеннями

QB(s, u) = Rs(u)R−1
s (B), 0 ≤ u ≤ B,

QB(s, u) = 1−QB(s, u)− s

[
Rs(u)

Rs(B)

∫ B

0

Rs(y)dy −
∫ u

0

Rs(y)dy

]
,

Q(B, s, u) = 1− s

[
Rs(u)

Rs(B)

∫ B

0

Rs(y)dy −
∫ u

0

Rs(y)dy

]
. (4.46)
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Вiдповiдно при s→ 0 знаходимо ймовiрностi банкрутства

QB(u) = P{ξu(τB(u)) ≥ B} =
R(u)

R(B)
,

QB(u) = 1−P{ξu(τB(u)) < 0} = 1− R(u)

R(B)
(0 < u < B),

EτB(u) =
R(u)

R(B)

∫ B

0

R(y)dy −
∫ u

0

R(y)dy. (4.47)

Доведення. Всi три генератриси в (4.45) задовольняють рiвняння
(4.21) з вiдповiдними граничними умовами. Зокрема QB(s, u) задо-
вольняє (4.21) з нульовою правою частиною i вiдповiдними умовами

(L− − sI)QB(s, u) = 0, u > 0,

QB(s,B) = 1, QB(s, u) = 0, 0 < u ≤ B. (4.48)

Тодi згiдно з (4.25) та (4.48) розв’язок рiвняння (4.21) має вигляд

QB(s, u) = CsRs(u), CsRs(B) = 1, Cs = R−1
s (B),

i 1-а формула в (4.46) доведена.
Для генератриси QB(s, u) виконується однорiдне рiвняння i вiд-

повiднi умови (L± див. (4.41), (4.17))

(L− − sI)QB(s, u) = 0, 0 < u < B,

QB(s,B) = 0, QB(s, u) = 1, u < 0. (4.49)

Щоб одержати нульову умову при u < 0 введемо функцiю

Q̃B(s, u) = 1−QB(s, u), (4.50)

для якої одержимо неоднорiдне рiвняння

(L− − sI)Q̃B(s, u) = −s, u > 0,

Q̃B(s, u) = 0, u < 0; Q̃B(s,B) = 1. (4.51)

Згiдно з властивiстю (4.25) рiвняння (4.51) має розв’язок

Q̃B(s, u) = CsRs(u)− s
∫ u

0

Rs(y)dy, 0 < u < B. (4.52)
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За другою умовою в (4.51) визначається

Cs =

(
1 + s

∫ B

0

Rs(y)dy

)
R−1
s (B).

Пiсля пiдстановки Cs в (4.52) одержимо спiввiдношення Q̃B , з якого
пiсля повернення до QB(s, u) випливає друга формула в (4.46). Iз
(4.46) при s→ 0 випливає (4.47).

Зауважимо, що згiдно з (4.28) проiнтегрованi резольвенти набу-
вають вигляду

Iu(s) =: s

∫ u

0

Rs(y)dy =

=

∫ u

0

ρ(s)

∫ y

−0

eρ(s)(y−z)dP{−ξ−(θs) < z}dy =

= ρ+(s)

∫ u

−0

dP{−ξ−(θs) < z}
∫ u

z

eρ+(s)(y−z)dy =

= sρ−1
+ (s)Rs(u)−P{−ξ−(θs) ∈ [0, u]}.

IB(s) = sρ−1
+ (s)Rs(B)−P{−ξ−(θs) ∈ [0, B]}.

З теорем 4.1 та 4.2 на основi останнiх спiввiдношень доводиться

Наслiдок 4.1. Для напiвнеперервного зверху процесу ризику ξu(t)
генератриси моментiв виходу з iнтервалу розподiл ξ−(θs) вира-
жаються спiввiдношеннями

P{ξ−(θs) ≥ −u} = sRs(u)ρ−1(s)− s
∫ u

0

Rs(y)dy, u ≥ 0,

QB(s, u) = P{ξ−(θs) < −u} −QB(s, u)P{ξ−(θs) < −B}, (4.53)

Q(B, s, u) = P{ξ−(θs) < −u}+QB(s, u)P{ξ−(θs) ∈ [−B, 0]},
P (B, s, u) = P{ξ−(θs) ≥ −u} −QB(s, u)P{ξ−(θs) ∈ [−B, 0]}.

Пiсля обернення середнiх двох спiввiдношень в (4.53) встанов-
люється, що

P{τ−B (u) < t} =

= P{ξ−(t) < −u} −
∫ t

0

P{ξ−(t− y) < −B}dP{τ+
B (u) < y},
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P{τB(u) < t} = (4.54)

= P{ξ−(t) < −u}+

∫ t

0

P{ξ−(t− y) ≥ B}dP{τ+
B (u) < y}.

Iмовiрнiсть банкрутства визначається троїстим спiввiдно-
шенням (вiдповiдно при m > 0, m = 0, m < 0)

QB(u) =


P{−ξ− < u}[P{−ξ− < B}]−1, 0 < u ≤ B, m > 0,

H̃0(u)H̃−1
0 (B), m = 0 (H̃0(u) див. (4.31)),

eρ+(u−B)

∫ u

0

e−ρ+ydEτ−(−y)
[ ∫ B

0

e−ρ+ydEτ−(−y)
]−1

.

(4.55)

Доведення. Перша формула в (4.53) випливає iз спiввiдношення для
Iu(s) i дає одне з важливих зображень розподiлу ξ−(θs) в термiнах
Rs(x), яке узгоджується з теоремою 1 в § 2.2 [84]. Пiсля пiдстанов-
ки значень Iu(s) та IB(s) в (4.46) одержуються останнi три спiв-
вiдношення в (4.53), якi є зручнiшими за (4.46), (4.47); з них легко
одержати спiввiдношення зв’язку мiж розподiлами τ±B (u) та ξ−(t).
Спiввiдношення (4.55) випливає з (4.37) та (4.46) при s → 0. За-
уважимо, що перша формула в (4.53) узгоджується з теоремою 2.1
(див. [86, с. 136]).

4.2 Факторизацiйнi тотожностi,
пов’язанi з розподiлом процесу
до виходу з iнтервалу

Нехай ξ(t) — однорiдний процес з кумулянтою ψ(α) та х.ф.

Eeiαξ(t) = etψ(α), Eeiαξ(θs) =
s

s− ψ(α)
.

Позначимо [x− T, x] — iнтервал довжини T > 0, 0 < x < T. Момент
1-го виходу ξ(t) (ξ(0) = 0) з iнтервалу позначимо

τ(x, T ) = inf{t > 0; ξ(t)∈ (x− T, x)}.

Для зручностi введемо позначення

A± = {ω : ±τ+(x) < ±τ−(x− T )},
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тодi

τ(x, T )
·
=

{
τ+(x) = τ+(x, T ), якщо ω ∈ A+,

τ−(x) = τ−(x, T ), якщо ω ∈ A−.

Позначимо х.ф. процесу до моменту 1-го виходу з iнтервалу

Vt(α, x) = E[eiαξ(t), τ(x, T ) > t], (4.56)

V (s, α, x) = s

∫ ∞
0

e−stVt(α, x, dt) = E[eiαξ(θs), τ(x, T ) > θs].

Для функцiй, заданих на обмеженому iнтервалi I

L(I) = {G(x) :

∫
I

|G(x)|dx <∞}

позначимо клас iнтегральних перетворень

R(I) =

{
g(α) :

∫
I

eiαxG(x)dx

}
,

R0(I) =

{
C +

∫
I

eiαxG(x)dx

}
.

Якщо R(R) — клас iнтегральних перетворень

R(R) =

{
f(α) :

∫
R

eiαxf(x)dx,

∫
R

|F (x)|dx <∞
}
,

R0(R) = {C + f(α)},

тодi проекцiйнi оператори [ ]I та [ ]0I визначаються так

[C + f(α)]I =

∫
I

eiαxF (x)dx,

[C + f(α)]0I = C +

∫
I

eiαxF (x)dx.

Очевидно, що V (s, α, x) ∈ R(I), I = [x− T, x], 0 < x < T.
Спiльну х.ф. для розподiлу пари {ξ(τ±(x, T )), τ±(x, T )} позначи-

мо

V±(s, α, x) = V±(s, α, x, T ) = E[eiαξ(τ
±(x,T )−sτ±(x,T )), A±], (4.57)
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V+(s, x, α) ∈ R([x,∞)), V−(s, x, α) ∈ R((−∞, x− T )).

Зв’язок мiж х.ф. (4.56) та (4.57) виражається за допомогою про-
екцiйних тотожностей Е.А. Печерського [103] в термiнах ϕ(s, α) та
ϕ±(s, α).

Теорема 4.3. Якщо ξ(t) — довiльний однорiдний процес з н.п. (ξ(0)=
0), тодi

V (s, α, x) = ϕ(s, α)[1− V+(s, α, x)− V−(s, α, x)]. (4.58)

При s > 0 мають мiсце проекцiйнi тотожностi зв’язку мiж V±
та V

V+(s, α, x) =

= ϕ−1
+ (s, α)[ϕ+(s, α)[1− V−(s, α, x)]][x,∞), Imα ≥ 0 (4.59)

V (s, α, x) =

= ϕ−(s, α)[ϕ+(s, α)(1− V−(s, α, x))](−∞,x], Imα = 0. (4.60)

Справедливi також аналогiчнi тотожностi

V−(s, α, x) = (4.61)

= ϕ−1
− (s, α)[ϕ−(s, α)(1− V+(s, α, x))](−∞,x−T ], Imα ≤ 0,

V (s, α, x) = (4.62)
= ϕ+(s, α)[ϕ−(s, α)(1− V+(s, α, x))][x−T,∞), Imα = 0.

Доведення. Обмежимося випадком, коли ξ(t) — схiдчастий процес,
для якого легко довести, що

E[eiαξ(t), τ(x, T ) > t] = Eeiαξ(t) − I+(t)− I−(t)

I±(t) = E[eiαξ(t), τ±(x, T ) < t,A±].

Пiсля нескладних перетворень встановлюється, що

I+(t) =

∫ t

0

E[eiα[ξ(t)−ξ(τ+(x,T ))]+iαξ(τ+(x,T )), τ+(x, T ) ∈ du,A+]

=

∫ t

0

E[eiα(ξ(t)−ξ(u))+iαξ(u), τ+(x, T ) ∈ du]

=

∫ t

0

e(t−u)ψ(α)E[eiαξ(u), τ+(x, T ) ∈ du].
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Аналогiчно доводиться, що

I−(t) =

∫ t

0

e(t−u)ψ(α)E[eiαξ(u), τ−(x, T ) ∈ du].

Пiсля iнтегрального перетворення Лапласа–Карсона, знаходимо, що

Ĩ±(s) = ϕ(s, α)V±(s, α, x),

V (s, α, x) = ϕ(s, α)− Ĩ1(s)− Ĩ2(s),

i, таким чином, (4.58) доведено.
Оскiльки V = ϕ(s, α)(1 − V−) − ϕ(s, α)V+, то пiсля пiдстановки

о.ф.т. в (4.58) неважко одержати спiввiдношення

ϕ(s, α)V+(s, α, x) = ϕ(s, α)(1− V−(s, α, x))− V (s, α, x),

ϕ+(s, α)V+(s, α, x) =

= ϕ+(s, α)(1− V−(s, α, x))− ϕ−1
− V (s, α, x). (4.63)

За лемою Вiнера ϕ±1
± (s, α) ∈ R0

±, тому з умови, що

ϕ−1
− (s, α)V ∈ R([−∞, x]), V ∈ R([x− T, x])

випливає, що [ϕ−1
− (s, α)V ][x,∞]≡0. Пiсля застосування операцiї [ ][x,∞)

до другої формули в (4.63) одержимо спiввiдношення

ϕ+(s, α)V+(s, α, x) = [ϕ+(s, α)(1− V−(s, α, x))][x,∞),

з якого випливає (4.59). З 1-ої формули в (4.63) випливає, що

V (s, α, x)ϕ−1
− (s, α) =

= ϕ+(s, α)(1− V−(s, α, x))− ϕ+(s, α)V+(s, α, x). (4.64)

Оскiльки

V ϕ−1
− ∈ R((−∞, x]), ϕ+V+ ∈ R([x,∞)),

то пiсля проектування з (4.64) випливає, що

V (s, α, x)ϕ−1
− (s, α) = [ϕ+(s, α)(1− V−(s, α, x))](−∞,x]

i, таким чином, (4.60) доведено. Тотожностi (4.61) та (4.62) анало-
гiчно виводяться iз спiввiдношення

ϕ(s, α)V−(s, α, x) = ϕ(s, α)(1− V+(s, α))− V (s, α, x).

Останнi тотожностi доведенi в [52].
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Для напiвнеперервних зверху (знизу) процесiв ξ(t)

ξ(τ+(x, T )) = x (ξ(τ−(x, T )) = x− T ), 0 < x < T,

тодi згiдно з 1-ою формулою в (4.46) (див. позначення (4.45))

V+(s, α, x, T ) = eiαxQT (s, x), QT (s, x) =
Rs(T − x)

Rs(T )
, (4.65)

(V−(s, α, x, T ) = eiα(x−T )QT (s, x), QT (s, x) =
Rs(x)

Rs(T )
).

Розподiл процесу ризику до момента 1-го виходу з iнтервалу [0, B]
визначається у наступному твердженнi.

Теорема 4.4. Для довiльного напiвнеперервного зверху процесу ξ(t)
(навiть тодi, коли ξ(t) має складову σw(t), σ > 0) мають мiсце
спiввiдношення (−u < x < v = B − u)

E[eiαξu(θs), τB(u) > θs] =

=
ρ(s)eiαu

ρ(s)− iα
[ϕ−(s, α)(1−QB(s, u)eiαv)][−u,v],

∂

∂x
P{ξu(θs) < x, τB(u) > θs} =

= sQB(s, u)Rs(B − x)− sRs(u− x)δ(u > x). (4.66)

Доведення. В силу (4.65) при переходi вiд ξ(t), до ξu(t) замiнимо
T = B, x = B − u. Тодi одержимо спiввiдношення

V (s, α,B − u,B) = E[eiαξ(θs), τB(u) > θs] = eiαv
Rs(u)

Rs(B)
,

пiсля пiдстановки якого в (4.62) знаходимо, що

E[eiαξu(θB(u)), τB(u) > θs] =

=
ρ(s)

ρ(s)− iα
[ϕ−(s, α)(1−QB(s, u)eiαv)][−u,∞).

Враховуючи, що лiва частина останньої формули належить до
R([−u, v]), з неї одержимо 1-у формулу в (4.66). Знайдемо обернення

1-го доданку
eiαuρ(s)

ρ(s)− iα
ϕ−(s, α), яке запишеться таким чином

I1(u, x) = ρ(s)

∫ min(0,x)

−u
e−ρ(s)(x−y)dP{ξ−(θs) < y} =
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=

∫ u

max[0,−x]

p+(s, x+ y)dP{−ξ−(θs) < y} =

= se−ρ(s)(x+u)Rs(u)− sRs(−x)δ(x < 0),(
p+(s, x) =

∂

∂x
P{ξ+(θs) < x} = ρ(s)e−ρ(s)y, y ≥ 0

)
.

Обернення 2-го доданку (без множника −QB(s, u)) має вигляд

I2(u, x) =

∫ x

−u
p+(s, x− y)dP{ηs < y}, ηs = ξ−(θs) + v.

Пiсля нескладних перетворень знаходимо, що (
∫ B
v−x =

∫ B
0
−
∫ v−x

0
).

I2(u, x) =

∫ x

−u
ρ(s)e−ρ(s)(x−y)dP{ξ−(θs) < y − v} =

= ρ(s)

∫ B

v−x
eρ(s)(v−x−z)dP{−ξ−(θs) < z} =

= se−ρ(s)(u+x)Rs(B)− sRs(v − x).

Склавши одержанi доданки (x < 0)

I1(u, x)−QB(s, u)I2(u, x) = sQB(s, u)Rs(v − x)− sRs(−x)

переконуємось у справедливостi 2-ої формули в (4.66).

Слiд зауважити, що формули (4.53), (4.54) для неперервних звер-
ху ξ(t) зручнiшi за вiдповiднi формули в (4.46) в термiнах Rs(x),
оскiльки в них виражено взаємозв’язок мiж τB(u), τ±B (u) i розподi-
лом ξ−(θs). З формул (4.53) випливає наслiдок.

Наслiдок 4.2. Для напiвнеперервних зверху процесiв з обмеженою
варiацiєю i a > 0 генератриси τB(0), τ±B (0) визначаються спiввiдно-
шеннями

Q(B, s, 0) = Ee−sτB(0) = 1− P (B, s, 0) =

= q−(s) +
1

aRs(B)
P{ξ−(θs) ∈ [−B, 0]},

P (B, s, 0) = P{τB(0) > θs}, (4.67)
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QB(s, 0) = Ee−sτ
+
B (0) =

1

aRs(B)
,

QB(s, 0) = Ee−sτ
−
B (0) = q−(s)− 1

aRs(B)
P{ξ−(θs) < −B}.

Доведення. Для напiвнеперервних (зверху або знизу) процесiв з об-
меженою варiацiєю Rs(0) = R(0) = 1

|a| > 0. Тому при переходi до
границi (u→ 0) в (4.53), одержимо (4.67), оскiльки a > 0,

QB(s, u) =
Rs(u)

Rs(B)
−→
u→0

1

aRs(B)
.

Якщо для процесу броунiвського руху (див. приклад 4.1) позна-
чити

ξu(t) = u+ at+ σw(t) (σ > 0, 0 < u < B),

тодi потенцiал залежно вiд знаку a визначається троїстим спiввiд-
ношенням (4.44). Вiдповiднi ймовiрностi банкрутства виражаються
згiдно (4.47) через ρ± = 2|a|

σ2 (±a < 0) вiдношенням потенцiалiв

QB(u) =
R(u)

R(B)
=


(1− e−ρ+u)(1− e−ρ+B), a < 0,

(eρ−u − 1)(eρ−B − 1), a > 0,

uB−1, a = 0.

(4.68)

Згiдно з (4.46) генератриси τB(u), τ±B (u) виражаються через резоль-
венту, яку легко пiдрахувати,

Rs(x) =
2

σ2

eρ+(s)x − e−ρ−(s)x

ρ+(s) + ρ−(s)
, (4.69)

де ρ±(s) =

√
2sσ2 + a2 ∓ a

σ2
.

Остаточно знаходимо, що при 0 < u < B

QB(s, u) =
Rs(u)

Rs(B)
=

eρ−(s)u − e−ρ+(s)u

eρ−(s)B − e−ρ+(s)B
,

QB(B, u) = eρ−(s)u −QB(s, u)eρ−(s)B , (4.70)

Q(B, s, u) = eρ−(s)u +QB(s, u)(1− eρ−(s)B).
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Спрощення ф.р. ξu(θs) до моменту першого виходу з iнтервалу
(0, B) випливає з формули (4.66) пiсля пiдстановки (4.69) та (4.70).
Аналогiчно теоремi 4.4 та наслiдку 4.2 для напiвнеперервних знизу
процесiв доводиться таке твердження (для блукання в (x− T, x)).

Теорема 4.5. Нехай {ξ(t), ξ(0) = 0, t ≥ 0} напiвнеперервний знизу
процес, що описує випадкове блукання в iнтервалi (x − T, x) (0 <
x < T ). Тодi генератриси моментiв першого виходу ξ(t) з цього
iнтервалу визначаються спiввiдношеннями

Q∗T (s, x) = E[e−sτ
−(x−T ), τ−(x− T ) < τ+(x)] =

=
Rs(x)

Rs(T )
(0 < x < T ),

QT∗ (s, t) = E[e−sτ
+(x), τ+(x) < τ−(x− T )] =

= P+(s, x)− Rs(x)

Rs(T )
P+(s, T ); (4.71)

Q∗(T, s, x) = Ee−sτ(x,T ) = P+(s, x)− P+(s, T )
Rs(x)

Rs(T )
;

P∗(T, s, x) = P{τ(x, T ) > θs}P+(s, x) +
Rs(x)

Rs(T )
P+(s, T ).

При цьому х.ф. значення процесу ξ(θs) до момента першого виходу
з iнтервалу визначається спiввiдношенням

E[eiαξ(θs), τ(x, T ) > θs] = (4.72)

=
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
[ϕ+(s, α)(1−Q∗T (s, x)eiα(x−T ))][x−T,x]

Щiльнiсть розподiлу процесу до моменту його виходу з iнтервалу
визначається через резольвенту Rs(·) за допомогою спiввiдношення

∂

∂z
P{ξ(θs) < z, τ(x, T ) > θs} = (4.73)

= s
Rs(x)

Rs(T )
Rs(z − x+ T )− sRs(z)δ(z > 0), z ∈ [x− T, x],

де Rs(x) визначається за формулою (4.27) як згортка P+(s, x) з
експонентою exp{ρ−(s)x} (x > 0).



206 Роздiл 4. Граничнi задачi для процесiв на iнтервалi

Тут доречно зауважити, що остання експонента при x > 0 не має
ймовiрнiсного сенсу, а лише при x < 0

P−(s, x) = P{ξ−(θs) < x} = exρ−(s).

Зауважимо, що на основi спiввiдношення для розподiлу функцiо-
налiв напiвнеперервних процесiв з обмеженою варiацiєю визначаю-
ться числовi характеристики Eτ+(v), Eτ−(−u) та Dτ−(−u), пов’я-
занi з блуканням ξu(t) в iнтервалi [0, B], B = u + v. Результати їх
обчислення наводяться нижче.

Лема 4.1. Для напiвнеперервних та майже напiвнеперервних звер-
ху (знизу) процесiв похiднi ρ′±(s) коренiв рiвняння Лундберга по-
в’язанi з коренями кумулянти k(ρ) = ψ(α)|iα=ρ, (при ±m ≥ 0,
ρ±(s) −→

s→0
0, k′(±ρ±(s)) −→

s→0
k′(0) = m)

ρ′±(s) =
±1

k′(±ρ±(s))
, ρ′′±(s) =

∓ρ′±(s)k′′(±ρ±(s))

k′(±ρ±(s))2
. (4.74)

Доведення (4.74) одержуємо шляхом диференцiювання по s рiв-
няння k(±ρ±(s)) = s та обчислення похiдних при s = 0.

В наступному твердженнi вказанi вище характеристики виража-
ються через ρ′±(s), ρ′′±(s) та K̃ ′(0, ν), K̃ ′′(0, ν) (позначення K(s, x),
K̃(s, ν) див. в (3.158) та в (3.168).

Теорема 4.6. Для напiвнеперервних (майже напiвнеперервних)
знизу процесiв при умовi m < 0 (ρ′−(0) = |m|−1)

Eτ−(x) = xm−1, Dτ−(x) = Dξ(1)xm−3 (x ≤ 0, m < 0),(
Eτ−(x) =

1 + b|x|
b|m|

, Dτ−(x) = Dξ(1)
1 + b|x|
b|m|3

− 1

b2m2

)
. (4.75)

При m↗ 0 правi частини в (4.75) прямують до +∞.
Якщо m > 0, Тодi ρ−(s) −→

s→0
ρ− > 0,

E[τ−(x)/τ−(x) <∞] = |x|[k′(−ρ−)]−1,

E[τ−(x)2/τ−(x) <∞] =
|x|k′′(−ρ−)

k′(−ρ−)
+

[
x

k′(−ρ−)

]2

. (4.76)
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Для майже напiвнеперервних знизу ξ(t) згiдно з (3.162) при m <

0 Eτ+(·) виражаються через K̃ ′(0, ν), K̃ ′′(0, ν)

E[τ+(θν), τ+(θν) <∞] =
νK̃ ′′(0, ν)

2(1 + νK̃ ′(0, ν))2
;

P{τ+(θν) <∞} =
νK̃ ′(0, ν)

1 + νK̃ ′(0, ν)
;

E[τ+(θν)/τ+(θν) <∞] =
νK̃ ′′(0, ν)

2K̃ ′(0, ν)(1 + νK̃ ′(s, ν)
; (4.77)

K̃ ′(0, ν) =
Π̃(0)− Π̃(ν)

|m|ν
,

K̃ ′′(0, ν) =
Dξ(1)

|m|3

(
Π̃(0)− Π̃(ν)

ν
+

Π̃(0)− Π̃(ν) + νΠ̃′(0, 0)

ν2

)
,

lim
v→∞

E[τ+(v) | τ+(v) <∞] =
Dξ(1)

|m|3
2Π̃′(0) + Π̃′′(0)

4Π̃′(0)
,

E[e−sτ
+(0) | τ+(0) <∞] =

q+(s)

q+
,

E[τ+(0) | τ+(0) <∞] =
1

q+|a|
Dξ(1)

2|m|
.

Доведення. При m < 0, ρ−(s) → 0 при s → 0, P{τ−(x) < ∞} = 1,
тому

E[e−sτ
−(x), τ−(x) <∞] = Ee−sτ

−(x) = exρ−(s), x < 0,

(Ee−sτ
−(x) = q−(s)exρ−(s), x < 0).

Диференцiюванням цих генератрис на основi (4.74) при s → 0 вста-
новлюються спiввiдношення (4.75).

Щоб знайти Eτ+(x), зауважимо, що

P{ξ+(θs) > x} = E[e−sτ
+(x), τ+(x) <∞]. (4.78)

Згiдно з (3.162) i (4.78)

Ee−νξ
+(θs) = 1−E[e−sτ

+(θν), τ+(θν) <∞] =
s

s+ νK̃(s, ν)
. (4.79)
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де K̃(s, ν) – перетворення Лапласа функцiї K(s, x) в (3.169)

K(s, x) =

∫ 0

−∞
Π(x− y)dP−(s, y) = (4.80)

= ρ−(s)

∫ 0

−∞
Π(x− y)eρ−(s)ydy, Π(x) = Π+(x), x > 0.

Згiдно з (4.79)

E[e−sτ
+(θν), τ+(θν) <∞] =

K̃(s, ν)

s+ νK̃(s, ν)
. (4.81)

При s→ 0 з (4.81) випливає формула в (4.77) для P{τ+(θν) <∞},

E[e−sτ
+(θν) | τ+(θν) <∞] =

νK̃(s, ν)

s+ νK̃(s, ν)

1 + νK̃ ′(0, ν)

νK̃ ′(0, ν)
. (4.82)

Згiдно з (4.79) маємо також, що

E[τ+(θν), τ+(θν) <∞] =

=
∂

∂s
Ee−νξ

+(θs)|s=0 =
∂

∂s

(
s

s+ νK̃(s, ν)

)
|s=0.

Границя похiдної генератриси ξ+(θs)(s→ 0)

∂

∂s
Ee−νξ

+(θs) =
ν(K̃(s, ν)− sK̃ ′(s, ν))

(s+ νK̃(s, ν))2

обчилюється за правилом Лопiталя

lim
s→0

∂

∂s
Ee−νξ

+(θs) =

= lim
s→0

νsK̃ ′′(s, ν)

2(s+ νK̃(s, ν))(1 + νK̃ ′(s, ν))
=

νK̃ ′′(s, 0)

2(1 + νK̃ ′(0, ν))2
.

Отже першi двi формули в (4.77) доведенi i з них випливає 3-я фор-
мула в (4.77). Значення K̃ ′(0, ν) та K̃ ′′(0, ν) знаходяться iз спiввiд-
ношень

K̃(s, ν) =

∫ ∞
0

e−νxρ−(s)

∫ 0

−∞
Π(x− y)eρ−(s)ydydx,
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K̃ ′(s, ν) =

∫ ∞
0

e−νxρ′−(s)

∫ 0

−∞
(1 + yρ2

−(s))Π(x− y)eρ−(s)ydydx,

K̃ ′′(s, ν) =

∫ ∞
0

e−νx
∫ 0

−∞
[ρ′′−(s) + 2(ρ′−(s))2ρ−(s) +

+ (eρ−(s)y)4eρ−(s)y)Π(x− y)]dydx,

K̃ ′(0, ν) =

∫ ∞
0

e−νxρ′−(0)

∫ 0

−∞
Π(x− y)dydx = ρ′−(0)

Π̃(0)−Π̃(ν)

ν
;

K̃ ′′(0, ν) =
ρ′′−(0)

ρ′−(0)
k̃′(0, ν) + ρ′′−(0)

∫ ∞
0

e−νx
∫ 0

−∞
yΠ(x− y)dydx,∫ ∞

0

e−νx
∫ ∞
x

(x− y)Π(y)dydx =

∫ ∞
0

Π(y)

[
1

ν2
(1− e−νy)

y

ν

]
dy.

Зауважимо, що згiдно з (4.74) при ±m > 0 ρ′±(0) = |m|−1, ρ′′±(0) =

±Dξ(1)

|m|3
. Тому

K̃ ′′(0, ν) =
Dξ(1)

m2
K̃ ′(0, ν) +

Dξ(1)

|m|3
Π̃(0)− Π̃(ν) + νΠ̃′(0)

ν2
,

i з цих спiввiдношень випливають формули для K̃ ′(0, ν) та K̃ ′′(0, ν)
в (4.77). Зауважимо, що згiдно з тауберовими теоремами

lim
v→∞

E[τ+(v) | τ+(v) <∞] = lim
ν→0

K ′′(0, ν)

2K̃ ′(0, ν)(1 + νK̃ ′(0, ν))
=

=
Dξ(1)

|m|3
2Π̃′(0) + Π̃′′(0)

4Π̃′(0)
, Π̃(ν) =

∫ ∞
0

e−νxΠ(x)dx.

Таким чином доведена одна з останнiх формул в (4.77).
Зауважимо, що згiдно з (3.79) при x→ 0

E[e−sτ
+(0), τ+(0) <∞] = q+(s) = 1− p+(s).

Враховуючи, що для неперервного знизу процесу при m < 0

P{τ+(0) <∞} = q+ = P{ξ+ > 0},

тому маємо

E[e−sτ
+(0) | τ+(0) <∞] =

q+(s)

q+
=

1− p+(s)

q+
,
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E[τ+(0) | τ+(0) <∞] =
1

q+
p′+(0).

Для визначення p′+(0) використаємо спiввiдношення

p′+(s) =
1

|a|

(
s

ρ−(s)

)′
,

при чому

lim
s→0

(
s

ρ−(s)

)′
= lim
s→0

ρ−(s)− sρ′−(s)

ρ−(s)2
= lim
s→0
−

sρ′′−(s)

2ρ−(s)ρ′−(s)
=

= − lim
s→0

sρ′′−(s)

2(ρ′−(s))2
= −

ρ′′−(0)

2(ρ′−(0))2
=

Dξ(1)m2

2|m|3
=

Dξ(1)

2|m|
.

Отже p′+(0) =
1

q+|a|
Dξ(1)

2|m|
i остання формула в (4.77) доведена.

Аналогiчне твердження має мiсце для неперервних зверху проце-
сiв у термiнах функцiї K(s, x) = K−(s, x) (x < 0) (див. (3.169))

K(s, x) =

∫ ∞
0

Π−(x− y)ρ+(s)e−yρ+(s)dy, x < 0,

та похiдних по s її перетворення Лапласа K̃(s, ν) =
∫ 0

−∞ eνxK(s, x)dx

K̃ ′(0, ν) та K̃ ′′(0, ν).

4.3 Зв’язок мiж модифiкованими процеса-
ми ризику та процесами в теорiї СМО

В теорiї систем масового обслуговування (СМО) (див. [7,80,119,120,
195]) використовується напiвнеперервний зверху процес

ξ(t) = t− S(t), S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, C = 1, (4.83)

i називається керуючим процесом системи M/G/1 з пуассонiвським
входом, з одним приладом i довiльним розподiлом тривалостi обслу-
говування. Простий пуассонiвський процес ν(t) описує число вимог,
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що поступають в систему за час t, час мiж сусiднiми вимогами має
показниковий розподiл з параметром λ > 0. Iнтерпретацiя функцiо-
налiв для процесiв ризику розглядалась в § 4.1. В теорiї СМО гра-
ничнi функцiонали та їх розподiли процесу (4.83) мають свою iнтер-
претацiю. Зокрема, максимум та його доповнення (до t) вiдповiдно
називаються (вiдповiднi графiки 6 процесiв див. в кiнцi монографiї)

α(t) = ξ+(t) = sup
0≤s≤t

ξ(s) — процесом незайнятостi,

β(t) = t− ξ+(t) — процесом зайнятостi.
З точнiстю до випадкового початкового значення w0

w∗(t) = w0 + w(t) (w(t) = ξ+(t)− ξ(t))

називається процесом часу вiртуального чекання. Цi процеси тiсно
пов’язанi з деякими модифiкацiями класичного процесу ризику ξu(t).
В першу чергу це такi процеси, пов’язанi з блуканням в (−∞, B).

а) модифiкований процес ризику (МПР) з миттєвим вiдбиттям
ξB,u(t) (див. графiки 2 в кiнцi монографiї), який пiсля досягнення
рiвня B > u процесом ξu(t) = u+ct−S(t) вiдбивається в початковий
стан u > 0. Цей процес визначається розкладом ξu(t) на 2 складовi

ξu(t) = XB,u(t) + ξB,u(t), 0 < u < B. (4.84)

Процес XB,u(t) називається дивiдендним процесом i має кусково-
сталi реалiзацiї. Якщо n(t) — лiчильний процес числа вiдбиттiв на
[0, t] вiд рiвня B, то XB,u(t) = vn(t), v = B − u > 0.

Розподiл МПР ξB,u(θs) визначається стохастичним зображенням

ξB,u(t)
·
=

{
ξu(t), t < τ+(v) = T1,

ξB,u(t− T1), t > T1.
(4.85)

в) МПР з немиттєвим вiдбиттям (з тимчасовою затримкою на B)
ηB,u(t) визначається видiленням iз ξu(t) = u+ ξ(t) дивiдендного про-
цесу YB,u(t), який дорiвнює 0 до момента першого досягнення B про-
цесом ξu(t), а з момента τ+(v) вiн лiнiйно зростає до момента появи
1-го стрибка ξu(·), пiсля чого YB,u(·) знаходиться певний час на до-
сягненому рiвнi. Таким чином цей МПР визначається розкладом

ξu(t)
·
= ηB,u(t) + YB,u(t), ηB,u(0) = u (див. графiки 5) (4.86)

i вiн (ηB,u(t)) в момент появи першого стрибка пiсля τ+(v) вiдбива-
ється вниз вiд рiвня B на величину стрибка ξ′ ·= ξ1. Процес ηB,u(t)
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задається стохастичним зображенням (див. графiки 5 в кiнцi моно-
графiї, а розподiл ξB,u(t), ηB,u(t) — в [34–44,52])

ηB,u(t)
·
=


ξu(t), t < τ+(v) = T1

B, T1 ≤ t < T1 + η′ = T∗, P{η > t} = e−λt,

ηB,B−ξ′(t− T∗), t > T∗.

(4.87)

Позначимо моменти банкрутства для процесiв (4.85) та (4.87) вiд-
повiдно

TBu = inf{t > 0 : ξB,u(t) < 0}, TBu < τ−(−u),

TB(u) = inf{t > 0 : ηB,u(t) < 0}, TBu < TB(u) < τ−(−u).

Подiбно до спiввiдношення (4.77) одержуються спiввiдношення для
середнiх значень τ−(−u) в термiнах функцiй K(s, x) та їх iнтеграль-
них перетворень K̃(s, ν) (див. (3.169)).

Порiвнюючи дивiдендний процес YB,u(t) з процесом α(t), можемо
записати стохастичне спiввiдношення

YB,u(t)
·
=

{
0, t < τ+(v) = T1,

α(t− T1), t > T1.
(4.88)

Аналогiчно пiсля порiвняння графiкiв ηB,u(t) та w∗(t) можна зроби-
ти висновок, що другий процес є дзеркальним вiдбиттям 1-го процесу
вiдносно рiвня B > 0.

На основi вище сказаного встановлюється твердження для розпо-
дiлу дивiдендних процесiв.

Теорема 4.7. При умовi m > 0 випадково зупинений дивiдендний
процес XB,u(θs) в (4.84) задовольняє спiввiдношення XB,u(θs) =
n(θs)v, де n(θs) має геометричний розподiл з параметром q(s) =
e−vρ+(s)

P{n(θs) = k} = (1− e−ρ+(s)v)e−kρ+(s)v, k ≥ 0. (4.89)

Розподiл випадково зупиненого дивiдендного процесу YB,u(θs) в (4.86)
визначається генератрисою

Ee−νYB,u(θs) = 1− ν

ρ+(s) + ν
e−ρ+(s)v, v = B − u > 0, (4.90)

P{YB,u(t) = 0} = P{ξ+(t) > v}, ρ+(s)p−(s) = sc−1.
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Доведення. Якщо розглянути послiдовнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин {τ+

k }k≥1, τ
+
k
·
= τ+(v), та S̃n =∑

k≤n
τ+
k , то n(t) є процесом вiдновлення i згiдно з результатами § 3.3

при m = Eξ(1) > 0

Ee−sτ
+
k = e−ρ+(s)v,Eτ+

k = Eτ+(v) = (e−ρ+(s)v)′s=0 = vm−1,

P{n(t) = k} = P{S̃k ≤ t} −P{S̃k+1 ≤ t},

s

∫ ∞
0

e−stP{S̃k ≤ t}dt =

∫ ∞
0

e−stdP{S̃k ≤ t} = ekρ+(s)v.

Звiдси випливає формула (4.88), на основi якої встановлюється, що

Ee−νYB,u(t) = P{τ+(v) > t}+

∫ t

0

E[e−νξ
+(t−y), τ+(v) ∈ dy] =

= P{ξ+(t) < v}+

∫ t

0

E[e−νξ
+(t−y), τ+(v) ∈ dy],

а пiсля застосування перетворення Лапласа–Карсона знаходимо ге-
нератрису YB,u(θs)

Ee−νYB,u(θs) = P{ξ+(θs) < v}+ Ee−νξ
+(θs)Ee−sτ

+(v),

яка з урахуванням того, що Ee−νξ
+(θs) = ρ+(s)

ρ+(s)+ν ,

P{ξ+(θs) < v} = 1− e−sτ
+(v) = 1− e−vρ+(s);

звiдси випливає (4.90).

На основi (4.85) та (4.87) встановлюється твердження

Теорема 4.8. Розподiл ζB,u(θs) визначається через х.ф.

ΦB,u(s, α) =: EeiαζB,u(θs) =

= Eeiα(u+ξ−(θs))E[eiαξ
+(θs)/ξ+(θs) < B] =

= Eeiα(u+ξ−(θs))
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
1− e(B−u)(iα−ρ+(s))

1− e(B−u)ρ+(s)
. (4.91)
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При m = Eξ(1) > 0 iснує граничний розподiл ζB,u = lim
t→∞

ζB,u(t) з
х.ф.

EeiαζB,u = Eeiαξ
− eiαB − eiα(B−u)

iα(B − u)
. (4.92)

Розподiл ηB,u(θs) визначається через х.ф. (v = B − u)

ΨB,u(s, α) =: EeiαηB,u(θs) =

=
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
(eiαu − eiαB−ρ+(s)v)ϕ−(s, α) +

+
s

s+ λ
eiαB−vρ+(s) +

λe−vρ+(s)+iαB

λ+ s− λϕ(iρ+(s))
× (4.93)

×
[

ρ+(s)

ρ+(s)− iα
E[eiαξ − e−ρ+(s)ξ]ϕ−(s, α) +

λ

s+ λ
Ee−ρ+(s)ξ

]
.

Якщо m = Eξ(1) > 0, то граничний розподiл для ηB,u = lim
s→0

ηB,u(θs)

визначається через х.ф. з атомом в точцi B

EeiαηB,u =
eiαB

1 + λρ′+(0)Eξ1

[
λρ′+(0)

1− ϕ(α)

iα
Eeiαξ

−
+ 1

]
, (4.94)

P{ηB,u = B} = lim
t→∞

P{ηB,u(t) = B} =
1

1 + λρ′+(0)Eξ1
=
m

c
.

Доведення. З (4.85) випливає, що

EeiαζB,u(t) = I0(α, t) + I(α, t),

I(α, t) = E
[
eiαζB,u(t−y), τ+(v) ∈ dy

]
,

I0(α, t) = E[eiα(u+ξ(t)), ξ+(t) < v].

Пiсля перетворення Лапласа–Карсона одержимо рiвняння

ΦB,u(s, α) =
ρ+(s)eiαu

ρ+(s)− iα
(1− ev(iα−ρ+(s)))ϕ−(s, α) +

+ ΦB,u(s, α)e−ρ+(s)(B−u),

з якого визначається х.ф. ΦB,u(s, α) в (4.91). При s → 0 з (4.91)
випливає (4.92). З (4.87) випливає, що

EeiαηB,u(t) = A1(t, α) +A2(t, α) +

∫ ∞
0

A3(t, α,B − z, dF (z)),
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A1(t, α) = eiαuE[eiαξ(t), ξ+(t) < v],

A2(t, α) = eiαB
∫ t

0

eλ(t−y)dP{τ+(v) < z},

A3(t, α,B − z) =

= λ

∫ t

0

e−λydyE[eiαηB,v(t−y−τ+(v)), τ+(v) < t− y].

Звiдси пiсля перетворення Лапласа–Карсона випливає рiвняння

ψB,u(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
Eeiα(B+ξ−(θs))(eiαv − e−ρ+(s)v) +

+
s

s+ λ
eiαB−vρ+(s) +

λ

s+ λ
e−vρ+(s)

∫ ∞
0

ψB,B−z(s, α)dF (z) (4.95)

пiсля усереднення якого по dF (z) знаходимо

ψ∗B(s, α) =:

∫ ∞
0

ψB,B−v(s, α)dF (v); F (x) = P{ξ < x}, x > 0,

ψ∗B(s, α) =
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
Eeiα(B+ξ−(θs))

∫ ∞
0

(eiαv − e−ρ+(s)v)dF (v) +

+
s

s+ λ
(eiαB + ψ∗B(s, α))

∫ ∞
0

e−ρ+(s)vdF (v),

ψ∗B(s, α) =

[
ρ+(s)

ρ+(s)− iα
Eeiα(B+ξ−(θs))E(eiαξ − e−ρ+(s)ξ) +

+
s

s+ λ
eiαBEeρ+(s)ξ

](
1− 1

s+ λ
Ee−ρ+(s)ξ

)−1

.

Пiсля пiдстановки ψ∗B в останнiй доданок (4.95) одержимо (4.93).

Позначимо мiнiмуми i моменти банкрутства МПР вiдповiдно

ζ−B,u(t) = inf
0≤s≤t

ζB,u(s), TBu = inf{t > 0 : ζB,u(t) < 0},

η−B,u(t) = inf
0≤s≤t

ηB,u(t), TB(u) = inf{t > 0 : ηB,u(t) < 0},

а також вiдповiдно їх iмовiрностi виживання та генератриси

ϕB(t, u) = P{TBu > t} = P{ζ−θ,u(t) > 0},
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φB(t, u) = P{TB(u) > t} = P{η−B,u(t) > 0}, 0 < u < B,

Ts(B, u) = Ee−sTB(u), Ee−sτ
±
B (u), s > 0.

При цьому урiзанi згортки генератрис TB(u), τ±B (u), τB(u) з розподi-
лом стрибка (dF (z), 0 ≤ z ≤ B) позначимо

T∗(s,B) =

∫ B

0

Ts(B,B − z)dF (z),

Q∗B(s) =

∫ B

0

QB(s,B − z)dF (z),

QB∗ (s) =

∫ B

0

QB(s,B − z)dF (z) =
1

Rs(B)

∫ ∞
0

Rs(B − z)dF (z),

Q∗(B, s) =

∫ B

0

Q(B, s,B − z)dF (z), (Q(B, s, u) = Ee−sτB(u)),

QB∗ (0) = R−1(B)

∫ B

0

R(B − z)dF (z), Q∗B(0) = F (B)−QB∗ (0).

Теорема 4.9. Iнтегральне перетворення ймовiрностi виживання
ϕ̃B(s, u) = P{ζ−B,u(θs) > 0} визначається через генератрису TBu

ϕ̃B(s, u) = 1−Ee−sT
B
u = (4.96)

= s
Rs(u)

∫ B
0
Rs(y)dy −Rs(B)

∫ u
0
Rs(y)dy

Rs(B)−Rs(u)
.

Якщо m > 0, тодi

ETBu =

[
R(u)

∫ B

0

R(y)dy −R(B)

∫ u

0

R(y)dy

]
× (4.97)

× (R(B)−R(u))−1.

Iнтегральне перетворення ймовiрностi виживання

Φ̃B(s, u) = P{η−B,u(θs) > 0}

визначається через генератрису Ts(B, u) = E{−sTB(u)}

Φ̃B(s, u) = 1− Ts(B, u) (0 < u < B), (4.98)
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Φ̃B(s, u) = 1−Q(B, s, u) +
s

s+ λ
QB(s, u) +

QB(s, u)

s+ λ(1−QB∗ (s))
×

×

[
s(F (B)−Q∗B(s)) +

∫ B

0

(1−Q(B, s,B − z))dF (z)

]
,

де QB(s, u) та QB(s, u) та Q(B, s, u) виражається через резольвен-
ту Rs(·) (див. (4.46)).

Якщо m > 0, тодi ETB(u) виражається через потенцiал R(·)

ETB(u) = EτB(u) +
R(u)

λR(B)
+ (4.99)

+
R(u)

λR(B)(1−QB∗ (0))

[
QB∗ (0) + λ

∫ B

0

EτB(B − z)dF (z)

]
,

де згiдно з (4.37) i (4.46) R(u) = 1
mP{−ξ− < u},

EτB(u) =
R(u)

R(B)

∫ B

0

R(y)dy −
∫ u

0

R(y)dy.

Доведення. Нагадаємо позначення подiй виходу з iнтервалу [0, B]

A+(B) = {τ+(v) < τ−(−u)}, A−(B) = {τ−(−u) < τ+(v)}

за допомогою яких записується стохастичне спiввiдношення для TBu

TBu
·
=

{
τ−(−u), ω ∈ A−(B),

τ+(v) + TBu , ω ∈ A+(B).

Звiдси випливає, що

Ee−sT
B
u = QB(s, u)[1−QB(s, u)]−1.

Перший рядок в (4.96) встановлюється iнтегруванням частинами,
а останнiй випливає з такого спiввiдношення

ϕ̃B(s, u) = 1− QB(s, u)

1−QB(s, u)
=

1−Ee−sτB(u)

1−QB(s, u)

пiсля пiдстановки в нього значень QB(s, u), Q(B, s, u) = Ee−sτB(u)

iз (4.46).
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Для TB(u) має мiсце стохастичне зображення

TB(u)
·
=


τ−(−u), ω ∈ A−(B),

τ+(v) + η, ω ∈ A+(B), ξ > B,

τ+(v) + η + TB(B − ξ), ω ∈ A+(B), 0 < ξ < B,

(4.100)

з якого виводиться спiввiдношення (F (x) = P{ξ < x}),

Ts(B, u) = QB(s, u) +QB(s, u)
λ

s+ λ
F (B) +

+
λ

s+ λ
QB(s, u)

∫ B

0

Ts(B,B − z)dF (z).

Останнє зводиться до вигляду

Ts(B, u) = QB(s, u) +
λ

s+ λ
QB(s, u)F (B) +

+
λ

s+ λ
QB(s, u)T∗(s,B), (4.101)

де T∗(s,B) одержується шляхом усереднення (4.101) по dF (z) (0 ≤
z ≤ B)

T∗(s,B) =

[
Q∗(B, s) +

λF (B)

s+ λ
QB∗ (s)

](
1− λ

s+ λ
QB∗ (s)

)−1

=

= [λQ∗(B, s)− λF (B)QB∗ (s) + sQ∗B(s)](s+ λ− λQB∗ (s))−1.

Пiдставивши значення T∗(s,B) у спiввiдношення (4.101), пiсля
спрощень одержимо низку рiвностей (в термiнах генератрис)

Ts(B, u) = QB(s, u) +

(
1− s

s+ λ

)
QB(s, u)F (B) +

λ

s+ λ
T∗(s,B)

= QB(s, u) +QB(s, u)F (u)− s

s+ λ
QB(s, u)F (B) +

+
λ

s+ λ
QB(s, u)

λ(Q∗(B, s)− F (B)QB∗ (s)) + sQ∗B(s)

s+ λ− λQB∗ (s)
=

= Q(B, s, u)− s+ λF (B)

s+ λ
QB(s, u) +

+
λ

s+ λ
QB(s, u)

λ(Q∗(B, s)− F (B)QB∗ (s)) + sQ∗B(s)

s+ λ− λQB∗ (s)
,
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з яких випливає спiввiдношення

Ts(B, u) = Q(B, s, u)− s

s+ λ
QB(s, u) +

+
λ

s+λ
QB(s, u)

λ
∫ B

0
(Q(B, s,B−z)−1)dF (z) + s(Q∗B(s)−F (B))

s+ λ− λQB∗ (s)
,

еквiвалентне (4.98). Пiсля дiлення на s i граничного переходу (s→ 0)
з (4.98) одержимо середнє значення (4.99).

4.4 Деякi функцiонали для процесiв СМО
Для процесу ξ(t) = t − S(t) крiм функцiоналiв α(t) = ξ+(t), β(t) =
t − α(t) в теорiї СМО важливу роль вiдiграють функцiонали, якi
визначають перiоди зайнятостi, та число вимог, що обслуговуються
на кожному перiодi зайнятостi. Аналiзуючи графiки процесу часу
чекання w(t) та процесу часу зайнятостi β(t) (див. графiки 5, 6 в
кiнцi монографiї), замiчаємо, що вони мають спiльнi iнтервали ста-
лостi η′k, якi є незалежними при рiзних k i мають спiльний показнико-
вий розподiл з параметром λ > 0. Мiж цими iнтервалами розмiщенi
вперемiжку часовi iнтервали θ̃k, на яких w(t) та β(t) лiнiйно зроста-
ють. Цi iнтервали θ̃k називаються перiодами зайнятостi, вони також
незалежнi i мають спiльний розподiл. Крiм того, в теорiї СМО ва-
жливою характеристикою є n(θ̃k) — число вимог, що обслужилися
на k-му перiодi зайнятостi θ̃k = τ+

k − τ
−
k , τ±k — кiнцi k-го iнтервалу

зайнятостi.
Позначимо η(t) = S(t)− t керуючий процес CМО. Згiдно з графi-

ками η(t), ξ(t) та α(t) встановлюється стохастичне зображення

θ̃1
·
= τ−η (−ξ1) = τ+(ξ1), τ+

ξ (x) = τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x},
τ−η (−x) = inf{t > 0 : η(t) < x}, P{ξ1 < x} = F (x), x ≥ 0.

Генератриса τ−η визначається спiввiдношенням

E[e−sτ
−
η (x), τ−η (x) <∞] = P{η−(θs) < x} = eρ(s)x, x ≤ 0,

де −ρ(s) — корiнь рiвняння (Ls) для процесу η(t).
В [7] показано, що залежно вiд знаку E ζ(1) = λµ− 1 (c = 1) мо-

жливi три режими роботи СМО з одним приладом i пуассонiвським
надходженням вимог:
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1) E η(1) = λµ− 1 > 0 (λµ > 1). Тодi середнiй час обслуговування
вимоги перевищує середнiй час появи вимоги E ξ1 = µ > E ζ1 = 1

λ .
Такий режим СМО називають надкритичним.

2) E η(1) = 0, µ = 1
λ . В цьому випадку режим роботи СМО нази-

вають критичним.
3) E η(1) < 0, λµ < 1, µ < 1

λ . Тодi iснує стацiонарний режим
роботи СМО.

Зауважимо, що тiльки для останнiх двох випадкiв ф.р. перiоду
зайнятостi Π(x) = P

{
θ̃1 < x

}
→ 1 при x → ∞. В першому випадку

згiдно з [80] (див. § 13, формула (5) на с. 63) Π(+∞) = 1
λµ < 1.

В найбiльш цiкавому третьому випадку особливу роль вiдiграє
вiртуальний час чекання w(t) та залишковий час обслуговування в
момент t τ∗(t) (див. пунктирний графiк серед графiкiв 6)

τ∗(t) = τ+
k − t, τ−k ≤ t ≤ τ

+
k , τ∗(t) = w(t) = 0,

t /∈ [τ−k , τ
+
k ], k ≥ 1.

Процес w(t) визначається як розривний процес у точках появи вимог
σn =

∑
k≤n τk (з розривами — стрибками ξk, що описують тривалостi

часу обслуговування k-тої вимоги) i задається таким чином

w(t) =


0, 0 ≤ t < τ1 = t1, w(t1) = ξ1;

[ξ1 − t+ τ1]It−τ1<ξ1 , τ1 = σ1 < t < σ2 = τ1 + τ2;

[w(σn)− t+ σn]It−σn<w(σn), σn < t < σn+1, n > 1.

4nw = w(σn)− w(σn − 0) = ξn, n > 1.

Графiки ξ(t), η(t) = −ξ(t), α(t), w(t) та τ∗(t) (див. графiки 6).
В силу спiввiдношення (2.6) w(θs) можна виразити через допов-

нення до екстремумiв ξ̂±(θs), η̂±(θs),

w(θs)=̇

{
ξ+(θs)− ξ(θs) = −ξ̂−(θs)=̇− ξ−(θs),

η(θs)− η−(θs) = η̂+(θs)=̇η
+(θs).

Тому за дограничним узагальненням формули Полячека–Хiнчина
(2.30) х.ф. w(θs) виражається так

E e−uw(θs) =
p+(s)

1− q+(s)g̃s(u)
, g̃s(u) = E

[
e−uγ

+(θs)/ξ+(θs) > 0
]
.
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Якщо Eη(1) = −Eξ(1) < 0, тодi з останньої формули впливає х.ф.
стацiонарного розподiлу вiртуального часу чекання w∗ = lim

t→∞
w(t)

E e−uw∗ =
p+

1− q+g̃0(u)
, g̃0(u) =

∫ ∞
0

F (x)

µ
e−uxdx,

а для τ∗ — стацiонарного залишку часу обслуговування (до звiль-
нення приладу) i для η+, w∗ атомарнi iмовiрностi одинаковi

P {τ∗=0} = P
{
η+ =0

}
= P {w∗=0} = p+, q+ = 1− p+ = λµ.

Звiдси випливає твердження (доведене в [13])

Наслiдок 4.3. При t → ∞ згiдно з графiком τ∗(t) (див. в кiнцi
монографiї) вiдповiдна вимога з iмовiрнiстю p+ застає систему
вiльною i одразу обслуговується, або з iмовiрнiстю q+ чекає час
τ∗ = lim

t→∞
τ∗(t) до звiльнення системи, генератриса якого iдентич-

на умовнiй генератрисi γ+(0), тобто

E
[
e−uτ

∗
| τ∗ > 0

]
= g̃0(u) = E

[
e−uγ

+(0) | ξ+ > 0
]
. (4.102)

Це означає, що w∗=̇η+=̇− ξ− при λµ < 1, w∗ =
∑
k≤ν(q+) τ

∗
k ,

P{ν(q+) = k − 1} = p+q
k−1
+ ,

Ee−uτ
∗
k = g̃0(u), k ≥ 1, τ∗0 = 0.

Зауважимо, що формули для х.ф. w(θs) та w∗ одержанi як наслi-
док з о.ф.т. без використання рiвнянь Бенеша й Такача для розподi-
лу w(t), а також вiдповiдного рiвняння для стацiонарного розподi-
лу w∗. Цей результат можна одержати також iз формули Клiмова
(див. [80, с. 118]) для генератриси

ω(z, t) =: Ee−zw(t) = etk(z)

[
1 +

∫ t

0

e−uk(z)P0(u)du

]
,

де P0(u) — iмовiрнiсть того, що в момент u система вiльна вiд вимог.
Звiдси пiсля перетворення Лапласа–Карсона випливає спiввiдношен-
ня

ω̃(z, s) =: Ee−zw(θs) =
1

1− k(z)
(s− zp̃0(s)),
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p̃0(s) = s

∫ ∞
0

e−suP0(u)du = s [s+ λ(1− π(s))]
−1
. (4.103)

Пiсля граничного переходу (s→ 0) з останнiх спiввiдношень при
λµ < 1 випливає, що

ω∗(z) = E e−zw∗ =
p+

1− λ
∫∞

0
e−zxF (x)dx

, (4.104)

p+ = lim
s→0

p̃0(s) = P {w(∞) = 0} .

Звiдси при z = 0 визначаються p+ = 1 − λµ, q+ = λµ, i остання
формула зводиться до формули Полячека–Хiнчина (див. (3.176)).

Приклад 4.3. Для процесу СМО ξ(t) = t−S(t) (η(t) = S(t)−t) з х.ф.
вимог ϕ(α) = 1

(1−iα)2 показати, щоm = E ξ(1) = −E ζ(1) = 1−2λ < 0,

k(z) = lnE e−zξ(1) = lnEezη(1) = z
z2 + 2z − zλ+m

(1 + z)2
.

На основi стохастичного спiввiдношення для перiоду зайнятостi θ̃1
.
=

τ+
ξ (ξ1) = τ−η (−ξ1) показати, що його генератриса виражається через
корiнь рiвняння Лундберга

π(s) = E
[
e−sθ̃1 , θ̃1<∞

]
=

1

(1 + ρ−(s))2
, k(−ρ−(s)) = s, (4.105)

i за формулою (4.103) обчислити перетворення Лапласа–Карсона
ймовiрностi незайнятостi P0(t).

Дiйсно, оскiльки Eζ(1) > 0, то P {τ−(−x) <∞} = 1 i в силу
неперервностi знизу η(t) маємо

E
[
e−sτ

−(−x), τ−(−x) <∞
]

= E e−sτ
−(−x) =

= P
{
η−(θs) < −x

}
= e−ρ−(s)x, x > 0;

π(s) = E e−sτ
−
η (−ξ1) =

∫ ∞
0

E e−sτ
−(−x)dF (x) =

=

∫ ∞
0

e−ρ−(s)xxe−xdx =
1

(1 + ρ−(s))2
.

Згiдно з (4.103) безпосереднiм обчисленням знаходимо

p̃0(s) = s

[
s+ λρ−(s)

2 + ρ−(s)

(1 + ρ−(s))2

]−1

. (4.106)
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Приклад 4.4. В умовах попереднього прикладу за формулою По-
лячека–Хiнчина знайти генератрису стацiонарного часу чекання w∗
та P {w∗ = 0}.

Оскiльки µ = E ξ1 = 2, то q+ = 2λ. Враховуючи, що F (x) =
(1 + x)e−x (x > 0), згiдно з (4.104)∫ ∞

0

(1 + x)e−(z+1)xdx =
2 + z

(1 + z)2
, (4.107)

Ee−zw∗ =
(1− 2λ)

1− λ(2+z)(1+z)−2
=

(1− 2λ)(1+z)2

(1+z)2 − λ(2+z)
−→
z→∞

1− 2λ.

Отже P {w∗ = 0} = 1 − 2λ = |m| = p+. Одержану генератрису у ви-
глядi неправильної дробово-лiнiйної функцiї другого порядку можна
звести до вигляду

Ee−zw∗ = p+ + q+

p+

(
1− (2λ)−1(2− λ)z

)
z2 + (2− λ)z + p+

,

де другий доданок є правильною дробово-рацiональною функцiєю
другого порядку, яка розкладається на суму двох дробово-лiнiйних.

Приклад 4.5. В умовах попереднього прикладу показати, що при
p+ = q+ = 1

2 , λ = 1
4 генератриса w∗ має спрощений вигляд

E e−zw∗ =
2(1 + z)2

4z2 + 7z + 2
=

1

2

[
1 +

z + 2

(z + ρ1)(z + ρ2)

]
. (4.108)

Розклавши останнiй доданок на дробово-лiнiйнi функцiї, знайдiть
хвiст розподiлу P {w∗ > x} i покажiть, що P {w∗ > x} є лiнiйною
комбiнацiєю показникових розподiлiв з параметрами ρ1 = 7−

√
17

8 ≈
3
8 , ρ2 = 7+

√
17

8 ≈ 11
8 .

Замiтимо, що доданок в (4.108) пiсля розкладу допускає пред-
ставлення

z + 2

4(z + ρ1)(z + ρ2)
=

1

4

(
A

z + ρ1
+

B

z + ρ2

)
,

A =
7−
√

17√
17

, B =
2
√

17− 7√
17

.

Звiдки пiсля обернення по z випливає, що

P {w∗ > x} =
1

8

(
Aρ−1

1 e−ρ1x +Bρ−1
2 e−ρ2x

)
, x > 0. (4.109)
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Позначимо θk = θ̃k + η′k — часовi цикли (F (0) = 0). Має мiсце
твердження (див. [80, § 13–14])

Теорема 4.10. Генератриси θ̃1, θ1 та τ±k (k ≥ 1, τ+
1 = θ1, τ−1 = τ1)

визначаються так

π(s) = E[e−sθ̃1 , θ̃1 <∞] = E[e−sτ
−(−ξ1), τ−(−ξ1) <∞] =

=

{
f(ρ(s)), f(u) =

∫∞
0
e−uxdF (x),

f(s+ λ(1− π(s))),
(4.110)

π(s) = E[e−sθ1 , θ1 <∞] =
λ

s+ λ
f(ρ(s)),

E[e−sτ
+
k , τ+

k <∞] = π(s)k, E[e−sτ
−
k , τ−k <∞] =

λ

s+ λ
π(s)k−1.

Якщо Eη(1) = λµ − 1 > 0, тодi ρ(s) −→
s→0

ρ0 > 0, генератриса абсо-

лютного мiнiмуму η− невироджена

g−(u) = Ee−uη
−

=
ρ0

ρ0 + u
, g−(0) = 1. (4.111)

Абсолютний максимум η+ має вироджений розподiл P{η+ = +∞}
= 1. Розподiли θ̃1 та θ1 також виродженi з додатним “дефектом”

0 < P{θ̃1 = −∞} = P{θ1 = +∞} < 1,

P{θ̃1 <∞} = P{θ1 <∞} = π(0) = f(ρ0) < 1.

Якщо Eη(1) ≤ 0, тодi ρ(s) −→
s→0

0, а при Eη(1) < 0

ρ′(0) =
1

1− λµ
=

1

|m|
, m = Eη(1),

Eθ̃1 =
µ

|m|
, Eθ1 =

1

λ
+

µ

|m|
.

Невироджена генератриса η+ g+(u) = Ee−uη+ (g+(0) = 1) визнача-
ється формулою Полячека–Хiнчина

g+(u) =
p+

1− q+f̃(u)
, f̃(u) =

1

µ

∫ ∞
0

e−uxF (x)dx. (4.112)
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При цiй умовi θ̃k та θk мають невиродженi розподiли з генератри-
сами (4.110), оскiльки π(s) = f(ρ(s)) −→

s→0
f(0) = 1.

Генератриси кiлькостi вимог, що обслужились за час t та на
перiодi θ̃1, вiдповiдно визначаються спiввiдношеннями

nt(z) = Ezn(t) = etλ(1−z), 0 < z < 1, t > 0, (4.113)

n∗(z) = Ezn(θ̃1) = f(ρ([1− z]λ)) = π(λ[1− z]),

En(θ̃1) = λf ′(0)ρ′(0) =
λµ

|m|
<∞ при умовi Eη(1) < 0. (4.114)

Доведення. Перша формула в (4.110) одержується усередненням по
dF (x), а саме

π(s) =

∫ ∞
0

E[e−sτ
−(−x), τ−(−x) <∞]dF (x) =

=

∫ ∞
0

e−ρ(s)xdF (x) = f(ρ(s)).

Справедливiсть 2-ої формули в (4.110), яка наводиться в [80, теоре-
ма 2, с. 62], випливає з рiвняння (Ls), згiдно з яким

ρ(s) = s+ λ[1− f(ρ(s))],

f(ρ(s)) = π(s), ρ(s) = s+ λ[1− π(s)].

Останнi формули (4.10) для k = 1 випливають з другої, а при k ≥ 2
обчислюються за iндукцiєю. Очевидно перша формула в (4.110) про-
стiша i зручнiша за другу, яка є функцiональним рiвнянням з неявно
вираженою генератрисою π(s). Обмеженiсть Eθ̃1 i його значення при
Eη(1) < 0 встановлюється диференцiюванням (4.110) при s→ 0.

Легко показати, що n(t) — простий пуассонiвський процес з па-
раметром λ > 0. Шляхом усереднення за розподiлом P{θ̃1 < t} =
P{τ−(−ξ) < t} знаходимо, що

Ezn(θ̃1) =

∫ ∞
0

e−tλ(1−z)d+P{τ−(−ξ) < t} =

=

∫ ∞
0

e−tλ(1−z)dtP{η−(t) < −ξ}.



226 Роздiл 4. Граничнi задачi для процесiв на iнтервалi

Iнтегрування частинами приводить до спiввiдношення (4.113). Дiй-
сно,

Ezn(θ̃1) = λ(1− z)
∫ ∞

0

P{η−(t) < −ξ}e−tλ(1−z)dt =

= P{η−(θ̃λ(1−z)<−ξ)} =

∫ ∞
0

e−ρ(λ(1−z))xdF (x) = f(ρ([1− z]λ)).

Формула (4.113) для n∗(z) зручнiша за функцiональне рiвняння (див.
[80], формула (1) на с. 82) для генератриси n(θ̃1).

Для процесу ризику ξ(t) = t− S(t) випадковi величини θ̃k визна-
чають тривалiсть часу (перiод) сталостi монотонного процесу ξ+(t),

а n(θ̃k) — кiлькiсть оплачених вимог за перiод θ̃k.

4.5 Модифiкацiї складного пуассонiвсько-
го процесу з двостороннiм вiдбиттям

Розглянемо складнi пуассонiвськi процеси з двостороннiм вiдбиттям,
пов’язанi з блуканням в iнтервалi (0, B). Такi модифiкованi процеси
ризику задаються за допомогою осцилюючих пуасонiвських проце-
сiв (див. [52, 68]). Проста версiя процесу з двостороннiм вiдбиттям
процесу ξu(t) = u + ct − S(t) вiд рiвня B (див. графiки 4 в кiнцi
монографiї) описується стохастичним спiввiдношенням

ξB,u(t) =̇


ξu(t), τB(u) > t,

ξB,0(t− τ−(−u)), τB(u) < t, τ−(−u) < τ+(v),

ξB,u(t− τ+(v)), τB(u) < t, τ+(v) < τ−(−u).

(4.115)

Згiдно з другим рядком в (4.115) процес ξB,u(t) пiсля влучення в 0
надалi при досягненнi рiвня B постiйно вiдбивається в 0.

Позначимо х.ф. для ξB,u(θs) та його щiльнiсть

ϕB,u(s, α) = EeiαξB,u(θs) = s

∫ ∞
0

EeiαξB,u(t)e−stdt,

PB,u(s, x) =
∂

∂x
P{ξB,u(θs) < x}, 0 ≤ x ≤ B

й доведемо твердження.
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Теорема 4.11. Х.ф. ξB,0(θs) та ξB,u(θs) (див. (4.115)) визначаю-
ться спiввiдношеннями

ϕB,0(s, α) = E[eiαξ(θs), τB(0) > θs]P
−1(B, s, 0) = (4.116)

=
ρ(s)

ρ(s)− iα
P−1(B, s, 0)×

×
{
p−(s)− 1

cRs(B)
E[eiα(ξ−(θs)+B), ξ−(θs) ∈ [−B, 0]]

}
.

Якщо u > 0 (u ∈ (0, B)), тодi

ϕB,u(s, α) = (1−QB(s, u))−1{QB(s, u)ϕB,0(s, 0) + (4.117)

+
ρ(s)eiαu

ρ(s)− iα
[ϕ−(s, α)(1−QB(s, u))eiαv][−u,v]}.

Для щiльностей розподiлу ξB,0(θs) та ξB,u(θs) справедливi спiввiд-
ношення

pB,0(s, x) = sQB(s, 0)Rs(B − x)P−1(B, s, 0),

pB,u(s, x) = (I −QB(s, u))−1{QB(s, u)pB,0(s, x) + (4.118)

+ xQB(s, u)Rs(B − s)− sRs(u− x)δ(x < u)}.

Доведення. На основi (4.115) виводиться рiвняння

EeiαξB,u(t) = E[eiαξu(t), τB(u) > t] +

+

∫ t

0

E[eiαξB,u(t−y), τ−(−u) ∈ dy, τ+(v) > y] +

+

∫ t

0

E[eiαξB,u(t−y), τ+(v) ∈ dy, τ−(−u) > y],

яке пiсля перетворення Лапласа–Карсона набуває вигляду

ϕB,u(s, α) = E[eiαξu(θs), τB(u) > θs] +

+ ϕB,0(s, α)QB(s, u) + ϕB,u(s, α)QB(s, u). (4.119)

Звiдси при u = 0 знаходимо, що

ϕB,0(s, α) = E[eiαξ(θs), τB(0) > θs][1−Q(B, s, 0)]−1.
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Враховуючи (4.60) та спiввiдношення P (B, s, u) = 1 − Q(B, s, u) з
останнього спiввiдношення одержимо (4.116), з якого також пiсля
обернення вiдносно α одержимо щiльнiсть pB,0(s, x). Пiсля обернен-
ня спiввiдношення

ϕB,u(s, α) = {ϕB,0(s, α)Q(B, s, u) +

+ E[eiαξu(θs), τB(u) > θs]}P−1(B, s, u),

яке випливає з (4.119), з урахуванням (4.66) знаходиться щiльнiсть
pB,u(s, x) в (4.118).

Наслiдок 4.4. При умовi m = Eξ(1) > 0 справедливi граничнi спiв-
вiдношення (0 ≤ u ≤ B)

lim
s→0

s−1P (B, s, u) = EτB(u) = QB(u)

∫ B

0

R(y)dy −
∫ u

0

R(y)dy,

lim
s→0

s−1P (B, s, 0) = EτB(0) = QB(0)

∫ B

0

R(y)dy,

ϕB,0(α) = ϕB,u(α) = lim
s→0

EeiαξB,u(θs) = (4.120)

=
1

iαmEτB(0)

{
p− −QB(0)E[eiα(ξ−+B), ξ− ≥ −B]

}
,

де

QB(u) =
R(u)

R(B)
, QB(0) =

1

cR(B)
.

Граничнi щiльностi визначаються одним i тим же спiввiдно-
шенням

pB,0(x) = pB,u(x) = lim
s→0

pB,0(s, x) =
QB(0)R(B − x)

EτB(0)
=

= R(B − u)[

∫ B

0

R(y)dy]−1, 0 < x < B. (4.121)

Доведення. Першi двi формули в (4.120) випливають з останньої
формули в (4.46). Гранична х.ф. визначається з (4.116) та (4.117)
пiсля переходу до границi при s → 0. Так само при s → 0 з (4.118)
випливає формула (4.120) для щiльностi pB,0(x).
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Зауважимо, що процес з вiдбиттям (4.115) пiсля влучення в 0 при
досягненнi рiвня B постiйно вiдбивається в нуль. Бiльш загальну мо-
дель процесу з двостороннiм вiдбиттям (див. [52]) можна одержати,
якщо дещо змiнити другий рядок в (4.115) i задати стохастичнi спiв-
вiдношення для процесiв ξuB,u(t) та ξuB,0(t) (див. другий графiк 4 в
кiнцi монографiї)

ξuB,u
·
=


ξu(t), τB(u) > t,

ξuB,u(t− τ+(v)), τ+(v) < t, A+(B),

ξuB,0(t− τ−(−u)), δ−(−u) < t, A−(B);

(4.122)

ξuB,0
·
=


ξ(t), τB(0) > t,

ξuB,u(t− τ+(B)), τ+(B) < t, A+(B),

ξuB,0(t− τ−(0)), τ−(0) < t, A−(B),

(4.123)

де A±(B) = {ω : τ+(v) ≷ τ−(−u)}.
Введемо позначення х.ф. i деяких визначникiв

ϕuB,0(s, α) = Eeiαξ
u
B,0(θs), ϕuB,u(s, α) = Eeiαξ

u
B,u(θs),

vs(α, u,B) = E[eiαξu(θs), τB(u) > θs], 0 ≤ u < B,

∆̃1(s, α, u,B) =

∣∣∣∣vs(α, 0, B) −QB(s, 0)
vs(α, u,B) 1−QB(s, u)

∣∣∣∣ ,
∆̃2(s, α, u,B) =

∣∣∣∣1−QB(s, u) vs(α, 0, B)
QB(s, u) vs(α, u,B)

∣∣∣∣ ,
∆(s, u,B) = (1−QB(s, 0))P (B, s, u) +QB(s, u)P (B, s, 0).

Теорема 4.12. Х.ф. ξuB,0(θs) та ξuB,u(θs) визначаються спiввiдно-
шеннями

ϕuB,0(s, α) = ∆̃1(s, α, u,B)∆−1(s, u,B),

ϕuB,u(s, α) = ∆̃2(s, α, u,B)∆−1(s, u,B). (4.124)

Щiльностi ймовiрностей розподiлу ξuB,u(θs) та ξuB,0(θs) виражаю-
ться через щiльнiсть розподiлу процесу до момента першого вихо-
ду з [0, B].

ps(x, u,B) =
∂

∂x
P{ξu(θs) < x, τB(u) > θs} = (4.125)
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= sQB(s, u)Rs(B − x)− sRs(u− x)δ(x < u), 0 ≤ u < B,(
vs(α, u,B) =

∫ B

0

eiαxps(x, u,B)dx, 0 ≤ u < B
)
,

яка входить у оберненi вiдносно α визначники ∆̃1,2 в термiнах
ps(x, u,B)

∆1(s, x, u,B) =

∣∣∣∣ps(x, 0, B) −QB(s, 0)
ps(x, u,B) 1−QB(s, 0)

∣∣∣∣ ,
∆2(s, x, u,B) =

∣∣∣∣1−QB(s, u) ps(x, 0, B)
−QB(s, u) ps(x, u,B)

∣∣∣∣ .
А саме

∂

∂x
P{ξuB,0(θs) < x} =

∆1(s, x, u,B)

∆(s, u,B)
, (4.126)

∂

∂x
P{ξuB,u(θs) < x} =

∆2(s, x, u,B)

∆(s, u,B)
(0 < x < B).

Граничнi щiльностi визначаються спiввiдношеннями

lim
s→0

∂

∂x
P{ξuB,0(θs) < x} = lim

s→0

∂

∂x
P{ξuB,u(θs) < x} =

= {QB(0)R(B − x)QB(u) +

+ [QB(u)R(B − x)−R(u− x)δ(u > x)QB(0)]} ×
× [EτB(u)QB(0) + EτB(0)QB(u)]−1, 0 < x < B, (4.127)

де

QB(0) = [cR(B)]−1, QB(u) = R(u)R−1(B),

EτB(0) = QB(0)

∫ B

0

R(y)dy, QB(u) = 1−R(u)R−1(B),

EτB(u) = QB(u)

∫ B

0

R(y)dy −
∫ u

0

R(y)dy, 0 ≤ u < B.

Доведення. Для х.ф. ξuB,0(t), ξuB,u(t) з (4.122), (4.123) виводяться рiв-
няння типу згортки

Eeiαξ
u
B,0(t) = E[eiαξ(t), τB(0) > t] +
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+

∫ t

0

Eeiαξ
u
B,u(t−y)P{τ+(B) ∈ dy,A+(B)}+

+

∫ t

0

Eeiαξ
u
B,0(t−y)P{τ−(0) ∈ dy,A−(B)},

Eeiαξ
u
B,u(t) = E[eiαξu(t), τB(u) > t] +

+

∫ t

0

Eeiαξ
u
B,u(t−y)P{τ+(B) ∈ dy,A+(B)}+

+

∫ t

0

Eeiαξ
u
B,0(t−y)P{τ−(−u) ∈ dy,A−(B)}.

Пiсля перетворення Лапласа–Карсона цi рiвняння виражаються в
термiнах iнтегральних перетворень щiльностi розподiлу ξu(θs) до мо-
менту виходу з [0, B]

ϕuB,0(s, α) = vs(α, 0, B) + ϕuB,u(s, α)QB(s, 0) + ϕus,0(s, α)QB(s, 0),

ϕuB,u(s, α) = vs(α, u,B)+ϕuB,u(s, α)QB(s, u)+ϕuB,u(s, α)QB(s, u).

Звiдси одержимо систему рiвнянь

ϕuB,0(s, α)(1−QB(s, 0))− ϕuB,u(s, α)QB(s, 0) = vs(α, 0, B),(4.128)

−ϕuB,0(s, α)QB(s, 0) + ϕuB,u(s, α)(1−QB(s, u)) = vs(α, u,B),

розв’язок якої визначається спiввiдношеннями (4.124). Пiсля обер-
нення по α (4.124) отримаємо в термiнах визначникiв ∆1,2 формулу
(4.126) для щiльностей ∂

∂xP{ξ
u
B,u(θs) < x}. Слiд зауважити, що ви-

значники системи (4.128)

∆(s, u,B) =

∣∣∣∣1−QB(s, 0) −QB(s, 0)
−QB(s, u) 1−QB(s, u)

∣∣∣∣
спрощуються, якщо врахувати, що дiагональнi елементи виражають-
ся через P (B, s, u) +QB(s, u) (u = 0, u > 0). Тому

∆(s, u,B) =

∣∣∣∣P (B, s, 0) +QB(s, 0) −QB(s, 0)
−QB(s, u) P (B, s, u) +QB(s, u)

∣∣∣∣ =

= P (B, s, 0)P (B, s, u) + P (B, s, 0)QB(s, u)+QB(s, 0)P (B, s, u) =

= P (B, s, u)(I −QB(s, 0)) + P (B, s, 0)QB(s, u).
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Пiсля такого спрощення легко перевiрити, що при α = 0 в (4.124)

∆̃1,2(s, 0, u,B) = ∆(s, u,B).

Згiдно з результатами теореми 4.12 для ps(x, u,B) = ∂
∂xP{ξk(θs) < x,

τB(u) > θs} урiзане iнтегральне перетворення має вигляд:

vs(α, u,B) =

∫ B

0

eiαxps(x, u,B)dx =

= sQB(s, u)eiαBrBs (−α)− seiαurus (−α), (4.129)

eiαBrBs (−α) =

∫ B

0

Rs(B − x)eiαxdx, 0 ≤ u < B.

Одержанi зображення для vs(α, u,B) дають можливiсть знайти гра-
ничну х.ф. та вiдповiдний граничний розподiл (4.127) при s→ 0.

Щоб охопити випадок, коли початковий процес ξ(t) є сумiшшю
пуассонiвського процесу i дифузiйної компоненти, слiд розглянути
дещо видозмiнене вiдбиття в початковий стан u > 0 i вiд верхньо-
го, i вiд нижнього рiвня. Для цього випадку модифiкована версiя
процесу з двостороннiм вiдбиттям визначається так. Нехай

ξu(t) = u+ ξ(t), t > 0, u > 0, ξ(0) = 0,

де ξ(t) неперервний зверху процес з кумулянтою

ψ(α) = iαc− σ2

2
α2 +

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)Π(dx), (4.130)∫ 0

−∞
|x|Π(dx) <∞.

Тодi модифiкований процес ηuB,σ(t) задається стохастичним спiввiд-
ношенням

ηuB,σ(t)
·
=



ξu(t), τB(u) > t,

ηuB,σ(t− τ+(v)), τB(u) = τ+(v) < τ−(−u),

τ+(v) < t,

ηuB,σ(t− τ−(−u)), τB(u) = τ−(−u) < τ+(v),

τ−(−u) < t.

(4.131)

Для цього процесу має мiсце
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Теорема 4.13. Якщо ξ(t) неперервний зверху процес з кумулянтою
(4.130), то х.ф. процесу (4.131)

ϕuB,σ(s, α) = Eeiαη
u
B,σ(θs), 0 < u < B,

визначається спiввiдношенням

ϕuB,σ(s, α) = vs(α, u,B)[1−Ee−sτB(u)]−1, (4.132)

де згiдно з (4.66) iнтегральне перетворення щiльностi ps(x, u,B)

vs(α, u,B) = sQB(s, u)

∫ B

0

eiαxRs(B − x)dx−

− s
∫ u

0

eiαxRs(u− x)dx.

Гранична х.ф. процесу ηuB,σ(t)(t → ∞) визначається спiввiдно-
шенням

ϕuB,σ(α) = lim
s→0

ϕuB,σ(s, x) =
v′0(α, u,B)

EτB(u)
, (4.133)

де згiдно з попередньою формулою для vs(α, u,B) похiдна по s в нулi
має вигляд

v′0(α, u,B) = QB(u)

∫ B

0

eiαxR(B − x)dx−
∫ u

0

eiαxR(u− x)dx,

EτB(u) = QB(u)

∫ B

0

R(x)dx−
∫ u

0

R(x)dx. (4.134)

Гранична щiльнiсть розподiлу цього процесу з двостороннiм вiдби-
ттям визначається спiввiдношенням (0 < u < B)

∂

∂x
P{ηuB,σ(∞) < x} =

= [QB(u)R(B − x)−R(u− x)δ(u > x)][EτB(u)]−1. (4.135)

Доведення. На основi (4.131) для х.ф. модифiкованого процесу ви-
водиться рiвняння

Eeiαη
u
B,σ(t) = E[eiαξu(t), τB(u) > t] +
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+

∫ t

0

E[eiαη
u
B,σ(t−y), τB(u) = τ+(v) ∈ dy] +

+

∫ t

0

E[eiαη
u
B,σ(t−y), τB(u) = τ−(−u) ∈ dy].

Пiсля перетворення Лапласа–Карсона для х.ф.

ϕB,u(s, α) = s

∫ ∞
0

e−stE[eiαη
u
B,σ(t)]dt = Eeiαη

u
B,σ(θs)

з попереднього рiвняння одержимо нове рiвняння

ϕB,u(s, α) = vs(α, u,B) + ϕB,u(s, α)(QB(s, u) +QB(s, u)),

з якого випливає (4.132). Пiсля граничного переходу (s → 0) iз
(4.132) визначається гранична х.ф. (4.133). Згiдно з (4.24) пiсля обер-
нення знаходимо щiльнiсть (4.135). При цьому слiд врахувати, що
(залежно вiд знаку m1) значення потенцiалу R(x) визначається про-
стим спiввiдношенням (4.37). Отже в правiй частинi формул (4.133),
(4.134) слiд пiдставити (див. 1-й рядок в (4.37))

1) при m1 > 0 R(x) = R+(x);
2) при m1 < 0 (див. 2-й рядок в (4.37)) R(x) = R−(x);
3) при m1 = 0 слiд пiдставити (див. 3-й рядок в (4.37)) R(x) =

R0(x). Зауважимо, що в цьому випадку (σ > 0) для зображень ре-
зольвент (4.27) та (4.28) знак “−” в нижнiй межi iнтегрування слiд
пропустити, коли розподiл максимуму (мiнiмуму) ξ±(θs) не має ато-
ма в нулi.

4.6 Про вихiд з iнтервалу майже напiвне-
перервних схiдчастих процесiв

Перш за все нагадаємо деякi результати дослiдження задачi про ви-
хiд з iнтервалу для однорiдних процесiв з незалежними приростами
в загальному випадку. В [19, т. II ] для спiльного розподiлу екстре-
мумiв та самого процесу до момента виходу з iнтервалу встановленi
спiввiдношення в термiнах рядiв “згорток” (у певному сенсi) розпо-
дiлiв пар {τ±(x), γ±(x)}:

Γ0
±(x, dt, dy) = P

{
τ±(x) ∈ dt, γ±(x) ∈ dy

}
.
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В монографiї [14] для розподiлу процесу до моменту виходу з iнтер-
валу [x− T, x] одержано майже аналогiчне спiввiдношення в термi-
нах “згорток” генератрис по s i розподiлу по y

Γ0
±(s, x, y) = E

[
e−sτ

±(±x), γ±(±x) ≤ y
]
.

Нижче ми наводимо це спiввiдношення для

Hs(T, x, y) = P
{
ξ(θs) < y, ξ+(θs) < x, ξ−(θs) > x− T

}
=

= P {ξ(θs) < y, τ(x, T ) > θs}

Лема 4.2 ( [14], лема 6.1, с. 170). Спiльний розподiл {ξ(θs), ξ+(θs),
ξ−(θs)} визначається спiввiдношенням

Hs(T, x, y) = P
{
ξ−(θs) > x− T, ξ(θs) ≤ y

}
−

−
∞∑
n=0

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

Γ+(s, x, dy1)Γ−(s, T + y1, dy2) · · · ×

× Γ+(s, T + y2n, dy2n+1)×
×P

{
ξ−(θs) > −T − y2n+1, ξ(θs) ≤ y − x− y2n+1

}
+

+

∞∑
n=0

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

Γ−(s, T − x, dy1)Γ+(s, T + y1, dy2) · · · ×

× Γ+(s, T + y2n+1, dy2n+2)×
×P

{
ξ−(θs) > −T − y2n+2, ξ(θs) ≤ y − x− y2n+2

}
. (4.136)

Для напiвнеперервних процесiв замiсть спiввiдношення (4.136) в
[52] встановлено спрощення для щiльностi

hs(T, x, y) =
∂

∂y
Hs(T, x, y), x− T < y < x,

в термiнах резольвенти Rs(x) (див. (4.66) — для напiвнеперервних
зверху процесiв та (4.73) — для напiвнеперервних знизу процесiв).

Ми сформулюємо без доведення теорему про розподiл пар{
τ±(x, T ), γ±T (x)

}
, γ+
T (x) = x−ξ(τ+(x, T )), γ−T (x) = x−T−ξ(τ−(x, T ))

у загальному випадку та про спрощення щiльностi hs(T, x, y) у ви-
падку напiвнеперервностi.
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Теорема 4.14. Для довiльного процесу з н.п. спiльнi розподiли пар
{τ±(x, T ), γ±T (x)} визначається вiдповiдно спiввiдношеннями (див.
[9–11], [14, с. 187])

E
[
e−sτ

+(x,T ), γ+
T (x) > z

]
= E

[
e−sτ

+(x,T ), ξ(τ+(x, T )) > z + x
]

=

= s−1

∫ x

x−T
Π+(x− y + z)dHs(T, x, y), (4.137)

E
[
e−sτ

−(x,T ), γ−T (x) > z
]

=

= s−1

∫ x

x−T
Π−(x− T − y − z)dHs(T, x, y), (4.138)

Π+(x) =

∫ ∞
x

Π(dy), x > 0; Π−(x) =

∫ x

−∞
Π(dy), x < 0.

Для напiвнеперервних зверху процесiв щiльнiсть hs(T, x, y) ви-
значається спiввiдношенням, яке виражається через резольвенту
Rs(x) та генератрису

QT (s, x) = Rs(T − x)R−1
s (T ) (0 < x < T ) ,

hs(T, x, y) = sQT (s, x)Rs(x− y)− sRs(−y)I {x > y} , (4.139)

Q(T, s, x) = E e−sτ(x,T ) =

= 1− s

[
QT (s, x)

∫ T

0

Rs(y)dy −
∫ x

0

Rs(y)dy

]
.

Тодi згiдно з (4.138) для напiвнеперервного зверху процесу має мiсце
спiввiдношення

E
[
e−sτ

−(x,T ), ξ(τ−(x, T )) < z
]

=

= QT (s, x)

∫ x

x−T
Π−(z − y)Rs(x− y)dy −

−
∫ 0

x−T
Π−(z − y)Rs(−y)dy, z < x− T. (4.140)

Спiввiдношення (4.137), (4.138), одержанi М.С. Братiйчуком в [10,
12], i для процесiв з обмеженою варiацiєю мають просту iнтерпре-
тацiю. Значення процесу в момент першого виходу з iнтервалу ви-
значає сума значення його перед виходом з iнтервалу та значення
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стрибка, що перетинає верхню(нижню) межу iнтервалу. Спiввiдно-
шення (4.139) для hs(T, x, y), одержане в [52], на основi якого з (4.138)
випливає (4.140), що узгоджується з вiдповiдним спiввiдношенням в
нашiй з М.С.Братiйчуком монографiї [14].

Виникає питання, чи можна для майже напiвнеперервних проце-
сiв отримати вiдповiднi спрощення для щiльностi hs(T, x, y) та для
розподiлiв пар

{
τ±(x, T ), γ±T (x)

}
?

Оскiльки для вказаних процесiв ми не маємо зображення резоль-
венти Rs(x), що визначається шляхом обернення rs(α) = (ψ(α) −
s)−1, не ясно як виразити через неї хоча б одну з генератрис

QT (s, x) = E
[
e−sτ

+(x,T ), A+(x)
]
,

A+(x) = {ω : ξ(τ(x, T )) > x} ,

QT (s, x) = E
[
e−sτ

−(x,T ), A−(x)
]
,

A−(x) = {ω : ξ(τ(x, T )) < x− T} ,

бо для неперервних зверху процесiв QT (s, x) визначається вiдношен-
ням значень резольвенти. Виникає питання, як iншим способом зна-
йти хоча б одну з указаних генератрис?

Нехай ξ(t) майже напiвнеперервний зверху схiдчастий процес. Та-
кi процеси в теорiї ризику, з iнтерпретацiйної точки зору, зручнiше
розглядати як рiзницю двох монотонних пуасонiвських процесiв

ξ(t) = C(t)− S(t), S(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξ′k, C(t) =
∑

k≤ν2(t)

ξ′′k ,

де ν1,2(t) — простi пуасонiвськi процеси з параметрами λ1,2 > 0, S(t)
процес з вимогами ξ′k > 0 з довiльним розподiлом, C(t) — процес з
премiями ξ′′k > 0, що мають показниковий розподiл

E eiαξ
′′
k = c(c− iα)−1, c > 0.

В той же час ми будемо розглядати його як немонотонний процес iз
стрибками ξk довiльного знаку

ξ(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, E
[
eiαξk | ξk > 0

]
=

c

c− iα
,

ν(t) — простий пуасонiвський процес iз сумарною iнтенсивнiстю λ =
λ1 +λ2, що визначає показниковий розподiл момента першого стриб-
ка ζ1

(
P {ζ1 > t} = e−λt

)
.
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Зауважимо, що при c → ∞ : C(t) → 0, та ξ(t) → −S(t), тобто
граничний процес має лише вiд’ємнi стрибки. Якщо ввести процес
Cc(t) з кумулянтою ψc(α) = λc(c(c − iα)−1 − 1), λc = ac, a > 0, тодi
при c→∞ : Cc(t)→ at, оскiльки ψc(α)→ iαa. Отже ξc(t) = Cc(t)−
S(t) −→

c→∞
ξ0(t) = at − S(t), тобто граничний процес стає класичним

напiвнеперервним зверху процесом ризику.
Оскiльки P (A+(x)) = 1 при x < 0, то виконуються крайовi умови

QT (s, x) =

{
0, x > T,

1, x < 0.

Iз стохастичних спiввiдношень для τ+(x, T ), γ+
T (x) (ξ = ξ1, ζ = ζ1):

τ+(x, T )=̇

{
ζ, ξ > x,

ζ + τ+(x− ξ, T ), x− T < ξ < x,

γ+
T (x)=̇

{
ξ − x, ξ > x,

γ+
T (x− ξ), x− T < ξ < x,

(4.141)

виводиться iнтегральне рiвняння для

V +(s, α, x) = V +(s, α, x, T ) = E
[
eiαγ

+
T (x)−sτ+(x,T ), A+(x)

]
,

(s+ λ)V +(s, α, x) =
λpc

c− iα
e−cx +

+ λ

∫ x

x−T
V +(s, α, x− z)dF (z), 0 < x < T. (4.142)

При α = 0 з (4.142) випливає рiвняння для QT (s, x)

(s+ λ)QT (s, x) = λpe−cx +

+ λ

∫ x

x−T
QT + (s, x− z)dF (z), 0 < x < T. (4.143)

Пiсля замiни

Q T (s, x) = 1−QT (s, x) =

{
1, x > T,

0, x < 0,

з (4.143) випливає рiвняння для Q T (s, x) (0 < x < T )

(s+ λ)Q T (s, x) = s+ λF (x− T ) +
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+ λ

∫ T

0

Q T (s, z)F ′(x− z)dz, (4.144)

яке можна продовжити на додатну пiввiсь x > 0:

(s+ λ)Q T (s, x) = sC(x) +

+ λ

∫ ∞
−∞

Q T (s, z)F ′(x− z)dz + C
>

T (s, x), (4.145)

C(x) = I {x > 0} , C>T (s, x) = CT (s)e−cxI{x>T} −→
T→∞

0,

CT (s) = λp
[
ecT − cQ ∗s(T )

]
, Q ∗s(T ) =

∫ T

0

ecxQ T (s, x)dx.

Розглянемо замiсть рiвняння (4.145) трохи змiнене рiвняння для де-
якої функцiї Yε(T, s, x), яке одержується пiсля замiни C(x) на Cε(x) =
e−εxC(x), x > 0 (ε > 0, як завгодно мале). Позначимо

yε(T, s, α) =

∫ ∞
0

eiαxYε(T, s, x)dx,

C̃T (s, α) =

∫ ∞
0

eiαxC>T (s, x)dx,

i доведемо наступне твердження

Лема 4.3. Iнтегральне перетворення yε(T, s, α) розв’язку рiвняння

(s+ λ)Yε(T, s, x) = sCε(x) +

+ λ

∫ ∞
−∞

Yε(T, s, x− z)dF (z) + C>T (s, x), x > 0, (4.146)

визначається спiввiдношенням

syε(T, s, α) = ϕ+(s, α)
[
ϕ−(s, α)

(
sC̃ε(α) + C̃T (s, α)

)]
+
, (4.147)

а сам розв’язок має вигляд при x > 0

sYε(T, s, x) = s

∫ x

0

Bε(x− y)dP+(s, y) +

+

∫ x

0

B(s, x− y, T )dP+(s, y), (4.148)
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Bε(x) =

∫ x

−∞
e−ε(x−y)dP−(s, y) =

∫ 0

−∞
e−ε(x−y)dP−(s, y) =

= e−εxE e−εξ
−(θs),

B(s, x, T ) = CT (s)

∫ x−T

−∞
e−c(x−y)dP−(s, y), x > 0.

Доведення. Застосувавши до рiвняння (4.146) одностороннє перетво-
рення Фур’є, одержимо рiвняння

(s− ψ(α))yε(T, s, α) = sC̃ε(α) + C̃T (s, α)− [yε(α)ϕ(α)]− ,

тобто

syε(T, s, α)ϕ−1(s, α) = sC̃ε(α) + C̃T (s, α)− [yε(α)ϕ(α)]− . (4.149)

З рiвняння (4.149) пiсля факторизацiйного розкладу та операцiї про-
ектування випливає спiввiдношення

syε(T, s, α)ϕ−1
+ (s, α) =

[
ϕ−(s, α)

(
sC̃ε(α) + C̃T (s, α)

)]
+
,

яке еквiвалентне (4.147), оскiльки
[
ϕ−(s, α) [yε(α)ϕ(α)]−

]
+

= 0. Пiс-
ля обернення (4.147) доводиться (4.148).

На основi леми встановлюється твердження (див. [182])

Теорема 4.15. Для майже напiвнеперервних зверху процесiв
QT (s, x) визначається спiввiдношенням (0 < x < T )

QT (s, x) = q+(s)

∫ 0

x−T
eρ+(s)(T−x+y)dP−(s, y)× (4.150)

×

[∫ −T
−∞

ec(T+y)dP−(s, y) +

∫ 0

−T
eρ+(s)(T+y)dP−(s, y)

]−1

.

Для майже напiвнеперервних знизу процесiв має мiсце аналог по-
переднього спiввiдношення (0 < x < T )

QT (s, x) = q−(s)

∫ x

0

eρ−(s)(x−y)dP+(s, y)×

× [E[eb(T−ξ
+(θs)), ξ+(θs) > T ] +

∫ T

0

eρ−(s)(T−y)dP+(s, y)]−1.
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Доведення. Оскiльки Cε(x) → I {x > 0} при ε → 0, тому Yε(T, s, x)
→ Q T (s, x) при ε→ 0, 0 < x < T . Отже з (4.148) одержимо спiввiд-
ношення

sQ T (s, x) = sP+(s, x) + p+(s)B(s, x, T ) +

+

∫ x

+0

B(s, x− z, T )P ′+(s, z)dz. (4.151)

Пiсля пiдрахунку останньої згортки (без коефiцiєнта CT (s)), яка ви-
ражається подвiйним iнтегралом, одержимо спiввiдношення

q+(s)ρ+(s)

∫ x

0

∫ z−T

−∞
e−c(z−y)dP−(s, y)e−ρ+(s)(x−z)dz =

= q+(s)ρ+(s)

∫ x−T

−∞
e−ρ+(s)x+cydP−(s, y)

∫ x

max(0,y+T )

e−cq+(s)zdz =

= p+(s)

[∫ −T
−∞

ecy−ρ+(s)xdP−(s, y)+

+

∫ x−T

−T
eρ+(s)(y+T−x)−cT dP−(s, y)−

∫ x−T

−∞
e−c(x−y)dP−(s, y)

]
.

Останнiй iнтеграл одержаного спiввiдношення пiсля домноження на
CT (s) анулює складову p+(s)B(s, x, T ) в (4.151). Тому

sQ T (s, x) = sP+(s, x) + p+(s)CT (s)e−ρ+(s)x ×

×
[∫ −T
−∞

ecydP−(s, y) +

∫ x−T

−T
e−cT+ρ+(s)(y+T )dP−(s, y)

]
.

Проiнтегрувавши останнє спiввiдношення по ecx (0 ≤ x ≤ T ) одер-
жимо рiвняння для визначення CT (s) та Q ∗s(T ) i таким чином вста-
новлюється справедливiсть (4.150).

Зауважимо, що B(s, x, T ) −→
T→∞

0, тому QT (s, x) −→
T→∞

P+(s, x).

Крiм того QT (s, x) −→
c→∞

0. Якщо розглянути процес ξc(t), тодi, врахо-

вуючи, що qc+(s) = P {ξ+
c (θs) > 0} → 1, та для x > 0: P {ξ+

c (θs)>x}=

qc+(s)e−ρ
c
+(s)x −→

c→∞
e−ρ

+
0 (s)x, де ρ+

0 (s) є додатним розв’язком рiвняння

ψ0(−ir) = 0, ми отримаємо QTc (s, x) → QT∞(s, x) = Rs(T − x)R−1
s (T )

при c→∞, що узгоджується з першою формулою в (4.139).
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Наслiдок 4.5. Для майже напiвнеперервних зверху процесiв спiль-
нi розподiли пар

{
τ+(x, T ), γ+

T (x)
}

та {τ+(x, T ), ξ+(τ+(x, T ))} ви-
значаються спiввiдношеннями

V +(s, α, x, T ) =
c

c− iα
QT (s, x), 0 < x < T,

E
[
e−sτ

+(x,T ), γ+
T (x) > z

]
= QT (s, x)e−cz, z > 0; (4.152)

V+(s, α, x, T ) = eiαxV +(s, α, x, T ) =
c eiαx

c− iα
QT (s, x).

Х.ф. ξ(θs) до моменту виходу з iнтервалу має вигляд

V (s, α, x, T ) := E
[
eiαξ(θs), τ(x, T ) > θs

]
=

= ϕ+(s, α)

[
ϕ−(s, α)

(
1− c

c− iα
eiαxQT (s, x)

)]
[x−T,∞)

. (4.153)

Пiсля обернення х.ф. (4.153) одержимо щiльнiсть

hs(T, x, z) =
∂

∂z
Hs(T, x, z) =

∂

∂z
P {ξ(θs) < z, τ(x, T ) > θs} =

= p+(s)P ′−(s, z)I {z < 0}+

+ q+(s)ρ+(s)

∫ min(z,0)

x−T
eρ+(s)(y−z)dP−(s, y)−

−ρ+(s)QT (s, x)e−ρ+(s)(z−x)

[
e−ρ+(s)T

∫ −T
−∞

ec(y+T )dP−(s, y) +

+

∫ z−x

−T
eρ+(s)ydP−(s, y)

]
, x− T < z < x, z 6= 0, (4.154)

та спiввiдношення для атомарної ймовiрностi

P {ξ(θs) = 0, τ(x, T ) > θs} = P {ξ(θs) = 0} =

= p+(s)p−(s) =
s

s+ λ
, (z = 0).

Доведення. Перше спiввiдношення для (4.152) встановлюється без-
посередньою перевiркою пiсля пiдстановки його в рiвняння (4.142)
для V +(s, α, x, T ), а друге випливає з першого. Спiввiдношення
(4.153) випливає з теореми 4.3 (див. (4.60)). Одному з доданкiв у
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(4.153), а саме [ϕ−(s, α)][x−T,∞) вiдповiдає щiльнiсть урiзаного роз-
подiлу ξ−(θs) ∈ [x− T, 0], а проекцiї

[
ϕ−(s, α)c (c− iα)

−1
eiαx

]
[x−T,∞)

— щiльнiсть розподiлу суми ξ−(θs) + θ′c + x зi значеннями бiльшими
x− T . Пiсля обернення по α (4.153) знаходимо спiввiдношення

hs(T, x, z) = p+(s)
∂

∂z
P−(s, z)I {x− T ≤ z < 0}+

+ q+(s)ρ+(s)

∫ min{z,0}

x−T
e−ρ+(s)(z−y)dP−(s, y)−

−QT (s, x)

[
p+(s)

∂

∂z
P
{
ξ−(θs) + θ′c + x ≤ z

}
I {x− T ≤ z ≤ x}+

+ q+(s)ρ+(s)

∫ z

x−T
e−ρ+(s)(z−y)dP

{
ξ−(θs) + θ′c + x < z

}]
,

пiсля усереднення якого за показниковим розподiлом θ′c, одержує-
мо (4.154).

Наслiдок 4.6. Розподiл пари {τ−(x, T ), ξ(τ−(x, T ))} визначається
спiввiдношенням

sE
[
e−sτ

−(x,T ), ξ(τ−(x, T )) < z, A−(x)
]

=

=

∫ x

x−T
Π−(z − y)dHs(T, x, y), z < x− T, (4.155)

де Hs(T, x, y) визначається щiльнiстю (4.154).
Iмовiрнiсть вiдсутностi виходу з iнтервалу визначається спiв-

вiдношенням

P{τ(x, T ) > θs} = P{ξ−(θs) > x− T} −

−QT (s, x)[P{ξ−(θs) > −T}+

∫ −T
−∞

ec(z+T )dP−(s, z)]. (4.156)

Генератриси для τ(x, T ) та τ−(x, T ) визначаються спiввiдношення-
ми

Q(T, s, x) = 1−P {τ(x, T ) > θs} , 0 < x < T,

QT (s, x) = Q(T, s, x)−QT (s, x), 0 < x < T. (4.157)
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Доведення. Спiввiдношення (4.155) випливає з (4.137) пiсля пiдста-
новки в нього (4.154) i виражається через QT (s, x) та урiзаний розпо-
дiл ξ−(θs) + θ′c. Проiнтегрувавши (4.154) по iнтервалу [x− T, x] вста-
новлюється (4.156). Дiйсно, iнтегрування першого доданку в (4.154)
просте. При цьому проiнтегрований перший доданок для hs(T, x, z)
охоплює атомарну iмовiрнiсть P{ξ(θs) = 0} = s(s+ λ)−1:

P
{
ξ−(θs) ∈ (x− T, 0]

}
p+(s) =

=
s

s+ λ
+ P

{
ξ−(θs) ∈ (x− T, 0)

}
p+(s).

Для другого проiнтегрованого доданку одержимо спiввiдношення∫ x

x−T
ρ+(s)

∫ z∧0

x−T
eρ+(s)(y−z)dP−(s, y)dz = I1 + I2,

I1 = ρ+(s)

∫ 0

x−T

∫ z

x−T
eρ+(s)(y−z)dP−(s, y)dz =

=

∫ 0

x−T

(
1− eρ+(s)y

)
dP−(s, y),

I2 = ρ+(s)

∫ x

0

∫ 0

x−T
eρ+(s)(y−z)dP−(s, y)dz =

=

∫ 0

x−T

(
1− e−ρ+(s)x

)
eρ+(s)ydP−(s, y),

I1 + I2 =

∫ 0

x−T

(
1− e−ρ+(s)(x−y)

)
dP−(s, y).

Аналогiчно знаходимо без ускладнень третiй проiнтегрований дода-
нок. Склавши результати iнтегрування одержимо спiввiдношення

P {τ(x, T ) > θs} =

∫ x

x−T
dHs(T, x, z) = P

{
ξ−(θs) > x− T

}
−

− q+(s)

∫ 0

x−T
e−ρ+(s)(x−z)dP−(s, z)−

−QT (s, x)

[(
1− e−ρ+(s)T

)∫ −T
−∞

ec(z+T )dP−(s, z) +

+

∫ 0

−T

(
1− eρ+(s)z

)
dP−(s, z)

]
,
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з якого пiсля нескладних перетворень випливає (4.156). Пiсля пiдста-
новки (4.156) у перше спiввiдношення (4.157) знаходимо генератрису
τ(x, T ), пiсля пiдстановки якої у друге спiввiдношення в (4.157) зна-
ходимо генератрису τ−(x, T ).

Оскiльки QT (s, x)→ q+(s)e−ρ+(s)x (x > 0), при T →∞, то згiдно
з (4.156):

lim
t→∞

P {τ(x, T ) > θs} = 1− q+(s)E eρ+(s)ξ−(θs) −

− q+(s)e−ρ+(s)x
(
1−E eρ+(s)ξ−(θs)

)
= 1− q+(s)e−ρ+(s)x =

= 1−E
[
e−sτ

+(x),τ+(x)<∞] = P+(s, x), x > 0.

Зауважимо, що формула (4.150) для визначення QT (s, x) є дещо
складнiша за першу формулу в (4.31) в термiнах Rs(x) для непе-
рервних зверху процесiв. Так само одержанi формули для QT (s, x) та
Q(T, s, x) складнiшi за вiдповiднi формули в (4.53), а формула (4.154)
для hs(T, x, z) складнiша за другу формулу в (4.139).

Як i для випадку напiвнеперервностi для майже напiвнеперерв-
них процесiв можна розглядати граничнi задачi для модифiкованих
процесiв з двостороннiм вiдбиттям, дослiдження яких неможливе без
використання hs(T, x, z). При цьому граничнi значення hs(T, x, y) та
Hs(T, x, y)→ 0 при s→ 0, але iснує границя

lim
s→0

s−1hs(T, x, z) = h′0(T, x, z), (4.158)

яка залежно вiд знакуm = E ξ(1) визначається як i границя lim
s→0

Rs(x)

рiзними значеннями. Для обчислення цих значень слiд використати
наступне твердження.

Лема 4.4. Для напiвнеперервних зверху процесiв i майже напiвне-
перервних зверху процесiв

(∫ 0

−1
|x|Π(dx) <∞

)
при m > 0

lim
s→0

ρ+(s)s−1 = ρ′+(0) = m−1,

lim
s→0

P−(s, x) = P
{
ξ− < x

}
, x < 0. (4.159)

При m > 0

lim
s→0

ρ+(s) = ρ+ > 0;
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lim
s→0

s−1P
{
ξ−(θs) > x

}
= E τ−(x), x < 0. (4.160)

Для напiвнеперервних зверху процесiв приm = 0
(
a =

∫ 0

−∞|x|Π(dx)
)
,

σ1 =
√
Dξ(1) <∞

lim
s→0

ρ+(s)s−1/2 =

√
2

σ1
, σ2

1 = σ2 +

∫ 0

−∞
x2Π(dx),

lim
s→0

s−1/2P ′−(s, x) = f∗(x), x < 0, (4.161)

f∗(x) = − σ1√
2

∂

∂x
E τ∗(x), x < 0,

де τ∗(x) = inf {t > 0 : ξ∗(t) < x}, x < 0, а ξ∗(t) — монотонно спадний
процес зi знесенням a∗ = −σ2/2, та спектральною мiрою вiд’ємних
стрибкiв Π∗(dx) = Π(x)dx, x < 0.

Для схiдчастих майже напiвнеперервних зверху процесiв з σ2
1 =

Dξ(1) < ∞ при m = λ
(
pc−1 − qF̃ (0)

)
= 0

(
p = cqF̃ (0)

)
справедливi

спiввiдношення

lim
s→0

ρ+(s)s−1/2 =

√
2

σ1
;

lim
s→0

s−1/2P ′−(s, x) = f0(x), x < 0, (4.162)

f0(x) = k0
∂

∂x

(∫ ∞
0

P
{
ξ̃0(t) < x

}
dt

)
= −k0

∂

∂x
E τ0(x), x < 0;

де k0 = cσ1

(√
2
)−1

, τ0(x) = inf
{
t > 0; ξ̃0(t) < x

}
, x < 0. ξ̃0(t) —

монотонно спадний процес зi спектральною мiрою стрибкiв

Π0(dx) = λq (cF (x)dx+ dF (x)) , x < 0.

Доведення. Спiввiдношення (4.159), (4.160) доводились ранiше i
для напiвнеперервних i для майже напiвнеперервних зверху проце-
сiв ξ(t). Доведення (4.161) достатньо провести для випадку, коли
стрибкова частина ξ(t) є схiдчастим процесом з вiд’ємними стрибка-
ми i додатним знесенням a > 0. Тодi

ϕ(s, α) =
s

s− iα[a+ iασ2/2− λF̃ (α)]
,

F̃ (α) =

∫ 0

−∞
eiαxF (x)dx.
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На основi о.ф.т. при m = 0
(
m = a− λF̃ (0) = 0, λE |ξ1| = a

)
1√
s
ϕ−(s, α) =

ρ+(s)− iα
ρ+(s)

√
s

1

s− iα[a+ iασ2/2− λF̃ (α)]
.

Звiдси випливає iснування границi (s→ 0)

f̃∗(α) = lim
s→0

1√
s
ϕ−(s, α) =

σ1

2

1

iασ2/2− λ(F̃ (α)− F̃ (0))
.

Отже

f̃∗(α) =
σ1√

2

1

−ψ∗(α)
, ψ∗(α) = iαa∗ +

∫ 0

−∞

(
eiαx − 1

)
Π∗(dx),

a∗ = −σ
2

2
< 0, Π∗(dx) = λF (x)dx, x < 0.

Позначимо х.ф. стохастично зупиненого процесу ξ∗(θs)

ϕ∗(s, α) = E eiαξ∗(θs) =
s

s− ψ∗(α)
,

де ξ∗(t) — монотонно спадний процес з кумулянтою ψ∗(α)

σ1√
2
ϕ∗(s, α)s−1 → f̃∗(α) =

∫ 0

−∞
eiαxf∗(x)dx, s→ 0.

Пiсля обернення останнього спiввiдношення по α границi правої ча-
стинi вiдповiдає функцiя∫ ∞

0

e−st
∂

∂x
P {ξ∗(t) < x} dt→

∫ ∞
0

∂

∂x
P {ξ∗(t) < x} dt, s→ 0.

Якщо позначити τ∗(x) = inf {t > 0 : ξ∗(t) < x}, тодi

−f∗(x) =
σ1√

2

∫ ∞
0

∂

∂x
P {τ∗(x) > t} dt =

=
σ1√

2

∂

∂x

∫ ∞
0

P {τ∗(x) > t} dt,

тобто

f∗(x) = − σ1√
2

∂

∂x
E τ∗(x), x < 0.
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При доведеннi (4.162) для m = 0
(
p = cqF̃ (0)

)
слiд врахувати, що

ϕ(s, α) =
s(c− iα)

s(c− iα)− iαλ(p− qF̃ (α)(c− iα))
,

F̃ (α) =

∫ 0

−∞
eiαxF (x)dx.

Тому на основi о.ф.т. встановлюється, що при s→ 0

1√
s
ϕ−(s, α) =

√
s

p+(s)

ρ+(s)− iα
s(c−iα)−iαλ

(
p−qF̃ (α)(c−iα)

) → f̃0(α),

f̃0(α) =
cσ1√

2

1

−λq
[(
F̃ (α)− F̃ (0)

)
c+ ϕ(α)− 1

] =
cσ1√

2

1

−ψ̃0(α)
.

Пiсля обернення останнього спiввiдношення по α одержимо
(4.162).

На пiдставi (4.154) та леми 4.4 встановлюється

Наслiдок 4.7. Значення h′0(T, x, z) (див. (4.158)) залежно вiд знаку
m обчислюється так: при m > 0 (x− T < z < x, z 6= 0, 0 < x < T )

h′0(T, x, z) =
1

cm

∂

∂z
P
{
ξ− < z

}
I {z < 0}+

+
1

m

∫ z∧0

x−T
dP
{
ξ− < y

}
− 1

m
QT (x)

(∫ −T
−∞

ec(y+T )dP
{
ξ− < y

}
+

+

∫ z−x

−T
dP
{
ξ− < y

})
; (4.163)

при m < 0

h′0(T, x, z) = −p+
∂

∂z
E τ−(z)I {z < 0} −

− q+ρ+

∫ z∧0

x−T
eρ+(y−z)dE τ−(y) + q+Q

T (x)e−ρ+(z−x) ×

×

(
e−ρ+T

∫ −T
−∞

ec(y+T )dE τ−(y) + +

∫ z−x

−T
dE τ−(y)

)
; (4.164)



4.6. Про вихiд з iнтервалу майже напiвнеперервних процесiв 249

при m = 0 (f0(x) див. (4.162))

h′0(T, x, z) =

√
2

cσ1
f0(z)I {z < 0}+

√
2

σ1

∫ z∧0

x−T
f0(y)dy −

−
√

2

σ1
QT (x)

(∫ −T
−∞

ec(y+T )f0(y)dy +

∫ z−x

−T
f0(y)dy

)
. (4.165)

Для майже напiвнеперервного зверху процесу значення ймовiрностi
банкрутства QT (x) = lim

s→0
QT (s, x) визначаються з (4.150) залежно

вiд знаку m таким чином

QT (x) = P{ξ− > x− T}
[
P{ξ− > −T}+

+

∫ −T
−∞

ec(T+y)dP{ξ− < y}
]−1

, m > 0,

QT (x) = q+e
−ρ+x

(
1

λp+
−
∫ 0

x−T
eρ+y

∂

∂y
Eτ−(y)dy

)
×

×
[

1

λp+
− e−ρ+T

∫ −T
−∞

ec(T+y) ∂

∂y
E τ−(y)dy +

+

∫ 0

−T
eρ+y

∂

∂y
E τ−(y)dy

]−1

, m < 0,

QT (x) =

(
cσ1

λ
√

2
+

∫ 0

x−T
f0(y)dy

)[
cσ1

λ
√

2
+

∫ −T
−∞

ec(T+y)f0(y)dy +

+

∫ 0

−T
f0(y)dy

]−1

, m = 0, (4.166)

Розподiл ξ(τ−(x, τ)) для майже напiвнеперервного зверху процесу
визначається через h′0(T, x, y) спiввiдношенням

P
{
ξ(τ−(x, τ)) ≤ z, A−(x)

}
= (4.167)

=
1

λ
Π−(z) +

∫ x

x−T
Π−(z − y)h′0(T, x, y)dy, z < x− T,

де h′0(T, x, y) визначається в (4.163)–(4.165) залежно вiд знаку m.

Доведення. Роздiливши (4.154) на s пiсля переходу до границi з ура-
хуванням (4.159), одержимо (4.163); якщо врахувати (4.160)–(4.162),
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одержимо (4.164), (4.165). Аналогiчно, на пiдставi леми 4.4 i спiввiд-
ношення (4.150) встановлюється (4.166). Iз спiввiдношення (4.155)
випливає формула (4.167), в яку при вiдповiдних значеннях m пiд-
ставляються (4.163) при m > 0, (4.164) — при m < 0, (4.165) — при
m = 0.

Наслiдок 4.8. Для майже напiвнеперервного зверху (c > 0) та
знизу (b > 0) процесу ξ(t) функцiя QT (x) виражається наступними
спiввiдношеннями

QT (x) =
(
1− q−eρ−(x−T )

)(
1− q−c

c+ ρ−
e−ρ−T

)−1

, m > 0,

QT (x) = q+e
−ρ+x

(
1− b

ρ+ + b
eρ+(x−T )

)
×

×
(

1− bq+

ρ+ + b
e−ρ+T

)−1

, m < 0,

QT (x) =
cq(b+ c) + cb2(T − x)

b2 + cq(b+ c) + cb2T
, m = 0. (4.168)

Якщо ξ(t) — симетричний процес (p = q = 1
2 , b = c), тодi

QT (x) =
1 + c(T − x)

2 + cT
, QT (x) =

1 + cx

2 + cT
(0 < x < T ).

Доведення. Якщо m > 0, тодi p−(s) −→
s→0

p− > 0

P
{
ξ−(θs) < x

}
−→
s→0

P
{
ξ− < x

}
= q−e

bp−x, x < 0. (4.169)

Враховуючи, що p+(s)p−(s) = s (s+ λ)
−1, ми маємо при m < 0:

q′−(s) = −p′−(s)→ −(λp+)−1, при s→ 0,

E τ−(x) = − ∂

∂s
T−(s, x)|s=0 =

1− bx
λp+

, x < 0. (4.170)

Якщо m = 0, тодi ξ̃0(t) має стрибкову мiру Левi

Π0(dx) = λ0be
bxdx, x < 0, λ0 = λq(c+ b)b−1,

крiм того,

ξ̃−0 (t) = ξ̃0(t), p0
−(s) = P

{
ξ̃0(θs) = 0

}
=

s

s+ λ0
.
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Тому генератриса τ−0 (x) = inf{t : ξ0(t) < x} має вигляд

T−0 (s, x) = Ee−sτ
−
0 (x) = q0

−(s)ebp
0
−(s)x, x < 0.

Оскiльки (p0
−(s))′ = −(q0

−(s))′ → λ−1
0 при s→ 0, то

E τ−0 (x) = − ∂

∂s
T−0 (s, x)|s=0 =

1− bx
λ0

, x < 0;

f0(x) =
bcσ1√

2λ0

, x < 0,

p−(s)s−1/2 =

√
s

(s+ λ)p+(s)
−→
s→0

cσ1√
2λ
. (4.171)

Пiдставляючи формули (4.169)–(4.171) у вiдповiднi спiввiдношення
(4.166), ми отримаємо (4.168).

Для косо-схiдчастих майже напiвнеперервних зверху процесiв об-
межимося твердженням про вихiд з напiвобмеженого iнтервалу
(−∞, x].

Теорема 4.16. Нехай ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес
з a ≤ 0, Π+(x) =

∫∞
x

Π(dy) = Π+(0)e−cx = λpe−cx, x > 0. Тодi
генератриса τ+(x) = inf {t > 0 : ξ(t) > x} (x > 0)

T (s, x) = E
[
e−sτ

+(x), τ+(x) <∞
]

задовольняє рiвняння при x > 0

aT ′(s, x) = λ

∫ x

−∞
T (s, x− z)dF (z)−

− (s+ λ)T (s, x) + Π+(0)e−cx, (4.172)

єдиним розв’язком якого є експонента з ρ+(s) = cp+(s)

T (s, x) = q+(s)e−ρ+(s)x, x ≥ 0; k(ρ+(s)) = s. (4.173)

Доведення. Обмежимося випадком a = −1, λ =
∫∞
−∞Π(dx) < ∞,

p = F (0). Iз стохастичного спiввiдношення

τ+(x)=̇

{
ζ, ξ − ζ > x,

ζ + τ+(x− ξ + ζ), ξ − ζ ≤ x,
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виводиться iнтегральне рiвняння при x > 0

T (s, x) = λ

∫ ∞
0

e−(s+λ)ype−c(x+y)dy +

+ λ

∫ ∞
0

e−(s+λ)y

∫ x+y

−∞
T (s, x+ y − z)dF (z)dy,

яке зводиться пiсля замiни x+ y = y′ до вигляду

T (s, x) =
λp

s+ λ+ c
e−cx +

+ λ

∫ ∞
x

∫ y

−∞
e−(s+λ)(y−x)T (s, y − z)dF (z)dy, x > 0.

Пiсля диференцiювання звiдси випливає рiвняння (4.172) з a = −1.
Пiдставимо (4.173) в (4.172) i одержимо рiвняння

−aρ+(s)q+(s)e−ρ+(s)x = λq+(s)

∫ x

−∞
eρ+(s)(z−x)dF (z)−

− (s+ λ)q+(s)e−ρ+(s)x + λpe−cx, x > 0,

яке пiсля скорочення на exp {−ρ+(s)x} i деяких простих перетворень
зводиться до вигляду

−aρ+(s)q+(s) = λq+(s)

[∫ x

−∞
eρ+(s)zdF (z) + p

∫ ∞
x

eρ+(s)z−czdz

]
−

− (s+ λ)q+(s)− λpq+(s)

∫ ∞
x

e−cq+(s)zdz + λpe−cq+(s)x.

Зауважимо, що[∫ x

−∞
eρ+zdF (z) +

∫ ∞
x

eρ+zdF (z)

]
= ϕ(−iρ+),

i лише при ρ+(s) = cp+(s) доданки в другому рядку останнього рiв-
няння скорочуються, а саме рiвняння зводиться до рiвняння Лун-
дберга

−aρ+(s) = λ [ϕ(−iρ+(s))− 1]− s ∼ k(ρ+(s)) = s.
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Щодо тверджень теорем 4.15, 4.16 та наслiдку 4.5 для майже на-
пiвнеперервних зверху косо-схiдчастих процесiв (a < 0) слiд заува-
жити, що їх доведення ускладнюються, оскiльки генератрисиQT (s, x)
та QT (s, x) описуються iнтегро-диференцiальними рiвняннями ти-
пу (4.172) на вiдрiзку, якi також виводяться на основi вiдповiдних
стохастичних спiввiдношень. Зокрема, iз спiввiдношення

τ+(x, T )=̇

{
ζ, ξ + aζ, a < 0,

ζ + τ+(x− ξ − aζ), x− T < ξ + aζ < x,

виводиться iнтегро-диференцiальне рiвняння на вiдрiзку

a
∂

∂x
QT (s, x) = λ

∫ x

x−T
QT (s, x− z)dF (z)−

− (s+ λ)QT (s, x) + λpe−cx, 0 < x < T. (4.174)

Iз крайових умов для QT (s, x) випливає, що рiвняння для Q T (s, x) =
1−QT (s, x) можна записати у термiнах згортки i продовжити на вiсь
x > 0. Одержане рiвняння з довизначеною компенсуючою функцiєю
розв’язується з деякими ускладненнями аналогiчно тому, як знахо-
дився розв’язок для (4.144), (4.145).

Порiвняємо результати, що стосуються моментiв банкрутства
τ±(T, x) для напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) та майже напiв-
неперервного (з параметром c > 0), на основi вiдповiдних спiввiдно-
шень з наслiдкiв 4.1 та 4.5.

Наслiдок 4.9. Для напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) (навiть
при σ2 > 0,

∫ 0

−1
|x|Π(dx) = ∞) генератриса τ−(T, x) визначається

через розподiл ξ−(θs) та генератрису QT (s, x) = Rs(T − x)R−1
s (T )

QT (s, x) = P−(s, x− T )−QT (s, x)P−(s,−T ) (0<x<T ). (4.175)

Для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) має мiсце спiв-
вiдношення

QT (s, x) = P−(s, x− T )−QT (s, x)P−(s,−T )− (4.176)

−
∫ −T
−∞

ec(z+T )dP−(s, z),

де QT (s, x) визначається в теоремi 4.15.
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Приклад 4.6. Нехай ξ(t) — схiдчастий майже напiвнеперервний
зверху процес iз прикладу 3.7. Користуючись спiввiдношенням (3.132)
для розподiлу ξ− при m = Eξ(1) > 0, знайти ймовiрнiсть банкрут-
ства QT (x) за першою формулою в (4.166).



Роздiл 5

Зв’язок граничних задач
для пуаcсонiвських
процесiв та блукань iз
задачами ризику

5.1 Ризиковi характеристики
для класичного випадку

Для розглянутих в § 4.1 класичних процесiв ризику (див. графiки 1
та 3 в кiнцi монографiї)

ξu(t) = u+ Ct− S(t), u > 0, C > 0, ζ(t) = S(t)− Ct,

S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, P{ν(t) = k} = e−λt
(λt)

k

k!
, k ≥ 0 (5.1)

основнi характеристики: ймовiрностi виживання та банкрутства на
скiнченному iнтервалi [0, t] для ξu(t)

φt(u) = P{ξu(s) > 0, ∀ s ∈ [0, t]}, φt(u) = 1− φt(u) = Ψ(t, u)

визначаються через розподiл мiнiмуму процесу ξ−(t) = ξ−0 (t)

φt(u) = P
{
ξ−(t) > −u

}
, φt(u) = P

{
ξ−(t) < u

}
. (5.2)

255
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Для ζ(t) iмовiрностi виживання та банкрутства на [0, t]

φt(u) = P{ζ(s) < u, ∀ s ∈ [0, t]}, φt(u) = 1− φt(u)

визначаються через розподiл максимуму ζ+(t)

φt(u) = P
{
ζ+(t) < u

}
, Ψ(t, u) = φt(u) = P

{
ζ+(t) > u

}
. (5.3)

Так само тотальнi iмовiрностi виживання та банкрутства на iн-
тервалi [0, +∞) (t→∞) визначаються через розподiли абсолютних
екстремумiв, а саме: a) для резервного процесу ризику ξu(t)

φ(u) = P
{
ξ− > −u

}
, φ(u) = P

{
ξ− ≤ −u

}
. (5.4)

б) для надлишкового процесу вимог ζ(t)

φ(u) = P
{
ζ+ < u

}
, Ψ(u) = φ(u) = P

{
ζ+ > u

}
. (5.5)

Якщо в (4.1) замiнити лiнiйну функцiю надходження премiй на
стохастичну C(t) =

∑
k≤ν1(t)

ξ′k, де P{ξ′k > 0} = 1, ν1(t) — простий пу-

ассонiвський процес з параметром λ1, тодi одержимо процес ризику
з випадковими премiями (C(t) 6= Ct)

ξu(t) = u+ C(t)− S(t), u > 0,

ζ(t) = S(t)− C(t), S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, C(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξ′k, (5.6)

де ν(t), ν1(t) — незалежнi пуассонiвськi процеси з параметрами λ > 0
та λ1 > 0 вiдповiдно. Для цих процесiв аналогiчно розглядаються
iмовiрностi виживання та банкрутства, якi так само виражаються
через вiдповiднi розподiли екстремумiв (5.3)–(5.5).

Зауважимо, що дослiдження рiзних ризикових характеристик для
класичних процесiв ризику присвяченi роботи переважно зарубiж-
них авторiв, зокрема монографiї [130, 141, 146, 166, 170, 210] та iн-
шi. Ризиковi характеристики для процесiв з випадковими премiями
(див. [3]) ще мало дослiдженi.

Для класичних процесiв ризику (5.1) (якi є напiвнеперервними
зверху або знизу) на основi тверджень з роздiлiв 1–3 можна сформу-
лювати (без повторення доведень) основнi результати i спiввiдношен-
ня, за допомогою яких визначаються iмовiрностi виживання φt(u),
φ(u) та iмовiрностi банкрутства φt(u) та φ(u) = Ψ(u).
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Теорема 5.1. Для напiвнеперервного знизу надлишкового процесу
вимог ζ(t) (зi знесенням −C) в (5.1) мають мiсце твердження:

1) Згiдно з теоремою 2.4 (див. (2.30)) подвiйне iнтегральне пе-
ретворення ймовiрностi виживання виражається через розподiл
початкових сходинкових висот {τ+(0), γ+(0)}

Ee−νζ
+(θs) = s

∫ ∞
0

e−st
∫ ∞

0

e−νu duφt(u)ds =

=
p+(s)

1− q+(s)g̃s(ν)
, p+(s) =

s

cρ−(s)
, (5.7)

g̃s(ν) = E
[
e−νγ

+(0) | ζ+(θs) > 0
]

=
G1(s, 0, ν)

G1(s, 0, 0)
,

G1(s, 0, ν) =
ρ−(s)

ρ−(s)− ν

∫ ∞
0

(e−νy − e−ρ−(s)y)Π(dy).

2) Згiдно з теоремою 3.2 (див. (3.39)) подвiйне iнтегральне пе-
ретворення ймовiрностi банкрутства визначається спiввiдношен-
ням

s

∫ ∞
0

e−st
∫ ∞

0

eiαuφt(u)dudt = φ̃+(s, α) =

=
1

ρ−(s)

∫ ∞
0

eiαxdP (s, x) + P̃>(s, α). (5.8)

3) Крiм (5.7) згiдно з останнiм спiввiдношенням теореми 3.7 та
наслiдком 3.3 (див. (3.73)) має мiсце спiввiдношення

Ee−uζ
+(θs) =



[
1 +

uρ−(s)

s(ρ−(s)− u)
(Π̃(u)− Π̃(ρ−(s)))

]−1

,

s(ρ−(s) + u)

s(ρ−(s) + u) + uρ−(s)
[
Π̃(u) + C − sρ−1

− (s)
] .(5.9)

4) Згiдно з наслiдком 4.1 (див. також [84], § 3.2, теорема 1) пе-
ретворення Лапласа–Карсона для φt(u) виражається через резоль-
венту Rs(x),

(
x ≥ 0, Rs(0) = C−1 > 0

)
s

∫ ∞
0

φt(u)e−s udt = P+(s, u) =
sRs(u)

ρ−(s)
− s

∫ u

0

Rs(y)dy. (5.10)
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Пiсля вiдповiдного обернення з (5.7), (5.8) випливає твердження:

Наслiдок 5.1. 1) Iмовiрнiсть банкрутства на iнтервалi [0, t] ви-
значається так званою формулою Прабху (див. (3.40))

φt(u) = P{ζ(t) > u}+ C

∫ t

0

P
{
ζ+(t− y) = 0

} ∂
∂u

P{ζ(y) < u}dy,

φt(0) = P
{
ζ+(t) = 0

}
=

1

C
|Eζ(1)| − 1

Ct
E[ζ(t), ζ(t) > 0]. (5.11)

2) Крiм того, з (5.8) на основi формули двоїстостi (3.71) вста-
новлюється, що

φt(u) =

∫ t

0

y−1 ∂

∂u
P{ζ(t− y) < u}E [|ζ(y)|, ζ(y) < 0]dy +

+ P{ζ(t) > u}. (5.12)

Доведення. Насправдi доведення потребує лише формула (5.12), яка
повнiстю розкриває iдею тотожностей Спiтцера про вираження роз-
подiлу ζ+(t) в термiнах розподiлу додатних значень ζ(t) > 0. Дiйсно,
враховуючи, що для неперервного знизу процесу Eζ−(θs) = ρ−1

− (s)
ми можемо обернути (5.10) по s

P
{
ζ+(t) > u

}
=

∫ t

0

∂

∂u
P{ζ(t− y) < u}dEζ−(y) +

+ P{ζ(t) > u}. (5.13)

Знайдемо похiдну (Eζ−(t))
′:

∂

∂t
Eζ−(t) =

∫ 0

−∞

∂

∂t
P
{
ζ−(t) < x

}
dx =

∫ 0

−∞

∂

∂t
P
{
τ−(x) < t

}
dx.

Згiдно з формулою двоїстостi (3.71)

(
Eζ−(t)

)′
=

∫ 0

−∞

|x|
t

∂

∂x
P{ζ(t) < x}dx =

1

t
E[|ζ(t)|, ζ(t) < 0].

Пiсля пiдстановки (Eζ−(y))
′ в (5.13) одержимо (5.12). Формула (5.11)

виражає зв’язок мiж iмовiрнiстю банкрутства φt(u) з ненульовим
початковим капiталом u > 0 та ймовiрнiстю виживання з капiталом
u = 0.
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Порiвнюючи iнтегральнi члени в (5.11) та (5.12) знаходимо, що
при m = λµ1 − C < 0, E|ζ(t)| = (C − λµ1)t = |m|t

φt(0) =
1

Ct
E[|ζ(t)|, ζ(t) < 0] =

|m|
C
− 1

Ct
E[ζ(t), ζ(t) > 0].

Пiсля пiдстановки φt(0) в (5.11) одержимо спiввiдношення

φt(u) = P{ζ(t) > u}+

∫ t

0

[
|m| − 1

y
E[ζ(y), ζ(y) > 0]

]
×

× ∂

∂u
P{ζ(t− y) < u}dy

подiбне до (5.12). Ця формула визначає розподiл максимуму непе-
рервного знизу процесу ζ(t) i подiбна до формули (3.75), яка визна-
чає розподiл P{ξ−(t) < x}, (x ≤ 0) для неперервного зверху процесу
ξ(t) в термiнах розподiлу вiд’ємних значень ξ(t) < 0.

Для визначення φ(u) та φ(u) наводиться теорема з iмовiрнiсною
iнтерпретацiєю ранiше одержаних спiввiдношень.

Теорема 5.2. Для надлишкового процесу вимог ζ(t) тотальнi iмо-
вiрностi виживання та банкрутства при умовi m = Eζ(1) = λµ1−
C < 0 визначаються так:

1) Згiдно з (5.8) при s→ 0 має мiсце вiдоме спiввiдношення

Ψ(u) = φ(u) = |m| ∂
∂u

(∫ ∞
0

P{ζ(t) > u}dt
)
, m < 0. (5.14)

2) Згiдно з (5.7) iнтегральне перетворення для щiльностi ймо-
вiрностi виживання має вигляд:∫ ∞

0

e−νuφ′(u)du =
p+

1− q+g0(ν)
,

g0(ν) = E
[
e−νγ

+(0) | ζ+ > 0
]
. (5.15)

3) Якщо ввести в.в. ξ̃k з генератрисою ϕ̃(iν) i щiльнiстю

∂

∂x
P{ξ̃k < x} =

1

µ1
F (x) (x > 0), S̃n =

∑
k≤n

ξ̃k,



260 Роздiл 5. Зв’язок граничних задач iз задачами ризику

тодi згiдно з (3.176)

g0(ν) = ϕ̃(iν) =
1

µ1

∫ ∞
0

e−νxF (x)dx, p+ =
|m|
C
, q+ =

λµ1

c
.

Тому (5.15) зводиться до формули Полячека–Хiнчина: Ee−νζ
+

=
p+(1−q+ϕ̃(iν))−1, з якої пiсля обернення по ν одержуємо щiльнiсть
iмовiрностi виживання φ′(u) = ∂

∂uP{ζ
+ < u} при u > 0

φ′(u) = p+

∑
n>0

qn+
∂

∂u
P{S̃n < u},

∂

∂u
P(S̃1 < u) =

1

µ1
F (u). (5.16)

4) Згiдно з (5.10) iмовiрнiсть виживання виражається за допо-
могою потенцiалу

φ(u) = |m|R(u), u ≥ 0, φ(0) = |m|R(0) =
|m|
C

= p+. (5.17)

Доведення. При m < 0 ρ−(s) → 0, sρ−1
− (s) → |m|, P̃>(s, α) → 0 при

s→ 0. Тому з (5.8) при s→ 0 одержимо спiввiдношення∫ ∞
0

eiαuφ(u)du = m

∫ ∞
0

eiαx
∂

∂x

(∫ ∞
0

P{ζ(t) > x}dt
)
dx,

з якого пiсля обернення по α випливає (5.14). Аналогiчно iз (5.7) при
s→ 0 згiдно з (2.60) виводиться (5.15). Iз (5.10) при s→ 0 випливає
(5.17) в термiнах потенцiалу.

Для спiльних генератрис пар {τ+(u), γk(u)}, k = 1, 3, де γ1(u) =
γ+(u) — неоплачувана частина критичної вимоги, γ2(u) = γ+(u) —
залишок резерву безпосередньо перед банкрутством, γ3(u) = γ+

u —
критична вимога, що з’явилася в момент банкрутства τ+(u), має
мiсце твердження в термiнах Π(x) = λF (x), x > 0, та його перетво-
рення Лапласа. Згiдно з теоремою 3.7 має мiсце

Теорема 5.3. Згiдно з (3.139) для напiвнеперервного знизу надли-
шкового процесу вимог генератриси (u1 = u, u2 = v, σ = 0)

Ṽ1,2(s, ν, uk) = E
[
e−ukγk(θ

′
ν)e−sτ

+(θ′ν), τ+(θ′ν) <∞
]

=
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= ν

∫ ∞
0

E
[
e−ukγk(x), ξ+(θs) > x

]
e−νxdx, k = 1, 3,

визначаються так

Ṽ1(s, ν, u) = s−1νρ(s)Ee−νζ
+(θs) × (5.18)

× 1

ρ(s)− u

[
u

u− ν
(
Π̃(u)− Π̃(ν)

)
+

ρ(s)

ρ(s)− ν
(
Π̃(ν)− Π̃(ρ(s))

)]
,

Ṽ2(s, ν, v) = s−1νρ(s)Ee−νζ
+(θs) ×

× 1

ρ(s)− ν
(
Π̃(ν + v)− Π̃(ρ(s) + v)

)
,

P{ζ+(θs) > θ′ν} = Ṽ1,2(s, ν, 0) =

= s−1νρ(s)Ee−νζ
+(θs)

Π̃(ν)− Π̃(ρ(s))

ρ(s)− ν
.

Для умовних генератрис γ1,2(θ′ν) справедливi спiввiдношення

E
[
e−uγ

+(θ′ν) | ζ+(θs) > θ′ν
]

=
1

ρ(s)− u
1

Π̃(ν)− Π̃(ρ(s))
×

×
[
u(ρ(s)− ν)

u− ν
(
Π̃(u)− Π̃(ν)

)
+ ρ(s)

(
Π̃(ν)− Π̃(ρ(s))

)]
,

E
[
e−vγ+(θ′ν) | ζ+(θs) > θ′ν

]
=

=
1

Π̃(ν)− Π̃(ρ(s))

[
Π̃(ν + v)− Π̃(ρ(s) + v)

]
.

Доведення. Формули (5.18) встановлено в теоремi 3.7 (див.
(3.139) для σ = 0, k = 1, 2). З (5.18) випливають формули для умов-
них генератрис. Пiсля обернення яких по ν встановлюється твердже-
ння для

E
[
e−uγ1,2(x) | ξ+(θs) > x

]
при x = 0 та x > 0.

Наслiдок 5.2. Умовнi генератриси γ1,2(0) визначаються спiввiд-
ношеннями

E
[
e−uγ

+(0)|ζ+(θs) > 0
]

=

=
1

(u− ρ(s))Π̃(ρ(s)

[
uΠ̃(u)− ρ(s)Π̃(ρ(s))

]
,
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E
[
e−vγ+(0) | ζ+(θs) > 0

]
=

1

Π̃(ρ(s))
Π̃(ρ(s) + v).

Якщо m = λµ1 − C < 0, тодi

E
[
e−uγ

+(θ′ν), ζ+ > θ′ν
]

= Ee−νζ
+ ν

|m|
Π̃(ν)− Π̃(u)

u− ν
, (5.19)

E
[
e−vγ+(θ′ν), ζ+ > θ′ν

]
= Ee−νζ

+ 1

|m|
[
Π̃(v)− Π̃(ν + v)

]
.

З (5.19) пiсля обернення по ν визначаються генератрисами γ1,2(x)

g+(x, z) := E
[
e−zγ

+(x), ζ+ > x
]

= E
[
e−zγ1(x), ζ+ > x

]
=

=
p+

|m|
Π̃(z) +

1

|m|

∫ x

0

Π∗z(x− y)P ′+(y)dy; P ′+(y) = φ′(y);

Π∗z(x) =

∫ ∞
x

Π(y)ez(x−y)dy =

∫ ∞
0

Π(x+ y)e−yzdy; (5.20)

E
[
e−vγ+(x), ζ+ > x

]
=

1

|m|

[
Π̃(v)P

{
ζ+ < x

}
−

−
∫ x

0

P
{
ζ+ < x− y

}
e−vyΠ(y)dy

]
.

Доведення. При s → 0 з (5.18) у випадку m < 0 встановлюються
спiввiдношення (5.19), пiсля обернення яких по ν одержимо (5.20).
Пiсля пiдстановки u = 0 або v = 0 в (5.19) знаходимо також, що

P
{
ζ+ > θ′ν

}
=

1

|m|
Ee−νζ

+(
Π̃(0)− Π̃(ν)

)
. (5.21)

Спiввiдношення (5.18) можна обернути по u, v та ν й одержати роз-
подiл P{γk(x) > z, ξ+(θs) > x}. Зокрема, при x = 0 розподiли пар
{τ+(0), γk(0)} визначаються в наслiдку 3.7 (див. (3.151)).

Для неперервного знизу процесу ризику ζ(t) з початковим капi-
талом u = 0 розглянемо пари {τ+(0), γk(0)}:

τ+(0) визначає момент банкрутства;
γ1(0) = γ+(0) — неоплачувану частину вимоги, що появилась у

момент банкрутства τ+(0);
γ2(0) = γ+(0) — залишок резерву, який страхова фiрма може ви-

користати на оплату критичної вимоги;
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γ3(0) = γ+
0 — розмiр вимоги, що появилась у момент τ+(0).

Аналогiчно при u→∞ розглянемо пари {τ+(∞), γk(∞)}, k = 1, 3
i сформулюємо без доведення наступне твердження для u = 0 i для
u→∞ (див. [33] та [51]).

Теорема 5.4. Для неперервного знизу надлишкового процесу вимог
ζ(t) спiльнi розподiли пар {τ+(0), γk(0)},

(
k = 1, 3

)
E
[
e−sτ

+(0), γk(0) > z, τ+(0) <∞
]

= P
{
ζ+(θs) > 0, γk(0) > z

}
згiдно з наслiдком 3.7 визначаються спiввiдношеннями (див. (3.151))

P
{
ζ+(θs) > 0, γ+(0) > z

}
=
λ

C

∫ ∞
z

e(z−y)ρ−(s)F (y)dy,

P
{
ζ+(θs) > 0, γ+(0) > z

}
=
λ

C

∫ ∞
z

e−yρ−(s)F (y)dy, (5.22)

P
{
ζ+(θs) > 0, γ+

0 > z
}

=
λ

Cρ−(s)

∫ ∞
z

(
1− e−yρ−(s)

)
dF (y).

Якщо m < 0, то при z = 0

q+(s) = C−1Π̃(ρ−(s))−→
s→0

λµ1

C
.

При z > 0

∂

∂z
P{ζ+ > 0, γ1,2(0) < z)} = λC−1F (z),

∂

∂z
P{ζ+ > 0, γ3(0) < z)} = λC−1zF

′
(z).

При нескiнченному зростаннi початкового капiталу u → ∞ за
умови m < 0 умовнi розподiли P{γk(∞) > z | τ+(∞) <∞} згiдно з
наслiдком 3.6 (див. (3.146)–(3.148)) визначаються спiввiдношеннями

P
{
γ+(∞) > z | τ+(∞) <∞

}
=

λ

|m|Eζ+

∫ ∞
z

(y − z)F (y)dy,

P
{
γ+(∞) > z | τ+(∞) <∞

}
=

λ

|m|Eζ+

∫ ∞
z

yF (y)dy, (5.23)

P
{
γ+
∞ > z | τ+

∞ <∞
}

=
λ

2|m|Eζ+

∫ ∞
z

y2dF (y), Eζ+ =
λµ2

2|m|
.
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Для загального однорiдного напiвнеперервного процесу ξ(t) з
н.п. в силу випуклостi кумулянти k(r) = ψ(−ir) в околi нуля
рiвняння (Ls) має два коренi r = ±ρ±(s) протилежного знаку,
один з яких повнiстю визначає вiдповiдну компоненту фактори-
зацiї. А саме, якщо ξ(t) напiвнеперервний зверху, то ρ+(s) визна-
чає ϕ+(s, α) = ρ+(s)(ρ+(s)− iα)

−1 i ρ−(s) лише частково визна-
чає ϕ−(s, α). Якщо ξ(t) напiвнеперервний знизу, тодi ρ−(s) повнi-
стю визначає ϕ−(s, α) = ρ−(s)(ρ−(s) + iα)

−1, ρ+(s) частково визна-
чає ϕ+(s, α). Лише у випадку, коли знесення c = 0 i стрибки ξ(t)
показниково розподiленi, коренi ±ρ±(s) повнiстю визначають обидвi
компоненти ϕ±(s, α). При цьому зауважимо, що мiж цими кореня-
ми (тобто на iнтервалi (−ρ−(s); ρ+(s))) не iснує iнших коренiв. Крiм
того, при m = Eξ(1) = 0 цi коренi стягуються ρ±(s)−→

s→0
0. Якщо

±m > 0, тодi ρ± = 0, ρ∓ > 0, ρ+ρ− = 0.
В силу того, що ψ(∓iρ±) = 0, має мiсце твердження:

Лема 5.1. Процес, що визначається експонентою

X(t) = e±ρ±ξ(t) (t ≥ 0) є мартингалом i (5.24)

EX(t) = Ee±ρ±ξ(t) = 1. (5.25)

Доведення. Дiйсно

E[X(t) | Fs] = E
[
e±ρ±(ξ(t)−ξ(s))±ρ±ξ(s) | Fs

]
.

Оскiльки ξ(t) має незалежнi прирости, то

E[X(t) | Fs] = Ee±ρ±(ξ(t)−ξ(s))E
[
e±ρ±ξ(s) | Fs

]
=

= e(t−s)ψ(∓iρ±)X(s), EX(s) = esψ(∓iρ±) = 1.

Зауважимо, що τ±(x), (τ±(x) ∧ t), ±x > 0 є марковськими момента-
ми, тому i X(τ±(x) ∧ t) є мартингалом. Отже, має мiсце спiввiдно-
шення

1 = Ee±ρ±ξ(τ
±(x)∧t) ≥ E

[
e±ρ±ξ(τ

±(x)), τ±(x) ≤ t
]
, ±x ≥ 0.

Оскiльки ξ(τ+(x)) ≥ x при x > 0, ξ(τ−(x)) < x при x < 0, тому з
останньої нерiвностi випливає, що

P
{
τ+(u) ≤ t

}
= P

{
ξ+(t) > u

}
≤ e−uρ+ , ρ+ > 0,
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якщо m < 0, (5.26)

P
{
τ−(x) ≤ t

}
= P

{
ξ−(t) < x

}
≤ exρ− , ρ− > 0,

якщо m > 0.

Для надлишкового процесу вимог ζ(t) = S(t)−Ct, який є напiвне-
перервним знизу, 1-а нерiвнiсть у (5.26) є давно вiдомою нерiвнiстю
Лундберга, яка залишається справедливою i при t → ∞. Отже, для
тотальної ймовiрностi банкрутства з (5.25) випливає порiвняно груба
оцiнка

Ψ(u) = φ(u) = P
{
ζ+ > u

}
≤ e−uρ+ , u > 0,

яка не враховує позитивнiсть атомарної ймовiрностi p+ = P{ζ+ = 0}
> 0. А корiнь ρ+ > 0 при m < 0 визначає показник експоненцiаль-
ного спадання ймовiрностi банкрутства при u→∞. В теорiї ризику
позначають ρ+ = R+ i називають показником Крамера–Лундберга,
а нерiвностi типу

Ψ(u) = φ(u) ≤ C ′e−uR+ , u > 0, C ′ ≤ 1,

називають одностороннiми оцiнками ймовiрностi банкрутства. При
цьому сталi R+ та C ′ наближено обчислюються в термiнах моментiв,
µk = E(ξ1)

k, k = 1, 3 (див. (3.17) та (3.23)–(3.25)).
Легко показати також, що

E
[
e−R+ζ(τ+(u)), τ+(u) <∞

]
=

∫ ∞
0

Ee−R+ζ(t)dP
{
τ+(u) < t

}
=

=

∫ ∞
0

etk(R+)dP
{
τ+(u) < t

}
= P

{
τ+(u) <∞

}
.

Враховуючи, що ζ(τ+(u)) = u + γ+(u), з останнього спiввiдношен-
ня випливає, що при m < 0 Ψ(u) = φ(u) визначається експонентою
e−R+u i генератрисою пари {τ+(u), γ+(u)}. Точнiше з мартингально-
стi процесу X(t) = e−R+ζ(t) випливає

Теорема 5.5. Для напiвнеперервного i майже напiвнеперервного
знизу процесiв ризику ζ(t) iмовiрнiсть банкрутства φ(u) = Ψ(u)
при m < 0 визначається формулою

φ(u) = P
{
τ+(u) <∞

}
= e−R+ug+(u,R+), (5.27)
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g+(u,R+) = E
[
e−R+γ

+(u), τ+(u) <∞
]
,

з якої пiсля пiдстановки (5.20) при z = R+, x = u для Ψ(u) одер-
жуємо спiввiдношення

Ψ(u) =
1

|m|
e−R+u

∫ u

−0

∫ ∞
0

Π(u+ z − y)e−R+zdP
{
ζ+<y

}
dz = (5.28)

=
1

|m|
e−R+u[p+Π̃(R+) +

∫ u

+0

Π∗R+
(u− y)dφ(y)],Π(y) = λF (y),

Π∗R+
(u) =

∫ ∞
0

e−R+xΠ(u+ x)dx →
u→0

Π̃(R+), φ(0) =
p+Π̃(R+)

|m|
.

Спiввiдношення в 2-му рядку (5.28) зручне для обчислення набли-
жень типу (3.23)–(3.27) для ймовiрностi банкрутства за такою
асимптотичною формулою

Ψ(u) =
p+

|m|
Π̃(R+)e−R+u + o

(
e−R+u

)
при u→∞. (5.29)

Асимптотична оцiнка (5.29) випливає iз спiввiдношення для iнте-
грального члена в (5.28) (Π(x) = λF (x), F (x) =

∫∞
x
F (y)dy, x > 0)∫ u

+0

Π∗R+
(u− y)dP+(y) =

∫ u

+0

∫ ∞
u−y

Π(z)eR+(u−z−y)dzdP+(y) =

= I1(u) + I2(u);

I1(u) =

∫ ∞
u

eR+(u−z)Π(z)dz

∫ u

+0

e−R+yP ′+(y)dy →
u→∞

0,

I2(u) =

∫ u

0

Π(z)e−R+z

∫ u

u−z
eR+(u−y)P ′+(y)dydz =∫ u

0

Π(z)e−R+z

∫ z

0

eR+yP ′+(u− y)dydz →
u→∞

0,

оскiльки згiдно з (5.16) φ′(u) = P ′+(u) →
u→∞

0.

На основi (5.21) встановлюється ранiше одержана формула (див.
(4.34) з σ = 0)для генератриси ζ+

Ee−νζ
+

=

[
1−

∫ ∞
0

(e−νx − 1)dΠ∗(x)

]−1

, dΠ∗(x) =
Π(x)

|m|
dx.
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На основi мартингальної властивостi процесу X(t) = e−R+ζ(t) та
поняття замiни мiри вiдносно експоненцiального сiмейства розпо-
дiлiв встановлюється двостороння оцiнка для ймовiрностi банкрут-
ства. Означення цього поняття i пов’язане з ним спряження Лунд-
берга можна знайти в [130, III, § 5, c. 67].

Означення 5.1 ( [130]). Нехай X — випадкова величина з функцiєю
розподiлу F (x) та вiдповiдною кумулянтою

k(r) = logEeX = log

∫ ∞
−∞

erxdF (x).

Тодi експоненцiальним сiмейством {Fθ}, породженим параметром θ
називається сукупнiсть розподiлiв Fθ(dx) = eθx−K(θ)dF (x), x ∈ R1,
кумулянта яких виражається через k(·) kθ(r) = k(r + θ)− k(θ), де θ
вибирається так, щоб k(θ) було визначеним.

Якщо X = ζ(1) = S(1)− 1, тодi за допомогою кореня γ = R+ > 0
рiвняння (L0) визначається кумулянта kγ(r), яка називається спря-
женою до k(r) — кумулянти ζ(1). Замiсть kγ(r) використовується
позначення kL(r):

kL(r) = λL(ϕ̃L(r)− 1)− r = k(r + γ),

k(r) = logEerζ(1) = λ

(∫ ∞
0

erxdF (x)− 1

)
− r,

λL = λϕ̃(γ), FL(dx) = eγxdF (x)ϕ̃−1(γ),

ϕ̃L(r) =

∫ ∞
0

erxFL(dx) = ϕ̃(r + γ)ϕ̃−1(γ).

Такому спряженню вiдповiдає пуасонiвський процес ζL(t), в яко-
го λ замiняється на λL i розподiл величини вимог (стрибка) F на FL,
а C = CL = 1. Iмовiрнiсну мiру, що вiдповiдає складному пуасонiв-
ському процесу ζL(t) позначають PL, а вiдповiдне усереднення EL.

Теорема 5.6 ( [130]). Для неперервного знизу процесу ризику ζ(t)
(див. (5.1) з C = 1) при m < 0 має мiсце двостороння оцiнка для
φ(u) = Ψ(u) (R+ = γ — додатний корiнь рiвняння (L0))

C−e
−R+u ≤ φ(u) = P

{
ζ+ > u

}
= C+e

−R+u, (5.30)

C± = sup(inf)
x≥0

F (x)∫∞
0
eR+(y−x)dF (y)

.



268 Роздiл 5. Зв’язок граничних задач iз задачами ризику

Доведення. (5.30) наводиться в [130]. Воно ґрунтується на спiввiдно-
шеннi в термiнах EL та PL

E
[
e−R+γ

+(u), τ+(u) <∞
]

= E
[
e−R+(γ+

u−γ+(u)), τ+(u) <∞
]

=

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
x

EL
[
e−R+(γ+

u−γ+(u)), τ+(u) ∈ dt,

γ+(u) ∈ dx | γ+
u ∈ dy

]
=

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
x

EL
[
e−R+(y−x), τ+(u) ∈ dt, γ+(u) ∈ dx | γ+

u ∈ dy
]

=

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

PL
{
τ+(u) ∈ dt, γ+(u) ∈ dx

}/∫ ∞
x

eR+(y−x)FL(dy)

FL(x)
=

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

PL
{
τ+(u) ∈ dt, γ+(u) ∈ dx

} F (x)∫∞
x
eR+(y−x)dF (y)

,

з якого випливають оцiнки для констант C±.

Приклад 5.1. Нехай ζ(t) — процес ризику (m < 0, ρµ1 = |m|
λ )

ζ(t) = S(t)− t, S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, λ = 3, i х.ф. для ξk

ϕ(α) =
1

2

(
3

3− iα
+

7

7− iα

)
, m = Eξ(1) = −2

7
, ρµ1 =

2

21
.

Знайти розподiл ζ+ таEζ+. Знайти двосторонню оцiнку дляP{ζ+>u}
i порiвняти її з деякими наближеннями, знайти генератрису пар
{τ+(0), γk(0)} та умовний розподiл γk(∞), k = 1, 3.

Легко переконатись, що характеристична функцiя ξ(θs)

ϕ(s, α) =
s

s− ψ(α)
=
s(3− iα)(7− iα)

P3(s, iα)

— дробово-рацiональна функцiя, де P3(s, r) = r3 + r2(s − 7) + r(6 −
10s) + 21s — полiном 3-го порядку. Iнтегральне перетворення, що
визначає k(r) = ψ(α)|iα=r має область збiжностi [0, 3). Рiвняння (Ls)
зводиться до кубiчного рiвняння P3(s, r) = 0, яке має 3 коренi:

r1(s) = −ρ−(s) < 0 < r2(s) < r3(s).
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Найближчi до 0 два з цих коренiв i їх граничнi значення при s → 0
не виходять з iнтервалу опуклостi k(r), що мiстить r = 0, є най-
важливiшими. Це пояснюється тим, що вiд’ємний корiнь r−(s) =
−ρ−(s)−→

s→0
0 повнiстю визначає х.ф. ξ−(θs)

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
, ρ′−(0) = |m|−1, m < 0.

Додатний найближчий до 0 корiнь r2(s) важливий тому, що його
граничне значенняR = lim

s→0
r2(s) = 1, як буде далi показано, визначає

показник −R головної частини ймовiрностi банкрутства.
На основi розкладу P3(s, r) = (r1(s)− r)P2(s, r), P2(s, r) = r2 +

r(s− 7− ρ−(s)) + 21sρ−1
− (s), легко отримується розклад

ϕ(s, α) =
s

ρ−(s)

(3− iα)(7− iα)

P2(s, iα)
ϕ−(s, α),

P2(s, r) = (r2(s)− r)(r3(s)− r),

з якого випливає, що 1-ий множник визначає х.ф. ξ+(θs)

ϕ+(s, α) =
s

ρ−(s)

(3− iα)(7− iα)

(r2(s)− iα)(r3(s)− iα)
, (5.31)

а 2-й в термiнах r1(s) = −ρ−(s) визначає х.ф. ξ−(θs)

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
; ρ−(s), ρ′−(0) = |m|−1, при m < 0.

Рiвняння, що випливає з (L0) (k(r) := 3
2

(
3

3−r + 7
7−r

)
− r = 0),

P3(0, r) := r3 − 7r2 + 6r = 0

має три коренi: 0; 1; 6. З них лише 0; 1 ∈ [0, 3). Легко перевiрити, що

ϕ(s, α) =
s(3− iα)(7− iα)

P3(s, iα)
= ϕ−(s, α) · s

ρ−(s)

(3− iα)(7− iα)

P2(s, iα)
.

З останнього запису для ϕ(s, α) випливає, що

ϕ+(s, α) =
s

ρ−(s)

(3− iα)(7− iα)

(r2(s)− iα)(r3(s)− iα)
=
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= p+(s) +
c1(s)

r2 − iα
+

c2(s)

r3 − iα
, p+(x) = lim

iα→∞
ϕ+(s, α) =

s

ρ−(s)
.

При s → 0 коренi r1(s) = −ρ−(s) → 0, r2(s) → R = 1, r3(s) → 6,
k′(1) = 1. Тому згiдно з (3.45) ΨCL(u) = 6

7e
−u. Згiдно з (5.31)

lim
s→0

ϕ+(s, α) = Eeiαζ
+

= p+ +
c1

1−iα
+

c2
6−iα

, p+ =
2

7
, q+ =

5

7
.

Пiсля обернення по α i пiдрахунку сталих, знаходимо, що

P
{
ζ+ > u

}
=

24

35
e−u +

1

35
e−6u =

24

35
e−u + o(e−u), u→∞,

i головна частина (як i в (5.29)) визначається експонентою κe−u, де
стала κ = 24

35 ближча до q+ нiж до ΨCL(0). Згiдно з (5.30)

F (u)∫∞
u
ex−udF (x)

=
3
(
1 + e−4u

)
1
2 (9 + 7e−4u)

→

{
C− = 2

3 , u→∞,
C+ = 3

4 , u→ 0.

Отже, має мiсце двостороння оцiнка, яка при u = 0 охоплює q+

2

3
e−u < P

{
ξ+>u

}
<

3

4
e−u,

2

3
< κ ≈ q+ <

3

4
, ΨCL(0) >

3

4
.

Згiдно з (5.22)

E
[
e−sτ

+(0), γ+(0) > z, τ+(0) <∞
]

=

=
λ

2

∫ ∞
z

e(z−y)ρ−(s)(e−3y + e−7y)dy,

E
[
e−sτ

+(0), γ+(0) > z, τ+(0) <∞
]

=

=
λ

2

∫ ∞
z

e−yρ−(s)(e−3y + e−7y)dy,

E
[
e−sτ

+(0), γ+
0 > z, τ+(0) <∞

]
=

=
λ

2ρ−(s)

∫ ∞
z

(1− e−yρ−(s))(3e−3y + 7e−7y)dy,

При s→ 0 звiдси випливає, що (λ = 3)

P
{
ζ+ > 0, γ+(0) > z

}
=

3

2

∫ ∞
z

(e−3y + e−7y)dy =
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=
3

2

(
1

3
e−3z +

1

7
e−7z

)
→ 5

7
, z → 0,

P
{
ζ+ > 0, γ+(0) > z

}
=

3

2

(
1

3
e−3z +

1

7
e−7z

)
,

P
{
ζ+ > 0, γ+

0 > z
}

=
3

2

∫ ∞
z

y(3e−3y + 7e−7y)dy =

=
3

2

(
1

3
e−3z +

1

7
e−7z

)
.

Згiдно з (5.23)

Eζ+ =
λµ2

2|m|
, µ1 =

5

21
, µ2 =

1

2

(
2

9
+

2

49

)
=

2 · 29

9 · 49
,

P
{
γ+(∞) > z|τ+(∞) <∞

}
=

=
3

|m|Eζ+

∫ ∞
z

(y − z)(e−3y + e−7y)dy =

=
e−3z

3

(
z +

1

3

)
+
e−7z

7

(
z +

1

7

)
,

P
{
γ+(∞) > z|τ+(∞) <∞

}
=

=
3

|m|Eζ+

∫ ∞
z

y(e−3y + e−7y)dy =
29

8

(
1

9
e−3z +

1

49
e−7z

)
,

P
{
γ+
∞ > z|τ+

∞) <∞
}

=
3

|m|Eζ+

∫ ∞
z

y2(e−3y + e−7y)dy =

=

(
e−3z

3
+
e−7z

7

)(
2

3
− z2

)
.

5.2 Процеси ризику з випадковими
премiями та їх характеристики

Розглянемо резервний та надлишковий процес ризику з випадковими
премiями (див. (5.6))

ξu(t) = u+ C(t)− S(t), u > 0,

ζ(t) = S(t)− C(t), C(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξ′k, (5.32)
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S(t) =
∑

k≤ν2(t)

ξk, k ≥ 0, ξk, ξ
′
k > 0, k > 0,

ν1,2(t) — незалежнi простi пуассонiвськi процеси з вiдповiдними iн-
тенсивностями λ1,2 > 0. Як i для класичних процесiв ризику, для
них аналогiчно позначаються всi основнi ризиковi характеристики.
Далi наводиться опис основних результатiв для цих процесiв у то-
му випадку, коли розподiл ξ′k з параметром c > 0 — показниковий.
Згiдно з означенням 3.1 (див. (3.78), d = b > 0), такi процеси є май-
же напiвнеперервними (ξu(t) — зверху, ζ(t) — знизу). В такому разi
кумулянта ζ(t) має вигляд:

ψ(α) = λ2(ϕ(α)− 1) + λ1

(
b

b+ iα
− 1

)
;

Eξ′1 = 1/c, Eξ1 = µ, m = λ2µ− λ1b
−1 або

ψ(α) = λ

(
p(ϕ(α)− 1)− q iα

b+ iα

)
,

p = λ2λ
−1, q = λ1λ

−1, λ = λ1 + λ2.

Це означає, що мiра Левi виражається через ф.р. стрибкiв таким
чином:

Π(dx) = λ2dF (x)I(x > 0) + λ1be
bxdxI (x < 0).

На основi спiввiдношень для х.ф. ξ+(θs), одержаних в § 3.3 для май-
же напiвнеперервних знизу процесiв, можна навести результати про
iнтегральнi перетворення ймовiрностей виживання та банкрутства.

Теорема 5.7. Для майже напiвнеперервного знизу надлишкового
процесу вимог ζ(t) справедливi такi твердження:

1. Подвiйне iнтегральне перетворення ймовiрностi виживання

φ̃ζ(s, ν) = s

∫ ∞
0

e−st
∫ ∞

0

e−νudφt(u)dt

виражається через генератрису початкових сходинкових висот
{τ+(0), γ+(0)} за допомогою дограничної формули Полячека–Хiнчи-
на

φ̃ζ(s, ν) = Ee−νζ
+(θs) =

p+(s)

1− q+(s)g̃s(ν)
, (5.33)
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g̃s(ν) = E
[
e−νγ

+(0) | ζ+(θs) > 0
]

=
G1(s, 0, ν)

G1(s, 0, 0
,

де згiдно з (3.153) при λ <∞, a = 0

G1(s, 0, ν) = p−(s)

∫ ∞
0

e−νxΠ(dx) +

+ q−(s)
ρ−(s)

ρ−(s)− ν

∫ ∞
0

(e−νy − e−ρ−(s)y)Π(dy),

P
{
ζ−(θs) < x

}
= q−(s)exρ−(s), x < 0, p+(s) =

s

s+ λ
p−1
− (s).

2. Подвiйне iнтегральне перетворення ймовiрностi банкрутства
визначається спiввiдношенням (див. (3.109))

φ̃+(s, α) =
s+ λ

s
p+(s)

{
P̃>(s, α)− q−(s)

[
b

b+ iα
P̃>(s, α)

]
+

}
,

P̃>(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxP̄ (s, x)dx. (5.34)

3. Крiм (5.33) для φ̃ζ(s, ν) має мiсце спiввiдношення (див. (3.93))

φ̃ζ(s, ν) =
sb(p−(s)− ν)

ρ−(s)
[
s(b− ν)− ν(mb−K2(ν)− bK̃2(ν))

] , (5.35)

де при λ2 <∞

K2(ν) =

∫ ∞
0

(e−νx − 1)Π(dx) = λ2

∫ ∞
0

(e−νx − 1)dF (x),

K̃2(ν) = λ2

∫ ∞
0

(e−νx − 1)Π(x)dx = λ2(F̃ (ν)− F̃ (0)), F̃ (0) = µ.

4. Згiдно з наслiдком 3.11б):

φ̃ζ(s, ν) = Ee−νζ
+(θs) = (5.36)

= s

{
s+ λ2ν

p−(s)(bν)

ρ−(s) + ν

[
F̃ (ν)− q−(s)

b

b+ ν
F̃ (ρ−(s))

]}−1

.
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5. Пiсля обернення (5.36) по ν встановлюється спiввiдношення
(див. (3.111))

P̄+(s, x) =
s+ λp+(s)

s

[
P̄ (s, x)− q−(s)P{ζ(θs) > x+ θ′b}

]
, (5.37)

x > 0, p−(s) =
P{0 ≤ ζ(θs) < θ′b}
P{ζ(θs) < θ′b}

, p+(s)p−(s) =
s

s+ λ
.

Для спiввiдношень P+(s, x) та P̄+(s, x)=1 − P+(s, x) нам знадо-
биться їх зображення у зручнiй (для обернення по s) формi.

Лема 5.2. Для довiльного майже напiвнеперервного зверху процесу
ξ(t) (див. (3.78), d = c > 0) (навiть при λ2 =

∫ 0

−∞Π(dx) = ∞),
основна факторизацiйна тотожнiсть (о.ф.т.) має вигляд:

ϕ(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
ϕ−(s, α), ρ+(s) = cp+(s). (5.38)

Дробово-лiнiйна компонента факторизацiї ϕ+(s, α) = p+(s)(c−iα)
ρ+(s)−iα ви-

значає розподiл ξ+(θs) при x > 0:

P̄+(s, x) = q+(s)e−ρ+(s)x, Eξ+(θs) =
q+(s)

ρ+(s)
, (5.39)

а при m < 0 пiсля граничного переходу s→ 0 з (5.39) випливає, що

P{ξ+ > x} = q+e
−cp+x, x > 0.

Для розподiлу ξ(θs) > 0 має мiсце зображення

P̄ (s, x) =
sρ′+(s)

ρ+(s)
e−ρ+(s)x, x > 0. (5.40)

Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t) (див. (3.78), d =
b > 0) х.ф. ξ−(θs) визначається коренем рiвняння k(r) = s rs =
−ρ−(s) (ρ−(s) = bp−(s))

ϕ−(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
, P−(s, x) = q−(s)eρ−(s)x, x < 0.

На основi о.ф.т.

ϕ(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
ϕ+(s, α), Imα = 0,
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встановлюється аналог спiввiдношення (5.40)

P (s, x) =
sρ′−(s)

ρ−(s)
eρ−(s)x, x < 0. (5.41)

Для Eξ−(θs) при λ <∞ має мiсце зображення

Eξ−(θs) =

{
−q−(s)(bp−(s))−1,

q+(s)b−1 − λp+(s)(sb)−1.
(5.42)

Доведення. Спiввiдношення (5.38) та (5.39) доведенi в § 3.2. З рiв-
няння (LS) випливає, що k′ (ρ+(s)) = [ρ′+(s)]−1. При ρ(s) = ρ+(s) =
cp+(s) i о.ф.т. для ϕ(s,−ir) = s

s−k(r) з (5.38) випливає формула

s(ρ+(s)− r)
k (ρ+(s))− k(r)

= ρ+(s)(c− r)ϕ+(s,−ir),

з якої при r → ρ+(s) одержимо спiввiдношення

s

k′ (ρ+(s))
= sρ′+(s) = p+(s)(c− ρ+(s))ϕ−(s,−iρ−(s)), (5.43)

Застосувавши операцiю проектування [ ]+ до (5.38) знаходимо,що

[ϕ(s, α)]+ =

[
ρ+(s)ϕ−(s, α)

ρ+(s)− iα

]
+

−
[
iαρ+(s)

ρ+(s)− iα
ϕ−(s, α)

]
+

.

Пiсля обернення цього виразу вiдносно α встановлюється, що

P ′(s, x) = q+(s)ρ+(s)ϕ−(s,−iρ+(s))e−ρ+(s)x, x > 0. (5.44)

Iз (5.43) i (5.44) випливає (5.40). Для майже напiвнеперервних
знизу процесiв аналогiчно встановлюються спiввiдношення (5.41) та
(5.42).

Для майже напiвнеперервних (зверху або знизу) процесiв вста-
новлюються умовнi формули двоїстостi (див. [180,181]).

Лема 5.3. Для майже напiвнеперервного зверху процесу має мiсце
умовне спiввiдношення двоїстостi зв’язку мiж розподiлами ξ(t) > 0
та τ+(x)

∂

∂x
P{ξ(t) < x} =

t

x

∂

∂t
P{τ+(x) < t | τ+(0) < t}, x > 0. (5.45)
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Для майже напiвнеперервного знизу процесу справедливе аналогiчне
спiввiдношення двоїстостi

∂

∂x
P{ξ(t) < x} = − t

x

∂

∂t
P{τ−(x) < t | τ−(0) < t}, x < 0. (5.46)

Доведення. Для майже напiвнеперервного зверху процесу спiввiдно-
шення (5.40) можна переписати так

P̄ (s, x) = −s
∫ ∞
x

1

z

(
e−ρ+(s)z

)′
s
dz, x > 0. (5.47)

На основi (5.39) знаходимо, що

e−ρ+(s)z = P{ξ+(θs) > z}q−1
+ (s) = P{ξ+(θs) > z | ξ+(θs) > 0}.

Тодi з (5.47) випливає, що

P̄ (s, x) = −s
∫ ∞
x

1

z

(∫ ∞
0

e−st dtP{ξ+(t) > z | ξ+(t) > 0}
)′
s

dz =

= s

∫ ∞
x

1

z

∫ ∞
0

te−stdtP{ξ+(t) > z | ξ+(t) > 0}dz.

Звiдси пiсля змiни порядку iнтегрування i обернення по s одержимо

P{ξ(t) > x} =

∫ ∞
x

t

z
dtP{ξ+(t) > z | ξ+(t) > 0}dz. (5.48)

Зауважимо, що для майже напiвнеперервного зверху процесу додат-
нi стрибки показниково розподiленi i мають щiльнiсть розподiлу

f(x) = − ∂

∂x
F̄ (x) = cF̄ (0)e−cx, x > 0.

Тому при x > 0 розподiл ξ(t) також має щiльнiсть розподiлу

ft(x) = − ∂

∂x
P{ξ(t) > x} = − ∂

∂x
P{Sν(t) > x} =

=

∞∑
k=1

P{ν(t) = k}f∗k(x).

Отже, пiсля диференцiювання (5.48) одержимо (5.45) для майже на-
пiвнеперервних зверху процесiв.
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Аналогiчно для майже напiвнеперервних знизу процесiв з куму-
лянтою (див. також (3.78) з d = b > 0, λ2 <∞)

ψ(α) = iαa+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π(dx) + (5.49)

+ λ2

∫ 0

−∞
(eiαx − 1)bebx, a ≥ 0, λ1 =

∫ ∞
0

Π(dx) ≤ ∞,

доводиться спiввiдношення (5.46). Доведення (5.41) для майже на-
пiвнеперервних знизу процесiв ризику з λ = λ1 + λ2 <∞ випливає з
того, що

P−(s, x) = P{ξ−(θs) < x} = q−(s)eρ−(s)x,

ρ−(s) = bp−(s), x < 0.

Тому справедливий перший рядок в (5.42)

Eξ−(θs) = −
∫ 0

−∞
P−(s, x)dx = −q−(s)(bp−(s))−1,

другий рядок в (5.42) випливає з першого пiсля врахування зв’язку
мiж p−(s) та p+(s): p+(s)p−(s) = s(s+ λ)−1 при a = 0, λ <∞

Eξ−(θs) =
p−(s)− 1

bp−(s)
=

1

b

[
1− s+ λ

s
p+(s)

]
=

=
1

b

[
1− p+(s)− λs−1p+(s)

]
=

1

b

[
q+(s)− λs−1p+(s)

]
.

На основi лем 5.2, 5.3 встановлюються спiввiдношення для P̄+(s, x)
(P−(s, x)), зручнi для обернення по s (див. [181]).

Теорема 5.8. Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t) з
кумулянтою (5.49) розподiл ξ+(θs) визначається спiввiдношенням:

P̄+(s, x) =

=


1

p−(s)

[
P̄ (s, x)− q−(s)

∫ ∞
x

P̄ (s, z)eb(x−z)dz

]
,

Eξ−(θs)

[
−bq−1

− (s)P̄ (s, x) +

∫ ∞
x

bP̄ (s, z)eb(x−z)dz

]
,

q−1
− (s)Eξ−(θs) = s

∫ ∞
0

E
[
ξ−(t)|τ−(0) < t

]
e−stdt. (5.50)
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Пiсля обернення по s в (5.50) встановлюється аналог (5.12)

P{ξ+(t) > x} =

=



∫ t

0

P{ξ(t− y) > x} ∂
∂y

E
[
ξ−(y)|τ−(0) < y

]
dy −

−
∫ t

0

dEξ−(y)

∫ ∞
x

P {ξ(t− y) > z} eb(x−z)dz;∫ t

0

P{ξ(t− y) > x}1

y
E [|ξ(y)||ξ(y) < 0] dy −

−
∫ t

0

∫ ∞
x

P {ξ(t− y) > z} eb(x−z)dzdEξ−(y).

(5.51)

Якщо ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес з кумулянтою
(5.49), тодi для х.ф. ξ+(θs) та ξ+ встановлюються спiввiдношення,
з яких випливає, що при m < 0 ξ+ виражається через значення
деякого монотонного випадково зупиненого процесу. Позначимо

ψ0(α) = iαa+

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π0(dx),

Π0(dx) = Π(dx) + bΠ(x)dx, x > 0,

Π∗(dx) =
1

b|m|
Π0(dx), a∗ =

a

b|m|
, (5.52)

ψ∗(α) = iαa∗ +

∫ ∞
0

(eiαx − 1)Π∗(dx),

ψ∗(α) є кумулянтою монотонно зростаючого процесу ξ∗(t). Для схiд-
частих процесiв з випадковими премiями (a = a∗ = 0) формули (5.51)
є аналогами формул (5.11)–(5.13). На основi мартингальної власти-
востi X(t) = e−R+ζ(t) можна довести також справедливiсть спiввiд-
ношень (5.28), (5.29) для ймовiрностi банкрутства i у випадку майже
напiвнеперервних знизу процесiв ризику.

Теорема 5.9. Для процесу з кумулянтою (5.49) х.ф. ξ+(θs) визна-
чається спiввiдношенням (див. (3.186), (3.187))

ϕ+(s, α) =
s

s− iαk(s, α)
, ρ−(s) = bp−(s), (5.53)

k(s, α) = p−(s)Π̃(−iα) + q−(s)
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
[Π̃(−iα)− Π̃(ρ−(s))].
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Якщо m = Eξ(1) = a − λ1b
−1 + λ2µ < 0 (Eξ1 = µ, Eξ′1 = 1

b ), тодi
х.ф. ξ+ визначається спiввiдношенням

ϕ+(α) =: Eeiαξ
+

=
b|m|

b|m| − ψ0(α)
, (5.54)

яке зводиться до вигляду

ϕ+(α) =
1

1− ψ∗(α)
= Eeiαξ

∗(θ1), P{θ1 > t = e−t}. (5.55)

Якщо a = 0, λ0 =
∫∞

0
Π0(dx), тодi p+ > 0 i з (5.50) випливає спiв-

вiдношення

ϕ+(α) =
b|m|

b|m|+
∫∞

0
(eiαx − 1)) Π0(dx)

,

p+ =
b|m|

b|m|+ λ0
, m < 0, (5.56)

яке зводиться до класичної форми формули Полячека–Хiнчина

ϕ+(α) =
p+

1− q+ϕ̃(α)
, ϕ̃(α) =

1

λ0

∫ ∞
0

eiαxΠ0(dx),

p+ =
|m|

|m|+ λ0b−1
.

Доведення. Iз спiввiдношення (див. (3.108))

φ̃+(s, α) =
1

p−(s)
P̃>(s, α)− q−(s)

p−(s)

[
b

b+ iα
P̃>(s, α)

]0

+

,

пiсля обернення по α встановлюється перший рядок в (5.50). Врахо-
вуючи зв’язок мiж Eξ−(θs) та q−(s), p−(s) одержимо другий рядок
в (5.50) та останню формулу в (5.50) для Eξ−(θs). Використовуючи
(5.46) легко довести, що

∂

∂t
E
[
ξ−(t)|τ−(0) < t

]
= − ∂

∂t

∫ 0

−∞
P
[
ξ−(t) < z|τ−(0) < t

]
dz =

= − ∂

∂t

∫ 0

−∞
P
[
τ−(z) < t|τ−(0) < t

]
dz =
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=

∫ 0

−∞

z

t

∂

∂z
P {ξ(t) < z} dz =

1

t
E [ξ(t), ξ(t) < 0] . (5.57)

Пiсля обернення (5.50) з урахуванням (5.41) одержується перше спiв-
вiдношення в (5.51). Пiсля пiдстановки (5.52) в це спiввiдношення
одержимо другий рядок в (5.51). Згiдно з лемою 3.4 (див. (3.93))
справедлива формула (5.53), з якої при s → 0 i при умовi m =
Eξ(1) < 0 випливають спiввiдношення (5.54)–(5.56).

З теорем 5.7–5.9 для процесу ζ(t) (пiсля обернення (5.54) по s,
див. [181]) випливає:

Наслiдок 5.3. Для надлишкового процесу вимог ζ(t) (див. (5.32),
Eeiαξ

′
1 = b(b − iα)−1) з початковим капiталом u = 0 ймовiрнiсть

банкрутства на обмеженому iнтервалi [0, t]

φ̄t(0) = P{ζ+(t) > 0} = q̃+(t), p̃+(t) = 1− q̃+(t),

визначається шляхом обернення q+(s) = s
∫∞

0
e−stq̃+(t)dt (пiсля пiд-

становки в (5.51) x = 0)

q̃+(t) =

∫ t

0

P{ζ(t− y) > 0}1

y
E [|ζ(y)|, ζ(y) > 0] dy −

−
∫ t

0

E
[
e−bζ(t−y), ζ(t− y) > 0

]
dEζ−(y), (5.58)

Eζ−(t) = b−1

[
q̃+(t)− λ

∫ t

0

p̃+(y)dy

]
.

Iмовiрнiсть банкрутства на [0, t] для процесу ζ(t) з капiталом
u > 0 визначається спiввiдношенням (ускладнений аналог (5.11))

φ̄t(u) = P{ζ+(t) > u} =

=

∫ t

0

P{ζ(t− y) > 0}1

y
E [|ζ(y)|, ζ(y) < 0] dy − (5.59)

− 1

b

∫ t

0

∫ ∞
u

P{ζ(t− y) > z}eb(u−z)dz [dq̃+(y)− λp̃+(y)dy] .

При умовi m = Eζ(1) < 0 (θ′b : P{θ′b > t} = e−tb, b > 0)

φ̄(u) = P{ζ+ > u} = λp+

∫ ∞
0

P{0 ≤ ζ(t)− u < θ′b}dt,
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p+ = P{ζ+ = 0} =

[
1 + λ̄

∫ ∞
0

P{0 ≤ ζ(t) < θ′b}dt
]−1

. (5.60)

Порiвнюючи формули (5.11), (5.12) iз (5.51) та (5.59) можна сказа-
ти, що головна iдея тотожностi Полячека–Спiтцера повнiстю розкри-
вається в цих спiввiдношеннях. Залежнiсть розподiлу екстремумiв
вiд розподiлу додатних (вiд’ємних) значень ±ζ(t) > 0 дуже проста
в (5.11), (5.12) для напiвнеперервних процесiв. Для майже напiвне-
перервних процесiв спiввiдношення (5.51) та (5.59) значно складнiшi
за (5.11), (5.12), оскiльки простий доданок P{ζ(t) > x} в (5.11) та
(5.12) замiнюється на складнiший iнтегральний доданок в (5.59).

Згiдно з теоремою 3.8 (див. (3.161)) iнтегральне перетворення ге-
нератриси пар {τ+(x), γk(x)}

V k(s, x, uk) =

∫ ∞
0

e−zukE
[
e−sτ

+(x), γk(x) > z, τ+(x) <∞
]
dz

визначаються в термiнах згорток Āk(x, uk) з P−(s, x):

Ḡk(s, x) =

∫ +0

−∞
Āk(x− y, uk)dP−(s, y)dy,

Ā1(x, u) = −u
∫ ∞
x

eu(x−z)Π(z)dz,

Π(x) =

∫ ∞
x

Π(dy) = λ2F̄ (x), x > 0,

Ā2(x, v) = (e−vx − 1)Π(x),

Ā3(x, µ) = Ā2(x, µ)− µ
∫ ∞
x

e−µzΠ(z)dz.

Згiдно з (3.156), (3.157), де обчислювались Ḡk, для функцiй

ḡk(s, x, uk) = −u−1
k Ḡk(s, x, uk)

(
k = 1, 3, ρ− = ρ−(s)

)
одержимо

ḡ1(s, x, u) = p−(s)

∫ ∞
x

Π(y)eu(x−y)dy +

+
q−(s)ρ−(s)

ρ−(s)− u

∫ ∞
0

(
e−uy − e−ρ−yΠ(x+ y)dy

)
,
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ḡ2(s, x, v) = p−(s)Π(x)
1− e−vx

v
+

+ q−(s)ρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(x−y) 1− e−vy

v
Π(y)dy,

ḡ3(s, x, µ) = p−(s)

∫ ∞
x

e−µzΠ(z)dz +

+ q−(s)

∫ ∞
x

Π(z)e−µz
(

1− eρ−(x−z)
)
dz + g2(s, x, µ).

Зокрема, при x = 0 одержимо значення ḡk(s, 0, uk) в термiнах Π̃(uk)

= λ2F̃ (uk) = λ2

∫∞
0
e−ukzF̄ (z)dz

ḡ1(s, 0, u) = p−(s)Π̃(u) + q−(s)ρ−(s)
Π̃(u)− Π̃(ρ−)

ρ− − u
,

ḡ2(s, 0, v) =
1

v
q−(s)p−(s)

[
Π̃(ρ−)− Π̃(v + ρ−)

]
,

ḡ3(s, 0, µ) = p−(s)Π̃(µ) +

+ q−(s)

[
ρ−(s)

µ

(
Π̃(ρ−)− Π̃(ρ− + µ)

)
+ Π̃(µ)− Π̃(ρ− + µ)

]
.

В термiнах ḡk(s, x, uk) формуються результати для V k(s, x, uk) (до-
веденi в [51]) та для їх обернень вiдносно uk.

Теорема 5.10. Для майже напiвнеперервного знизу процесу ζ(t)
(див. (3.78), Eeiαξ

′
1=b(b+iα)−1) iнтегральнi перетворення V k(s, x, uk)

та генератриси пар {τ+(0), γk(0)} визначаються спiввiдношеннями

sV k(s, x, uk) =

∫ x

−0

ḡk(s, x− y, uk)dP+(s, y), (5.61)

k = 1, 3, x > 0;

при m < 0 та s→ 0

V k(s, x, uk) =

∫ ∞
0

e−zukP{γk(x) > z, ζ+(θs) > x}dz → (5.62)

−→
s→0

V k(0, x, uk) =

∫ ∞
0

e−zukP{γk(x) > z, ζ+ > x}dz,

sV k(s, 0, uk) = p+(s)gk(s, 0, uk), x = 0.
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Пiсля обернення (5.62) по uk при x = 0 одержимо аналог (5.22)

P{ζ+(θs) > 0, γ+(0) > z} =

=
1

s+ λ

[
Π(z) + q−(s)b

∫ ∞
z

e(z−y)ρ−(s)Π(y)dy

]
,

P{ζ+(θs) > 0, γ+(0) > z} =

=
1

s+ λ
q−(s)b

∫ ∞
z

e−yρ−(s)Π(y)dy, (5.63)

P{ζ+(θs) > 0, γ+
0 > z} =

=
1

s+ λ

[
Π(z) +

q−(s)b

ρ−(s)

∫ ∞
z

(
1− e−yρ−(s)

)
Π(dy)

]
,

P{ζ+(θs) > 0} =
1

s+ λ
[Π+(0) + bq−(s)Π+(ρ−(s))] .

Якщо m = λ2µ− λ1b
−1 < 0 (µ = F̃ (0) = Eξ1, Eξ′1 = b−1), тодi при

s→ 0 з (5.63) випливає

Наслiдок 5.4. Якщо для майже напiвнеперервного знизу схiдчас-
того процесу ζ(t) m = Eζ(0) < 0, тодi

P{ζ+ > 0, γ+(0) > z} =
λ2

λ

[
F̄ (z) + b

∫ ∞
z

F̄ (y)dy

]
,

P{ζ+ > 0, γ+
0 > z} =

λ2

λ

[
F̄ (z) + b

∫ ∞
z

ydF (y)

]
, (5.64)

P{ζ+ > 0, γ+(0) > z} =
bλ2

λ

∫ ∞
z

F̄ (y)dy.

При z → 0 з першого спiввiдношення в (5.64) випливає, що q+ =
P{ζ+ > 0} = λ2λ

−1(µb+ 1). Розподiл ζ+ має атoм в нулi, так само
як i розподiл γ+(0), точнiше

p+ = 1− q+ =
b|m|
λ

> 0, λ1 + λ2 = λ,

P{ζ+ > 0, γ+(0) = 0} =
λ2

λ
> 0.

Якщо m < 0, тодi з (3.62) при s→ 0 випливає, що

Vk(0, x, uk) =

∫ ∞
0

e−zukP{ζ+ > x, γk(x) > z}dz =
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=

∫ x

−0

ḡ′k(v, x− y, uk)dP+(y), (5.65)

де похiдним

ḡ′k(0, x, uk) = lim
s→0

s−1ḡk(s, x, uk),

ḡ′1(0, x, u) =
1

b|m|

∫ ∞
x

Π(y)eu(x−y)dy +

+
1

u|m|

∫ ∞
0

(
1− e−uy

)
Π(x+ y)dy,

ḡ′2(0, x, v) =
Π(x)

v|m|b
(
1− e−vx

)
+

+
1

v|m|

∫ ∞
0

(
1− e−vy

)
Π(x+ y)dy, (5.66)

ḡ′3(0, x, µ) =
1

b|m|

∫ ∞
x

Π(z)e−µz (1 + b(z − x)) dz + g′2(s, 0, µ)

вiдповiдають обернення по uk (ḡ′k(0, x, uk) =
∫∞

0
e−ukz ḡk(x, z)dz),

зокрема

ḡ1(x, z) =
1

b|m|
Π(x+ z) +

1

|m|

∫ ∞
z

Π(x+ y)dy,

ḡ2(x, z) =
Π(x)I(z < x))

b|m|
+

1

|m|

∫ ∞
z

Π(x+ y)dy, (5.67)

P{ζ+ > x, γk(x) > z} =

∫ x

−0

ḡk(x− y, z)dP+(y), k = 1, 2.

Згiдно з наслiдком 3.9 при x→∞ (див. (3.168) при m < 0)

P{γ+(∞) > z|τ+(∞) <∞} =

=
2

2µ1 + µ2

∫ ∞
z

(1 + y − z)F (y)dy; (5.68)

P{γ+(∞) > z|τ+(∞) <∞} =
2

2µ1 + µ2

∫ ∞
z

(1 + y)F (y)dy;

P{γ+
∞ > z|τ+(∞) <∞} =

2

2µ1 + µ2

∫ ∞
z

(
y +

1

2
y2

)
dF (y).

µk = Eξk1 , k = 1, 2.
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Доведення теореми 5.10 та наслiдку 5.4 випливає з результатiв
теореми 3.8 (див. (3.161)) та наслiдку 3.9.

Приклад 5.2. Нехай ξ(t) = S1(t)− S2(t)

S1(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξ′k, S2(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξ′′k ,

де ν1,2(t) — пуассонiвськi з параметром 1,

ϕ1(α) = Eeiαξ
′
1 =

1

(1− iα)
2 , ϕ2(α) = Eeiαξ

′′
1 =

b

b− iα
.

Знайти розподiли основних ризикових характеристик.
Процес ξ(t) є майже напiвнеперервним знизу, з кумулянтою

ψ(α) = iα

[
2− iα

(1− iα)
2 −

1

b+ iα

]
.

Х.ф. ξ(θs) має вигляд

ϕ(s, α) =
s(b+ iα)(1− iα)

2

(b+ iα)
[
s(1− iα)

2
+ iα(2− iα)

]
− iα(1− iα)

2
,

a рiвняння Лундберга зводиться до кубiчного рiвняння:

P3(s, r) := r3(s− 2) + r2[s(b− 2) + 4− b]−
− r(2bs− s+mb) + bs = 0,

вiд’ємний корiнь rs = −ρ−(s) визначає

ϕ−(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
, ρ−(s) = bp−(s).

З розкладу P3(s, iα) = (ρ−(s) + iα)P2(s, α), де P2(s, r) можна зна-
йти безпосереднiм дiленням P3(s, r) на (r + ρ−),

P2(s, r) = (s− 2)r2 +

+ r[4− b+ 2ρ−(s) + s(b− 2− ρ−(s))] + bsρ−1
− (s).
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За допомогою P2(s, r) визначаємо

ϕ+(s, α) =
s

p−(s)

(1− iα)
2

P2(s, iα)
.

При умовim < 0 sρ−1
− → |m|−1, s→ 0, тому P2(0, r) = |m|b+r(4−b)−

2r2. Якщо b = 1/14, тодi m = 2−1/b = −12 < 0 i iснує невироджений
розподiл абсолютного максимуму, х.ф. якого має вигляд:

ϕ+(α) = |m| b(1− iα)2

b|m|+ iα(4− b) + 2α2
.

З розкладу P2(0, r) = −2(r − r1)(r − r2) випливає, що

ϕ+(α) = Eeiαξ
+

=
3

7
− 27

164

1

iα− 1/4
+

300

2009

1

iα− 12/7
.

Пiсля обернення по α знаходимо: p+ = P {ξ+ = 0} = 3
7 ,

P
{
ξ+ > x

}
=

27

41
e−

1
4x − 25

287
e−

12
7 x =

27

41
e−

1
4x + o

(
e−

1
4x
)
.

Зауважимо, що найближчий до 0 корiнь R = r1 = 1
4 > 0 визначає

експоненту головної частини ймовiрностi банкрутства як i в (5.29).
Для знаходження розподiлiв перестрибкових функцiоналiв через

нескiнченно вiддалений рiвень використаємо формули (3.168). При
цьому слiд врахувати, що

∫∞
x

Π(dz) = λ
∫∞
x
dF (z)|λ=1 = e−x(1 + x),

тодi

P
{
γ+(∞) > z | τ+(∞) <∞

}
= m0(0)e−z(5 + 2z),

P
{
γ+(∞) > z | τ+(∞) <∞

}
= m0(0)e−z

(
5 + 4z + z2

)
,

P
{
γ+
∞ > z | τ+(∞) <∞

}
=
m0(0)

2
e−z
(
10 + 14z + 6z2 + z3

)
,

де m0(0) =
(
Π̃(0)− Π̃′(0)

)−1
= 1/5.

А для перестрибкових функцiоналiв через нульовий рiвень згiдно
з формулами (3.165), маємо

P
{
ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z

}
=

=
e−z

(
(1 + z) (1 + ρ−(s))

2
+ q−(s) (2 + z + ρ−(s) + zρ−(s))

)
(s+ 2) (1− ρ−(s))

2 ;
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P
{
ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z

}
=

=
e−z(1+ρ−(s))q−(s) (2 + z + ρ−(s) + zρ−(s))

(s+ 2) (1 + ρ−(s))
2 ;

P
{
ξ+(θs) > 0, γ+

0 > z
}

=
1

(s+ 2) ρ−(s)

(
e−z (1 + z)×

× (q−(s) + ρ−(s))− e−z(1+ρ−(s))q−(s) (1 + z + zρ−(s))

(1 + ρ−(s))2

)
.

Пiсля переходу при s→ 0 маємо:

P
{
ξ+ > 0, γ+(0) > z

}
=
e−z(16 + 15z)

28
,

P
{
ξ+ > 0, γ+(0) > z

}
=
e−z(2 + z)

28
,

P
{
ξ+ > 0, γ+

0 > z
}

=
e−z(16 + 16z + z2)

28
.

Крiм того P{ξ+ > 0, γ+(0) = 0} = 1/2.

5.3 Граничнi задачi для блукань
та процесiв з дискретним часом

Нехай {Ω,F ,P} — основний iмовiрнiсний простiр, на якому розгля-
даються послiдовностi випадкових величин i деякi процеси з дис-
кретним часом. Нехай {ξk}k≥1 — послiдовнiсть незалежних однако-
во розподiлених випадкових величин iз значеннями на прямiй R =
(−∞;∞) з ф.р.

F (x) = P {ξk < x} , ϕ(α) = Eeiαξk , ∀ k ≥ 1, Imα = 0.

Найпростiшим процесом з н.п. i дискретним часом є випадкове блу-
кання

S(x)
n = x+

n∑
k=0

ξk, ξ0 = 0, Sx0 = x, n ≥ 0. (5.69)
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Якщо N(t) — бiномiально розподiлена випадкова величина з пара-
метром p (0 < p < 1, p̄ = q = 1− p)

P {N(t) = k} = Ckt p
kqt−k, 0 ≤ k ≤ t,

тодi для цiлих t ≥ 0 (згiдно з означенням у прикладах 1.7 та 1.8)

ξ(t) = SN(t) =
∑

k≤N(t)

ξk, (Eξk = m, Dξk = σ2 <∞) (5.70)

називається бiномiальним процесом, який є процесом з н.п. i дискре-
тним часом. В теорiї ризику розглядається процес

ξu(t) = u+ SN(t), t ≥ 0.

Якщо ν0(t) — рiвномiрно розподiлена випадкова величина

P {ν0(t) = k} =
1

1 + t
(0 ≤ k ≤ t),

тодi ηu(t) = u+Sν0(t) — також процес з н.п. i дискретним часом. Х.ф.
для (5.69), (5.70) мають вигляд

EeiαS
(x)
n = eiαxϕ(α)n, n ≥ 0,

Eeiαξu(t) = eiαuEeiαSN(t) = eiαu
(
q + pϕ(α))t

)
,

Eeiαηu(t) = eiαu
1− ϕ(α)t+1

(1 + t)(1− ϕ(α))
.

Якщо для ξu(t) покласти u = 0, ϕ1(α) = q+ pϕ(α) = Eeiαξ̃1 , тодi для
ξ(t) = SN(t)

Eeiαξ(t) = ϕ1(α)t ⇔ ξ(t)
.
= S̃t =

∑
k≤t

ξ̃k, t = 0, 1, 2, . . . ,

де {ξ̃k}k≥1 — послiдовнiсть однаково розподiлених випадкових вели-
чин з х.ф. ϕ1(α) (ξ̃0 = 0).

Розглянемо випадкове блукання Sn =
∑
k≤n

ξk з х.ф. кроку ϕ(α) =

Eeiαξk . За допомогою геометрично розподiленої випадкової величи-
ни ν̃(s) з параметром 0 < s < 1, P {ν̃(s) = k} = (1 − s)sk, k ≥ 0
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знаходяться твiрнi перетворення х.ф. для загального випадкового
блукання Sn як х.ф. для Sν̃(s)

ϕ(s, α) = EeiαSν̃(s) =
1− s

1− sϕ(α)
. (5.71)

Вiдповiдно для ξ(ν̃(s)) знаходимо, що

Eeiαξ(ν̃(s)) =
1− s

1− sϕ1(α)
, ϕ1(α) = p̄+ pϕ(α). (5.72)

При дослiдженнi граничних задач для Sn використовується аналог
рiвняння Лундберга

1− sϕ(−ir) = 0, (Ls),

що одержується прирiвнюванням знаменника в (5.72) до 0, та лема
про безмежноподiльну факторизацiю.

Лема 5.4. Для ϕ(s, α) має мiсце факторизацiйний розклад

ϕ(s, α) = Eeiαξ
+
s Eeiαξ

−
s , Imα = 0, (5.73)

множники якого є безмежно подiльними х.ф.

Eeiαξ
±
s = exp

{∫
R±

(eiαx − 1)dN±s (x)

}
,

N±s (x) =

∞∑
n=1

sn

n
P{Sn < x}, ±x ≥ 0. (5.74)

Доведення леми грунтується на спiввiдношеннях:

ln(1− sϕ(α)) =

∞∑
n=1

1

n
snϕn(α),

ln
1− s

1− sϕ(α)
=

∞∑
n=1

sn

n
E
[
eiαSn − 1

]
=

=
∑
n≥1

sn

n
E
[
(eiαSn − 1), Sn > 0

]
+
∑
n≥1

sn

n
E
[
(eiαSn − 1), Sn < 0

]
.
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Позначимо екстремуми сум (S0 = 0)

S±n = sup
0≤k≤n

(inf)Sk, S± = sup
0≤k<∞

(inf)Sk

та їх х.ф. ϕ±(s, α) = Ee
iαS±

ν̃(s) .

Теорема 5.11. Для ϕ(s, α) справедлива о.ф.т.

ϕ(s, α) = ϕ+(s, α)ϕ−(s, α), Im α = 0. (5.75)

Компоненти факторизацiї визначаються спiввiдношеннями

ϕ±(s, α) = Eeiαξ
±
s = exp

{∫
R±

(eiαx − 1)dN±s (x)

}
(5.76)

i називаються тотожностями Полячека–Спiтцера. При цьому

p±(s) = P{S±ν̃(s) = 0} > 0; p+(s)p−(s) = 1− s.

Якщо m = 0, тодi p±(s) ≈
√

1− s при s→ 1 (для простих симе-
тричних Sn p±(s) =

√
1− s).

Якщо m > 0, тодi p−(s) ≈ p′+(1)(1− s)→ 0, p−(s)→ p− > 0 при
s→ 1.

Якщо m < 0, тодi p−(s) ≈ p′−(1)(1− s)→ 0, p+(s)→ p+ > 0 при
s→ 0.

При m > 0 ряд N−1 (x) =
∞∑
n=1

1
nP{Sn < x} <∞, тому абсолютний

мiнiмум S− має невироджений розподiл з х.ф.

EeiαS
−

= exp

{∫ 0

−∞
(eiαx − 1)dN−s (x)

}
.

При m < 0 ряд N+
1 (x) =

∞∑
n=1

1
nP{Sn < x} < ∞, тому абсолютний

максимум S+ має невироджений розподiл з х.ф.

EeiαS
+

= exp

{∫ ∞
0

(eiαx − 1)dN+
s (x)

}
.

Доведення теореми 5.9 аналогiчно доведенню о.ф.т. для процесiв
з н.п. у § 2.1.
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При m = 0
∞∑
n=1

1
nP{±Sn > 0} =∞ i P{S± = ±∞} = 1 та Sn нази-

вається блуканням осцилюючого типу. При ±m > 0 Sn називається
блуканням, спрямованим у ±∞.

Розглянемо перестрибковi функцiонали для {Sn, n ≥ 0}, зберiга-
ючи для них позначення з роздiлiв 1–3 для процесiв {ξ(t), t ≥ 0}:
τ+(x) = min{n ≥ 0, Sn > x}, γ+(x) = Sτ+(x) − x, x ≥ 0 — цiле.
Позначимо генератрису для τ+(x) через T (s, x) i покажемо, що

T (s, x) = E
[
sτ

+(x), τ+(x) <∞
]

= P{S+
ν̃(s) > x}. (5.77)

Дiйсно, опускаючи для стислостi запису умову {τ+(x) <∞}, маємо

P{S+
ν̃(s) > x} = (1− s)

∞∑
k=0

skP{S+
k > x} =

= (1− s)
∞∑
k=0

skP{τ+(x) ≤ k} =

= (1− s)
∞∑
k=0

sk
∑
r≤k

P{τ+(x) = r} =

= (1− s)
∞∑
r=0

P{τ+(x) = r}
∞∑
k=r

sk = T (s, x).

Легко довести, що для майже напiвнеперервного зверху блукання Sn
з розподiлом кроку

F (x) = [q + p(1− e−cx)]I(x>0) + qF1(x)I(x<0), p+ q = 1 (5.78)

має мiсце

Теорема 5.12. Для Sn з розподiлом кроку (5.78) генератриса T (s, x)
визначається додатним коренем ρ(s) рiвняння Лундберга (Ls)

T (s, x) = q+(s)e−ρ(s)x, x > 0, ρ(s) = cp+(s). (5.79)

Додатна компонента о.ф.т. (тобто х.ф. S+
ν̃(s)) також визначає-

ться коренем ρ(s) = cp+(s)

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ(s)− iα
, p+(s) = P{S+

ν̃(s) = 0}. (5.80)
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Доведення. Iз стохастичних спiввiдношень

τ+(x)
.
=

{
1, ξ > x,
1 + τ+(x− ξ), ξ ≤ x

легко виводиться iнтегральне рiвняння типу згортки

T (s, x) = spe−cx + s

∫ x

−∞
T (s, x− y)dF (y), x > 0,

розв’язок якого шукаємо у формi T (s, x) = q+(s)e−ρ(s)x. Пiсля пiд-
становки розв’язку в це рiвняння одержимо спiввiдношення

q+(s) = spe−cq+(s)x + s[q+(s)qϕ1(iρ) + p(1− e−cq+(s)x)],

яке пiсля переходу до границi при x→ 0 зводиться до вигляду

q+(s) = sp+ q+(s)sq

∫ 0

−∞
eρ(s)ydF1(y).

Це спiввiдношення з урахуванням того, що при ρ = p+(s)c ϕ(iρ) =
qϕ1(iρ) + p c

c−ρ , зводиться до рiвняння (Ls). Отже, (5.79) доведено, а
з нього випливає (5.80).

Повернемось знову до загального випадку i сформулюємо ще одне
важливе твердження про спiльний розподiл {τ+(x), γ+(x)}. На осно-
вi стохастичного спiввiдношення зв’язку мiж τ+(x) i γ+(x) (x >
0, y > 0)

τ+(x+ y)
.
=

{
τ+(y), γ+(y) > x,
τ+(y) + τ+(x− γ+(y)), γ+(y) ≤ x (5.81)

виводиться iнтегральне рiвняння для спiльної генератриси пар
{τ+(x), γ+(x)}, на основi якого встановлюється друга ф.т. (2 ф.т.)
для

T (s, x, u) = E
[
sτ

+(x)e−uγ
+(x), τ+(x) <∞

]
(0 < s < 1, x > 0).

Щоб сформулювати це твердження, позначимо через θ′µ показниково
розподiлену випадкову величину (P{θ′µ > x} = e−µx, x > 0, µ > 0), за
допомогою якої записується iнтегральне перетворення для T (s, u, x)

T̃ (s, µ, u) = E
[
sτ

+(θ′µ)e−uγ
+(θ′µ), τ+(θ′µ) <∞

]
.
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Якщо m = Eξ1 ≥ 0, тодi P{τ+(x) < ∞} = 1. Зауважимо, що iнте-
груванням частинами легко довести, що

T (s, x, u) = E
[
e−uγ

+(x), S+
ν̃(s) > x

]
, x > 0;

T̃ (s, µ, u) = E
[
e−uγ

+(θ′µ), S+
ν̃(s) > θ′µ

]
. (5.82)

Теорема 5.13. Для довiльного блукання Sn спiльна генератриса
{τ+(x), γ+(x)} визначається спiввiдношенням (2-ою ф.т.)

T̃ (s, µ, u) =
µ

µ− u

[
1− Ee

−µS+
ν̃(s)

Ee
−uS+

ν̃(s)

]
. (5.83)

Для початкових сходинкових висот {τ+(0), γ+(0)} має мiсце спiв-
вiдношення

T (s, 0, u) = E
[
e−uγ

+(0), S+
ν̃(s) > 0

]
= 1− p+(s)

ϕ+(s, iu)
, (5.84)

p+(s) = P{S+
ν̃(s) = 0}, ϕ+(s, iu) = Ee

−uS+
ν̃(s) ,

при цьому остання генератриса визначається спiввiдношенням

Ee
−uS+

ν̃(s) =
p+(s)

1− T (s, 0, u)
=

p+(s)

1− q+(s)g̃s(u)
, (5.85)

де g̃s(u) = E
[
e−uγ

+(0)|S+
ν̃(s) > 0

]
. Формулу (5.85) можна назвати

дограничним узагальненням формули Поллячека–Хiнчина.
Якщо m < 0, тодi p+(s) → p+ = P{S+ = 0} > 0 при s → 1 i з

(5.78) випливає узагальнена формула Полячека–Хiнчина

Ee−uS
+

= lim
s→1

ϕ+(s, iu) =
p+

1− q+g̃(u)
,

g̃(u) = E
[
e−uγ

+(0)|S+ > 0
]
. (5.86)

Якщо для Sn виконується умова (5.78), тодi

T̃ (s, µ, u) =
µcq+(s)

(c+ u)(ρ(s) + µ)
,

T (s, x, u) = P{S±ν̃(s) > x}Ee−uγ
+(x) =

c

c+ u
q+(s)e−ρ(s)x.

При m < 0 має мiсце формула (5.86) iз g̃(u) = c(c+ u)−1.
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Доведення 2-ої ф.т. грунтується на стохастичному спiввiдношеннi
(5.81) i цiлком аналогiчне доведенню 2-ої ф.т. для однорiдних проце-
сiв (див. теорему 2.3). З (5.83) при µ→∞ згiдно теореми 1.17 вста-
новлюється (5.84), а з останнього випливає (5.85) — спiввiдношення
iз зображенням генератриси S+

ν̃(s) в термiнах спiльної генератриси
для початкових сходинкових висот {τ+(0), γ+(0)}. Якщо m < 0, то-
дi з (5.85) пiсля граничного переходу при s → 1 одержуємо (5.86).
З останнього спiввiдношення для T (s, u, x) випливає, що розподiл
γ+(x) не залежить вiд τ+(x) та x i цей розподiл є показниковим з
параметром c > 0.

Приклад 5.3. Нехай ξ(n) = n + Sn, Sn =
∑
k≤n

ηk, Ee
iαη1 = b

b+iα ,

b > 0. Знайти х.ф. ξ(θs), ξ±(ν̃(s)), розподiли абсолютних екстремумiв
та генератрису γ+(0).

Блукання Sn є напiвнеперервним тiльки знизу i за допомогою х.ф.
кроку ϕ(α) = eiα b

b+iα знаходимо х.ф.

ϕ(s, α) =
(1− s)(b+ iα)

b+ iα− sbeiα
, m = Eξ(1) = 1− 1

b
=
b− 1

b
.

Пiсля замiни iα = r рiвняння Лундберга зводиться до трансцендент-
ного

b+ r = sber (0 < s ≤ 1).

Графiчно легко довести, що це рiвняння при 0 < s < 1 має 2 коренi

r−s = −ρ−(s) < 0, r+
s = rs > 0,

де r−s визначає х.ф. ξ−(ν̃(s))

ϕ−(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
, ρ−(s) = bp−(s).

З о.ф.т., яка зводиться до вигляду

ϕ(s, α) = ϕ−(s, α)
1− s
p−(s)

ρ−(s) + iα

b+ iα− sbeiα
,

випливає, що х.ф. ξ+(ν̃(s)) запишеться так

ϕ+(s, α) = p+(s)
ρ−(s) + iα

b+ iα− sbeiα
.
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Залежно вiд знаку m встановлюється, що
1) при m > 0 (b > 1) ρ−(s) −→

s→1
bp− > 0, rs −→

s→1
0

ϕ−(α) = Eeiαξ
−

= lim
s→1

ϕ−(s, α) =
p−(b+ iα)

ρ− + iα
,

ϕ+(s, α) −→
s→1

0, P{ξ+ = +∞} = 1;

2) при m = 0 (b = 1) ρ−(s) −→
s→1

0, rs −→
s→1

0, P{ξ± = ±∞} = 1;

3) при m < 0 (b < 1) ρ−(s) −→
s→1

> 0, ρ′−(1) = 1
|m| , rs → r1 > 0,

P{ξ− = −∞} = 1

ϕ+(α) = lim
s→1

ϕ+(s, α) =
p+

1− bϕ1(α)
,

ϕ1(α) = Eeiαχ1 =
eiα − 1

iα
,

χ1 – рiвномiрно розподiлена випадкова величина на [0, 1], p+ = 1− b
(b < 1), q+ = b. Згiдно з (5.86) одержана х.ф. ϕ+(α) виражається
формулою Полячека–Хiнчина з генератрисою перестрибу γ+(0)

g̃(u) = ϕ1(−iu) = E[e−uγ
+(0) | ξ+ > 0] =

1− e−u

u
.

Пiсля обернення ϕ+(α) по α знаходимо розподiл ξ+

P{ξ+ < x} = P

 ∑
k≤ν̃(b)

χk < x

 .

Розглянемо спiльний розподiл перестрибкових функцiоналiв Sn:
τ+(x) = inf{n > 0 : Sn>x} — момент 1-го перестрибу через x > 0;
γ+(x) = Sτ+(x) − x — 1-й перестрибок через x > 0;
γ+(x) = x− Sτ+(x)−1 − x — 1-й недострибок через x >; 0
γ+
x = γ+(x) + γ+(x) — 1-й стрибок, що накриває рiвень x > 0.

Для цих функцiоналiв виконуються стохастичнi спiввiдношення

τ+(x)
.
=

{
1, ξ > x,
1 + τ+(x− ξ), ξ ≤ x;

γ+(x)
.
=

{
ξ − x, ξ > x,
γ+(x− ξ), ξ ≤ x;
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γ+(x)
.
=

{
x, ξ > x,
γ+(x− ξ), ξ ≤ x;

γ+
x
.
=

{
ξ, ξ > x,
γ+
x−ξ, ξ ≤ x,

на основi яких для спiльної генератириси

V (s, x, u, v, µ) = E
[
sτ

+(x)e−uγ
+(x)−vγ+(x)−µγ+

x , τ+(x) <∞
]

виводиться iнтегральне рiвняння при x > 0

V (s, x, u, v, µ) = sE
[
e−u(ξ−x)−vx−µξ, ξ > x

]
+

+ s

∫ x

−∞
V (s, x− y, u, v, µ)dF (y),

яке зводиться до вигляду

V (s, x, u, v, µ)− s
∫ x

−∞
V (s, x− y, u, v, µ)dF (x) = sA(x, u, v, µ),

A(x, u, v, µ) =

∫ ∞
x

e(u−v)x−(u+µ)zdF (z), x > 0. (5.87)

Позначимо

Ṽ (s, α, u, v, µ) =

∫ ∞
0

eiαxV (s, x, u, v, µ)dx,

ã(α, u, v, µ) =

∫ ∞
0

eiαxA(x, u, v, µ)dx.

Теорема 5.14. Для випадкового блукання Sn з Eξ1 <∞ (Dξ1 <∞,
якщо Eξ1 = 0) Ṽ (s, α, u, v, µ) визначається через ϕ±(s, α) проекцiй-
ним спiввiдношенням

(1− s)Ṽ (s, α, u, v, µ) = sϕ+(s, α) [ϕ−(s, α)ã(α, u, v, µ)]
0
+ . (5.88)

Пiсля обернення (5.88) одержується спiввiдношення

(1− s)V (s, x, u, v, µ) = s

∫ x

−0

G(s, x− y, u, v, µ)dP+(s, y), (5.89)

де

G(s, x, u, v, µ) =

∫ x

−∞
A(x− y, u, v, µ)dP−(s, y), x > 0.
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Генератриси пар {τ+(x), γk(x)}, k = 1, 3

Vk(s, x, uk) = E
[
sτ

+(x)e−uγk(x), τ+(x) <∞
]

визначаються подiбно до (5.89)

(1− s)Vk(s, x, uk) = s

∫ x

−0

Gk(s, x− y, uk)dP+(s, y), (5.90)

Gk(s, x, uk) =

∫ x

−∞
Ak(x− y, uk)dP−(s, y), x > 0,

A1(x, u) = A(x, u, 0, 0), A2(x, v) = A(x, 0, v, 0),

A3(x, µ) = A(x, 0, 0, µ).

Доведення теореми 5.14 аналогiчне доведенню теореми 2.5 та на-
слiдку 2.2 i грунтується на рiвняннi (5.87), яке пiсля одностороннього
перетворення Фур’є зводиться до вигляду

Ṽ (s, α, u, v, µ)(1− sϕ(α)) = sã(α, u, v, µ)−
[
Ṽ (s, α)ϕ(α)

]
−.

На основi о.ф.т. з останнього рiвняння пiсля деяких перетворень
встановлюється основне спiввiдношення (5.88), з якого випливають
(5.89) та (5.90).

При u = v = µ = 0 позначимо

K(s, x) = G(s, x, 0, 0, 0) =

∫ 0

−∞
F̄ (x− y)dP−(s, y), x > 0,

k+(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxK(s, x)dx.

Аналогiчно позначимо згортки F (x) (x < 0) з розподiлом P+(s, x):

K(s, x) =

∫ ∞
0

F (x− y)dP+(s, y), x < 0,

k−(s, α) =

∫ 0

−∞
eiαxK(s, x)dx.

Якщо врахувати, що Ṽ (s, α, 0, 0, 0) = [ϕ+(s, α) − 1](iα)−1, то з
теореми 5.14 випливає наслiдок
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Наслiдок 5.5. Для випадкового блукання Sn розподiл S±ν̃(s) вира-
жається через k±(s, α)

ϕ±(s, α) = Ee
iαS±

ν̃(s) =
1− s

1− s∓ iαsk±(s, α)
. (5.91)

Якщо Sn — майже напiвнеперервне зверху блукання з умовною х.ф.
стрибкiв

E
[
eiαξk |ξk > 0

]
=

c

c− iα
, c > 0, P{ξk > 0} = p > 0, (5.92)

тодi

ϕ+(s, α) =
(1− s)(c− iα)

(1− s)(c− iα)− iαspϕ−(s,−ic)
, (5.93)

p+(s) =
1− s

1− s+ spϕ−(s,−ic)
, p−(s) = 1− s+ psϕ−(s,−ic).

Для майже напiвнеперервного знизу блукання з умовною х.ф. ξk

E
[
eiαξk |ξk < 0

]
=

b

b+ iα
, b > 0, P{ξk < 0} = q > 0, (5.94)

ϕ−(s, α) =
(1− s)(b+ iα)

(1− s)(b+ iα) + iαsqϕ+(s, ib)
, (5.95)

p−(s) =
1− s

1− s+ sqϕ+(s, ib)
, p+(s) = 1− s+ qsϕ+(s, ic).

В силу випуклостi функцiї L(s, r) = 1− s
∫∞
−∞ erxdF (x) в околi s = 1

рiвняння Лундберга

L(s, r) = 0 (Ls)

має коренi r1,2(s) в околi нуля r1(s) < 0 < r2(s). При умовi (5.92)
корiнь rs = ρ+(s) = cp+(s) = c(1−s)

1−s+spϕ−(s,−ic) повнiстю визначає
розподiл S+

ν̃(s)

P{S+
ν̃(s) > x} = q+(s)e−ρ+(s)x, x > 0. (5.96)

Аналогiчно при умовi майже напiвнеперервностi знизу рiвняння
(Ls) має вiд’ємний корiнь rs = −ρ−(s) = −bp−(s), що визначає роз-
подiл S−ν̃(s)

P{S−ν̃(s) < x} = q−(s)eρ−(s)x, x < 0. (5.97)
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Доведення. З (5.88) при u = v = µ = 0 пiсля iнтегрального перетво-
рення випливає спiввiдношення

(1− s)(ϕ+(s, α)− 1) = siαϕ+(s, α)k(s, α),

еквiвалентне (5.91). При умовi майже напiвнеперервностi Sn зверху
(5.92)

F̄ (x) = P{ξk > x} = pe−cx, x > 0,

K(s, x) = p

∫ 0

−∞
e−c(x−y)dP−(s, y) = pEe

cS−
ν̃(s)e−cx, x > 0,

k(s, α) =
p

c− iα
ϕ−(s,−ic). (5.98)

Пiсля пiдстановки (5.98) в (5.91) встановлюється (5.95), звiдки
при iα → ∞ знаходимо атомарну ймовiрнiсть p+(s) = P{S+

ν̃(s) =

0} (p+(s)p−(s) = 1 − s, 0 < s < 1). Аналогiчно при умовi (5.94)
встановлюємо (5.97). Отже,

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
= p+(s) + q+(s)

ρ+(s)

ρ+(s)− iα
,

ρ+(s) = cp+(s) при умовi (5.92),

ϕ−(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
,

ρ−(s) = cp−(s) при умовi (5.94). (5.99)

Пiсля обернення (5.99) одержуємо (5.96) та (5.97).

Для майже напiвнеперервних блукань блукань має мiсце

Лема 5.5. Якщо Sn — майже напiвнеперервне зверху блукання з
умовною генератрисою кроку (5.92), тодi при x > 0

P ′(s, x) =
∂

∂x
P
{
Sν̃(s) < x

}
= − 1

x
(1− s)s

(
e−ρ+(s)x

)′
s

(5.100)

i має мiсце формула зв’язку мiж розподiлами Sk > 0 та τ+(x)
(k ≥ 2, x > 0) (P{τ+(x) = 1} = P{S1 > x} = F̄ (0)e−cx)

− d

dx
P{Sk > x} = F ′k(x) = (5.101)
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=
k

x

[
P
{
τ+(x) ≤ k|τ+(0) ≤ k

}
−P

{
τ+(x) < k|τ+(0) < k

}]
,

n∑
k=1

k−1F ′k(x) =
1

x
P{τ+(x) ≤ n|τ+(0) ≤ n}.

Якщо Sn — майже напiвнеперервне знизу блукання з умовною
генератрисою кроку (5.94), тодi при x < 0, k ≥ 2

F ′k(x) = −k
x

[P{τ−(x)≤k | τ−(0)≤k} −P{τ−(x)<k | τ−(0)<k}],
n∑
k=1

k−1F ′k(x) =
1

|x|
P{τ−(x) ≤ n | τ−(0) ≤ n}. (5.102)

Доведення. З рiвняння Лундберга знаходимо додатний корiнь
ρ+(s) > 0

1− sf(ρ) = 0(Ls); f(ρ) = 1/s, ρ+(s) = f−1(1/s), (5.103)

що визначає додатну компоненту факторизацiї ϕ+(s, α) (див. (5.99)).
Пiсля диференцiювання рiвняння (Ls) одержимо рiвняння

f(ρ) + sf ′(ρ)ρ′ = 0, ρ′(s) = − f(ρ)

sf ′(ρ)
.

Пiсля пiдстановки ϕ+(s, α) i операцiї проектування [ ]+ з о.ф.т. ви-
пливає, що

[ϕ(s, α)]+ =

[
ϕ−(s, α)

ρ+(s)q+(s)

ρ+(s)− iα

]
+

.

Звiдси пiсля обернення по α знаходимо

P ′(s, x) = q+(s)ρ+(s)ϕ−(s,−iρ+(s))e−ρ+(s)x, x > 0. (5.104)

В силу (Ls) о.ф.т. набуває вигляду при iα = r

1− s
sf(ρ+(s))− sf(r)

=
p+(s)(c− r)
ρ+(s)− r

ϕ−(s,−ir).

При r → ρ+(s) одержимо спiввiдношення

1− s
sf ′(ρ+)

= p+(s)(c− ρ+(s))ϕ−(s,−iρ+) =
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= q+(s)ρ+(s)ϕ−(s,−iρ+(s)),

з якого з урахуванням (5.104) випливає спiввiдношення, еквiвален-
тне (5.100)

P ′(s, x) = − s
x

(1− s)(e−ρ+(s)x)′s, x > 0.

Якщо покласти P{τ+(x) < 1 | τ+(0) < 1} = 0, тодi з (5.96) випливає,
що

e−ρ+(s)x = P
{
S+
ν̃(s) > x |S+

ν̃(s) > 0
}

=

= (1− s)
∞∑
k=1

skP
{
τ+(x) ≤ k | τ+(0) ≤ k

}
=

=

∞∑
k=1

sk
[
P
{
τ+(x) ≤ k | τ+(0) ≤ k

}
− P

{
τ+(x) < k | τ+(0) < k

}]
,

(
e−ρ+(s)x

)′
s

=

∞∑
k=1

ksk−1[P
{
τ+(x) ≤ k | τ+(0) ≤ k

}
−

− P
{
τ+(x) < k | τ+(0) < k

}
].

Iснування щiльностi P ′(s, x) при x > 0 обгрунтовується тим, що
iснує щiльнiсть F̄ (x) = F̄ (0)e−cx при x > 0. Згiдно (5.100)

P ′(s, x) = −(1− s)
∞∑
k=1

sk
d

dx
P{Sk > x} =

1

x
(1− s)s

(
e−ρ+(s)x

)′
s
,

P ′(s, x) = −1− s
x

∞∑
k=1

ksk[P
{
τ+(x) ≤ k | τ+(0) ≤ k

}
−

− P
{
τ+(x) < k | τ+(0) < k

}
].

Порiвнюючи розклади в ряд з останнiх спiввiдношень одержи-
мо (5.101). Аналогiчно встановлюється (5.102) для майже напiвнепе-
рервних знизу блукань. Зв’язок мiж розподiлами майже напiвнепе-
рервного зверху Sn та τ+(x) в [7], виражається спiввiдношенням

P{τ+(x) = n} =
x

n
F ′n(x) +

1

c

(x
n
F ′n(x)

)′
x

(n > 0).
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Зауважимо, що умову майже напiвнеперервностi знизу (5.94) блу-
кання Sn можна замiнити умовою

ϕ(α) =
b

b+ iα
ϕ1(α), ϕ1(α) =

∫ ∞
0

eiαxdF1(x) = Eeiαξ
′
,

m = Eξ1 = µ1 −
1

b

(
ξ1 = ξ′1 + ξ′′1 , ξ

′
1 > 0; Eeiαξ

′′
1 =

b

b+ iα

)
.

Тодi х.ф. S−ν̃(s) та Sν̃(s) мають вигляд

ϕ−(s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
,

ϕ(s, α) =
1− s

1− sϕ(α)
=

(1− s)(b+ iα)

b+ iα− sbϕ1(α)
. (5.105)

Пiсля замiни iα = r рiвняння Лундберга записується так

b+ r − sbϕ(−ir) = 0 (Ls).

Вiд’ємний корiнь цього рiвняння повнiстю визначає х.ф. ϕ−(s, α) в
(5.105). Щоб знайти розподiл S+

ν̃(s) скористаємося позначенням

φ̃+(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxP̄+(s, x)dx,

P̃>(s, α) =

∫ ∞
0

eiαxP{S+
ν̃(s) > x}dx,

P̃<(s, α) =

∫ 0

−∞
eiαxP{S+

ν̃(s) < x}dx,

та очевидними спiввiдношеннями

ϕ(s, α) = 1 + iα
(
P̃>(s, α)− P̃<(s, α)

)
,

ϕ+(s, α) = 1 + iαφ̃+(s, α).

Теорема 5.15. Якщо Sn — майже напiвнеперервне знизу блука-
ння (див. (5.94)), тодi ϕ−(s, α) визначається першою формулою в
(5.105), а для φ̃+(s, α) та Ee

−uS+
ν̃(s) справедливi спiввiдношення

φ̃+(s, α) =
1

p−(s)
P̃>(s, α)− q−(s)

p−(s)

[
b

b+ iα
P̃>(s, α)

]0

+

,
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Ee
−uS+

ν̃(s) =
p+(s)

1− q+(s)g̃s(u)
, g̃s(u) =

G1(s, 0, u)

G1(s, 0, 0)
, (5.106)

(G1(s, 0, 0) = q−(s)F (ρ−(s), G1(s, 0, u) див. в (5.90)) пiсля обернення
першого з них по α знаходимо

P̄+(s, x) =
1

p−(s)
P̄ (s, x)− q−(s)

p−(s)

∫ ∞
x

beb(x−y)P̄ (s, y)dy =

=

∫ ∞
x

beb(x−y)P̄ (s, y)dy +

+
1

p−(s)

[
P̄ (s, x)−

∫ ∞
x

beb(x−y)P̄ (s, y)dy

]
. (5.107)

Оскiльки p+(s)p−(s) = 1−s, з (5.107) пiсля обернення по s випливає,
що

P{S+
n > x} = b

∫ ∞
x

eb(x−y)P{Sn > y}dy +

n∑
k=0

P{S+
n−k = 0} ×

×
[
P{Sk > x} − b

∫ ∞
x

eb(x−y)P{Sk > y}dy
]
. (5.108)

При m < 0: ρ−(s) = bp−(s) → 0, s → 1,
(
p′−(1)

)−1 х.ф. S+ визна-
чається формулою Полячека–Хiнчина з p+ = b|m|,

EeiαS
+

=
p+

1− q+ϕ̃(α)
, ϕ̃(α) =

1

µ1

∫ ∞
0

eiαxF̄1(x)dx. (5.109)

Доведення. На пiдставi згаданих перед теоремою очевидних спiввiд-
ношень о.ф.т. для ϕ(s, α) в (5.105) можна переписати так

1 + iα(P̃> − P̃<) = iαφ̃+
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
+ 1− iαq−(s)

p−(s) + iα
.

Пiсля спрощення звiдси випливає, що

φ̃+(s, α)
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
= P̃>(s, α)− P̃<(s, α) +

q−(s)

ρ−(s) + iα
,

тобто

φ̃+(s, α) =
1

p−(s)

ρ−(s) + iα

b+ iα
(P̃> − P̃<) +

q−(s)

ρ−(s) + iα
. (5.110)
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Пiсля застосування операцiї проектування [ ]+ до (5.110) встановлю-
ється спiввiдношення (5.106), з якого випливають розподiли S+

n та
S+ (див. (5.107)–(5.109)). Формулу Полячека–Хiнчина можна одер-
жати граничним переходом у (5.106) ( s→ 1), якщо врахувати, що

K(s, x) = p−(s)F̄ (x) +

∫ −0

−∞
F̄ (x− y)q−(s)p−(s)e−ρ−(s)ydy,

k(s, α) = p−(s)

∫ ∞
0

eiαxF̄ (x)dx+ (5.111)

+ q−(s)
ρ−(s)

ρ−(s) + iα

∫ ∞
0

F (y)
(
e−ρ−(s)y − eiαx

)
dy.

Крiм того, при s → 1 з (5.105) на основi о.ф.т. встановлюється, що
при m < 0

lim
s→1

ϕ+(s, α) = lim
s→1

1− s
p−(s)

ρ−(s) + iα

iα+ b(1− s) + bsiαF̃1(α)
=

=
b|m|

1 + b
∫∞

0
eiαxF̄1(x)dx

=
b|m|

1 + bµ1ϕ̃(α)
, ϕ̃(α) = µ−1

1 F̃1(α),

bµ1 = bm+ 1 = 1− b|m| = q+, p+ = b|m|.

Отже, (5.109) доведено.

Зауважимо, що одержана iз (5.93) формула для генератриси S+

при s→ 1 подiбна до (5.109). Тому при умовi майже напiвнеперерв-
ностi знизу маємо спiввiдношення

g̃(iα) = E
[
eiαγ

+(0) |S+ > 0
]

=
1

µ1

∫ ∞
0

eiαxF̄1(x)dx = ϕ̃(α). (5.112)

При встановленнi спiввiдношень для iнтегральних перетворень роз-
подiлiв пар {τ+(x), γk(x)} у випадку майже напiвнеперервностi знизу

Vk(s, x, uk) =

∫ ∞
0

e−zukE
[
sτ

+(x), γk(x) > z, τ+(x) <∞
]
dz

iнколи зручнiше користуватися згортками P−(s, x) з центрованими
функцiями Āk(x, uk) = Ak(x, uk)−Ak(x, 0) :

Ā1(x, u) = −u
∫ ∞
x

eu(x−z)F̄ (z)dz, Ā2(x, v) =
(
e−vx − 1

)
F̄ (x),



5.3. Граничнi задачi для процесiв з дискретним часом 305

Ā3(x, µ) = Ā2(x, u)− µ
∫ ∞
x

e−µzΠ(z)dz

i згортками

ḡk(s, x, uk) = − 1

uk

∫ 0

−∞
Āk(x− y, uk)dP−(s, y),

ḡ1(s, x, u) = p−(s)

∫ ∞
x

F̄ (y)eu(x−y)dy +

+
q−(s)ρ−(s)

ρ−(s)− u

∫ ∞
0

(
e−uy − e−ρ−y

)
F̄ (x+ y)dy,

ḡ2(s, x, v) =
1

v

[
p−(s)F̄ (x)

(
1− e−vx

)
+

+ q−(s)ρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(x−y)
(
1− e−vy

)
F̄ (y)dy

]
,

ḡ3(s, x, µ) = g2(s, x, µ) + p−(s)

∫ ∞
x

e−µzF̄ (z)dz +

+ q−(s)

∫ ∞
x

F̄ (z)e−µz
(
1− eρ−(x−z))dz. (5.113)

При x = 0 спрощенi значення ḡk(s, 0, uk) виражаються через F̃ (uk) =∫∞
0
e−ukzF̄ (z)dz

ḡ1(s, 0, u) = p−(s)F̃ (u) + q−(s)ρ−(s)
F̃ (u)− F̃ (ρ−)

ρ− − u
,

ḡ2(s, 0, v) =
1

v
q−(s)ρ−(s)

[
F̃ (ρ−)− F̃ (v + ρ−)

]
,

ḡ3(s, 0, µ) = p−(s)F̃ (u) + (5.114)

+ q−(s)

[
ρ−(s)

µ

(
F̃ (ρ−)− F̃ (ρ− + µ)

)
+ F̃ (µ)− F̃ (ρ− + µ)

]
.

Тому для майже напiвнеперервних знизу блукань має мiсце твердже-
ння, аналогiчне теоремi 5.9.

Теорема 5.16. Якщо Sn — майже напiвнеперервне знизу блукання
(див. (5.94)), тодi для Vk(s, x, uk) та генератриси пар {τ+(0)), γk(0)}
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(k = 1, 3) справедливi спiввiдношення

(1− s)V k(s, x, uk) =

∫ x

−0

ḡk(s, x− y, uk)dP+(s, y),

V k(1, x, uk) =

∫ ∞
0

e−zukP{γk(x) > z, S+ > x}dz =

=

∫ x

−0

∂

∂s
ḡk(1, x− y, uk)dP{S+ < y}, m < 0. (5.115)

Пiсля обернення по uk з (5.115) при x = 0 випливає, що (p+(s)p−(s)
= 1− s)

P{S+
ν̃(s) > 0, γ+(0) > z} = F̄ (z) + q−(s)b

∫ ∞
z

e(z−y)ρ−(s)F̄ (y)dy,

P{S+
ν̃(s) > 0, γ+(0) > z} = q−(s)b

∫ ∞
z

e−yρ−(s)F̄ (y)dy, (5.116)

P{S+
ν̃(s) > 0, γ+

0 > z} = F̄ (z) +
q−(s)b

ρ−(s)

∫ ∞
z

(
1− e−yρ−(s)

)
F̄ (y)dy,

F̄ (z) = pF̄1(z), z > 0, m = pµ− qb−1, µ =

∫ ∞
0

F̄1(z)dz.

Якщо m < 0, тодi з (5.116) при s→ 1 випливає, що

P{S+ > 0, γ+(0) > z} = F̄ (z) + b

∫ ∞
z

F̄ (y)dy,

P{S+ > 0, γ+
0 > z} = F̄ (z) + b

∫ ∞
z

ydF (y),

P{S+ > 0, γ+(0) > z} = b

∫ ∞
z

F̄ (y)dy. (5.117)

При z → 0 з (5.117) випливає, що

lim
z→0

P{S+ > 0, γ+(0) > z} = q+ = p(1 + bµ) > 0, p+ > 0,

P{S+ > 0, γ+(0) > 0} = pbµ, P{S+ > 0, γ+(0) ≥ 0} = q+.

Отже розподiл γ+(0) має атом в нулi.

P{S+ > 0, γ+(0) = 0} = p > 0.
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Порiвняльний аналiз одержаних в теоремах 5.10–5.16 результатiв
приводить до таких висновкiв. В загальному випадку х.ф. або гене-
ратриса розподiлу S±ν̃(s) виражаються досить непростими формулами
Спiтцера (5.76). Крiм того, розподiл S+

ν̃(s) може бути виражений так:
1) через спiльну генератрису {τ+(0)), γ+(0)} дограничним уза-

гальненням формули Полячека–Хiнчина (див. (5.85));
2) через iнтегральне перетворення згортки K(s, x) (див. (5.91)–

(5.93));
3) для майже напiвнеперервних знизу блукань Sn — через iн-

тегральне перетворення розподiлу додатних значень Sν̃(s) > 0 (див.
(5.106)–(5.108)).

При m < 0 з результатiв, одержаних 1-м та 2-м способами, випли-
ває х.ф. для S+,що виражається узагальненням формули Полячека–
Хiнчина (5.109). Для майже напiвнеперервних знизу блукань з усiх
трьох указаних результатiв випливає класична формула Полячека–
Хiнчина для розподiлу S+ у термiнах

ϕ̃(α) = Eeiαξ̃1 = µ−1
1

∫ ∞
0

eiαxF̄1(x)dx,

згiдно з якою

S+ .
=

∑
k≤ν̃(q+)

ξ̃k, Eeiαξ̃k = ϕ̃(α),

P{ν̃(q+) = k} = p+q
k
+, k ≥ 0.

Аналогiчнi висновки мають мiсце для розподiлу S−ν̃(s) та S− у ви-
падку майже напiвнеперервних зверху блукань (див. (5.92)). Зокре-
ма, при m > 0 має мiсце аналогiчна до (5.109) формула Полячека–
Хiнчина

EeiαS
−

=
p−

1− q−ϕ̃(α)
, ϕ̃(α) = |µ1|−1

∫ 0

−∞
eiαxF1(x)dx,

з якої випливає, що

S−
.
=

∑
k≤ν̃(q−)

ξ̃k, Eeiαξ̃k = ϕ̃(α), q− = P{S− < 0} > 0.

Перш, нiж розглянути наступний приклад, зауважимо, що для
процесу ризику

S(t) = S1(t) + S2(t),
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де S1,2(t) — бiномiальнi процеси ризику з х.ф. стрибкiв

ϕ1(α) =
1

(1− iα)2
, ϕ2(α) =

b

(b+ iα)
, b > 0,

х.ф. S(1) можна записати у виглядi

EeiαS(1) =:

(
p1 +

q1

(1− iα)2

)(
p2 +

q2b

b+ iα

)
= p+ qϕ(α),

де p = p1p2, q = 1− p,

ϕ(α) =
P2(iα)

(b+ iα)(1− iα)2
,

P2(r) = (r − 1)2rp1p2 + p1b(r − 1)2 + p2qr + bq.

Крiм того, з точнiстю до сталих, що визначаються методом неви-
значених коефiцiєнтiв, має мiсце розклад

ϕ(α) = α′ϕI(α) + β′ϕ2(α), ϕI(α) =
1 + ciα

(1− iα)2
, α′ + β′ = 1.

Приклад 5.4. Нехай ξ(t) = SN(t) =
∑
k≤N(t) ξk — бiномiальний

процес з х.ф. для ξk

ϕ(α) = Eeiαξk =
1

2

(
b

b+ iα
+

1

(1− iα)
2

)
,

де N(t) — бiномiально розподiлена в.в. з параметром p (0 < p < 1):

P{N(t) = k} = Ckt q
kpt−k, 0 ≤ k ≤ t, q + p = 1.

Х.ф. для ξ(t) має вигляд: Eeiαξ(t) = (p+qϕ(α))t. Знайти розподiли
основних ризикових характеристик.

Позначимо

ϕ∗(α) = p+ qϕ(α) = Eeiαξ
∗
k , St =

t∑
k=0

ξ∗k, S0 = 0,

тодi ξ(t) .
= St, t ≥ 0 є майже напiвнеперервним знизу випадковим

блуканням. Знайдемо х.ф. для Sν̃(s)

ϕ(s, α) = EeiαSν̃(s) =
1− s

1− sϕ(α)
=

2(1− s)(b+ iα)(1− iα)2

P3(s, iα)
,
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яку можна переписати так

ϕ (s, α) =
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα

1− s
ρ−(s)

2(1− iα)2

P2(s, iα)
. (5.118)

Нехай b = 1/14, тодi m = −6q < 0; δ = 1− s→ 0 при s→ 1,

P3(s, r) = r3(28δ + 28qs)− r2(54δ − 55qs) + r(24δ + 12qs) + 2δ,

P3(s, r)→ 28qr3 − 55qr2 + 12r = rP2(1, r), s→ 1,

де

P2(1, r) = q(28r2 − 55r + 12),

P2(s, r) = 28(δ + qs)r2 +

+ [δ(54− 28ρ−(s))− qs(55 + 28ρ−(s))]r + 2δρ−(s)−1.

Рiвняння (L1) пiсля скорочення зводиться до квадратного

28r2 − 55r + 12 = 0

з дiйсними коренями r1 = 1/4, r2 = 12/7.
В силу майже напiвнеперервностi знизу вiд’ємний корiнь рiвнян-

ня P3(s, r) = (r + ρ−(s))P2(s, r) = 0, r3 = −ρ−(s) визначає х.ф.

ϕ−(s, α) = Ee
iαS−

ν̃(s) =
p−(s)(iα+ 1/14)

iα+ ρ−(s)
, ρ−(s) =

1

14
p−(s).

Згiдно з (5.118) х.ф. для S+
ν̃(s) визначається спiввiдношеням

ϕ+(s, α) =
1− s
p−(s)

2(1− iα)2

P2(s, iα)
,

P2(s, r) −→
s→1

P2(1, r) = 28qr2 − 55qr + 12q.

Оскiльки m = −6q < 0, то iснує невироджений розподiл ξ+ з х.ф.

ϕ+(α) = lim
s→1

ϕ+(s, α) = |m|2(1− iα)2

P2(1, iα)
=

=
2|m|(1− iα)2

28q(1/4− iα)(12/7− iα)
,
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p+ = lim
α→∞

ϕ+(α) =
2|m|
28q

> 0 =
3

7
> 0.

Пiсля розкладу ϕ+(α) на дробово-лiнiйнi функцiї знаходимо:

ϕ+(α) = Eeiαξ
+

=
3

7
+

27

164

1

r1 − iα
− 300

2009

1

r2 − iα
,

i пiсля обернення одержимо (як i в (5.29) при x→∞)

P
{
S+ > x

}
=

27

41
e−

1
4x − 25

287
e−

12
7 x =

27

41
e−

1
4x + o(e−

1
4x). (5.119)

Зауважимо, що найближчi до нуля коренi −ρ−(s) < 0 < r1(s) при
умовi m < 0 мають границi

lim
s→1

ρ−(s) = ρ− = 0,

lim
s→1

r1(s) = r1 = R = 1/4 (ρ′−(1) = |m|−1). (5.120)

Саме корiнь R = 1/4 i називають експоненцiальним показником Лун-
дберга, оскiльки у формулi (5.119) експонента e−Rx, x→∞ визначає
головну частину ймовiрностi банкрутства.

5.4 Про вихiд з iнтервалу майже
напiвнеперервних випадкових блукань

Розглянемо випадкове блукання Sn =
n∑
k=0

ξk, S0 = 0. Будемо позна-

чати, як i ранiше

S±n = max min
0≤k≤n

Sk, τ±(x) = inf{n > 0 : ±Sn > x}, ±x > 0;

γ±(x) = Sτ±(x) − x, x ≥ 0.

Як i для процесiв з н.п., функцiонали, пов’язанi з виходом випад-
кових блукань з iнтервалу [x− T, x] позначимо

τ(x, T ) = inf {n > 0 : Sn /∈ (x− T, x)},
A+(x) =

{
ω : Sτ(x,T ) > x

}
, A−(x) =

{
ω : Sτ(x,T ) < x− T

}
,
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τ(x, T )
.
=

{
τ+(x, T ), A+(x),
τ−(x, T ), A−(x).

Зберiгаються також i позначення для генератрис цих функцiона-
лiв

QT (s, x) = E
[
sτ

+(x,T ), A+(x)
]
QT (s, x) = E

[
sτ−(x,T ), A−(x)

]
,

Q(T, s, x) = Ee−sτ(x,T ) = QT (s, x) +QT (s, x).

При цьому згiдно з (5.71)

ϕ(s, α) := EeiαSν̃(s) =
1− s

1− sϕ(α)
, ϕ(α) = Eeiαξk ,

за компонентами о.ф.т. також зберiгаються позначення

ϕ(s, α) = ϕ+(s, α)ϕ−(s, α)−, Im α = 0, (5.121)

ϕ±(s, α) = Ee
iαS±

ν̃(s) = (1− s)
∞∑
k=0

skEeiαS
±
k .

На основi стохастичних спiввiдношень для τ±(x, T ) та γ−T (x) =
x−Sτ−(x,T ), γ

+
T (x) = Sτ+(x,T )−x виводяться iнтегральнi рiвняння на

вiдрiзку для вказаних генератрис. Зокрема, для майже напiвнепе-
рервного зверху блукання мають мiсце стохастичнi спiввiдношення

τ+(x, T )
.
=

{
1, ξ > x, P{ξ > x} = pe−cx,
1 + τ+(x− ξ), x− T < ξ < x,

γ+
T (x)

.
=

{
ξ − x, ξ > x,
γ+
T (x− T ), x− T < ξ < x,

з яких випливають iнтегральнi рiвняння на вiдрiзку для QT (s, x) та

V +(s, α, x, T ) = E
[
sτ

+(x,T )eiαγ
+
T (x), A+(x)

]
.

А саме, враховуючи, що F (x) = pe−cx, x > 0, p = F (0),

QT (s, x) = sF̄ (x) + s

∫ x

x−T
QT (s, x− z)dF (z), 0 < x < T,

V +(s, α, x, T ) = s
cp

c− iα
e−cx + (5.122)
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+ s

∫ x

x−T
V +(s, α, x− z, T )dF (x), 0 < x < T.

Для зручностi розв’язання першого рiвняння позначимо

Q̄T (s, x) = 1−QT (s, x) =

{
1, x > T,
0, x < 0,

тодi рiвняння для Q̄T (s, x) записується у термiнах згортки для
Q̄T (s, x) :

Q̄T (s, x) = 1− s+ s

∫ ∞
−∞

Q̄T (s, z)F ′(x− z)dz.

Це рiвняння можна продовжити на пiввiсь x > 0 з вiдповiдною ком-
пенсуючою функцiєю C>T (s, x) (x > T ) :

Q̄T (s, x) = (1− s)C(x) + (5.123)

+ s

∫ ∞
−∞

QT (s, z)F ′(x− z)dz + C>T (s, x), x > 0;

C(x) = Ix>0, C>T (s, x) = C̄T (s)e−cxIx>T −→
T→∞

0,

C̄T (s) = sp
[
ecT − cQ̄∗s(T )

]
, Q̄∗s(T ) =

∫ T

0

eczQ̄T (s, z)dz.

Продовження на пiввiсь рiвняння (5.123) змiнимо за рахунок пiдста-
новки в нього функцiї Cε(x) = e−εxIx>0 замiсть C(x), де ε > 0 — як
завгодно мале. Тодi ми одержимо рiвняння, подiбне до (5.123) для
деякої функцiї Yε(s, x, T ) (x > 0) :

Yε(s, x, T ) = (1− s)Cε(x) + (5.124)

+ s

∫ ∞
−∞

Yε(s, x, T )F ′(x− z)dz + C>T (s, x), x > 0.

Пiсля одностороннього перетворення Фур’є для

yε(s, α, T ) =

∫ ∞
0

eiαxYε(s, x, T )dx

одержимо рiвняння

yε(s, α, T )− syε(s, α, T )ϕ(α) =
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= (1− s)C̃ε(α) + C̃>T (s, α)− [ϕ(α)yε(α)]−

або

(1− s)yε(s, α, T )ϕ(s, α)−1 =

= (1− s)C̃ε(α) + C̃>T (s, α)− [ϕ(α)yε(α)]−.

Як i в теоремi 4.15 з останнього рiвняння пiсля застосування о.ф.т.
та операцiї [ ]+ знаходимо, що

(1− s)yε(s, α, T ) =

= ϕ+(s, α)
[
ϕ−(s, α)

(
C̃ε(α)(1− s) + C̃>T (s, α)

)]
+
. (5.125)

Тодi з (5.125) пiсля обернення по α одержимо розв’язок рiвняння
(5.124)

(1− s)Yε(s, x, T ) =

∫ x

0

Bε(s, x− y)dP+(s, y) +

+

∫ x

0

B(s, x− y, T )dP+(s, y), x > 0, (5.126)

Bε(s, x) = (1− s)
∫ x

0

e−ε(x−y)dP−(s, y) = (1− s)e−εxEeεξ
−(θs),

B(s, x, T ) = C̄T (s)

∫ x−T

−∞
e−c(x−y)dP−(s, y), x > 0,

P±(s, y) = P{S±ν̃(s) < y}, ±y > 0, B(s, x, T ) −→
T→∞

0.

При ε→ 0 Bε(s, x)→ 1− s, тому

lim
ε→0

Yε(s, x, T ) = Y0(s, x, T ) = Q̄T (s, x) (0 < x < T ),

(1− s)QT (s, x) = (1− s)P+(s, x) +

+

∫ x

0

B(s, x− y, T )dP+(s, y). (5.127)

На пiдставi (5.127), як i в § 4.5 (див. (4.143))) встановлюється (дове-
дена в [56])
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Теорема 5.17. Для майже напiвнеперервних зверху блукань гене-
ратриса QT (s, x) визначається спiввiдношенням при 0 < x < T

QT (s, x) = q+(s)

∫ 0

x−T
eρ+(s)(T−x+y)dP−(s, y)×

×

[∫ −T
−∞

ec(y+T )dP−(s, y) +

∫ 0

−T
eρ+(s)(T+y)dP−(s, y)

]−1

. (5.128)

Для V +(s, α, x, T ) має мiсце спiввiдношення

V +(s, α, x, T ) =
c

c− iα
QT (s, x), 0 < x < T. (5.129)

Для майже напiвнеперервних знизу блукань (з параметром b > 0)

QT (s, x) = q−(s)

∫ x

0

eρ−(s)(x−y)dP+(s, y)× (5.130)

×

[∫ ∞
T

eb(T−y)dP+(s, y) +

∫ T

0

eρ−(s)(T−y)dP+(s, y)

]−1

.

Доведення. Враховуючи показникову властивiсть P ′+(s, x) при x > 0
iз (5.127) випливає, що при x > 0

(1− s)Y0(s, x, T ) = (1− s)P+(s, x) + p+(s)B(s, x, T ) +

+

∫ x

+0

B(s, x− y, T )P ′+(s, y)dy.

Як i при доведеннi теореми 4.15 для майже напiвнеперервних
зверху процесiв, остання згортка зводиться до подвiйного iнтегралу,
пiсля обчислення якого доводиться спiввiдношення для Y0(s, x, T )

Y0(s, x, T ) = P
{
S+
ν̃(s) < x

}
+
p+(s)

1− s
C̄T (s)e−ρ+(s)x ×

×

[∫ −T
−∞

ecydP−(s, y) +

∫ x−T

−T
e−cq+(s)T+ρ+(s)ydP−(s, y)

]
,

з якого випливає, що

Q̄T (s, x) = P
{
S+
ν̃(s) > x

}
− p+(s)

1− s
C̄T (s)e−ρ+(s)x ×
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×

[∫ −T
−∞

ecydP−(s, y) +

∫ x−T

−T
e−cq+(s)T+ρ+(s)ydP−(s, y)

]
.

При iнтегруваннi останнього спiввiдношення для Q
T

(s, x) по ecx,
(0 < x < T ) одержується рiвняння для визначення коефiцiєнтiв C̄T
та Q̄s(T ), пiсля пiдстановки яких у згадане спiввiдношення вста-
новлюється (5.128). Безпосередньою перевiркою пiсля пiдстановки
(5.129) в рiвняння (5.122) для V +(s, α, x, T ) встановлюється його
справедливiсть. Зауважимо, що при T → ∞ B(s, x, T ) → 0, тому
Q̄T (s, x)→ P̄+(s, x), QT (s, x)→ P+(s, x).

Як i для процесiв, так i для випадкових блукань встановлюється
аналог теореми 4.3 про факторизацiйнi тотожностi для х.ф.

V (s, α, x) = E
[
eiαSν̃(s) , τ(x, T ) > ν̃(s)

]
,

V±(s, α, x) = E
[
eiαSν̃(s)sτ

±(x,T ), A±(x)
]
.

Теорема 5.18. Для випадкового блукання Sn =
∑
k≤n

ξk, (S0 = ξ0 = 0)

х.ф. V (s, α, x) до виходу iз iнтервалу виражається через V±(s, α, x)

V (s, α, x) = ϕ(s, α)[1− V+(s, α, x)− V−(s, α, x)]. (5.131)

Крiм того, справедливi проекцiйнi тотожностi (див. [103])

V+(s, α, x) = ϕ−1
+ (s, α)[ϕ+(s, α)(1− V−(s, α, x))][x,∞),

Imα ≥ 0,

V (s, α, x) = ϕ−(s, α)[ϕ+(s, α)(1− V−(s, α, x))][−∞,x],

Imα = 0, (5.132)

а також аналогiчнi тотожностi

V−(s, α, x) = ϕ−1
− (s, α)[ϕ−(s, α)(1− V+(s, α, x))](−∞,x−T ],

Imα ≤ 0,

V (s, α, x) = ϕ+(s, α)[ϕ+(s, α)(1− V+(s, α, x))][x−T,∞),

Imα = 0. (5.133)
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Доведення. У спiввiдношеннi

E
[
eiαSn , τ(x, T ) > n

]
= EeiαSn −E

[
eiαSn , τ(x, T ) ≤ n

]
(5.134)

останнiй доданок можна записати як суму

E
[
eiαSn , τ(x, T ) ≤ n

]
=

= E
[
eiαSn , τ+(x, T ) ≤ n

]
+ E

[
eiαSn , τ−(x, T ) ≤ n

]
,

складовi якої зводяться до вигляду

E
[
eiαSn , τ±(x, T ) ≤ n

]
=
∑
k≤n

E
[
eiα(Sn−Sk)+iαSk , τ±(x, T ) = k

]
=

=
∑
k≤n

ϕn−k(α)E
[
eiαSk , τ±(x, T ) = k

]
= I±n .

Пiсля твiрного перетворення, породженого геометричним розподi-
лом з параметром 0 < s < 1 з останнього спiввiдношення випливає,
що

(1− s)
∑

snI±n = ϕ(s, α)V±(s, α, x).

Таким чином, iз (5.134) пiсля твiрного перетворення встановлюється
(5.131). Доведення спiввiдношень (5.132), (5.133) подiбне доведен-
ню аналогiчних спiввiдношень (4.58), (4.58) для процесiв. Анало-
гiчно спiввiдношенням (4.145), (4.146) встановлюється твердження
для х.ф. розподiлу випадкового блукання до моменту виходу iз iн-
тервалу (x− T, x) та для щiльностi цього розподiлу.

Наслiдок 5.6. Для майже напiвнеперервних зверху випадкових
блукань Sn з х.ф. кроку

ϕ(α) = qϕ1(α) +
pc

c− iα
, (5.135)

p+ q = 1, ϕ1(α) =

∫ 0

−∞
eiαxdF1(x),

х.ф. V (s, α, x, T ) визначається проекцiйним спiввiдношенням

V (s, α, x, T ) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
× (5.136)
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×
[
ϕ−(s, α)

(
1− ceiαx

c− iα
QT (s, x)

)]
[x−T,∞)

.

Вiдповiдно, щiльнiсть розподiлу блукання до виходу iз iнтервалу
визначається спiввiдношенням

hs(T, x, z) :=
∂

∂z
P
{
Sν̃(s) < z, τ(x, T ) > ν̃(s)

}
=

= p+(s)P ′−(s, z)Iz<0 + q+(s)ρ+(s)

∫ z∧0

x−T
eρ+(s)(y−z)dP−(s, y)−

− ρ+(s)QT (s, x)e−ρ+(s)(x−z)

[
e−ρ+(s)T

∫ −T
−∞

ec(y+T )dP−(s, y) +

+

∫ z−x

−T
eρ+(s)ydP−(s, y)

]
, z ∈ (x− T, x). (5.137)

Iмовiрнiсть “невиходу” iз iнтервалу

P (T, s, x) = P{τ(x, T ) > ν̃(s)} =

∫ x

x−T
dHs(T, x, z)dz

визначається спiввiдношенням

P (T, s, x) = P{S−ν̃(s) > x− T} −QT (s, x)

[
P{S−ν̃(s) > −T}+

+

∫ −T
−∞

ec(z+T )dP−(s, z)

]
. (5.138)

Генератриси τ(x, T ), τ±(x, T ) та розподiл пари {τ−(x, T ), Sτ−(x,T )}
визначаються спiввiдношеннями

Q(T, s, x) := Esτ(x,T ) = 1− P (T, s, x),

QT (s, x) = Q(T, s, x)−QT (s, x), 0 < x < T, (5.139)

(1− s)E[sτ
−(x,T ), Sτ−(x,T ) ≤ z] =

∫ x

x−T
F (z − y)dHs(T, x, y),

де Hs(T, x, y) визначається щiльнiстю (5.137).
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Доведення. Спiввiдношення (5.136), (5.137) встановлюються так са-
мо, як (4.153), (4.154) в наслiдку 4.5. Пiсля iнтегрування (5.137) по
iнтервалу [x− T, x] доводиться справедливiсть спiввiдношення

P (T, s, x) = P
{
x− T < S−ν̃(s)

}
−

− q+(s)

∫ 0

x−T
e−ρ+(s)(x−z)dP(s, z)−

−QT (s, x)

[
(1− e−ρ+(s)T )

∫ −T
−∞

ec(z+T )dP−(s, z) +

+

∫ 0

−T
(1− e−ρ+(s)z)dP−(s, z)

]
,

з якого випливає (5.138). Спiввiдношення (5.139) для майже напiвне-
перервних випадкових блукань доводяться так само як i аналогiчнi
спiввiдношення для майже напiвнеперервних процесiв у § 4.5.

Для визначення ймовiрностей банкрутства QT (s, x), QT (s, x) та
граничного значення lim

s→1
(1 − s)−1hs(T, s, x, z) = h′1(T, x, z) нам зна-

добиться наступне твердження (аналог леми 4.5)

Лема 5.6. Для майже напiвнеперервних зверху блукань додатна
компонента о.ф.т. ϕ+(s, α) = p+(s)(c−iα)

ρ+(s)−iα є дробово-лiнiйною функ-
цiєю, що визначається додатним коренем ρ+(s) = cp+(s) рiвняння
Лундберга. При m > 0

lim
s→1

ρ+(s)(1− s)−1 =
1

m
,

P−(s, x)→ P
{
S− < x

}
, s→ 1, x < 0. (5.140)

При m < 0

lim
s→1

ρ+(s) = ρ+ > 0,

lim
s→1

P
{
S−ν̃(s) > x

}
(1− s)−1 = Eτ−(x), x < 0. (5.141)

При m = 0 (m = pc−1 − q
∫ 0

−∞ F1(x)dx), σ2
1 = Dξ1 <∞

lim
s→1

ϕ−(s, α)√
1− s

=
cσ1√

2

1

1− ϕ̃0(α)
, lim

s→1

ρ+(s)√
1− s

=

√
2

σ1
, (5.142)
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ϕ̃∗(α) = pF̃−1
1 (0)F̃1(α) + qϕ1(α).

Пiсля обернення з (5.142) випливає, що

lim
s→1

(1− s)−1/2P−(s, x) =
cσ1√

2
H̃∗(x), x < 0, (5.143)

де H̃∗(x) – функцiя вiдновлення для послiдовностi {ξ̃0
k}k≥1 незалеж-

них однаково розподiлених випадкових величин зi щiльнiстю

∂

∂x
P
{
ξ̃0
1 < x

}
= pF̃−1

1 (0)F1(x) + qF ′1(x), x < 0,

тобто H̃∗(x) виражається через кратнi згортки розподiлiв

F∗(x) = pF̃1(0)

∫ x

−∞
F1(y)dy + qF1(x), x < 0, (5.144)

H̃∗(x) =

∞∑
n=1

F∗(x)∗n, x < 0.

Доведення. Зупинимось лише на доведеннi (5.142), (5.143). З умови
m = pc−1 +q

∫ 0

−∞ F1(x)dx = 0 випливає, що p = cqF̃1(0). Тому можна
уточнити запис х.ф. ϕ(α) та ϕ(s, α). Дiйсно, ϕ1(α) = 1− iαF̃1(α),

ϕ(α) = q(1− iαF̃1(α)) + p

(
1 +

iα

c− iα

)
=

= 1− iα
(
qF̃1(α)− p

c− iα

)
,

отже, ϕ(s, α) = 1−s
1−sϕ(α) можна записати так

ϕ(s, α) =
(1− s)(c− iα)

(1− s)(c− iα) + siα(qF̃1(α)− p)
. (5.145)

Звiдси випливає розклад на множники для ϕ(s, α) :

ϕ(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
×

× 1− s
p+(s)

ρ+(s)− iα
(c− iα)(1− s) + sqiαF̃1(α)(c− iα)− iαps

.
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Враховуючи о.ф.т. та дробово-лiнiйний вигляд ϕ+(s, α) з (5.145)
одержимо спiввiдношення для ϕ−(s, α)

ϕ−(s, α) =
1− s
p+(s)

ρ+(s)− iα
c− iα

×

× c− iα
(1− s)(c− iα) + siα(qF̃1(α)(c− iα)− p)

,

з якого випливає граничне спiввiдношення

lim
s→1

ϕ−(s, α)√
1− s

=
cσ1√

2

1

1− q(cF̃1(α) + ϕ1(α))
,

що пiсля деяких перетворень зводиться до (5.142). Для цього слiд
використати х.ф. ϕ̃1(α) = F̃1(α)F̃−1

1 (0) та умову p = cqF̃1(0). Пiсля
обернення (5.142) по α встановлюється (5.143).

На основi леми 5.6 встановлюється

Наслiдок 5.7. В умовах леми 5.6 iмовiрностi банкрутства QT (x)
:= lim

s→1
QT (s, x), QT (x) := lim

s→1
QT (s, x) = 1 − QT (x) визначаються

спiввiдношеннями

QT (x) =

∫ 0

x−T
dP{S− < y} ×

×

[∫ −T
−∞

ec(T+y)dP{S− < y}+ P{S− ≥ −T}

]−1

, m > 0,

QT (x) = −q+

∫ 0

x−T
eρ+(T−x+y)dEτ−(y)×

×

[∫ −T
−∞

ec(T+y)dEτ−(y) +

∫ 0

−T
eρ+(T+y)dEτ−(y)

]−1

, m < 0,

QT (x) =

∫ 0

x−T
dH̃∗(y)×

×

[∫ −T
−∞

ec(T+y)dH̃∗(y) +

∫ 0

−T
dH̃∗(y)

]−1

, m = 0. (5.146)
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Залежно вiд знаку m визначаються значення h′1(T, x, z):
при m > 0

h′1(T, x, z) =
1

cm

∂

∂z
P{S− < z}+

1

m

∫ z∧0

x−T
dP{S− < y} − (5.147)

− 1

m
QT (x)

(∫ −T
−∞

ec(y+T )dP{S− < y}+

∫ z−x

−T
dP{S− < y}

)
;

при m < 0

h′1(T, x, z) = −p+
∂

∂z
Eτ−(z)Iz<0 −

− q+ρ+

∫ z∧0

x−T
eρ+(y−z)dEτ−(y) + ρ+Q

T (x)e−ρ+(x−z) ×

×

[
e−ρ+T

∫ −T
−∞

ec(y+T )dEτ−(y) +

∫ z−x

−T
eρ+ydEτ−(y)

]
; (5.148)

при m = 0

h′1(T, x, z) =

√
2

cσ1
H̃ ′0(z)Iz<0 +

√
2

σ1

∫ z∧0

x−T
dH̃0(z)−

−
√

2

σ1
QT (x)

[∫ −T
−∞

ec(y+T )dEτ−(y) +

∫ z−x

−T
dEτ−(y)

]
, (5.149)

z ∈ (x− T, x).
Якщо ϕ(α) = pc

c−iα + qb
b+iα , тодi (5.146)–(5.149) спрощуються,

зокрема, з (5.146) випливає, що

QT (x) =



1− q−eρ−(x−T )

1− cq−(c+ ρ−)−1e−ρ−T
, m > 0;

q+e
−ρ+x(1− b(b+ ρ+)−1eρ+(x−T ))

1− bq+(b+ ρ+)−1e−ρ+T
, m < 0;

cq(c+ b) + cb2(T − x)

b2 + cq(c+ b) + cb2T
, m = 0.

Доведення. Спiввiдношення (5.146) випливають iз (5.128) пiсля гра-
ничного переходу s→ 1 з урахуванням спiввiдношень (5.140)–(5.142)
залежно вiд знаку m. Так само, спiввiдношення (5.147)–(5.149) ви-
пливають iз (5.137).
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Зупинимось на тому, як застосовувати для бiномiальних процесiв
ризику всi вище викладенi результати. Нехай {ξk}k≥1, {ηk}k≥1 — по-
слiдовностi незалежних однаково розподiлених випадкових величин
(ξk та ηk мають неперервнi щiльностi розподiлу)

ξ(t) = S
(1)
N1(t) − S

(2)
N2(t), S(1)

n =
∑
k≤n

ξk, S(2)
n =

∑
k≤n

ηk, (5.150)

N1,2(t) — бiномiально розподiленi випадковi величини вiдповiдно з
параметрами (p1, q1), (p2, q2). Як було зазначено на початку § 5.3,
х.ф. для ξ(t) визначається спiввiдношенням

Eeiαξ(t) = (q1 + p1ϕ1(α))t(q2 + p2ϕ2(−α))t, (5.151)

де ϕ1(α) = Eeiαξ1 , ϕ2(−α) = Ee−iαη1 . Якщо позначити

q1 + p1ϕ1(α) = Eeiαξ
0
1 , q2 + p2ϕ2(α) = Eeiαη

0
1 ,

тодi

Eeiαξ(t) =
(
Eeiα(ξ01−η

0
1)
)t

= [φ̃(α)]t, (5.152)

φ̃(α) = Eeiαζ̃1 , ζ̃1 = ξ0
1 − η0

1 .

З (5.152) випливає, що ξ(t) ·= S̃t, S̃t =
∑
k≤t

ζ̃k. Якщо ν̃(s) — геоме-

трично розподiлена випадкова величина, то

ϕ̃(s, α) = Eeiαξ(ν̃(s)) =
1− s

1− sφ̃(α)
, 0 < s < 1. (5.153)

Якщо для процесу ξ(t) в (5.150) ϕ1(α) = Eeiαξ1 = c
c−iα , тодi

φ̃(α) =: Eeiαζ̃1 =

(
q1 + p1

c

c− iα

)
(q2 + p2ϕ2(−α)) = (5.154)

= q1q2 + q1p2ϕ̃(α) + p1q2
c

c− iα
+ p1p2

c

c− iα
ϕ̃(α).

Пiсля обернення (5.154) розподiл стрибкiв ζ̃1 = ξ0
1−η0

1 , Φ(x) = P{ζ̃1 <
x} (Eeiαξ

0
1 = q1 + p1

c
c−iα ) визначається згорткою показникового роз-

подiлу з розподiлом F̃2(x) = P{−η1 < x} = F 2(−x), x < 0,

Φ(x) = q1p2F 2(−x) + p1p2c

∫ ∞
0

F 2(y − x)e−cydy, x < 0,
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Φ(x) = p1

[
q2 + cp2

∫ 0

−∞
F2(z)eczdz

]
e−cx, x > 0, (5.155)

Φ(+0)− Φ(−0) = q2 − p1q2 = q2q1 > 0.

Отже при умовi (5.154) ξ(t) ·= S̃t i S̃t є майже напiвнеперервним звер-
ху випадковим блуканням, а ξ(t) — майже напiвнеперервним зверху
бiномiальним процесом.

Аналогiчно якщо для процесу ξ(t) в (5.150)

ϕ2(α) =
b

b− iα
, ϕ̃2(α) =

b

b+ iα
, ϕ1(α) = Eeiαξ1 ,

тодi

φ̃1(α) =: Eeiαζ̃
′
1 = (q1 + p1ϕ1(α))(q2 + p2

b

b+ iα
) = (5.156)

= q1q2 + q1p2
b

b+ iα
+ p1p2ϕ1(α) + p1P2

b

b+ iα
.

Пiсля обернення (5.156) розподiл стрибкiв ζ̃ ′1 = ξ0
1 + η̃0

k, Φ1(x) =

P{ζ̃ ′1 < x} (Eeiαη̃
0
1 = q2 + p2

b
b+iα ) визначається спiввiдношеннями

Φ1(x) = p2e
bx

[
q1 + bp1

∫ ∞
0

F1(z)e−bzdz

]
, x < 0, (5.157)

Φ1(x) = p1q1F 1(x) + p1p2b

∫ ∞
0

F 1(x+ y)e−bydy, x > 0.

Таким чином, при умовi (5.156) ξ(t) ·= S̃t =
∑
k≤t

ζ ′k є майже напiв-

неперервним знизу бiномiальним процесом.
На пiдставi цих висновкiв встановлюються наступнi твердження.

Теорема 5.19. Для загального бiномiального процесу (1.61) спра-
ведлива о.ф.т.

ϕ̃(s, α) = Eeiαξ(ν̃(s)) = ϕ̃+(s, α)ϕ̃−(s, α), Imα = 0, (5.158)

де в загальному випадку компоненти ϕ̃±(s, α) визначаються анало-
гами спiввiдношень (5.74) та (5.76), в яких суми Sn слiд замiнити
на S̃n з розподiлом кроку ζ̃1 = ξ0

1 − η0
1

Φ(x) = P{ζ̃1 < x} =

∫ ∞
−0

P{ξ0
1 < x− y}dP{η0

1 < y}.
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Якщо для φ̃(α) виконується умова (5.154), тодi ξ(t) є майже
напiвнеперервним зверху бiномiальним процесом, для якого розпо-
дiл кроку визначається спiввiдношеннями (5.155). Х.ф. ξ+(ν̃(s)) та
генератриса τ+(x) визначаються спiввiдношеннями

ϕ̃+(s, α) =
p̃+(s)(c− iα)

ρ̃+(s)− iα
, 0 < ρ̃+(s) = cp̃+(s) < c, (5.159)

T (s, x) = E[sτ
+(x), τ+(x) <∞] = q̃+(s)e−ρ̃+(s)x, x > 0,

де ρ̃+(s) > 0 — єдиний додатний корiнь рiвняння 1− sφ̃(−ir) = 0.

Доведення. Доведення (5.158) аналогiчне доведенню о.ф.т. для Sn в
лемi 5.4. Iз (5.154) випливає, що розподiл Φ(x) = P{ζ̃1 < x} є згор-
ткою розподiлу −η0

1 ≤ 0 та показникового розподiлу з параметром
c > 0. Пiсля обчислення вказаної згортки встановлюється (5.157).
Для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(n)

·
= S̃n встанов-

люються спiввiдношення (5.159) так само, як спiввiдношення (5.79),
(5.80) для Sn.

Аналог теореми 5.12 про другу факторизацiйну тотожнiсть фор-
мулюється без доведення.

Теорема 5.20. Спiльна генератриса пари {τ+(x), γ+(x)} для за-
гального бiномiального процесу (5.150)

T (s, x, u) = E[sτ
+(x)e−uγ

+(x), τ+(x) <∞] =

= E[e−uγ
+(x), ξ+(θs) > x]

визначається iнтегральним перетворенням Лапласа–Карсона (по-
родженим показниково розподiленою випадковою величиною θ′µ)

T̃ (s, µ, u) = E
[
sτ

+(θ′µ)e−uγ
+(θ′µ), τ+(θ′µ) <∞

]
= (5.160)

=
µ

µ− u

[
1− Ee−µξ

+(ν̃(s))

Ee−uξ+(ν̃(s))

]
.

Генератриса пари {τ+(0), γ+(0)} визначається спiввiдношенням

T (s, 0, u) = 1− p̃+(s)

Ee−uξ+(ν̃(s))
, p̃+(s) = P{ξ+(ν̃(s)) = 0}, (5.161)
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Для майже напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) (див. (5.154))

T̃ (s, u, µ) =
µcq̃+(s)

(c+ u)(ρ̃+(s) + µ)
,

T (s, u, x) =
c

c+ u
q̃+(s)e−ρ̃+(s)x, x > 0. (5.162)

З останнього спiввiдношення (5.162) випливає, що γ+(x) не зале-
жить вiд x (γ+(x)

·
= γ+(0)).

Ee−uγ
+(0) = E

[
e−uγ

+(0)|ξ+(ν̃(s)) > 0
]

=
c

c− u
.

Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу бiномiальний процес
ξ(t)

·
= S̃t =

∑
k≤t

ζ̃ ′k, стрибки якого мають х.ф. (5.156) i функцiю роз-

подiлу Φ1(x) з показниковим зображенням при x < 0 (див. (5.158)).
Х.ф. ξ−(ν̃(s)) визначається подiбним до (5.159) спiввiдношенням

ϕ̃−(s, α) =: Eeiαξ
−(ν̃(s)) =

p̃−(s)(b+ iα)

ρ̃−(s) + iα
,

де rs = −ρ̃−(s) — вiд’ємний корiнь рiвняння 1− sφ̃(α)|iα=r = 0.
Так само наводиться без доведення наступне твердження.

Теорема 5.21. Для загального бiномiального процесу ξ(t) має мiсце
дограничне узагальнення формули Полячека–Хiнчина

Ee−uξ
+(ν̃(s)) =

p̃+(s)

1− q̃+(s)g̃s(u)
, q̃+(s) = 1− p̃+(s), (5.163)

g̃s(u) = E
[
e−uγ

+(0) | ξ+(ν̃(s)) > 0
]
,

а для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t) при m = Eξ(1) <
0 i s→ 1 — формула Полячека–Хiнчина для генератриси ξ+ (аналог
(5.109), Φ1(x) див. в (5.157))

Ee−uξ
+

=
p̃+

1− q̃+g̃(u)
, g̃(u) =

∫∞
0
e−uxΦ1(x)dx∫∞
0

Φ1(x)dx
, (5.164)∫ ∞

0

e−uxΦ1(x)dx = p1q1

∫ ∞
0

e−uxF 1(x)dx+

+
bp1p2

b− u

∫ ∞
0

F 1(x)[e−ux − e−bx]dx.



326 Роздiл 5. Зв’язок граничних задач iз задачами ризику

Аналогiчно для ξ−(ν̃(s)) у загальному випадку має мiсце дограничне
узагальнення формули Полячека–Хiнчина, а для майже напiвнепе-
рервного зверху бiномiального процесу справедлива формула Поляче-
ка–Хiнчина, що визначає генератрису ξ− при m = p1c

−1−p2Eη1 > 0,

Eeuξ
−(ν̃(s)) =

p̃−(s)

1−q̃−(s)g̃−s (u)
, g̃−s (u) = E

[
euγ

−(0) | ξ−(ν̃(s))>0
]
,

Eeuξ
−

=
p̃−

1− q̃−g̃−(u)
, g̃−(u) =

∫ 0

−∞ euxΦ(x)dx∫ 0

−∞ Φ(x)dx
, (5.165)

∫ 0

−∞
euzΦ(z)dz = q1p2

∫ 0

−∞
euxF 2(−x)dx+

+ p1p2
c

c− u

∫ 0

−∞
F 2(−z)(euz − ecz)dz,

Φ(x) та F 2(x) див. в (5.155).

Iз теореми 5.15 на основi формули двоїстостi для майже напiвне-
перервних зверху процесiв

− ∂

∂x
P{ξ(t) > x} =

t

x

[
P{τ+(x) ≤ t | τ+(0) ≤ t} −

−P{τ+(x) < t | τ+(0) < t}
]

(5.166)

випливає (див. [56])

Теорема 5.22. Для майже напiвнеперервного зверху бiномiального
процесу ризику ξ(t) = S̃t з х.ф. кроку (5.154) iмовiрнiсть банкрут-
ства на iнтервалi [0, t] визначається спiввiдношенням

P{ξ−(t) < x} = c

∫ x

−∞
ec(x−y)dP{ξ(t) < y}dy + (5.167)

+

t∑
k=0

P{ξ−(t−k)=0}
[
P{ξ(k)<x} − c

∫ x

−∞
ec(x−y)dP{ξ(k)>y}dy

]
.

Для майже напiвнеперервного знизу бiномiального процесу ризику
(надлишкового процесу вимог) аналогiчна ймовiрнiсть банкрутства
визначається спiввiдношенням

P{ξ+(t) > x} = b

∫ ∞
x

eb(x−y)dP{ξ(t) > y}dy + (5.168)
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+

t∑
k=0

P{ξ+(t−k)=0}
[
P{ξ(k)>x} − b

∫ ∞
x

eb(x−y)dP{ξ(k)>y}dy
]
.

Згiдно з (5.116) розподiли пар {ξ+(ν̃(s)), γ+
k (0)} (k = 1, 3) виража-

ються через розподiл непоказникових стрибкiв Φ1(x) = P{ζ̃1 > x}
(x > 0) див. (5.162) (γ1(0) = γ+(0), γ2(0) = γ+(0), γ3(0) = γ+

0 ) за
допомогою спiввiдношень

P{ξ+(ν̃(s)) > 0, γ+(0) > z} =

= Φ1(z) + q̃−(s)b

∫ ∞
z

e(z−y)ρ̃−(s)Φ1(y)dy, (5.169)

P{ξ+(ν̃(s)) > 0, γ+(0) > z} = bq̃−(s)

∫ ∞
z

e−yρ−(s)Φ1(y)dy,

P{ξ+(ν̃(s)) > 0, γ0 > z} =

= Φ1(z) +
q̃−(s)

p̃−(s)

∫ ∞
z

(1− e−yρ−(s))Φ1(y)dy.

Якщо m = p1µ1− bc−1 < 0, тодi для майже напiвнеперервних знизу
ξ(t) мають мiсце аналоги формул (5.117)

P{ξ+ > 0, γ+(0) > z} = Φ1(z) + b

∫ ∞
z

Φ1(y)dy,

P{ξ+ > 0, γ+
0 > z} = Φ1(z) + b

∫ ∞
z

ydΦ1(y), (5.170)

P{ξ+ > 0, γ+(0) > z} = b

∫ ∞
z

Φ1(y)dy], z > 0.

Як i в теоремi 5.14 спiльнi генератриси {τ+(x), γk(x)}k=1,3 (x ≥ 0)
для майже напiвнеперервного знизу бiномiального процесу ξ(t) ·= S̃t
(S̃t — блукання, стрибки якого мають спiльний розподiл Φ1(x) =
P{ζ1 < x} в (5.162)) визначаються спiввiдношеннями (5.90), в яких
слiд замiнити A, Ak, Gk на Ã, Ãk, G̃k:

Ã(x, u, v, µ) =

∫ ∞
x

e(u−v)x−(u+µ)zdΦ1(x), x > 0,

G̃k(s, x, uk) =

∫ x

−∞
Ãk(x− y, uk)dP−(s, y), mx > 0, k = 1, 3.



328 Роздiл 5. Зв’язок граничних задач iз задачами ризику

Для майже напiвнеперервного знизу бiномiального процесу ξ(t)
умовна генератриса gs(u) у формулi (5.163) визначається спiввiдно-
шенням

g̃s(u) = E
[
e−uγ+(0) | ξ+(ν̃(s)) > 0

]
=
G1(s, 0, u)

G1(s, 0, 0)
−→
s→1

g̃(u),

(g̃(u) = lim
s→1

g̃s(u) див. в (5.164)).
Одержанi вище результати щодо виходу майже напiвнеперервних

блукань Sn з iнтервалу дають можливiсть сформулювати ще одне
твердження для вiдповiдних бiномiальних процесiв.

Наслiдок 5.8. Для майже напiвнеперервних зверху бiномiальних
процесiв ξ(t)

·
= S̃t з х.ф. кроку φ̃(α) (5.154) справедливi спiввiдно-

шення

QT (s, x) = q̃+(s)

∫ 0

x−T
eρ̃+(s)(T−x−y)dP{ξ−(ν̃(s)) < y} × (5.171)

×

[∫ −T
−∞

ec(y+T )dP{ξ−(ν̃(s)) < y}+

+

∫ 0

−T
eρ̃+(s)(T+y)dP{ξ−(ν̃(s)) < y}

]−1

, (0 < x < T ),

Q(T, s, x) =: Esτ(x,T ) = 1−P{τ(x, T ) > ν̃(s)}; (5.172)

P{τ(x, T ) > ν̃(s)} = P{ξ−(ν̃(s)) > x− T} −QT (s, x)×

× [P{ξ−(ν̃(s)) > −T}+

∫ −T
−∞

ec(z+T )dP{ξ−(ν̃(s)) < z}], (5.173)

QT (s, x) =: E[sτ
−(x,T ), A−(x)] = Q(T, s, x)−QT (s, x), (5.174)

(1− s)E[sτ
−(x,T ), ξ(τ−(x, T )) ≤ z] =

=

∫ x

x−T
F (z − y)dH̃s(T, x, y), z < x− T. (5.175)

H̃s(T, x, y) визначається аналогiчно до (5.137) щiльнiстю

h̃s(T, x, z) =
∂

∂z
P{ξν̃(s) < z, τ(x, T ) > ν̃(s)} (x− T < z < x),

що виражається через P−(s, y) = P{ξ−(ν̃(s)) < y} (y < 0).
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Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу бiномiальний процес
(з х.ф. ϕ̃2(α) = b(b+ iα)−1, b > 0, p2 ∈ (0, 1], ρ̃−(s) = bp̃−(s)), тодi

QT (s, x) = q̃−(s)

∫ x

0

eρ̃−(s)(x−y)dP{ξ+(ν̃(s)) < y} × (5.176)

×

[
E
[
eb(T−ξ

+(ν̃(s))), ξ+(ν̃(s)) > T
]

+

+

∫ T

0

eρ̃−(s)(T−y)dP{ξ+(ν̃(s)) < y}

]−1

.

Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху (c > 0, 0 < p1 < 1,
див. (5.154)) i знизу (b > 0, p2 = 1), тодi

QT (x) =



1− q̃−eρ̃−(x−T )

1− q̃−c(c+ ρ̃−)−1e−ρ̃−T
, m > 0, 0 < x < T,

q̃+e
−ρ̃+x(1− b(p̃+ + b)−1ep̃+(x−T ))

1− bq̃+(b+ ρ̃+)−1e−ρ̃+T
, m < 0,

cq̃(c+ b) + cb2(T − x)

b2 + cq̃(c+ b) + cb2T
, m = 0, q̃ =

c+ q1b

b+ c
.

(5.177)

При доведеннi (5.175) слiд врахувати, що при умовi майже напiв-
неперервностi знизу процесу ξ(t), η(t) = −ξ(t) — майже напiвнепе-

рервний зверху. Зауважимо, що при q1 = q2 = 0 p̃ =
b

b+ c
, q̃ =

c

b+ c
.

Зауваження. Для пуассонiвського процесу ξ(t) та блукання Sn з
показниково розподiленими вiд’ємними стрибками (параметр b > 0)
резольвента Rs(x) (x ≥ 0) є сингулярною функцiєю, що визначається
в наступних твердженнях.

Теорема 5.23. Для майже напiвнеперервного знизу процесу ξ(t)
резольвента Rs(x) визначається спiввiдношенням

Rs(x) = R0
s(x)− 1

b

∂

∂x
R0
s(x)− 1

s+ λ
δ0(x), x ≥ 0, (5.178)

R0
s(x) = s−1ρ−(s)

∫ x

−0

eρ−(s)(x−y)dP+(s, y), (5.179)

R0
s(+0) =

b

s+ λ
, x ≥ 0;
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P+(s, x) = P{ξ+(θs) < x}, ρ−(s) = bp−(s);

rs = −ρ−(s) — корiнь рiвняння Лундберга (ψ(−irs) = s).
Має мiсце проiнтегрована формула зв’язку мiж Rs(x) та R0

s(x)

q−(s)

ρ−(s)
R0
s(x) =

1

s
P+(s, x) +

∫ x

0

Rs(y)dy, x ≥ 0. (5.180)

Доведення. Замiтимо, що (5.179) подiбна до формули для резольвен-
ти напiвнеперервного знизу пуассонiвського процесу. Згiдно з
(1.54), (1.55) генератору L для ξ(t) вiдповiдає кумулянта ψ(α) (L↔
ψ(α)). Х.ф. майже напiвнеперервного знизу процесу ϕ(s, α) = s

s−ψ(α)

допускає факторизаiйний розклад

ϕ(s, α) = − s(b+ iα)

qiα+ (b+ iα)(iαpF̃ (α)− s)
=

= ϕ+(s, α)
p−(s)(b+ iα)

ρ−(s) + iα
, (5.181)

F̃ (α) =

∫ ∞
0

eiαxF (x)dx, F (0) = p, F (0) = q.

Резольвента-оператор для ξ(t) визначається оберненням (L− sI)

Rs = (L− sI)−1 ↔ 1

ψ(α)− s
= rs(α).

Резольвентна функцiя Rs(x) визначається перетворенням Фур’є

rs(α) =

∫ ∞
0

eiαxRs(x)dx, r0
s(α) =

∫ ∞
0

eiαxR0
s(x)dx,

Imα > ρ−(s) = bp−(s).

З (5.181) випливає спiввiдношення

rs(α) = −1

s
ϕ(s, α) =

1

b
r0
s(α) +

iα

b
r0
s(α),

останнiй доданок якого визначає перетворення Фур’є похiдної
∂
∂xR

0
s(x)

r̂s(α) =

∫ ∞
0

eiαxdR0
s(x) = −R0

s(+0)− iαr0
s(α).
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Звiдси випливає розклад

rs(α) = r0
s(α)− 1

b
r̂s(α)− 1

s+ λ
, (5.182)

пiсля обернення якого встановлюється (5.178). Проiнтегрувавши
(5.178) знаходимо, що∫ x

0

Rs(y)dy =

∫ x

0

R0
s(y)dy − 1

b
(R0

s(x)−R0
s(+0))− 1

s+ λ
=

=

∫ x

0

R0
s(y)dy − 1

b
R0
s(x), x ≥ 0.

Враховуючи, що∫ x

0

R0
s(y)dy =

1

ρ−(s)
R0
s(x)− 1

s
P+(s, x), x ≥ 0,

з останнiх двох спiввiдношень одержимо (5.180).

Для майже напiвнеперервних блукань має мiсце аналогiчна

Теорема 5.24. Якщо Sn — майже напiвнеперервне знизу блукання,
тодi резольвента Rs(x) визначається спiввiдношенням

Rs(x) = R0
s(x)− 1

b

∂

∂x
R0
s(x)− δ0(x), x ≥ 0, (5.183)

R0
s(x) =

1

1− s
ρ−(s)

∫ x

−0

eρ−(s)(x−y)dP+(s, y), x ≥ 0, (5.184)

R0
s(+0) = b, P+(s, y) = P{S+

ν̃(s) < y}, y ≥ 0; ρ−(s) = bp−(s),

p−(s) = P{S−ν̃(s) = 0}. (5.185)

Проiнтегрована формула зв’язку мiж Rs(x) та R0
s(x) має вигляд

q−(s)

ρ−(s)
R0
s(x) =

1

1− s
P+(s, x) +

∫ x

0

Rs(y)dy, x ≥ 0. (5.186)

Доведення теореми 5.23 грунтується на розкладi rs(α), що випли-
ває з о.ф.т.

rs(α) =: −ϕ(s, α)

1− s
=

b+ iα

(b+ iα)(iαsF̃ (α)− 1)− sqiα
,
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rs(α) = r0
s(α)− 1

b
r̂0
s(α)− 1, ϕ(s, α) =

1− s
1− sϕ(α)

. (5.187)

Розклад (5.186), з якого випливає (5.183), є аналогом (5.182). Легко
перевiрити справедливiсть (5.180) та (5.186) при x = 0.

В роботах [77, 78] одержанi результати для розподiлу двогранич-
них функцiоналiв у термiнах функцiї R0

s(x) (див. (5.179) та (5.184)),
яку не коректно називати резольвентою вiдповiдного процесу ξ(t)
(або блукання Sn). Якщо подiбно до позначень в [76–78] ввести фун-
кцiю

R̂bs(T ) =

∫ ∞
T

R0
s(x)e−bxdx =

= s−1ρ−(s)

∫ ∞
T

e−bx
∫ x

0

eρ−(s)(x−y)dP+(s, y)dx,

то пiсля змiни порядку iнтегрування одержимо

R̂bs(T ) =
e−bT

bq−(s)

[
R0
s(T ) + s−1ρ−(s)

∫ ∞
T

eb(T−y)dP+(s, y)

]
. (5.188)

Якщо генератрису QT (s, x) для майже напiвнеперервного знизу
процесу (див. теорему 4.15) домножити на s−1ρ−(s), тодi

QT (s, x) =
q−(s)R0

s(x)

R0
s(T ) + s−1ρ−(s)

∫∞
T
eb(T−y)dP+(s, y)

. (5.189)

З урахуванням (5.188) спiввiдношення (5.189) набуває вигляду

QT (s, x) =
R0
s(x)

bebT R̂bs(T )
, 0 < x < T, (5.190)

тобто, останнє спiввiдношення теореми 4.15 для процесiв, так само
як i (5.150) для блукань, у випадку майже напiвнеперервностi знизу,
узгоджуються з результатами Т.В. Каданкової та В.Ф. Каданкова
в [76–78].

Приклад 5.5. Нехай Sn =
∑
k≤n

ξk (S0 = 0) майже нанiвнеперервне

зверху (знизу) випадкове блукання. Скласти таблицю для коренiв
рiвняння Лундберга: sEerξ1 = s1, аналогiчну таблицi II в додатках
для напiвнеперервних та майже напiвнеперервних процесiв.



Роздiл 6

Поведiнка процесiв
ризику пiсля банкрутства

6.1 Поведiнка класичних процесiв ризику
пiсля банкрутства та багатозначна
функцiя банкрутства

Останнiм часом зрiс iнтерес до вивчення рiзних характеристик про-
цесiв ризику, пов’язаних з їх поведiнкою пiсля банкрутства. Це по-
яснюється тим, що пiсля банкрутства страхова компанiя може про-
довжити функцiонування, взявши в кредит деякий капiтал. Для
визначення передбачуваного кредиту важливо знати розподiл та-
ких характеристик класичного (резервного) процесу ризику ξu(t) =
Ru(t) = u+ Ct− S(t) (див. графiк 7 в кiнцi монографiї)

S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, P {ν(t) = k} =
(λt)k

k!
e−λt,

або надлишкового процесу ризику ζ(t) = S(t)−Ct (C, λ, u > 0) з ку-
мулянтою k(r) = t−1 lnEerζ(t) = Cr + λ

(
Ee−rξ1 − 1

)
. Цi характери-

стики визначаються перестрибковими функцiоналами {τ+(u), γ+(u),
γ+(u)} (їх позначення наводяться нижче), розподiли яких вивчались
нами в роботах [23–33, 51–61, 129–168, 174–184]. Розподiли згаданих
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функцiоналiв, зображених на графiку 7 в кiнцi монографiї, визнача-
ють також багатозмiнну функцiю банкрутства (див. [57,58,181,223])

φ(u, x, y) = P
{
γ+(u) > x, γ+(u) > y, τ+(u) <∞

}
. (6.1)

Слiд зауважити, що складнi (багатозначнi) функцiї банкрутства
в §§ 6.1, 6.2 є частинним поняттям знижкової (дисконтної) штрафної
функцiї (discounted penalty function), яка розглядалась в [223].

Нехай δ = e−s ≤ 1 — дисконтний параметр, s ≥ 0, w(x1, x2) ≥ 0
— невiд’ємна функцiя, x1,2 > 0. Тодi

m∗s(u) = E
[
e−sτ

+(u)w(γ+(u), γ+(u)), τ+(u) <∞
]

називається знижковою (дисконтною) штрафною функцiєю.
Якщо s = 0, wu1,u2

(γ1(u), γ2(u)) = e−u1γ1(u)−u2γ2(u), тодi

m∗0(u;u1, u2) = V (0, u;u1, u2) = ϕ̃0(u;u1, u2) =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−u1x−u2yϕ0(u, dx, dy) = E[e−u1γ1(u)−u2γ2(u)τ+(u)<∞]

є граничною складною (двозначною: u1,2 > 0) функцiєю банкрут-
ства. (При s > 0 m∗s(u;u1, u2) = ϕ̃s(u;u1, u2) є дограничною скла-
дною функцiєю банкрутства.)

Спочатку наводимо для порiвняння вживанi нами позначення
для дослiджуваних функцiоналiв з позначеннями в [210]:

τ(u) = inf{t : Ru(t) < 0}, τ+(u) = inf{t : ζ(t) > u},
Y +(u) = −Ru(τ(u)), γ+(u) = ζ(τ+(u))− u,
X+(u) = Ru(τ(u)− 0), γ+(u) = u− ζ(τ+(u)− 0),

X+(u) + Y +(u) = γ+
u = γ+(u) + γ+(u),

= Ru(τ(u)− 0)−Ru(τ(u)),

τ(u)=̇τ+(u) — визначає момент банкрутства (the ruin time);
Y +(u)=̇γ+(u) — жорсткiсть банкрутства (the severity of ruin);
X+(u)=̇γ+(u) — значення Ru(t) перед настанням банкрутства (the
surplus prior to ruin); γ+

u — розмiр вимоги, що спричинила банкрут-
ство (amount of the claim causing ruin); ζ±(t) = sup

0≤t′≤t
(inf)ζ(t′) —

екстремуми ζ(t′) на iнтервалi [0, t]; ζ± = sup inf
0≤t<∞

ζ(t) — абсолютнi екс-

тремуми ζ(t) τ ′(u) = inf{t > τ(u), Ru(t) > 0} — момент повернення
Ru(t) пiсля банкрутства у пiвплощину Π+ = {y > 0}.
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Позначимо ще T ′(u) =

{
τ ′(u)− τ(u), τ(u) <∞,
∞, τ(u) =∞.

T ′(u) називається “червоним перiодом” (the red time), який визначає
тривалiсть перебування Ru(t) у пiвплощинi Π− = {x < 0}.

Z+(u) = sup
τ+(u)≤t<∞

ζ(t) = sup
τ(u)≤t<∞

{−Ru(t)} ,

Z+
1 (u) = sup

τ+(u)≤t<τ ′(u)

ζ(t) = sup
τ+(u)≤t≤τ ′(u)

{−Ru(t)} .

Z+(u) визначає тотальний максимум дефiциту (the total maximal
deficit) Z+

1 (u) — максимум дефiциту за перiод T ′(u) (the maximal
deficit on T ′(u)) (графiки 7, 8 цих функцiоналiв див. в кiнцi моногра-
фiї).

Розглянемо щiльнiсть узагальненої багатозначної (складної) фун-
кцiї банкрутства

ϕs(u, dx, dy) = P
{
γ+(u) ∈ dx, γ+(u) ∈ dy, ζ+(θs) > u

}
= (6.2)

= E
[
e−sτ

+(u), γ+(u) ∈ dx, γ+(u) ∈ dy, τ+(u) <∞
]
,

де θs — показниково розподiлена випадкова величина P {θs > t} =
e−st, s > 0, t ≥ 0. Пiсля iнтегрування (6.2) при s→ 0 знаходимо, що

φ(u, x, y) =

∫ ∞
x

∫ ∞
y

ϕ0(u, dx′, dy′), x > 0, y > 0.

Iнтегральне перетворення щiльностi (6.2) є спiльною генератри-
сою трiйки {τ+(u), γ+(u), γ+(u)}

ϕ̃s(u, u1, u2) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−u1x−u2yϕs(u, dx, dy) =

= E
[
e−sτ

+(u)−u1γ
+(u)−u2γ+(u), τ+(u) <∞

]
= V (s, u, u1, u2).

Спiльна генератриса {τ+(u), γ+(u), γ+(u), γ+
u } (γ+(u) = γ1(u), γ+(u)

= γ2(u), γ+
u = γ3(u)),

V (s, u, u1, u2, u3) = E
[
e−sτ

+(u)−
∑3
k=1 ukγk(u), τ+(u) <∞

]
згiдно з результатами § 3.3 (див. (3.138), а також теореми 1, 2 в [51])
визначається спiввiдношенням

V (s, u, u1, u2, u3) = s−1

∫ u

0

G(s, u− y, u1, u2, u3)dP+(s, y), (6.3)
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G(s, x, u1, u2, u3) =

∫ 0

−∞
Ax−y(u1, u2, u3)dP−(s, y),

P±(s, y) = P
{
ζ+(θs) < y

}
, ±y > 0,

Ax(u1, u2, u3) = λ

∫ ∞
x

e(u1−u2)x−(u1+u3)zdF (z), x > 0,

Ax(u1, u2) = Ax(u1, u2, 0).

Для напiвнеперервного знизу процесу ризику P−(s, y) = eρ−(s)y,
y < 0, тому

G(s, u, u1, u2) = G(s, u, u1, u2, 0) =
ρ−(s)e−u2u

ρ−(s)− u1 + u2
× (6.4)

×
∫ ∞

0

[
(ρ−(s) + u2)e−(ρ−(s)+u2)z − u1e

−u1z
]
Π(u+ z)dz, u > 0,

Π(z) = λF (z)|, F (z) = 1 − F (z), z > 0; −ρ−(s) — вiд’ємний корiнь
рiвняння Лундберга k(−ρ−(s)) = s. Пiсля iнтегрування частинами
з (6.4) випливає, що

G(s, u, u1, u2) =
λρ−(s)e−u2u

ρ−(s)− u1 + u2
× (6.5)

×
∫ ∞

0

[
e−u1y − e−(ρ−(s)+u2)y

]
F ′(u+ y)dy.

Як i ранiше позначимо Gi(s, u, ui) = G(s, u, u1, u2, u3)|ur=0,∀r 6=i,i=1,3.
Має мiсце твердження

Лема 6.1. Функцiя G(s, u, u1, u2) допускає обернення по u1, u2, а
функцiї Gi(s, u, ui) (i = 1, 3) допускають обернення по ui з похiдною
F ′(y) (iснування якої або припускається, або F ′(y) вживається в
сенсi Шварца)

g(s, u, x, y) = λρ−(s)eρ−(s)(u−y)F ′(x+ y)I{y > u}, x > 0, (6.6)

G1(s, u, u1) =
λρ−(s)

ρ−(s)− u1

∫ ∞
0

(
e−u1y − e−ρ−(s)y

)
dF (u+ y),

g1(s, u, x) = λρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)dF (u+ y); (6.7)

G2(s, u, u2) = λρ−(s)

∫ ∞
0

e−u2(u+z)−ρ−(s)zF (u+ z)dz,
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g2(s, u, y) = λρ−(s)eρ−(s)(u−y)F (y)I{y > u}; (6.8)

G3(s, u, u3) = λ

∫ ∞
u

e−u3zdF (z)− λeρ−(s)u

∫ ∞
u

e−u3ze−ρ−(s)zF ′(z)dz,

g3(s, u, z) = λF ′(z)
[
1− eρ−(s)(u−z)]I{z > u}. (6.9)

Якщо m = Eζ(1) = µλ− C < 0, тодi iснують похiднi при s→ 0

g′(0, u, x, y) =
λ

|m|
F ′(x+ y)I {y > u} , x > 0;

g′1(0, u, x) =
λ

|m|
F (u+ x), x > 0;

g′2(0, u, y) =
λ

|m|
F (y)I{y > u};

g′3(0, u, z) =
λ

|m|
F ′(z)(z − u)I{z > u}. (6.10)

Доведення. Легко перевiрити, що згортка

J(s, u, x, u2) =

= λρ−(s)e−u2u

∫ ∞
x

e(ρ−(s)+u2)(x−y)F ′(u+ y)dy, x > 0,

є оберненням G(s, u, u1, u2) по u1, яка пiсля замiни змiнних z = y +
u+ x має вигляд

J(s, u, x, u2) = λρ−(s)

∫ ∞
u

e−u2zeρ−(s)(u−z)F ′(x+ z)dz

зручний для обернення по u2, в результатi чого встановлюється (6.6).
Аналогiчно обертаються по ui функцiї Gi(s, u, ui) (i = 1, 3) i встанов-
люються спiввiдношення (6.7)–(6.9). Якщо m < 0, тодi s−1ρ−(s) →
(|m|)−1 при s → 0, тому пiсля диференцiювання по s (s = 0) вста-
новлюються спiввiдношення (6.10) для похiдних g′k(0, u, xk).

Теорема 6.1. Для неперервного знизу процесу ризику генератриси
V (s, u, u1, u2, u3) та ϕ̃s(u, u1, u2) визначаються спiввiдношеннями

sV (s, u, u1, u2, u3) = p+(s)G(s, u, u1, u2, u3) +

+

∫ u

0+

G(s, u− y, u1, u2, u3)P ′+(s, y)dy,
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sϕ̃s(u, u1, u2) = p+(s)G(s, u, u1, u2) +

+

∫ u

0+

G(s, u− y, u1, u2)P ′+(s, y)dy. (6.11)

Якщо m < 0, тодi генератриса щiльностi багатозначної (складної)
функцiї банкрутства має вигляд

ϕ̃0(u, u1, u2) = lim
s→0

ϕ̃s(u, u1, u2) =

= E
[
e−u1γ

+(u)−u2γ+(u), τ+(u) <∞
]

=

= p+G
′(0, u, u1, u2) +

∫ u

0+

G′(0, u− y, u1, u2)dP
{
ζ+ < y

}
, (6.12)

де p+ = P {ζ+ = 0}, ζ+ = sup
0≤t<∞

ζ(t),

G′(0, u, u1, u2) = λ|m|−1
e−u2u(u2 − u1)−1 ×

×
∫ ∞

0

[
u2e
−u2z − u1e

−u1z
]
F (u+ z)dz.

Пiсля обернення другого спiввiдношення в (6.11) та (6.12) по u1 та
u2 визначаються щiльностi (в диференцiалах) складної функцiї бан-
крутства (при s > 0 та s→ 0)

sϕs(u, dx, dy) =

=

[
p+(s)g(s, u, x, y) +

∫ u

0+

g(s, u− z, x, y)dP+(s, z)

]
dxdy,

ϕ0(u, dx, dy) = (6.13)

=

[
p+g

′(0, u, x, y) +

∫ u

0+

g′(0, u− z, x, y)dP
{
ζ+ < z

}]
dxdy.

Для маргiнальних щiльностей розподiлу пар {γi(x), ζ+(θs)}

Φ(i)
s (u, x) =

∂

∂x
P
{
γi(u) < x, ζ+(θs) > u

}
, x 6= u, i = 1, 3,

справедливi спiввiдношення

sΦ(i)
s (u, x) = p+(s)gi(s, u, x) +

∫ u

0+

gi(s, u− z, x)dP+(s, z),

Φ
(i)
0 (u, x) = p+g

′
i(0, u, x) +

∫ u

0+

g′i(0, u− z, x)dP
{
ζ+ < z

}
. (6.14)
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Доведення. Спiввiдношення (6.11) випливають iз (6.3), оскiльки
p+(s) > 0. При m < 0 iз (6.11) при s → 0 випливає (6.12). Пiсля
обернення (6.12) одержуємо (6.13). Аналогiчно встановлюються спiв-
вiдношення (6.14) для маргiнальних щiльностей.

Наслiдок 6.1. Для надлишкового процесу ризику ζ(t) з лiнiйною
функцiєю премiй c(t) = ct i початковим капiталом u > 0 щiльностi
(догранична при s > 0 та гранична при s → 0) складної функцiї
банкрутства визначається при y > 0 (y 6= u) спiввiдношеннями

s
∂2

∂x∂y
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) < x, γ+(u) < y

}
=

=


λρ−(s)F ′(x+ y)

∫ u

0

eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, z), y > u,

λρ−(s)F ′(x+ y)

∫ u

u−y
eρ−(s)(u−z−y)dP+(s, z), 0 < y < u.

∂2

∂x∂y
P
{
ζ+ > u, γ+(u) < x, γ+(u) < y

}
= (6.15)

=

{
λ|m|−1F ′(x+ y)P{ζ+ < u}, y > u, m = λµ− c < 0,

λ|m|−1F ′(x+ y)P {u− y < ζ+ < u} , 0 < y < u.

Для щiльностi розподiлу жорсткостi банкрутства справедливi
спiввiдношення при s > 0 та s→ 0 (x > 0)

s
∂

∂x
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) < x

}
=

= λc−1s

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)dF (u+ y) +

+ λρ−(s)

∫ u

0

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)dF (u+ y − z)dP+(s, z),

∂

∂x
P
{
ζ+ > u, γ+(u) < x

}
= (6.16)

=
λ

c
F (u+ x) +

λ

|m|

∫ u

0

F (u+ x− z)dP
{
ζ+ < z

}
, m < 0.

Щiльнiсть розподiлу надлишку перед настанням банкрутства γ+(u)
визначається спiввiдношеннями при y 6= u (дограничним при s > 0
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та граничним при s→ 0)

s
∂

∂y
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) < y

}
=

=


λρ−(s)F (y)

∫ u

−0

eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, z), y > u,

λρ−(s)F (y)

∫ u

u−y
eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, z), 0 < y < u,

∂

∂y
P
{
ζ+ > u, γ+(u) < y

}
=

=


λ|m|−1F (y)P{ζ+ < u}, y > u, m < 0,

λ

|m|
F (y)P

{
u− y < ζ+ < y

}
, 0 < y < u.

(6.17)

Розподiл вимоги γ+
u , що спричинила банкрутство, визначається

спiввiдношеннями z 6= u

s
∂

∂z
P
{
ζ+(θs) > u, γ+

u < z
}

=

= p+(s)g3(s, u, z) +

∫ u

0+

g3(s, u− y, z)dP+(s, y),

∂

∂z
P
{
γ+
u < z, ζ+ > u

}
=

=
λ

|m|
F ′(z)

∫ u

0

(z − u+ y)dP{ζ+ < y}I{z > u}+

+
λF ′(z)

|m|

∫ z

0

(z − v)dP{ζ+ < u− v}I{0 < z < u}.

При s→ 0 визначається спiльний розподiл {γ+
u , ζ

+}

P
{
γ+
u > z0, ζ

+ > u
}

=

=



λ

|m|

∫ ∞
z0

[∫ u

0

ydP{ζ+ < y}+ (z − u)P{ζ+ < u}
]
dF (z),

z0 > u, m < 0,

λ

m
[F (u)

∫ u

0

ydP{ζ+ < y}+ P{ζ+ < u}F (u)] +

+
λ

|m|

∫ u

z0

∫ z

0

(z − v)dP{ζ+ < u− v}dF (z), 0 < z0 < u.

(6.18)
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Iз одержаного спiввiдношення (6.15) для щiльностi складної фун-
кцiї банкрутства випливає ще один важливий

Наслiдок 6.2. Iнтегруванням (6.15) по x ∈ [x0,∞) встановлюю-
ться спiввiдношення (y 6= u)

s
∂

∂y
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) > x0, γ+(u) < y

}
=

=


λρ−(s)F (x0 + y)

∫ u

0

eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, z), y > u,

λρ−(s)F (x0 + y)

∫ u

u−y
eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, y), 0 < y < u;

∂

∂y
P
{
ζ+ > u, γ+(u) > x0, γ+(u) < y

}
=

=


λ

|m|
F (x0 + y)P{ζ+ < u}, y > u, m < 0, x0 > 0,

λ

|m|
F (x0 + y)P

{
u− y < ζ+ < u

}
, 0 < y < u;

P
{
ζ+ > u, γ+(u) > x0, γ+(u) > y0

}
= φ(u, x0, y0) =

=



λ

|m|
F (x0 + y0)P{ζ+ < u}, y0 > u, m < 0, x0 > 0,

λ

|m|
F (x0 + u)P{ζ+ < u}+

+
λ

|m|

∫ u

y0

F (x0 + y)P
{
u− y < ζ+ < u

}
dy, 0 < y0 < u;

(6.19)

Ψ(u) = P{ζ+ > u} =
λ

C
F (u) +

λ

|m|

∫ u

0

F (u− z)dP{ζ+ < z},

P{ζ+ > u, γ+(u) > x0} =
λ

C
F (u+ x0) +

+
λ

|m|

∫ u

0

F (u+ x0 − z)dP{ζ+ < z}, F (u) =

∫ ∞
u

F (x)dx.

Згiдно з (2.58) та (3.151) при u = 0, x > 0

P{ζ+(θs) > 0, γ+(0) > x} =
λ

C

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)F (y)dy,
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P{ζ+(θs) > 0, γ+(0) > x} =
λ

C

∫ ∞
x

e−ρ−(s)(y)F (y)dy,

P{ζ+(θs) > 0, γ+
0 > x} =

λ

Cρ−(s)

∫ ∞
x

(1− e−ρ−(s)ydF (y).

Доведення. Доведення наслiдкiв випливає iз спiввiдношень теоре-
ми 6.1, пiсля пiдстановки значень функцiй G(s, u, u1, u2), Gi(s, u, ui)
(i = 1, 3) та їх обернень g(s, u, ui) по ui, а також значень похiдних по
s при s = 0. При доведеннi (6.15) слiд врахувати двоїстiсть зображе-
ння згортки∫ u

0

g(s, u− z, . . .)dP+(s, z) =

∫ u

0

· · · I{z > u− y}dP+(s, z) =

=

∫ u

0

· · · dP+(s, z)Iy>u +

∫ y

u−y
· · · dP+(s, z)I0<y<u.

В результатi iнтегрування (6.15) по x ∈ [x0,∞) та y ∈ [y0,∞) виво-
дяться спiввiдношення (6.19). Останнє спiввiдношення в (6.18) одер-
жується з другого iнтегруванням по z ∈ [z0,∞). Зауважимо, що
останнє спiввiдношення в (6.19), одержане з попереднього iнтегру-
ванням по y ∈ [y0,∞), визначає багатозмiнну функцiю банкрутства
φ(u, x0, y0). Так само пiсля iнтегрування по x ∈ [0,∞) та x ∈ [x0,∞)
одержимо спiввiдношення для φ(u, 0, 0) та φ(u, x0, 0) вiдповiдно.

З останнього наслiдку випливає

Наслiдок 6.3. Маргiнальнi функцiї банкрутства визначаються iз
φ(u, x0, y0) при x0 = 0 (y0 = 0)

φ(u, 0, y0) = P
{
ζ+ > u, γ+(u) > y0

}
=

=



λ

|m|
P+(u)F (y0), y0 > u, P+(u) = P{ζ+ < u},

λ

|m|
P+(u)F (u) +

λ

|m|

∫ u

y0

F (y)(P+(u)− P+(u− y))dy,

0 < y0 < u,

(6.20)

φ(u, x0, 0)=
λ

|m|

[
F (u)P+(u)+

∫ u

0

F (x0+y)(P+(u)−P+(u−y))dy

]
.



6.1. Поведiнка класичних процесiв ризику пiсля банкрутства 343

Оскiльки
∫ u

0
P+(u)F (y)dy = [F (0) − F (u)]P+(u), то при y0 → 0

iнтегруванням частинами встановлюється, що

P{γ+(u) > 0, ζ+ > u} =

=
λ

|m|

[
F (0)P+(u) +

∫ u

0

P+(u− y)dF (y)

]
=

=
λ

|m|

[
p+F (u) +

∫ u

0

F (u− z)dP+(z)

]
= P+(u).

Перш нiж вивчати розподiли функцiоналiв, пов’язаних з поведiн-
кою процесу ζ(t) при t > τ+(u) доведемо допомiжне твердження для
процесу ζv(t) = v + ζ(t), (ζ0(t) = ζ(t), v, t ≥ 0) та його максимуму

ζ+
v (t) = sup

0≤t′≤t
ζv(t), ζ+

v (θs) = sup
0≤t′≤θs

ζv(t
′).

Введемо позначення генератрис для ζ+
v (θs) та для пари {τ+(v), γ+(v)}

Φ(s, v, z) = Ee−zζ
+
v (θs),

T (s, v, z) = E
[
e−sτ

+(v)−zγ+(v), τ+(v) <∞
]
. (6.21)

Лема 6.2. Генератриса Φ(s, v, z) визначається спiввiдношеннями

Φ(s, v, z) = Φ(s, 0, z)e−zv, v ≥ 0, (6.22)

Φ(s, 0, z) = p+(s) [1− T (s, 0, z)]
−1
,

p+(s) = P
{
ζ+(θs) = 0

}
> 0.

При v = 0 з (6.22) випливає спiввiдношення, яке ми назвемо догра-
ничним узагальненням формули Полячека–Хiнчина

Φ(s, 0, z) = Ee−zζ
+(θs) =

p+(s)

1− q+(s)gs(z)
→
s→0

Ee−zζ
+

=
p+

1− q+g0(z)
для m > 0, q+ =

λµ

C
, (6.23)

gs(z) = E
[
e−zγ

+(0)|ζ+(θs) > 0
]

=
G1(s, 0, z)

G1(s, 0, 0)
=

=
ρ−(s)− zΠ̃(z)/Π̃(ρ−(s))

ρ−(s)− z
→
s→0

Π̃(z)/Π̃(0) при m < 0.
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Отже, якщоm < 0, тодi при s→ 0 Φ(s, 0, z) зводиться до звичайної
формули Полячека–Хiнчина для класичного процесу ризику з

g0(z) = lim
s→0

gs(z) = Π̃(z)/Π̃(0), Π̃(z) = λ

∫ ∞
0

e−zxF (x)dx.

Доведення. Має мiсце стохастичне спiввiдношення

ζ+
v (t)=̇

{
v, t < τ+(0),

v + ζ+
γ+(0)(t− τ

+(0)), t ≥ τ+(0),

з якого випливає iнтегральне спiввiдношення

Ee−zζ
+
v (t) = e−zvP

{
τ+(v) > t

}
+

+ e−zv
∫ t

0

∫ ∞
0

E
[
e−zζ

+
y (t−x), τ+(0) ∈ dx, γ+(0) ∈ dy

]
.

При довiльному фiксованому y > 0 процес ζy(t) для t ≥ τ+(0) i
його максимум не залежать вiд τ+(0) < t, тому з одержаного iнте-
грального спiввiдношення пiсля перетворення Лапласа–Карсона по t
випливає iнтегральне рiвняння для Φ(s, v, z)

Φ(s, v, z) = e−zv (1− T (s, 0, 0)) +

+ e−zv
∫ ∞

0

Φ(s, y, z)E
[
e−sτ

+(0), γ+(0) ∈ dy
]
. (6.24)

Якщо позначити

Φ∗(s, z) =

∫ ∞
0

Φ(s, y, z)E
[
e−sτ

+(0), γ+(0) ∈ dy
]
,

то пiсля усереднення (6.24) по E
[
e−sτ

+(0), γ+(0) ∈ dv
]
одержимо рiв-

няння для визначення Φ∗(s, z)

Φ∗(s, z) = T (s, 0, z) (1− T (s, 0, 0)) + Φ∗(s, z)T (s, 0, z).

Враховуючи, що T (s, 0, 0) = P {ζ+(θs) > 0} = q+(s), p+(s) = 1 −
q+(s), знаходимо значення Φ∗(s, z) = p+(s) T (s,0,z)

1−T (s,0,z) , пiсля пiдста-
новки якого в (6.22) одержимо спiввiдношення

Φ(s, v, z) =
p+(s)e−zv

1− T (s, 0, z)
, T (s, 0, z) = E

[
e−zγ

+(0), ζ+(θs) > 0
]
,

з якого при v = 0 випливає (6.23).
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Пiсля банкрутства надлишковий процес ризику в дечому нагадує
процес чекання ζ∗(t) з випадковим стартовим значенням v = γ+(u).
При цьому слiд врахувати, що γ+(u) визначається на подiї

{ω : ζ+(t) > u} = {ω : τ+(u) < t}.

Тому для дослiджуваного процесу ζ∗(t) = ζγ+(u)(t) будемо розгля-
дати спiльнi розподiли пар {ζ+

γ+(u)(t), τ
+(u)}, {ζ+

γ+(u)(θs), ζ
+(θs) > u}

або вiдповiдну генератрису

Φ∗(s, u, z) = E
[
e
−zζ+

γ+(u)
(θs)

, ζ+(θs) > u
]

=

= E
[
e
−sτ+(u)−zζ+

γ+(u)
(θs)

, τ+(u) <∞
]
, (6.25)

для якої має мiсце твердження

Теорема 6.2. Генератриса Φ∗(s, u, z) визначається спiввiдношен-
ням

Φ∗(s, u, z) = Φ(s, 0, z)T (s, u, z), (6.26)

де генератриса T (s, u, z) та вiдповiдна щiльнiсть визначаються
спiввiдношеннями

sT (s, u, z) = p+(s)G1(s, u, z) +

∫ u

0+

G1(s, u− y, z) ∂
∂y
P+(s, y)dy,

s
∂

∂x
P
{
γ+(u) < x, ζ+(θs) > u

}
=

= p+(s)g1(s, u, x) +

∫ x

0+

g1(s, u− y, x)
∂

∂y
P+(s, y)dy, (6.27)

а функцiї G1(s, u, z) та g1(s, u, x) наводяться в (6.7).
Якщо m = Eζ(1) = λµ − C < 0 (µ = Eξ1), тодi генератриса

тотального максимуму дефiциту Z+(u) = u + ζ+
∗ визначається

спiввiдношенням

E
[
e−zZ

+(u), ζ+ > u
]

= e−uzΦ(0, 0, z)T0(u, z), (6.28)

Φ(0, 0, z) =
p+

1− T0(0, z)
,

а генератриси T (s, u, z) (див. (6.21) при s = 0, u ≥ 0)

T0(u, z) = T (0, u, z) = E
[
e−zγ

+(u), ζ+ > u
]
,
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T0(0, z) = T (0, 0, z) = E
[
e−zγ

+(0), ζ+ > 0
]

визначаються спiввiдношеннями

T0(u, z) = p+G
′
1(0, u, z) +

∫ u

0+

G′1(0, u− y, z)dP
{
ζ+ < y

}
,

G′1(0, u, z) =
λ

|m|

∫ ∞
0

e−zyF (u+ y)dy, m < 0, (6.29)

T0(0, z) =
p+λ

|m|

∫ ∞
0

e−zyF (y)dy =
λ

C

∫ ∞
0

e−zyF (y)dy(
p+ =

|m|
C
, q+ =

λµ

C
, T (s, u, z) = V (s, u, z)

)
.

Доведення. Пiсля усереднення по E
[
e−sτ

+(u), γ+(u) ∈ dv
]
з (6.21) ви-

пливає спiввiдношення (6.26). Перше спiввiдношення в (6.27) легко
обернути по z i одержати дограничну (s > 0) щiльнiсть жорсткостi
банкрутства (див. другу формулу в (6.27) еквiвалентну (6.16)). Якщо
m < 0, тодi iз (6.26) та (6.27) при s → 0 випливають спiввiдношен-
ня (6.28), (6.29). Слiд вiдмiтити, що приm < 0 перше спiввiдношення
в (6.29) також легко обертається по z, в результатi обернення вста-
новлюється спiввiдношення для граничної (s → 0) щiльностi жорс-
ткостi банкрутства (див. (6.27)).

Перш нiж розглядати “червоний перiод” T ′(u) та число вимог за
цей перiод вiдмiтимо їх подiбнiсть вiдповiдно до перiоду зайнятостi
θ̃1 та числа вимог n(θ̃1) у теорiї СМО. Останнi є простiшими хоча б
тому, що вони не залежать вiд параметра u. Функцiонал T ′(u) мо-
жна iнтерпретувати як момент першого досягнення нуля процесом
ζ+
γ+(u)(t) (див. графiк 8 в кiнцi монографiї), або момент першого дося-
гнення рiвня x = −γ+(u) процесом ζ(t). На пiдставi спiввiдношення
T ′(u)=̇τ−(−γ+(u)) встановлюється твердження

Теорема 6.3. Якщо m < 0, тодi генератриса тривалостi “черво-
ного перiоду” T ′(u) визначається спiввiдношенням при u ≥ 0

gu(s) =: E
[
e−sT

′(u), T ′(u) <∞
]

=
λ

C

∫ ∞
0

e−vρ−(s)F (u+ v)dv +

+
λ

|m|

∫ ∞
0

e−vρ−(s)

∫ u

0+

F (u+ v − y)dP
{
ζ+ < y

}
dv, (6.30)
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gu(s) = T0(u, ρ−(s)) — виправлена формула dos Reis’a.
Якщо s→ 0, тодi

P {T ′(u) <∞} =
λ

C
F (u) +

λ

|m|

∫ u

0+

F (u− y)dP
{
ζ+ < y

}
. (6.31)

Щiльнiсть розподiлу T ′(u) (у диференцiалах) має вигляд

P {T ′(u) ∈ dt} =
λ

C

∫ ∞
0

F (u+ v)P
{
τ−(−v) ∈ dt

}
dv + (6.32)

+
λ

|m|

∫ ∞
0

P
{
τ−(−v) ∈ dt

}∫ u

0+

F (u+ v − y)dP
{
ζ+ < y

}
dv.

Доведення. Процес ζ (t) напiвнеперервний знизу, тому при v > 0

P
{
τ−(−v) ∈ dt

}
⇔

⇔ E
[
e−sτ

−(−v), τ−(−v) <∞
]

= e−vρ−(s). (6.33)

Пiсля усереднення (6.31) по граничнiй щiльностi в (6.27) при m < 0
встановлюється спiввiдношення (6.30), з якого при s → 0 випли-
ває (6.31). На пiдставi (6.33) генератрису (6.30) легко обернути по s
i одержати щiльнiсть (6.32).

Для визначення генератриси числа вимог за перiод T ′(u) N∗(u) =
n(T ′(u)) використаємо просту формулу для числа вимог n(t) = ν(t)
на iнтервалi [0, t]

nt(z) = Ezn(t) = e−tλ(1−z), 0 < z < 1, t > 0, (6.34)

i позначимо шукану генератрису

n∗(u, z) = E
[
zN
∗(u), T ′(u) <∞

]
.

Теорема 6.4. Якщо m < 0
(
p+
|m| = C−1

)
, тодi генератриса n∗(u, z)

визначається спiввiдношенням

n∗(u, z) =
λ

C

∫ ∞
0

e−vρ−(sz)F (u+ v)dv +
λ

|m|

∫ ∞
0

e−vρ−(sz) ×

×
∫ u

0+

F (u+ v − y)dP
{
ζ+ < y

}
dv = g+(u, ρ−(sz)), (6.35)
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n∗(0, z) =
λ

C

∫ ∞
0

e−vρ−(sz)F (v)dv = g+(0, ρ−(sz)), sz = λ(1− z).

При z → 1 має мiсце спiввiдношення (подiбне до (6.31) при s→ 0)

P {T ′(u) <∞} =
λ

C
F (u) +

λ

|m|

∫ u

0+

F (u− y)dP
{
ζ+ < y

}
, (6.36)

оскiльки m = λµ− c < 0, ρ−(sz) →
z→1

0 то при u = 0 P {T ′(0) <∞} =

λµ
C < 1. Аналогiчно генератриса числа вимог до банкрутства
n(τ+(u)) визначається спiввiдношенням

E[zn(τ+(u)), τ+(u) <∞] = E[e−szτ
+(u), τ+(u) <∞] = P+(sz, u),

sz = λ(1− z), (6.37)

де згiдно з (3.39) та (3.150)

P+(s, u) =
1

ρ−(s)
P ′u(s, u) + P{ζ(θs) > u},

E[zn(τ+(0)), τ+(0) <∞] =

= P{ζ+(θsz ) > 0} =
1

C

∫ ∞
0

e−ρ−(sz)yF (y)dy.

Доведення. Пiсля усереднення (6.33) за щiльнiстю (6.32) одержимо
спiввiдношення

n∗(u, z) =

∫ ∞
0

e−tλ(1−z)P {T ′(u) ∈ dt} =

=
λ

c

∫ ∞
0

∫ ∞
0

P
{
τ−(−v) ∈ dt

}
e−tλ(1−z)F (u+ v)dv +

+
λ

|m|

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−tλ(1−z)P
{
τ−(−v) ∈ dt

}
︸ ︷︷ ︸×

×
∫ u

0

F (u+ v − y)dP
{
ζ+ < y

}
dv,

в якому пiдкреслений iнтеграл згiдно (6.33) збiгається з експонентою
e−vρ−(sz)|sz=λ(1−z) (sz → 0 при z → 1). Тому з останнього спiввiдно-
шення для n∗(u, z) випливає (6.35), з якого при u = 0 визначаєть-
ся генератриса n∗(0, z). З (6.32) при z → 1 випливає спiввiдношен-
ня (6.36), що збiгається з (6.31) при s→ 0. Спiввiдношення для гене-
ратриси n(τ+(u)) одержується усередненням генератриси n(t) = ν(t)
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за розподiлом τ+(u)∫ ∞
0

eλt(z−1)dP{τ+(u) < t} =

= E
[
e−szτ

+(u), τ+(u) <∞
]

= P+(sz, u), sz = λ(1− z).

Якщо вимоги ξk мають показниковий розподiл, тодi

ζ(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk − Ct, Π(x) = λF (x) = λe−bx, x > 0, b > 0,

P+(s, y) = P
{
ζ+(θs) > y

}
= q+(s)e−ρ+(s)y, y > 0,

ρ+(s) = bp+(s), cp+(s)ρ−(s) = s,

спiввiдношення для G(s, u, u1, u2) та Gi(s, u, ui) (i = 1, 3) спрощують-
ся, i їх обернення по ui мають вигляд

g(s, u, x, y) = λbρ−(s)e−ρ−(s)(y−u)−b(x+y)I{y > u},

g1(s, u, x) =
λbρ−(s)

b+ ρ−(s)
e−b(x+u),

g2(s, u, y) = λρ−(s)eρ−(s)(u−y)−byI{y > u},
g3(s, u, z) = λbe−bz

[
1− eρ−(s)(u−z)]I{z > u},

а їх похiднi по s при s = 0 спрощуються (див. (6.10))

g′(0, u, x, y) =
λb

|m|
e−b(u+x)I{y > u};

g′1(0, u, x) =
λ

|m|
e−b(u+x), m < 0;

g′2(0, u, y) =
λ

|m|
e−byI{y > u};

g′3(0, u, z) =
λb

|m|
e−bz(z − u)I{z > u}.

Результати теорем 6.3 та 6.4 спрощуються, якщо врахувати, що

d

dy
P
{
ζ+ < y

}
= q+ρ+e

−ρ+y, ρ+ = bp+, y > 0, m < 0.
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6.2 Поведiнка процесiв ризику з випадко-
вими премiями пiсля банкрутства
та багатозначна функцiя банкрутства

В § 6.1 вивчались питання про багатозначну функцiю банкрутства
та про поведiнку класичного процесу ризику з лiнiйною функцiєю
премiй пiсля банкрутства. В § 6.2 розглядаються такi ж питання для
надлишкового схiдчастого процесу ризику з довiльно розподiленими
вимогами {ξ′k}k≥1 та з випадковими премiями {ξ′′k}k≥1 (див. [58,181]).

Слiд вiдзначити, що для процесу ризику з випадковими премiя-
ми ризиковi характеристики як i для класичного процесу ризику
описуються розподiлами або генератрисами вiдповiдних граничних
функцiоналiв, позначення яких подiбнi до позначень в § 6.1.

Розглянемо надлишковий процес ризику з вимогами {ξ′k}k≥1 та
премiями {ξ′′k}k≥1

ζ(t) = S(t)− C(t), S(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξ′k, C(t) =
∑

k≤ν2(t)

ξ′′k , (6.38)

ν1,2(t) — незалежнi пуассонiвськi процеси з iнтенсивностями λ1,2 > 0.

P {ξ′k < x} = F1(x), x > 0,

P {ξ′′k > x} = e−bx, x > 0, b > 0.

{ζ(t), t ≥ 0, ζ(0) = 0} можна розглядати як складний пуассонiвський
процес iз сумарною iнтенсивнiстю λ = λ1 +λ2 i стрибками ξk довiль-
ного знаку (зображення ζ(t) та його функцiоналiв див. на графiку 10
в кiнцi монографiї)

ξk=̇

−ξ′′k з iмовiрнiстю q =
λ2

λ
,

ξ′k з iмовiрнiстю p = 1− q,

F (x) = P {ξk < x} = qebxI{x < 0}+ (q + pF1(x))I{x > 0},

Eerζ(t) = etk(r), k(r) = λ

[
q

r

b+ r
+ p(ϕ1(−r))− 1

]
,

ϕ1(r) = Ee−rξ
′
1 . (6.39)

Резервний процес ризику ξu(t) = Ru(t) = u − ζ(t) є аналогом
класичного процесу ризику. ξu(t) = u+C(t)−S(t) — майже напiвне-
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перервний зверху схiдчастий процес, ζ(t) — майже напiвнеперервний
знизу (графiки ξu(t), ζ(t) та їх функцiоналiв див. в кiнцi монографiї).

Спочатку нагадаємо деякi результати для генератрис перестриб-
кових функцiоналiв {τ+(u), γ+(u), γ+(u), γ+

u } та пар {τ+(x), γk(x)}
(k = 1, 3), де γ+(u) = γ1(u), γ+(u) = γ2(u), γ+

u = γ3(u), Φ
(k)
s (u, x) =

∂
∂xP{ζ

+(θs) > u, γk(u), x},

V (s, u, u1, u2, u3) = E
[
e
−sτ+(u)−

3∑
k=1

ukγk(u)
, τ+(u) <∞

]
=

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e
−

3∑
k=1

ukxk
Φs(u, x1, x2, x3)dx1dx2dx3,

Φs(u, x, y, z) =
∂3

∂x∂y∂z
×

×P{ζ+(θs) > u, γ1(u) < x, γ2(u) < y, γ3(u) < z},

Vk(s, u, uk) = E
[
e−sτ

+(u)−ukγk(u), τ+(u) <∞
]
, k = 1, 3.

Згiдно з результатами в § 3.3 для схiдчастих пуассонiвських процесiв
основнi функцiї G(s, x, u1, u2, u3) та Gk(s, x, uk), через якi вiдповiдно
виражаються генератриси V та Vk дещо ускладнюються в порiвняннi
з подiбними функцiями для напiвнеперервних пуассонiвських проце-
сiв. Це пояснюється тим, що для схiдчастих процесiв обидвi атомарнi
ймовiрностi додатнi

p±(s) = P
{
ζ±(θs) = 0

}
> 0, p+(s)p−(s) =

s

s+ λ
> 0, s > 0,

де θs — показниково розподiлена випадкова величина P {θs > t} =
e−st, s > 0, t ≥ 0. Для процесу (6.38) сам розподiл ζ−(θs) визначаєть-
ся вiд’ємним коренем рiвняння Лундберга

k(rs) = s, rs = −ρ−(s) < 0, s > 0,

P−(s, x) = P
{
ζ−(θs) < x

}
= q−(s)eρ−(s)x, x < 0,

q−(s) = 1− p−(s), ρ−(s) = bp−(s).

Тому у вище згаданих функцiй G та Gk (якi є згортками правих
частин iнтегральних рiвнянь для V та Vk з розподiлом P−(s, x)) ви-
никають новi атомарнi доданки. Зокрема,

G(s, x, u1, u2, u3) =

∫ 0

−∞
Ax−y(u1, u2, u3)dP−(s, y) =



352 Роздiл 6. Поведiнка процесiв ризику пiсля банкрутства

= p−(s)Ax(u1, u2, u3) + q−(s)

∫ −0

−∞
Ax−y(u1, u2, u3)deρ−(s)y,

Ax(u1, u2, u3) = λ

∫ ∞
x

e(u1−u2)x−(u1+u3)zdF (z), x > 0.

Вiдповiднi атомарнi доданки виникають у

G(s, x, u1, u2) = G(s, x, u1, u2, 0),

Gi(s, u, ui) = G(s, u, u1, u2, u3)|ur=0,∀r 6=i,i=1,3.

Лема 6.3. Функцiя G(s, u, u1, u2) з вiдповiдним атомарним додан-
ком зводиться до вигляду

G(s, u, u1, u2) = λp−(s)e−u2u

∫ ∞
0

e−u1zdF (u+ z) + (6.40)

+
λq−(s)ρ−(s)

ρ−(s)− u1 + u2
e−u2u

∫ ∞
0

[
e−u1y − e−(ρ−(s)+u2)y

]
F (u+ y)dy

i допускає обернення (з похiдною I ′{y < u} ≈ I{y = u} у сенсi
Шварца)

g(s, u, x, y) = λp−(s)F ′(u+ x)I{y = u}+

+ λq−(s)ρ−(s)eρ−(s)(u−y)F ′(x+ y)I{y > u}, (6.41)

функцiї згортки Gk(s, u, uk) зводяться до вигляду

G1(s, u, u1) = λp−(s)

∫ ∞
0

e−u1yF ′(u+ y)dy+

λq−(s)ρ−(s)

ρ−(s)− u1

∫ ∞
0

[
e−u1y − e−ρ−(s)y

]
dF (u+ y), (6.42)

G2(s, u, u2) = λp−(s)

[
e−u2uF (u) + b

∫ ∞
u

eρ−(s)(u−y)−u2yF (y)dy

]
,

G3(s, u, u3) = λ

∫ ∞
u

e−u3zdF (z)−

− λq−(s)eρ−(s)u

∫ ∞
u

e−(u3+ρ−(s))zdF (z),

i допускають обернення по ui, i = 1, 3:

g1(s, u, x) = λp−(s)F ′(u+ x) +
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+ q−(s)λρ−(s)

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−z)dF (u+ z);

g2(s, u, y) = λp−(s)F (u)I ′{y < u}+

+ q−(s)λρ−(s)eρ−(s)(u−y)F (y)I{y > u}; (6.43)

g3(s, u, z) = λF ′(z)
[
1− q−(s)eρ−(s)(u−z)]I{z > u}.

Якщо m = E ζ(1) = λ(pµ−qb−1) < 0 (µ = Eξ′k), тодi iснують похiднi
при s→ 0

g′(0, u, x, y) =
λ

b|m|
F ′(x+ u)I ′ {y < u}+

λ

|m|
F ′(x+ y)I {y > u} ;

g′1(0, u, x) =
λ

b|m|
F ′(u+ x) +

λ

|m|
F (u+ x);

g′2(0, u, y) =
λ

b|m|
F (u)I ′{y < u}+

λ

|m|
F (y)I{y > u}; (6.44)

g′3(0, u, z) =
λ

|m|
F ′(z)(b−1 + z − u)I{z > u}.

Доведення. Функцiя G(s, u, u1, u2) в (6.40) з атомарним доданком
обертається по u1,2 так само як i аналогiчна функцiя без атомарного
доданку в § 5.5. Аналогiчно обертаються функцiї Gi(s, u, ui) (i = 1, 2)
по ui. Зображення для G3(s, u, u3) випливає iз спiввiдношення

G3(s, u, u3) =

∫ 0

−∞
Ax−y(0, 0, u3)dP−(s, y) =

= p−(s)Ax(0, 0, u3) + q−(s)ρ−(s)

∫ 0−

−∞
Ax−y(0, 0, u3)eρ−(s)ydy

пiсля спрощення доданку з подвiйним iнтегралом

ρ−(s)

∫ 0−

−∞

∫ ∞
x−z

e−u3ydF (y)eρ−(s)zdz =

=

∫ ∞
x

e−u3ydF (y)

∫ 0

x−y
ρ−(s)eρ−(s)zdz =

=

∫ ∞
x

e−u3y
(
1− eρ−(s)(x−y)

)
dF (y),

G3(s, u, u3) так само легко обернути по u3. Поява у спiввiдношеннях
для обернень g(s, u, x, y) та g2(s, u, y) доданка з iндикатором I{y = u}
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пояснюється тим, що при умовi перетину процесом критичного рiвня
u (за допомогою першого стрибка) недострибок γ2(u) = γ+(u) = u
приймає фiксоване значення з додатною iмовiрнiстю. Тому у наступ-
них твердженнях виникають спiввiдношення “атомарного” типу з iн-
дикатором I{y = u}.

Теорема 6.5. Нехай ζ(t) майже напiвнеперервний знизу процес
ризику з випадковими премiями, тодi спiльнi генератриси {τ+(u),
γi(u), i = 1, 3} визначаються спiввiдношеннями подiбними до (6.3),
(6.11)

sV (s, u, u1, u2, u3) =

∫ u

0

G(s, u− y, u1, u2, u3)dP+(s, y), (6.45)

де згортка G(s, u, u1, u2, u3) має атомарну складову

G(s, u, u1, u2, u3) = p−(s)Au(u1, u2, u3) +

+ q−(s)ρ−(s)

∫ 0

−∞
Au−y(u1, u2, u3)eρ−(s)ydy.

За лемою 6.3 функцiї G(s, u, u1, u2) та Gk(s, u, uk) допускають обер-
нення по uk, k = 1, 3. За допомогою обернення g(s, u, x, y) (див. (6.41))
визначається щiльнiсть багатозначної функцiї банкрутства при
y 6= u та атомарне спiввiдношення при y = u

s
∂2

∂x∂y
P
{
ζ+(θs) > u, γ1(u) < x, γ2(u) < y

}
= (6.46)

=

p+(s)g(s, u, x, y), y > u,∫ u

0+

g(s, u− z, x, y)dP+(s, z), 0 < y < u,

∂

∂x
P
{
ζ+(θs)>u, γ1(u)<x, γ2(u)=y

}
I{y=u} =

λp

s+λ
F ′1(u+x).

Через gk(s, u, xk) (див. (6.43)) визначаються маргiнальнi щiльностi
функцiї банкрутства

Φ(k)
s (u, x) =

∂

∂x
P
{
γk(u) < x, ζ+(θs) > u

}
= (6.47)

= p+(s)gk(s, u, x) +

∫ u

0+

gk(s, u− z, x)dP+(s, z), k = 1, 3.
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При цьому для γ2(u)=γ+(u) виконуються атомарнi спiввiдношення

P
{
ζ+(θs) > u, γ2(u) = u

}
=

λp

s+ λ
F1(u), (6.48)

P
{
ζ+ > u, γ2(u) = u

}
= pF1(u), m < 0.

Доведення. Доведення теореми грунтується на оберненi вiдповiдних
спiввiдношень для V (s, u, u1, u2) = V (s, u, u1, u2, 0) та Vk(s, u, uk), що
випливають з (6.45). Наявнiсть iндикаторної складової з I{y = u}
у g(s, u, x, y) та g2(s, u, y) обумовлює появу додаткових атомарних
спiввiдношень для пар {ζ+(θs), γ2(u)} та {ζ+, γ2(u)} при m < 0.

Наслiдок 6.4. Для схiдчастого надлишкового процесу ризику (див.
(6.38)) щiльнiсть складної багатозначної функцiї банкрутства ви-
значається двоїстим спiввiдношенням при y 6= u та атомарним
при y = u, x > 0,

s
∂2

∂x∂y
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) < x, γ+(u) < y

}
= sΦs(u, x, y) =

=



λq−(s)ρ−(s)F ′(x+ y)

∫ u

−0

eρ−(s)(u−z−y)dP+(s, z), y > u,

λρ−(s)F ′(x+ y)

[
q−(s)

∫ u

u−y
eρ−(s)(u−z−y)dP+(s, z) +

+
1

b
P ′+(s, u− y)

]
, 0 < y < u,

∂

∂x
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) < x, γ+(u) = y

}
I{y = u} = (6.49)

=
λp

s+ λ
F ′1(u+ x),

Якщо m = E ζ(1) = λ(pµ− qb−1) < 0, тодi (F (u) = pF 1(u), u > 0)

Φ0(u, x, y) =
∂2

∂x∂y
P
{
ζ+ > u, γ+(u) < x, γ+(u) < y

}
=

=



λ

|m|
F ′(x+ y)P+(u), y > u, P+(u) = P{ζ+ < u}, y > u,

λ

|m|
F ′(x+ y)

[
P
{
u− y < ζ+ < u

}
+

1

b

∂

∂u
P+(u− y)

]
,

0 < y < u;

(6.50)



356 Роздiл 6. Поведiнка процесiв ризику пiсля банкрутства

∂

∂x
P
{
ζ+ > u, γ+(u) < x, γ+(u) = y

}
= pF ′1(u+ x), y = u.

Iнтегруванням (6.46) по x встановлюються спiввiдношення

s
∂

∂y
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) > x, γ+(u) < y

}
=

=



λq−(s)ρ−(s)F (x+ y)

∫ u

−0

eρ−(s)(u−z−y)dP+(s, z), y > u,

λρ−(s)F (x+ y)

[
q−(s)

∫ u

u−y
eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, z) +

+ 1
bP
′
+(s, u− y)

]
, 0 < y < u;

P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) > x, γ+(u) = u

}
=

=
λp

s+ λ
F 1(u+ x), y = u,

∂

∂y
P
{
ζ+ > u, γ+(u) > x, γ+(u) < y

}
= (6.51)

=


λ

|m|
F (x+ y)P+(u), y > u; F (x) = pF 1(x), x > 0,

λ

|m|
F (x+ y)

[
P
{
u− y < ζ+ < u

}
+

1

b

∂

∂u
P+(u− y)

]
,

0 < y < u, m < 0.

Щiльнiсть розподiлу першої маргiнальної функцiї банкрутства ви-
значається спiввiдношенням (при s > 0 та при s → 0 для m =
Eζ(1) < 0, p′−(0) = (b|m|)−1, p+(s)→ p+ = b|m|λ−1)

Φ(1)
s (u, x) =:

∂

∂x
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) < x

}
=

=
λ

λ+ s
F ′(u+ x) + λq−(s)

b

s+ λ

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−z)F ′(u+ z)dz +

+ s−1λp−(s)

[∫ u

0

F ′(u− y + x)dP+(s, y) +

+ q−(s)b

∫ u

0

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−z)F ′(u− y + z)dzdP+(s, y)

]
,
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Φ
(1)
0 (u, x) =

∂

∂x
P
{
ζ+ > u, γ+(u) < x

}
= F ′∗(u+ x) + (6.52)

+ λp′−(0)

∫ u

0

F ′∗(u− y + x)dP{ζ+ < y},

F ′∗(x) = F ′(x) + bF (x), x > 0.

Щiльнiсть другої маргiнальної функцiї банкрутства при y 6= u має
вигляд (при y = u див. (6.48))

Φ(2)
s (u, y) =:

∂

∂y
P
{
ζ+(θs) > u, γ+(u) < y

}
= (6.53)

=



λ

s
q−(s)ρ−(s)F (y)

∫ u

−0

eρ−(s)(u−z−y)dP+(s, z), y > u,

λ

s
ρ−(s)F (y)

[
q−(s)

∫ u

u−y
eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, z) +

+
1

b
P ′+(s, u− y)

]
, 0 < y < u;

Φ
(2)
0 (u, y) =



λ

|m|
F (y)P+(u), y > u;

λ

|m|
F (y)

[
P
{
u− y < ζ+ < u

}
+

1

b

∂

∂u
P+(u− y)

]
,

0 < y < u.

Щiльнiсть вимоги, що спричинила банкрутство, (при s > 0 та
s = 0) має вигляд

Φ(3)
s (u, z) =



s−1λF ′(z)

∫ u

0

[
1− q−(s)eρ−(s)(u−z−y)

]
dP+(s, y),

z > u,

s−1λF ′(z)

∫ u

u−z

[
1− q−(s)eρ−(s)(u−y−z)]dP+(s, y),

0 < z < u;

(6.54)

Φ
(3)
0 (u, z) =


λ

|m|
F ′(z)

∫ u

0

(
z + y − u+

1

b

)
dP+(y), z > u,

λ

|m|
F ′(z)

∫ 0

−z

(
z + y +

1

b

)
dP+(y + u), 0 < z < u.
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Генератриси {τ+(0), γk(0)} визначаються спiввiдношеннями
(k = 1, 3)

E
[
e−sτ

+(0), γk(0) > x, τ+(0)<∞
]

= P{ζ+(θs) > 0, γk(0) > x} =

=



λ

s+ λ

[
F (x) + bq−(s)

∫ ∞
x

e(x−y)ρ−(s)F (y)dy

]
, k = 1,

bλ

s+ λ
q−(s)

∫ ∞
x

e−yρ−(s)F (y)dy, k = 2,

λ

s+ λ

[
F (x) +

bq−(s)

ρ−(s)

∫ ∞
x

(
1− e−ρ−(s)y

)
dF (y)

]
, k = 3,

(6.55)

при u→ 0

P{ζ+(θs) > 0} =
λ

s+ λ

[
F (0) + bq−(s)

∫ ∞
0

e−yρ−(s)F (y)dy

]
.

Доведення. При доведеннi (6.49) слiд врахувати, що∫ u

0

I ′{y < u− z}dP+(s, z) =

= p+(s)I{y = u}+

∫ u

+0

I ′{z < u− y}dP+(s, z) =

= p+(s)I{y = u}+ P ′+(s, u− y)I{0 < y < u}.

Пiсля пiдстановки g(s, u, x, y) iз (6.41) в (6.46) одержимо спiввiдноше-
ння (6.51) при s > 0 та при s → 0 (m < 0). З (6.51) легко одержати
маргiнальнi функцiї банкрутства (6.52), (6.53) для γ1,2(u). Генера-
триса для {τ+(u), γ3(u)}

E
[
e−sτ

+(u)−u3γ3(u), τ+(u) <∞
]

=

= p+(s)G3(s, u, u3) +

∫ u

0+

G3(s, u− y, u3)dP+(s, y)

допускає обернення по u3 при s > 0 та s = 0

sΦ(3)
s (u, z) = p+(s)g3(s, u, z) +

∫ u

0+

g3(s, u− y, z)dP+(s, y),

Φ
(3)
0 (u, z) = p+g

′
3(0, u, z) +

∫ u

0+

g′3(s, u− y, z)dP+(s, y).
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Пiсля пiдстановки g3(s, u, z) та g′3(0, u, z) (див. (6.43)) з останнiх спiв-
вiдношень випливає (6.54). При цьому слiд врахувати двоїстiсть зо-
браження складової частини згортки g3 з dP+(s, y)∫ u

0

g3(s, u− y, z)dP+(s, y) =

∫ u

0

· · · I{y > u− z}dP+(s, y) =

=


∫ u

0

· · · dP+(s, y), z > u,∫ u

u−z
· · · dP+(s, y), 0 < z < u.

Наслiдок 6.5. Маргiнальнi функцiї банкрутства (при s > 0 i s→ 0
при m < 0) визначаються спiввiдношеннями

P{ζ+(θs) > u, γk(u) > zk} =

∫ ∞
zk

Φ(k)
s (u, z)dz, k = 1, 3, (6.56)

P{ζ+ > u, γk(u) > zk} =

∫ ∞
zk

Φ
(k)
0 (u, z)dz, m < 0.

Зокрема згiдно з (6.52) при k = 1 та z1 → 0 (i вiдповiдно при k = 1, 2,
u→ 0) знаходимо

Ψ(u) = P{ζ+ > u} = F ∗(u) +
λ

b|m|

∫ u

0

F ∗(u− y)dP{ζ+ < y},

F ∗(y) = F (y) + bF (y), y = 0; F (y) =

∫ ∞
y

dF (x), (6.57)

P
{
γ+(0) > 0, ζ+(θs) > 0

}
=

λ

s+ λ

[
F (0) + λ−1bq−(s)Π̃(ρ−(s))

]
,

P
{
γ+(0) > 0, ζ+(θs) > 0

}
=

b

s+ λ
q−(s)Π̃(ρ−(s)).

Спiввiдношення для γ+(0) та γ+(0) на перший погляд можуть
видатися суперечливими. Насправдi лiвi частини цих спiввiдношень
визначають рiзнi ймовiрностi (оскiльки P{γ+(0) = 0} = 0,P{γ+(0) =
0} > 0, див. також (6.48) при u > 0)

P
{
γ+(0) > 0, ζ+(θs) > 0

}
= P

{
γ+(0) ≥ 0, ζ+(θs) > 0

}
= q+(s),

P
{
γ+(0) > 0, ζ+(θs) > 0

}
= q+(s)− λ

λ+ s
F (0).
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Для вивчення поведiнки схiдчастого процесу ризику пiсля бан-
крутства сформулюємо лему про розподiл максимуму процесу ζv(t)
= v + ζ(t) (ζ0 = ζ(t), v ≥ 0)

ζ+
v (t) = sup

0≤t′≤t
ζv(t

′), ζ+
v (θs) = sup

0≤t≤θs
ζv(t).

Лема 6.4. Генератриса ζ+
v (θs) визначається спiввiдношеннями

Φ(s, v, z) =: Ee−zζ
+
v (θs) = Φ(s, 0, z)e−zv, v ≥ 0, (6.58)

Φ(s, 0, z) = Ee−zζ
+(θs) =

p+(s)

1− q+(s)g(s)(z)
,

g(s)(z) = E
[
e−zγ

+(0) | ζ+(θs) > 0
]

=
G1(s, 0, z)

G1(s, 0, 0)
, (6.59)

G1(s, 0, z) = λpp−(s)

[
ϕ1(z) +

bq−(s)

ρ−(s)− z
(ϕ1(z)− ϕ1(ρ−(s)))

]
,

G1(s, 0, 0) = λp [1− q−(s)ϕ1(ρ−(s))] , ϕ1(z) = Ee−zξ
′
1 , µ′1 = Eξ′1.

Спiввiдношення (6.59) ми називаємо дограничним узагальненням
формули Полячека–Хiнчина, границя якого при s→ 0 для m < 0 зво-
диться до формули Полячека–Хiнчина для майже напiвнеперервних
знизу ζ(t)

Ee−zζ
+

=
p+

1− q+g(0)(z)
; p+ = b|m|λ−1, q+ = p(1 + bµ′1);

g(0)(z) = E
[
e−zγ

+(0) | ζ+ > 0
]

= q−1
+

∫ ∞
0

e−zxdF∗(x), отже

Ee−zζ
+

= p+

[
1−

∫ ∞
0

e−zxdF∗(x)

]−1

=

= p+

∑
n≥0

(∫ ∞
0

e−zxdF∗(x)

)n
, (6.60)

де g(0)(z) визначається з середнього спiввiдношення в (6.60).

Доведення. Для максимуму класичного процесу ризику має мiсце
стохастичне спiввiдношення

ζ+
v (t)=̇

{
v, t < τ+(0), P {ζ > t} = e−λt,

v + ζ+
γ+(0)(t− τ

+(0)), t ≥ τ+(0),
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з якого випливає перше спiввiдношення в (6.58). При v = 0 з цього
стохастичного спiввiдношення випливає формула

Φ(s, 0, z) = p+(s) [1− T (s, 0, z)]
−1
,

T (s, 0, z) = E
[
e−zγ

+(0), ζ+(θs) > 0
]
.

З урахуванням (6.45) i того, що p+(s) > 0, генератриса T (s, 0, z) =
V (s, 0, z, 0, 0) визначається спiввiдношенням

T (s, 0, z) = q+(s)g(s)(z) = s−1p+(s)G1(s, 0, z),

з якого випливає формула (6.59) з вiдповiдним значенням g(s)(z) в
термiнах G1(s, 0, z). Граничним переходом s → 0 з (6.59) встанов-
люється (6.60).

Аналiз поведiнки схiдчастого надлишкового процесу пiсля бан-
крутства зводиться до розгляду вiдповiдного схiдчастого процесу з
випадковим стартовим значенням

ζ∗(t) = ζγ+(u)(t), t ≥ 0, ζ∗(0) = γ+(0), (6.61)

для якого має мiсце аналог теореми 6.2.

Теорема 6.6. Нехай ζ(t) схiдчастий надлишковий процес ризику з
випадковими премiями. Тодi генератриса

Φ∗(s, u, z) = E
[
e
−zζ+

γ+(u)
(θs)

, ζ+(θs) > u
]

визначається спiввiдношенням

Φ∗(s, u, z) = Φ(s, 0, z)T (s, u, z), (6.62)
sT (s, u, z) = sV (s, u, z, 0, 0) =

= p+(s)G1(s, u, z) +

∫ u

0+

G1(s, u− y, z)dP+(s, y),

sT (s, 0, z) = p+(s)G1(s, 0, z),

Φ(s, 0, z) визначається дограничним узагальненням формули Поля-
чека–Хiнчина (6.59). Якщо m = Eζ(1) = λ(pµ− qb−1)<0 ( λp+b|m| = 1),
тодi генератриса та розподiл жорсткостi банкрутства визнача-
ються спiввiдношеннями

T0(u, z) = g+(u, z) = E
[
e−zγ

+(u), τ+(u) <∞
]

=
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= p+G
′
1(0, u, z) +

∫ u

0+

G′1(0, u− y, z)dP
{
ζ+ < y

}
,

P
{
γ+(u) > 0, ζ+ > u

}
= F (u) + bF (u) +

+
λ

b|m|

∫ u

0

[
F (u− y) + bF (u− y)

]
dP
{
ζ+ < y

}
, (6.63)

P
{
γ+(0) > x, ζ+ > 0

}
= p
(
F 1(x) + bF 1(x)

)
, x > 0.

Генератриса Z+(u)
·
= u+ζ+

γ+(u) загального максимального дефiциту
визначається спiввiдношенням

E
[
e−zZ

+(u), ζ+ > u
]

= Φ(0, 0, z)T0(u, z)e−uz, (6.64)

Φ(0, 0, z) визначається формулою Полячека–Хiнчина (6.60), T0(u, z)
— першим спiввiдношенням (6.63) з

G′1(0, u, z) =
λ

b|m|

∫ ∞
0

e−zy
[
F ′(u+ y) + bF (u+ y)

]
dy. (6.65)

Доведення. Враховуючи (6.61), пiсля усереднення (6.58) по
E
[
e−sτ

+(u), γ+(u) ∈ dv
]
одержимо спiввiдношення (6.62). Друге спiв-

вiдношення в (6.62) випливає з (6.45) при u1 = u, u2 = u3 = 0 з
функцiєю G1(s, u, u1) (див. в (6.42)), а з нього при s → 0 випли-
ває формула для генератриси жорсткостi банкрутства, пiсля обер-
нення якої одержується функцiя розподiлу жорсткостi (див. (6.63)).
Iз (6.62) при s→ 0 встановлюється (6.64).

Як i для класичних процесiв ризику так i для схiдчастих майже
напiвнеперервних процесiв “червоний перiод” T ′(u) стохастично еквi-
валентний τ−(−γ+(u)). На основi спiввiдношення T ′(u)=̇τ−(−γ+(u)),
u ≥ 0, встановлюється аналог теореми 6.3.

Теорема 6.7. Якщо m = λb−1(pbµ− q) < 0, тодi генератриса T ′(u)
визначається спiввiдношенням (аналог формули dos Reis’a)

E
[
e−sT

′(u), T ′(u) <∞
]

= q−(s)T0(u, ρ−(s)), (6.66)

P {T ′(u) <∞} = P{τ+(u) <∞} = F (u) + bF (u) +

+
λ

|m|

∫ u

0+

[
bF (u− y) + F (u− y)]dP

{
ζ+ < y

}
.
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Щiльнiсть розподiлу T ′(u) (у диференцiалах) має вигляд

P {T ′(u) ∈ dt} =

∫ ∞
0

P
{
τ−(−x) ∈ dt

}
×

×
(
F ′(u+ x) + bF (u+ x)

)
dx+

λ

|m|

∫ u

0+

dP
{
ζ+ < y

}
×

×
∫ ∞

0

P
{
τ−(−x) ∈ dt

}
[bF (u+ x− y) + F ′(u+ x− y)]dx. (6.67)

Доведення. Пiсля усереднення за щiльнiстю Φ
(1)
0 (u, x) генератриси

E
[
e−sτ

−(−x), τ−(−x) <∞
]

= q−(s)e−xρ−(s)

iз спiввiдношення

E
[
e−sT

′(u), T ′(u) <∞
]

= E
[
e−sτ

−(−γ+(u)), τ−(−γ+(u)) <∞
]

=

= q−(s)

∫ ∞
0

e−ρ−(s)x ∂

∂x
P
{
γ+(u) < x, ζ+ > u

}
dx

випливає (6.66), пiсля обернення якого одержується щiльнiсть (6.67).
При s → 0 iз першого спiввiдношення (6.66) визначається ймовiр-
нiсть

P {T ′(u) <∞} −→
u→0

P {T ′(0) <∞} = p(1 + bµ) < p+ q = 1.

У випадку майже напiвнеперервностi знизу генератриса числа ви-
мог N∗(u) = n(T ′(u)) за червоний перiод T ′(u)

n∗(u, z) = E
[
zN
∗(u), T ′(u) <∞

]
визначається в наступному твердженнi (аналог теореми 6.3).

Теорема 6.8. Генератриса числа вимог за перiод T ′(u) при m < 0
визначається через sz = λ1(1− z) (0 < z < 1, λ1 = λp) спiввiдношен-
ням

n∗(u, z) = q−(sz)

[∫ ∞
0

e−xρ−(sz)
[
F ′(u+ x) + bF (u+ x)

]
dx+ (6.68)

+
λ

|m|

∫ ∞
0

∫ u

0+

e−xρ−(sz)[bF (u+ x− y) +
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+ F ′(u+ x− y)]dP
{
ζ+ < y

}
dx

]
= q−(sz)g+(u, ρ−(sz)),

n∗(0, z) = p
[
ϕ1(ρ−(sz)) + bρ−1

− (sz)(1−ϕ1(ρ−(sz)))
]
q−(sz). (6.69)

При z → 1 (sz → 0) мають мiсце спiввiдношення, що узгоджую-
ться з останнiм спiввiдношенням в (6.66) при s → 0. Генератриса
числа вимог до банкрутства n(τ+(u)) визначається спiввiдношен-
ням

E
[
zn(τ+(u)), τ+(u) <∞

]
= E

[
e−szτ

+(u), τ+(u) <∞
]

=

= P{ζ+(θsz ) > u} −→
z→1

P{ζ+ > u}. (6.70)

Доведення. Формулу (6.68) можна отримати усередненням генера-
триси Ezn(t) = etλ1(1−z) за щiльнiстю (6.67)

n∗(u, z) =

∫ ∞
0

etλ1(1−z)P {T ′(u) ∈ dt, T ′(u) <∞} .

При u = 0 з (6.68) випливає (6.69). Спiввiдношення (6.70) одержує-
ться усередненням генератриси n(t) = ν1(t) за розподiлом τ+(u)∫ ∞

0

eλ1t(z−1)dP{τ+(u) < t} = E
[
e−szτ

+(u), τ+(u) <∞
]
.

6.3 Перебування класичного процесу
ризику в зонах виживання та ризику

Нам зручнiше й надалi замiсть резервного процесу ризику розгля-
дати надлишковий процес вимог з початковим капiталом u > 0

ζ(t) = S(t)− Ct, S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, ξk > 0, C > 0,

F (x) = P{ξk > x}, F (x) =

∫ ∞
x

F (y)dy,

µk = Eξk1 <∞, k = 1, 2.

Вважатимемо, що m = Eζ(1) < 0 (δ = C−λµ
λµ > 0, µ = µ1).
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Замiтимо, що τ+(u) = inf{t > 0, ζ(t) > u} визначає не лише
момент банкрутства (1-го виходу ζ(t) в ризикову “червону” зону
{y > u}), а й тривалiсть початкового перебування в зонi вижи-
вання {y ≤ u}, яку умовно можна назвати “зеленою”, в той час
τ ′(u) = inf{t > τ+(u), ζ(t) < u} визначає момент першого повернен-
ня в цю зону. Тривалiсть першого перебування ζ(t) в “червонiй” зонi
визначає (див. [150,151,157,210] та графiки 11 в кiнцi монографiї)

T ′(u) =

{
τ ′(u)− τ+(u), τ+(u) <∞,
∞, τ+(u) =∞.

Замiтимо, що ймовiрнiсть банкрутства, яку в теорiї ризику по-
значають через Ψ(u), визначається “хвостом” розподiлу ζ+

Ψ(u) = P{ζ+ > u} = P+(u).

В теоремах 6.1, 6.3 i наслiдку 6.1 встановлена низка спiввiдношень
для генератрис T ′(u), τ+(u), γ+(u), якi зiбранi в лемi.

Лема 6.5. Якщо m = λµ− C < 0, тодi для u > 0

gu(s) =: E[e−sT
′(u), T ′(u) <∞] =

λ

C

∫ ∞
0

e−zρ−(s)F (u+ z)dz +

+
λ

|m|

∫ ∞
0

e−zρ−(s)

∫ u

0+

F (u+ z − y)dP+(y)dz, (6.71)

gu(0) = P{τ ′(u) <∞} =
λ

C
F (u) +

λ

|m|

∫ u

0+

F (u− y)dP+(y).(6.72)

З (6.71) при u→ 0 одержується генератриса T ′(0)

g(s) = lim
u→0

gu(s) =
λ

C

∫ ∞
0

e−zρ−(s)F (z)dz, (6.73)

g(0) =
λµ

C
= q+ = Ψ(0), E[T ′(0), T ′(0) <∞] =

λµ2

2C|m|
.

Генератриса пари {τ+(u), γ+(u)} для u ≥ 0 визначається згорткою

q+(s, u, z) = T (s, uz) =

∫ u

0−
G0(s, u− y, z)dP+(s, y), (6.74)

G0(s, u, z) =
λρ−(s)s−1

ρ−(s)− z

∫ ∞
0

[e−zy − e−ρ−(s)y]dF (u+ y),
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а генератриса τ+(u) — спiввiдношенням

q+(s, u) = q+(s, u, 0) =

∫ u

−0

G0(s, u− y)dP+(s, y),

q+(s) = E[e−sτ
+(0), τ+(0) <∞] =

λ

c

∫ ∞
0

e−ρ−(s)yF (y)dy, (6.75)

G0(s, u) = G0(s, u, 0) = s−1λρ−(s)

∫ ∞
0

e−ρ−(s)xF (u+ x)dx,

з якого випливає, що

q+(s, u) =
λ

c

∫ ∞
0

e−xρ−(s)F (u+ x)dx+ (6.76)

+
λ

s
ρ−(s)

∫ u

0+

∫ ∞
0

e−ρ−(s)yF (u− y + x)dxdP+(s, y).

Перетворення Лапласа q+(s, u) по u має вигляд

q̃+(s, ν) =:

∫ ∞
0

e−νuq+(s, u)du =
G̃0(s, ν)

1 + νG̃0(s, ν)
, (6.77)

G̃0(s, ν) =
λρ−(s)s−1

ρ−(s)− ν

∫ ∞
0

[e−νz − e−ρ−(s)z]F (z)dz.

γ+(u) визначається спiввiдношенням (T0(u, z) = g+(u, z))

g+(u, z) = q+(0, u, z) = E[e−zγ+(u), τ+(u) <∞] = (6.78)

=
λ

c

∫ ∞
0

e−zxF (u+ x)dx+

+
λ

|m|

∫ u

0+

∫ ∞
0

e−zxF (u− y + x)dxdP+(y).

Доведення вимагають лише останнi спiввiдношення. Якщо для
G0(s, u, 0) виконати iнтегрування частинами, то одержимо останнє
спiввiдношення в (6.75). Якщо врахувати, що

dP+(s, y) = −dq+(s, y) (y > 0),
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то пiсля перетворення Лапласа iз (6.75) легко отримати (6.77). Пiсля
обчислення згортки в (6.74) з функцiєю

G0(0, u, z) =
λ

|m|
1

z

∫ ∞
0

[1− e−zy]dF (u+ y) =

=
λ

|m|

∫ ∞
0

e−zyF (u+ y)dy,

легко знайти генератрису (6.78).
З леми 6.5 випливає важливий наслiдок для генератриси τ ′(u) —

момента першої регенерацiї ζ(t).

Наслiдок 6.6. Для u = 0 момент першої регенерацiї ζ(t) є сумою

τ ′1(0) = inf{t > τ+(0), ζ(t) < 0} ·= τ+
1 (0) + T ′1(0),

де τ+
1 (0), T ′1(0) однаково розподiленi зi спiльним дефектом розподiлу,

оскiльки

P{τ+
1 (0) <∞} = P{T ′1(0) <∞},

й iдентичними генератрисами (див. (6.71) та (6.76) при u = 0)

g(s) = E[e−sT
′(0), τ+(0) <∞] = q+(s).

Генератриса τ ′1(0) має вигляд

ϕ(s) = E[e−s(τ
+
1 (0)+T ′1(0)), τ+

1 (0) <∞] =

= E[e−sT
′
1(0), ζ+(θs) > 0]. (6.79)

Для u > 0 момент першої регенерацiї є сумою

τ ′1(u) = inf{t > τ+(u) : ζ(t) < u} ·= τ+
1 (u) + T ′1(u),

де τ+
1 (u) та T ′1(u) мають спiльний дефект розподiлу, тому

P{τ+
1 (u) <∞} = P{T ′1(u) <∞}, (6.80)

gu(s) = E[e−sT
′
1(u), ζ+ > u] = g+(u, ρ−(s)),

але їх генератриси (порiвняй (6.71) з (6.76)) рiзнi. Аналогiчно (6.79)
знаходимо, що

ϕu(s) = E[e−sτ
′
1(u), τ+

1 (u) <∞] = E[e−sT
′
1(u), ζ+(θs) > u]. (6.81)
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Наступнi перiоди регенерацiї для u ≥ 0 стохастично рiвнi τ ′1(0)

τ ′k(0)
·
= τ+

1 (0) + T ′1(0), k ≥ 2. (6.82)

Замiтимо, що пiсля порiвняння (6.71) з (6.78) стає очевидною ви-
правлена формула dos Reis’a (6.80) (див. також формулу (6) з [157]).
Це означає, що

E[e−sT
′
1(u), τ+

1 (u) <∞] = E[e−ρ−(s)γ+
1 (u), τ+

1 (u) <∞]. (6.83)

Розглянемо схеми вiдновлення для послiдовностей

{τ ′k(0)}k≥1 : Sn =
∑
k≤n

τ ′k(0), u = 0, (6.84)

{τ ′k(u)}k≥1 : S(u)
n = τ ′1(u) +

n∑
k=2

τ ′k(0), u > 0,

Процес вiдновлення, що визначає число вiдновлень на [0, t] для
Sn позначимо

N(t) = max{n : Sn < t}, H(t) = EN(t)

N(θs) — випадково зупинений процес N(t).

Теорема 6.9. Перетворення Лапласа–Стiлт’єса H(t) визначаєть-
ся спiввiдношенням (ϕ(s) див. в (6.79))

h(s) =:

∫ ∞
0

e−stdH(t) =
ϕ(s)

1− ϕ(s)
. (6.85)

N(θs) має геометричний розподiл

p(k, s) =: P{N(θs) = k} = (1− ϕ(s))ϕk(s), k ≥ 0. (6.86)

Якщо m < 0, тодi число повернень ζ(t) в зону {y ≤ 0} N = N(∞)
має геометричний розподiл з генератрисою

p(k) = P{N = k} = (1− q+)qk+, k ≥ 0; (6.87)

π(z) = EzN =
1− q+

1− zq+
, q+ = Ψ(0).
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На доведеннi теореми не будемо зупинятись, лише зауважимо,
якщоN(t) процес вiдновлення для Sn =

∑
k≤n

ξk, де ϕ(s) = Ee−sξk →
s→0

1,

тодi при t → ∞ EN(t) лiнiйно зростає. При умовi ϕ(s) →
s→0

ϕ(0) < 1

N = N(∞) має невироджений розподiл (6.87).
При u > 0 для S(u)

n (див. (6.84)) позначимо процес вiдновлення

Nu(t) = max{n : S(u)
n < t},

Nu(θs) випадково зупинений Nu(t),

Hu(t) = ENu(t), hu(s) =

∫ ∞
0

e−stdHu(t).

Теорема 6.10. При u > 0

hu(s) =
ϕu(s)

1− ϕ(s)
, ϕu(s) = E[e−sτ

′(u), τ+
1 (u) <∞]. (6.88)

Розподiл та генератриса Nu(θs) визначаються спiввiдношеннями

pu(k, s) =

{
P{Nu(θs) = 0} = 1− ϕu(s), k = 0

ϕu(s)(1− ϕ(s))ϕk−1(s), k ≥ 1,
(6.89)

πu(z, s) =: EzNu(θs) = 1− ϕu(s)
1− z

1− zϕ(s)
. (6.90)

Якщо m < 0, тодi розподiл та генератриса Nu = Nu(∞) — то-
тальної кiлькостi повернень в (“зелену”) зону виживання {y ≤ u}
на iнтервалi [0,∞) визначаються спiввiдношеннями

pu(k) =

{
P{Nu = 0} = 1− ϕu(0), k = 0,

(1− q+)ϕu(0)qk−1
+ , k ≥ 1;

(6.91)

πu(z) =: EzNu = 1− ϕu(0)
1− z

1− zq+
, ϕu(0) = Ψ(u). (6.92)

Першi два моменти Nu(θs) обчислюються так

ENu(θs) = hu(s), EN2
u(θs) = hu(s)

1 + ϕ(s)

1− ϕ(s)
, (6.93)

DNu(θs) = hu(s)
1 + ϕ(s)− ϕu(s)

1− ϕ(s)
.
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Так само для Nu

ENu =
ϕu(0)

1− q+
, DNu =

1

1− q+
ENu[1 + q+ − ϕu(0)]. (6.94)

Доведення. Спiввiдношення (6.88) одержується пiсля перетворення
Лапласа–Стiлт’єса H(t) =

∑
n≥1

P{Sn ≤ t}. Пiсля застосування пере-

творення Лапласа–Карсона до розподiлу

pk,u(t) = P{Nu(t) = k} = P{S(u)
k ≤ t} −P{S(u)

k+1 < t}

та iнтегрування частинами

pu(k, s) = s

∫ ∞
0

e−stpk,u(t)dt = −
∫ ∞

0

pk,u(t)de−st

одержується розподiл (6.89), на основi якого встановлюється (6.90).
При s → 0 з (6.89) та (6.90) випливають спiввiдношення (6.91) та
(6.92) лише за умови ϕ(0) < 1.

Моменти Nu(θs) та Nu обчислюються за допомогою значень по-
хiдних вiд генератрис при z = 1

ENu(θs) =
∂

∂z
πu(z, s)|z=1,

EN2
u(θs) =

∂2

∂z2
πu(z, s) + ENu(θs); (6.95)

∂

∂z
Πu(z, s) =

(1− ϕ(s))ϕu(s)

(1− zϕ(s))2
→
z→1

hu(s),

∂2

∂z2
Πu(z, s) =

2(1− ϕ(s))ϕu(s)ϕ(s)

(1− zϕ(s))3
→
z→1

2ϕu(s)ϕ(s)

(1− ϕ(s))2
.

Роздiлимо блукання (6.84) на два частиннi блукання

θ(u)
n = τ+

1 (u) +

n∑
k=2

τ+
k (0),

(
θn =

n∑
k=1

τ ′k(0), u = 0

)
, (6.96)

σ(u)
n = T ′1(u) +

n∑
k=2

T ′k(0),

(
σn =

n∑
k=1

T ′k(0), u = 0

)
,

i позначимо



6.3. Перебування класичного процесу ризику в зонах . . . 371

θNu = θ
(u)
Nu

— тотальну тривалiсть перiодiв виживання,
σNu = σ

(u)
Nu

— тотальну тривалiсть “червоних” перiодiв,
SNu = S

(u)
Nu

— тотальну тривалiсть перiодiв регенерацiї.

Теорема 6.11. Якщо u = 0, m < 0, θN та σN (N = N(∞)) мають
спiльну генератрису

E[e−sθN , θN <∞] = E[e−sσN , σN <∞] = (6.97)

=
1− q+

1− q+q+(s)
(q+(s) = g(s), див. (6.73)).

Якщо u > 0, m < 0, тодi генератриса θNu визначається через
q+(s, u) (див. (6.76)) та ϕu(0) = Ψ(u) (див. (6.81) при s = 0)

E[e−sθNu , θNu <∞] = (6.98)

= 1−Ψ(u) +
(1− q+)Ψ(u)

1− q+q+(s)
q+(s, u).

Генератриси σNu та SNu визначаються спiввiдношеннями

E[e−sσNu , σNu <∞] = (6.99)

= 1−Ψ(u) +
(1− q+)Ψ(u)

1− q+q+(s)
gu(s) (gu(s) див. (6.71)),

E[e−sSNu , SNu <∞] = (6.100)

= 1−Ψ(u) +
(1− q+)Ψ(u)

1− q+ϕ(s)
ϕu(s) (ϕu(s) див. (6.81)).

Доведення. Пiсля усереднення генератрис θn та σn за геометричним
розподiлом N (6.87) встановлюється (6.97), а пiсля усереднення θn
σn та Sn за розподiлом Nu (6.91) — спiввiдношення (6.98)–(6.100).

Iз (6.97) та (6.100) при s→ 0 випливає, що

P{θN <∞} = P{σN <∞} = P{SN <∞} =
1

1+q+
=

1

1+Ψ(0)
.

Аналогiчно з (6.98)–(6.100) при s→ 0 випливає, що

P{θNu <∞} = P{σNu <∞} = P{SNu <∞} = (6.101)

= 1−Ψ(u) +
Ψ2(u)

1 + Ψ(0)
→
u→0

1

1 + Ψ(0)
,
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1

2
< P{θN <∞} = P{σN <∞} < 1.

Щоб проаналiзувати в останнiй формулi випадки (близькi до край-
нiх), позначимо A∗ = {ω : ζ(t) →

t→∞
−∞} i зауважимо, що

δ =
C − λµ
λµ

=
1

q+
− 1 =

p+

q+
.

1. Нехай q+ = 1−ε (ε— достатньо мале), тодi δ = ε
1−ε (|m| = O(ε)),

P{σN <∞} = P{θN <∞} =
1

2− ε
>

1

2
для ω ∈ A∗;

P{σN =∞} = P{θN =∞} =
1− ε
2− ε

≈ 1

2
для ω ∈ A∗.

2. Якщо q+ = Ψ(0) = ε, тодi δ = 1−ε
ε , |m| = O( 1

ε ).

для ω ∈ A∗ P{σN <∞} =
1

1 + ε
≈ 1,

для ω ∈ A∗ P{σN =∞} =
ε

1 + ε
≈ 0.

3. У випадку p+ = q+ = 1
2 , δ = 1, P{σN <∞} = 2

3 для ω ∈ A∗.
Зауважимо, що саме цей випадок δ = p+

q+
= 1, вважається крайнiм

у страхових задачах, оскiльки як i в класичнiй задачi про банкрут-
ство в умовах “чесної” гри p+ = q+ = 1

2 .

Для процесу ζ(t) = S(t)−Ct позначимо дограничнi (s > 0) щiль-
ностi маргiнальних функцiй банкрутства

Φ(k)
s (u, x) = pk(s, u, x) =

∂

∂x
P{ζ+(θs) > u, γk(u) < x}, k = 1, 3,

для яких згiдно з теоремою 6.21 та наслiдком 6.1 має мiсце

Наслiдок 6.7. Дограничнi та граничнi (s→ 0) щiльностi pk(s, u, x)
визначаються спiввiдношеннями:
(k = 1) x > 0

p1(s, u, x) = λC−1

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)dF (u+ y) +
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+ λρ−(s)s−1

∫ u

0+

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)dF (u+ y − z)dP+(s, z), (6.102)

p1(0, u, x) =
λ

C
F (u+ x) +

λ

|m|

∫ u

0+

F (u+ x− z)dP+(z), m < 0;

(k = 2), y > 0, y 6= u,

sp2(s, u, y) =


λρ−(s)F (y)

∫ u

0−
eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, z), y > u,

λρ−(s)F (y)

∫ u

u−y
eρ−(s)(u−y−z)dP+(s, z),

0 < y < u,

(6.103)

p2(0, u, y) =


λ

|m|
F (y)P+(u), y > u, m < 0,

λ

|m|
F (y)P{u− y < ζ+ < u}, 0 < y < u;

(k = 3) z > 0, z 6= u,

sp3(s, u, z) = p+(s)g3(s, u, z) +

∫ u

0+

g3(s, u− y, z)dP+(s, y),

p3(0, u, z) =


λF ′(z)

|m|

∫ u

0−
(z − u+ y)dP+(y), z > u,

λF ′(z)

|m|

∫ z

0

(z + v)dP+(v − u), 0 < z < u.

(6.104)

Дограничнi маргiнальнi функцiї банкрутства

P k(s, u, x) = P{ζ+(θs) > u, γk(u) > x}

при u = 0 визначаються простими спiввiдношеннями

P 1(s, 0, x) =
λ

C

∫ ∞
x

eρ−(s)(x−y)F (y)dy;

P 2(s, 0, x) =
λ

C

∫ ∞
x

e−ρ−(s)yF (y)dy; (6.105)

P 3(s, 0, x) =
λ

Cρ−(s)

∫ ∞
x

(1− e−ρ−(s)y)dF (y),
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з яких випливає, що лише при s→ 0

p1(0, 0, x) = p2(0, 0, x) =
λ

C
F (x), x > 0. (6.106)

При s > 0, u = 0 щiльностi розподiлiв γ1(0) = γ+(0) та γ2(0) =
γ+(0) (так само i γ3(0)) рiзнi

p1(s, 0, x) =
λ

C

∫ ∞
0

e−ρ−(s)ydF (x+ y),

p2(s, 0, x) =
λ

C
e−ρ−(s)xF (x) 6= p1(s, 0, x), (6.107)

p3(s, 0, x) =
λ

Cρ−(s)
(1− e−xρ−(s))F ′(x), x > 0.

Приклад 6.1. Нехай ζ(t) =
∑

k≤ν(t)

ξk − Ct — надлишковий процес

ризику з показниково розподiленими вимогами ξk > 0, C > 0

F (x) = P{ξk > x} = e−bx, x > 0; µ = Eξk = b−1, b > 0.

Генератриса ζ(t) (ζ(θs)) визначається кумулянтою k(r)

Eerζ(t) = etk(r), Eerζ(θs) =
s

s− k(r)
, Re r = 0,

k(r) =
λr − Cr(b− r)

b− r
, m = Eζ(1) =

λ− Cb
b

< 0.

Рiвняння Лундберга зводиться до квадратичного

s− k(r) = 0 ∼ Cr2 + (s+mb)r + sb = 0

i має 2 коренi r1 = −ρ−(s), r2(s) = ρ+(s) > 0, якi визначають гене-
ратриси ζ±(θs) та їх розподiли

Ee−zζ
+(θs) =

p+(s)(b+ z)

ρ+(s) + z
, ρ+(s) = bp+(s), (6.108)

Ee−zζ
−(θs) =

ρ+(s)

ρ+(s) + z
, Cρ−(s)p+(s) = s;

P−(s, x) = P{ζ−(θs) < x} = eρ−(s)x, x ≤ 0, (6.109)

P+(s, x) = q+(s)e−ρ+(s)x, x > 0; p+(s) = P{ζ+(θs) = 0} > 0.
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Якщо m < 0, тодi ρ−(s) →
s→0

0, ρ′−(0) = |m|−1, ρ+(s) = b|m|/C,

P+(s, u) →
s→0

Ψ(u) = q+e
−ρ+u, u > 0, (6.110)

p+(s) →
s→0

p+ =
|m|
C
.

Якщо врахувати, що q+ = λ
Cb , ρ+ = bp+ = bC−λ

C , то генератриси
τ+(u), τ ′(u), γ+(u) та T ′(u) знайти дуже просто

q+(s, u) = E[e−sτ
+(u), τ+(u) <∞] = q+(s)e−ρ+(s)u, u ≥ 0,

lim
s→0

q+(s, u) = Ψ(u) = q+e
−ρ+u, u ≥ 0,

ϕu(s) = E[e−sτ
′(u), τ+(u) <∞] = q+(s, u)

b

b+ ρ−(s)
,

g+(z, u) = E[e−zγ+(u), τ+(u) <∞] = Ψ(u)
b

b+ z
,

gu(s) = E[e−sT
′(u), τ+(u) <∞] = Ψ(u)

b

b+ ρ−(s)
. (6.111)

З останнiх двох формул випливає, що γ+(u) та T ′(u) не залежить
вiд u. Тому лише для майже напiвнеперервного зверху ζ(t)

E
[
e−sγ+(u)|τ+(u) <∞

]
= Ee−zγ̃+(u) =

b

b+ z
, (6.112)

Ee−sT̃
′(u) = Ee−ρ−(s)γ̃+(u) =

b

b+ ρ−(s)
, u > 0;

g+(z, 0) = ϕ(0)
b

b+ z
, g(s) = Ψ(0)

b

b+ ρ−(s)
, для u = 0,

ϕ(s) = q+(s)
b

b+ ρ−(s)
, ϕ(0) = g(0) = Ψ(0) = q+. (6.113)

Пiсля пiдстановки (6.111)–(6.113) в (6.89)–(6.92) знаходимо роз-
подiли Nu(θs) та Nu(N). Усередненням генератрис для σn, θn та Sn,
σ̃n =

∑
k≤n

[T ′k(u)/τ+(u) < ∞] за розподiлом Nu легко знайти генера-

триси

E[e−sσNu , σNu <∞] = 1−Ψ(u) +
p+Ψ(u)

1− q+q+(s)

bΨ(u)

b+ ρ−(s)
, (6.114)
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E[e−sθNu , θNu <∞] = 1−Ψ(u) +
p+Ψ(u)

1− q+q+(s)
q+(s)e−ρ+(s)u,

E[e−sSNu , SNu <∞] = 1−Ψ(u) +
p+Ψ(u)

1− q+q+(s)

bq+(s)

b+ ρ−(s)
e−ρ+(s)u,

Ee−sσ̃Nu = 1− ρ−(s)Ψ(u)

ρ−(s) + ρ+
→
s→0

1,
q+ρ−(s)

ρ−(s) + ρ+
=
ρ+(s)− ρ+

ρ+(s)
.

Звiдси при s→ 0 випливає, що

P{σNu <∞} = · · · = 1−Ψ(u) +
Ψ(u)2

1 + q+
, (6.115)

P{σN <∞} =
1

1 + q+
=

Cb

λ+ bC
(λ ≤ bC).

Зауважимо, що щiльнiсть маргiнальних функцiй банкрутства при
u = 0 згiдно з (6.107) визначається спiввiдношеннями

p1(s, 0, x) =
λb

C

e−bx

b+ ρ−(s)
= bq+(s)e−bx,

p2(s, 0, x) =
λ

C
e−(b+ρ−(s))x 6= p1(s, 0, x), (6.116)

p3(s, 0, x) =
λb

Cρ−(s)
(1− e−ρ−(s)x)e−bx,

а з (6.105) при x = 0 знаходимо q+(s) = λ
C

1
b+ρ−(s) .

Зауваження. В § 3.4 генератриса Qx(∞) — часу перебування над
рiвнем x напiвнеперервного як i майже напiвнеперервного зверху
процесу ζ(t) згiдно з (3.193) при умовi (1.75) визначається спiввiдно-
шенням

Dx(µ) = Ee−µQx(∞) = 1− ρ+(µ)− ρ+

ρ+(µ)
e−ρ+x, x > 0, (6.117)

що узгоджується при x = u з останнiми спiввiдношеннями (6.114)
для прикладу 6.1, тобто Qu(∞) =̇ σ̃Nu .

Для довiльного майже напiвнеперервного знизу процесу ризику
iнтегральне перетворення генератриси Qx(∞) — часу перебування в
ризиковiй зонi {y > u}, тобто d+(α, µ) =

∫∞
0
eiαudDu(µ), визначаєть-

ся спiввiдношенням (3.202).
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Рiвнiсть границь в (6.106) при s→ 0 недостатня для висновкiв про
подiбнiсть γ1(0) та γ2(0), бо насправдi всi γk(0) по рiзному залежать
вiд τ+(0) (див. (6.105), (6.107)). В термiнах умовних генератрис

g̃(s) = E[e−sT
′(0)|τ+(0) <∞] = g(s)q−1

+ , (6.118)

g̃u(s) = E[e−sT
′(u)|τ+(u) <∞] = gu(s)Ψ(u)−1,

встановлюється (g(s) = g0(s), g̃(s) = g̃0(s))

Наслiдок 6.8. Якщо m < 0, тодi згiдно з (6.80)

ϕ(s) = q+(s)g̃(s) = q+(s)q−1
+ g+(0, ρ−(s)),

ϕu(s) = q+(s, u)g̃u(s) = q+(s, u)Ψ(u)−1g+(u, ρ−(s)), (6.119)

E[e−sσNu , σNu <∞] = 1−Ψ(u) +
p+Ψ(u)g+(u, ρ−(s))

1− q+q+(s)
.

Приклад 6.2. Для процесу ζ(t) iз прикладу 5.1, для якого ймо-
вiрнiсть банкрутства Ψ(u) = 24

35e
−u + 1

35e
−6u, знайти генератрису

g+(u, z) та iншi ризиковi характеристики, що обчислювались у при-
кладi 6.1.

6.4 Перебування процесу з випадковими
премiями в зонi ризику

Для процесу ζ(t) (див. (6.38)) початковий капiтал u > 0 визначає
ризиковий рiвень {y = u}, зону ризику {y > u} та зону виживання
{y < u}.

Суто залежними вiд поведiнки ζ(t) при t > τ+(u) є функцiонали:

τ ′1(u) = inf
{
t > τ+

1 (u) : ζ(t) < u
}

— recovery time;

T ′1(u) =

{
τ ′1(u)− τ+

1 (u), τ+
1 (u) <∞;

0, τ+
1 (u) =∞,

— ‘red period’ ; (6.120)

Z+(u) = sup
τ+(u)≤t<∞

ζ(t), — total deficit.

n(τ+(u)) — число вимог на [0, τ+(u)], (6.121)
n(T1(u)) — число вимог за перiод T1(u),

n(τ ′1(u)) — число вимог до регенерацiї (вiдновлення) .

Зображення цих функцiоналiв дано на графiку 10 в кiнцi монографiї.
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Для генератрис функцiоналiв τ+(u), γ+(u), T (u), τ ′(u) та Z+(u)
при m < 0 ранiше встановленi спiввiдношення наводяться в лемi

Лема 6.6. Для процесу ζ(t) (6.38) справедливi спiввiдношення

q+(s, u) = E e−sτ
+(u)Iτ+(u)<∞ = P

{
ζ+(θs) > u

}
, (6.122)

T0(u, z) = g+(u, z) = E e−zγ
+(u)Iτ+(u)<∞ =

=

∫ ∞
0

e−zyφ1(u, y)dy, (6.123)

φ1(u, x) =
∂

∂x
P
{
γ+(u) < x, τ+(u) <∞

}
=

=
λ

b|m|

∫ u

−0

F ′∗(u+ x− y)dP+(y), (6.124)

F ′∗(x) = p
(
F ′1(x) + bF 1(x)

)
, x > 0;

κu(z) = E e−zZ
+(u)Iζ+>u = euzE e−zζ

+

g+(u, z). (6.125)

Оскiльки, T ′(u)
.
= τ−(−γ+(u)), тому пiсля усереднення по φ1(u, x)

одержуємо аналог формули dos Reis’a (див. (6.66) та (6.80))

gu(s) = Ee−sT1(u)Iτ+(u)<∞ = q−(s)T0(u, ρ−(s)). (6.126)

Щiльнiсть T ′(u) в диференцiалах запишеться так:

P {T ′(u) ∈ dt} =

∫ ∞
0

P
{
τ−(−x) ∈ dt

}
dxF∗(u+ x) + (6.127)

+
λ

|m|

∫ u

0+

dP+(y)

∫ ∞
0

P
{
τ−(−x) ∈ dt

}
dxF∗(u+ x− y);

ϕu(s) = E e−sτ
′
1(u)Iτ+(u)<∞ =

q+(s, u)

q+(0, u)
gs(u); (6.128)

E e−zγ
−(−x) =

b

b+ z
, не залежить вiд x > 0.

З останнього спiввiдношення в (6.128) випливає, що незалежно
вiд x < 0 γ−(x)

.
= θ′b

.
= ξ′′k ∀ k. Отже в силу однорiдностi процесу ζ(t):

τ+
k (·) .

= τ+
2 (θ′b), τ ′k(·) .

= τ ′2(θ′b), Tk(·) .
= T2(θ′b), k ≥ 2.

Тому необхiдно ввести позначення для усереднених за розподiлом θ′b
генератрис τ+(θ′b), T

′(θ′b), τ
′(θ′b):

q∗(s, b) = b

∫ ∞
0

e−buq+(s, u)du = P
{
ζ+(θs) > θ′b

}
, (6.129)
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g∗(s, b) = b

∫ ∞
0

e−bugs(u)du, ϕ∗(s, b) = b

∫ ∞
0

e−buϕs(u)du.

Розглянемо блукання (схеми вiдновлення)

S(u)
n = τ ′1(u) +

n∑
k=2

τ ′k(θ′b),

σ(u)
n = T1(u) +

n∑
k=2

Tk(θ′b), n ≥ 1. (6.130)

Першi кроки випадкових блукань (6.130) i всi наступнi мають роз-
подiли з одним i тим же дефектом, оскiльки

P
{
τ+(u) <∞

}
= P {τ ′(u) <∞} = Ψ(u) < 1.

Позначимо процес вiдновлення Nu(t) = max
{
n : S

(u)
n < t

}
, Nu(θs)

— випадково зупинений Nu(t), Hu(t) = ENu(t) — функцiю вiднов-
лення. Зауважимо, що τ+(u) визначається сумою випадкового чис-
ла, показниково розподiлених в.в. з параметром λ > 0, тодi iснують
щiльностi розподiлу

∂

∂t
P
{
τ+(u) < t

}
,

∂

∂t
P {τ ′(u) < t} ,

а також щiльнiсть функцiї вiдновлення

hu(t) =
∂

∂t
Hu(t), t > 0, Hu(0) = 0.

Тому можна записати

h̃u(t) =

∫ ∞
0

e−stdHu(t) =

∫ ∞
0

e−sthu(t)dt.

Зауважимо також, що (6.126) є узагальненням формули Dos Reis’a.
Вона одержується з (6.123) пiдстановкою z = ρ−(s) i домноженням
на q−(s) = P {ζ−(θs) < 0} < 1. (В класичному випадку C(t) = Ct
q−(s) = 1.)

Теорема 6.12. Для процесу ризику (6.38) з премiями ξ′′k
.
= θ′b (b > 0)

h̃u(s) =
ϕu(s)

1− ϕ∗(s, b)
, ϕu(s), ϕ∗(s, b) див. (6.127), (6.128), (6.131)
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ENu(θs) = h̃u(s); при m < 0, ENu =
Ψ(u)

1− ϕ∗(0, b)
. (6.132)

Доведення. В силу iснування щiльностi hu(t) = H ′u(t) можна запи-
сати

h̃u(t) =

∫ ∞
0

e−st
∞∑
n=1

∂

∂t
P
{
S(u)
n < t

}
dt =

= ϕu(s)

∞∑
n=1

(ϕ∗(s, b))
n−1 =

ϕu(s)

1− ϕ∗(s, b)
,

ϕu(s) −→
s→0

Ψ(u), ϕ∗(s, b) −→
s→0

ϕ∗(0, b) = b

∫ ∞
0

e−buΨ(u)du.

Формула (6.132) встановлюється iнтегруванням частинами

ENu(θs) = s

∫ ∞
0

e−stHu(t)dt = −
∫ ∞

0

Hu(t)de−st = h̃u(s).

Теорема 6.13. Розподiл та генератриса Nu(θs) визначаються так

pu(k.s) = P {Nu(θs) = k} =

=

{
1− ϕu(s), k = 0,

ϕu(s)(1− ϕ∗(s, b))ϕk−1
∗ (s, b), k > 1;

(6.133)

πu(z, s) = E zNu(θs) = 1− ϕu(s)(1− z)
1− zϕ∗(s, b)

. (6.134)

Якщо m < 0, тодi при s → 0: Nu(θs) → Nu, де Nu — тотальне
число перiодiв регенерацiї, що має розподiл з генератрисою

pu(k) = P {Nu = k} =

=

{
1− ϕu(0), ϕu(0) = Ψ(u), k = 0,

ϕu(0)(1− ϕ∗(0, b))ϕk−1
∗ (0, b), k > 1;

(6.135)

πu(z) = E zNu(θs) = 1− Ψ(u)(1− z)
1− zϕ∗(0, b)

. (6.136)

Доведення. Застосуємо перетворення Лапласа–Карсона до

pk,u(t) = P {Nu(t) = k} = P
{
S

(u)
k ≤ t

}
−P

{
S

(u)
k+1 ≤ t

}
.
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Пiсля iнтегрування частинами iз спiввiдношення

pu(k, s) = s

∫ ∞
0

e−stpk,u(t)dt = −
∫ ∞

0

pk,u(t)de−st =

= −
∫ ∞

0

[P {Sk(u) ≤ t} −P {Sk+1(u) ≤ t}] de−st.

знаходимо розподiл Nu(θs) при k ≥ 1. При k = 0 аналогiчно знахо-
димо

pu(0, s) =

∫ ∞
0

se−stP {τ ′1(u) > t} dt = 1− ϕu(s).

Для розподiлу (6.133) легко знайти генеретрису (6.134), за допо-
могою якої можна обчислювати моменти E (Nu(θs))

k, k ≥ 1. При
m < 0 з (6.133), (6.134) граничним переходом s→ 0 встановлюються
спiввiдношення (6.135), (6.136).

Теорема 6.14. При m < 0 генератриси SNu та σNu виражаються
через генератриси (6.126), (6.128) та (6.129)

E e−sSNu ISNu<∞ =

= 1−Ψ(u) + Ψ(u)
(1− ϕ∗(0, b))ϕu(s)

1− ϕ∗(0, b)ϕ∗(s, b)
, (6.137)

E e−sσNu IσNu<∞ =

= 1−Ψ(u) + Ψ(u)
(1− ϕ∗(0, b))gs(u)

1− ϕ∗(0, b)g∗(s, b)
, (6.138)

P{SNu <∞} = P{σNu <∞} =

= 1−Ψ(u) + Ψ(u)
Ψ(u)

1 + ϕ∗(0, b)
. (6.139)

Генератриси N∗(u), N∗(u) та ν1(τ ′(u)) визначаються спiввiдношен-
нями

n∗(u, z) = Ezν1(T1(u)) =

= q−(sz)T0(ρ−(sz), u), sz = λ1(1− z); (6.140)

n∗(u, z) = Ezν1(τ+(u)) =

= Ee−szτ
+(u)Iτ+(u)<∞ = P+(sz, u). (6.141)

Ezν1(τ ′1(u)) = n∗(u, z)n
∗(u, z). (6.142)
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Доведення. Спiввiдношення (6.137) та (6.138) одержуються усе-
редненням генератрис Ee−sS

(u)
n I

S
(u)
n <∞, Ee−sσ

(u)
n I

σ
(u)
n <∞ за розподi-

лом (6.135), а (6.139) випливає з (6.137) та (6.138) при s → 0. Спiв-
вiдношення (6.140) одержується шляхом усереднення генератриси
n(t) = ν1(t) за розподiлом (6.127). Позначимо sz = λ1(1 − z), тодi
формула (6.139) встановлюється так:

n∗(u, z) =

∫ ∞
0

E zν1(t)P {T1(u) ∈ dt} =

=

∫ ∞
0

e−tszP {T1(u) ∈ dt} =

∫ ∞
0

e−szt
∫ ∞

0

P
{
τ−(−x) ∈ dt

}
×

× λ

|m|

∫ u

−0

dP+(y)dF∗(u+ x− y) =

=
λ

|m|

∫ ∞
0

E e−szτ
−(−x)

∫ u

−0

dP+(y)dF∗(u+ x− y) =

=
λ

|m|

∫ ∞
0

q−(sz)e
−ρ−(sz)x

∫ u

−0

dP+(y)dF∗(u+ x− y) =

= q−(sz)

∫ ∞
0

e−ρ−(sz)xφ1(u, x)dx = q−(sz)T0(ρ−(sz), u).

Порiвнюючи (6.126) з формулою (6.140) замiчаємо, що остання
випливає з (6.126) пiсля пiдстановки s = sz = λ1(1 − z). Форму-
ла (6.141) встановлюється усередненням генератриси ν1(t) за розпо-
дiлом τ+(u). З (6.140) i (6.141) випливає (6.142).

Зауважимо, що замiсть тотального часу перебування σNu в зонi
ризику можна розглядати iнтегральнi функцiонали

Qx(t) =

∫ t

0

Iζ(u)>xdu, Qx(θs) =

∫ θs

0

Iζ(u)>xdu,

генератриси яких вивчалися в § 2.4.
При m < 0: Qu(θs) −→

s→0
Qu(∞) =

∫∞
0
Iζ(t)>udt визначає час пере-

бування над ризиковим рiвнем x = u. Для генератрис

Dx(s, µ) = E e−µQx(θs), Dx(µ) = E e−µQx(∞), x > 0,

доведено твердження (див. теорема 2.6).



6.4. Перебування процесу з випадковими премiями в зонi ризику 383

Теорема 6.15. Для загального однорiдного процесу ζ(t) з незале-
жними приростами справедливе спiввiдношення

d+(s, α, µ) =

∫ ∞
0

eiαxdxDx(s, µ) =
ϕ+(s, α)

ϕ+(s+ µ, α)
. (6.143)

Якщо m < 0, тодi

lim
s→0

d+(s, α, µ) = d+(α, µ) =

=

∫ ∞
0

eiαxdxDx(µ) =
ϕ+(α)

ϕ+(µ, α)
. (6.144)

Для схiдчастих процесiв ζ(t) (6.38)

d+(s, α, µ) = D+0(s, µ) +

∫ ∞
+0

eiαxdxDx(s, µ), (6.145)

D+0(s, µ) =
p+(s)

p+(s+ µ)
, (6.146)

при m < 0

D+0(s, µ) →
s→0

D+0(µ) =
p+

p+(µ)
, p+ =

b|m|
λ

.

Щоб знайти генератрисуDx(µ) слiд обернути d+(α, µ) вiдносно α.
Така операцiя обернення нескладна у випадку, коли вимоги ξ′k ма-
ють розподiл Ерланга. Зокрема, якщо ξ′k показниково розподiленi з
параметром a > 0, тодi

d+(α, µ) =
p+

p+(µ)

ρ+(µ)− iα
ρ+ − iα

=

=
p+

p+(µ)

(
1− ρ+ − ρ+(µ)

ρ+ − iα

)
. (6.147)

Du(µ) = 1− ρ+(µ)− ρ+

ρ+(µ)
e−ρ+u, u > 0, (6.148)

ρ+(µ) = ap+(µ), ρ+ = ap+, ρ+(s) — додатний корiнь рiвняння фун-
даментального рiвняння Лундберга k(r) = s, k(r) = ψ(−ir), s > 0.

Якщо ξ′k має розподiл Ерланга порядку n, можливiсть обернення
пояснюється тим, що в цьому випадку ϕ+(s, α), а отже i d+(α, µ), є
дробово-рацiональними функцiями порядку n вiдносно iα.
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Наслiдок 6.9. Якщо позначити через τ̃ ′k(u) та T̃k(u) в.в. з генера-
трисами

ϕ̃u(s) = Ee−sτ̃
′
1(u) = E

[
e−sτ

′
1(u)|τ ′1(u) <∞

]
,

g̃s(u) = Ee−sT̃1(u) = E
[
e−sT1(u)|T1(u) <∞

]
,

тодi генератриси сум

S̃Nu =

Nu∑
k=1

τ̃ ′k(u), σ̃Nu =

Nu∑
k=1

T̃k(u)
.
= Qu(∞)

визначаються подiбними до (6.138), (6.139) спiввiдношеннями
(m < 0)

E e−µS̃Nu = 1−Ψ(u) + Ψ(u)
(1− ϕ∗(0, b))ϕ̃u(µ)

1− ϕ∗(0, b)ϕ̃∗(µ, b)
, (6.149)

E e−µσ̃Nu = E e−µQu(∞) =

= 1−Ψ(u) + Ψ(u)
(1− ϕ∗(0, b))g̃µ(u)

1− ϕ∗(0, b)g̃∗(µ, b)
; (6.150)

E e−µQ
≥
0 (∞) =

λ

λ+ µ
D+0(µ), D+0(µ) =

p+

p+(µ)
, (6.151)

Q≥0 (∞) =

∫ ∞
0

Iζ(t)≥0dt = Q[0](∞) +

∫ ∞
0

Iζ(t)>0dt.

При m > 0

E e−µQ
≤
0 (∞) =

λ

λ+ µ

p−
p−(µ)

, Q≤0 (∞) =

∫ ∞
0

Iξ(t)≤0dt. (6.152)

Для ζ(t) з показниково розподiленими вимогами

Ψ(u) = q+e
−ρ+u, ϕ∗(0, b) =: b

∫ b

0

e−buϕ̃0(u)du =
bq+

b+ ρ+
,

g̃µ(u) = g̃∗(µ, b) =: b

∫ ∞
0

e−bug̃µ(u)du =
bq−(µ)

b+ ρ−(µ)
.

З урахуванням зв’язку мiж ρ−(s), ρ+(s) iз (6.150) випливає (6.148).



6.5. Спрощення формули Спiтцера 385

Приклад 6.3. Для класичного процесу ризику ζ(t) = S(t) − Ct

(p+ = |m|
C ) за формулою (6.16) довести, що

M+
1 (u) = Eγ+(u)1τ+(u)<∞ =

=
λ

C
F̄3(u) +

λ

|m|

∫ u

0

F̄3(u− y)dP+(y),

де F̄3(y) =
∫
x≥y

¯̄F (x)dx, y ≥ 0 — хвiст ф.р. 3-го порядку.

Приклад 6.4. Для схiдчастого процесу ζ(t) (6.38) (p+ = b|m|
λ ) за

формулою (6.124) довести, що

M+
1 (u) = ¯̄F (u) + bF̄3(u) +

+
λ

b|m|

∫ u

0

[ ¯̄F (u− y) + bF̄3(u− y)
]
dP+(y).

6.5 Спрощення формули Спiтцера
для процесiв ризику

Якщо ξ(t) — довiльний однорiдний процес з н.п. i кумулянтою (1.17),
тодi х.ф. (генератриса) ξ±(θs) згiдно з теоремою 1.16 визначається
формулою Спiтцера як х.ф. (генератриса) безмежно подiльного роз-
подiлу з канонiчним зображенням (1.65), тобто

ϕ±(s, iz) =: Ee−zξ
±(θs) = exp

{∫
R±

(
e−zx − 1

)
dN±s (x)

}
. (6.153)

Спектральнi функцiї N±s (x) (±x > 0, див. (1.66)) виражаються через
iнтегральнi перетворення розподiлiв ±ξ(t) > 0.

Для напiвнеперервних та майже напiвнеперервних процесiв фор-
мули Спiтцера (1.65), (1.66) на основi результатiв §§ 3.1, 3.2 зна-
чно спрощуються. Спочатку покажемо як спрощується спектральна
функцiя Спiтцера N+

s (x) (див. (1.66)) для напiвнеперервних зверху
процесiв i вiдповiдно — формула Спiтцера (6.153) для ξ+(θs). Для
майже напiвнеперервних зверху процесiв має мiсце аналогiчний ре-
зультат, якiй спочатку встановлюється для умовної генератриси

ϕ̂+(s, iz) =: E
[
e−zξ

+(θs)|ξ+(θs) > 0
]
, (6.154)

а потiм для безумовної генератриси ϕ+(s, iz).
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Покажемо також, як розподiл мiнiмуму ξ−(t) для напiвнеперерв-
них зверху процесiв ξ(t) пов’язаний з розподiлом вiд’ємних значень
ξ(t) < 0. Надалi ξ(t) — не обов’язково процес ризику.

1. Нехай ξ(t) немонотонний напiвнеперервний зверху процес з
вiд’ємним стрибками

(∫ 0

−1
x2Π(dx) <∞

)
з кумулянтою

ψ1(α) = iαa′ − σ2α2

2
+

∫ 0

−∞

(
eiαx − 1− iαx1I|x|≤1

)
Π(dx); (6.155)

a = a′ −
∫ 0

−∞
xΠ(dx) > 0 при σ2 = 0,

∫ 0

−1

|x|Π(dx) > 0.

Для процесiв ξ(t) з кумулянтою (6.155) майже одночасно J.H.B. Keil-
son [192], В.М. Золотарев [75] i А.А. Боровков [5] одержали формули
двоїстого зв’язку розподiлiв ξ(t) > 0 та τ+(x)

∂

∂x
F (t, x) = tx−1 ∂

∂t
P
{
τ+(x) < t

}
, x > 0. (6.156)

Для майже напiвнеперервних зверху процесiв з показниково розпо-
дiленими додатними стрибками i кумулянтою

ψ2(α) = iαa+ λ1
iα

c− iα
+

∫ 0

−∞

(
eiαx − 1

)
Π(dx), (6.157)

f(z) = E
[
e−zξ|ξ > 0

]
=

c

c− iα
; λ1, c > 0, a ≤ 0,

ми одержали подiбну формулу зв’язку умовного розподiлу моменту
досягнення додатного рiвня {τ+(x) | τ+(0) < t} з розподiлом ξ(t) > 0
(див. (5.45))

∂

∂x
F (t, x) = tx−1 ∂

∂t
P
{
τ+(x) < t|τ+(0) < t

}
, x > 0. (6.158)

На основi (6.157) та (6.158) встановлюються твердження, в яких
одержано простi спiввiдношення для похiдних спектральних фун-
кцiй ∂

∂xN
+
s (x), ∂

∂xN
+
0 при m = Eξ(1) < 0.

Теорема 6.16. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (6.155) генератри-
са ξ+(θs) визначається канонiчним зображенням (див. (1.65) або
(6.153)) в якому похiдна спектральної функцiї N+

s (x) має простий
вигляд

ϕ+(s, iz) = exp

{∫ ∞
0

(
e−zx − 1

)
dN+

s (x)

}
, (6.159)



6.5. Спрощення формули Спiтцера 387

∂

∂x
N+
s (x) = x−1P

{
ξ+(θs) > x

}
= x−1e−ρ+(s)x, x > 0,

де ρ+(s) — корiнь рiвняння Лундберга k1(r) = ψ1(−ir) = s;

ρ+(s) =


P ′(s, 0)P

−1
(s, 0); σ ≥ 0,

∫ 0

−1

x2Π(dx) <∞,

s(ap−(s))−1, якщо σ = 0,

∫ 0

−1

|x|Π(dx) <∞.

Якщо m = Eξ(1) < 0, тодi ρ+(s)→ ρ+ > 0, N+
s (x)→ N+

0 , x > 0.

∂

∂x
N0(x) = x−1e−ρ+(s)x, (6.160)

|N0(x)| =
∫ ∞
x

y−1e−ρ+ydy, x > 0.

Доведення. Згiдно з (6.156) функцiя Спiтцера

|N+
s (x)| =

∫ ∞
0

e−stt−1

∫ ∞
x

∂

∂y
F (t, y)dydt

зводиться до вигляду

|N+
s (x)| =

∫ ∞
0

e−stt−1

∫ ∞
x

ty−1 ∂

∂t
P{τ+(y) < t}dydt =

=

∫ ∞
0

e−st
∂

∂t

∫ ∞
x

P{τ+(y) < t}d ln ydt.

Пiсля iнтегрування частинами по y потiм по t знаходимо (x > 0)

|N+
s (x)| =

∫ ∞
0

e−st
∂

∂t

[∫ ∞
x

ln ydP{ξ+(t) < y} −

− lnxP{ξ+(t) > x}
]
dt =

= s

∫ ∞
0

e−st
[
lnxP{ξ+(t) > x} −E ln ξ+(t)1Iξ+(t)>x

]
dx =

= lnxP+(s, x)− lnEξ+(θs)1Iξ+(θs)>x =

∫ ∞
x

ln
x

y
dP+(s, x).
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Отже похiдна функцiї N+
s (x) спрощується i має вигляд

∂

∂x
N+
s (x) =

∫ ∞
x

(
ln
x

y

)′
dP+(s, x) =

1

x
P+(s, x), x > 0.

Звiдси випливає (6.159), оскiльки для напiвнеперервних зверху про-
цесiв P+(s, x) = e−ρ+(s)x (x > 0). При m < 0 i s → 0 iз (6.159)
випливає (6.160).

Теорема 6.17. Для процесу з кумулянтою (6.157) умовна генера-
триса ξ+(θs) > 0 визначається спiввiдношенням

ϕ̂+(s, iz) =: E
[
e−zξ

+(θs) | ξ+(θs) > 0
]

=
ρ+(s)

ρ+(s) + z
,

ρ+(s) = cp+(s) — корiнь рiвняння Лундберга k2(ρ+(s)) = s,

p+(s)p−(s) = s(s+ λ)−1, якщо
∫ 0

−∞
Π(dx) <∞.

При цьому ϕ̂+(s, iz) має канонiчне зображення з вiдповiдною спе-
ктральною функцiєю N̂s(x)(x > 0)

ϕ̂+(s, iz) = exp

{∫ ∞
0

(
e−zx − 1

)
dN̂s(x)

}
, (6.161)

∣∣N̂s(x)
∣∣ =

1

q+(s)

∫ ∞
x

y−1P+(s, y)dy, (6.162)

N̂ ′s(x) =
∂

∂x
N̂s(x) =

1

q+(s)x
P+(s, x) = x−1e−ρ+(s)x, x > 0.

Якщо m < 0, тодi при s→ 0 ρ+(s)→ ρ+ = cp+, N̂s(x)→ N̂0(x),

N̂ ′0(x) =
1

q+x
P
{
ξ+ > x

}
= x−1e−ρ+x, x > 0. (6.163)

Доведення. Згiдно з (6.158) спектральна функцiя N̂s(x) в (6.161)
зводиться до вигляду

∣∣N̂s(x)
∣∣ =

∫ ∞
0

e−st
∂

∂t

(∫ ∞
x

P
{
ξ+(t) > y|ξ+(t) > 0

}
y−1dy

)
dt
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=

∫ ∞
0

e−st
∂

∂t

(∫ ∞
x

P
{
ξ+(t) > y/ξ+(t) > 0

}
d ln y

)
dt.

Пiсля iнтегруванням частинами по y i по t знаходимо, що∣∣N̂s(x)
∣∣ =

∫ ∞
0

e−st
∂

∂t

1

P {ξ+(t) > 0}

[
E ln ξ+(t)1Iξ+(t)>x −

− lnxP
{
ξ+(t) > x

}]
dt =

=

∫ ∞
0

se−st

P {ξ+(t) > 0}
[
E ln ξ+(t)1Iξ+(t)>x − lnxP

{
ξ+(t) > x

}]
dt

=
1

P+(s, 0)

∫ ∞
x

(lnx− ln y) dP+(s, y), x > 0, P+(s, 0) = q+(s).

Отже похiдна N̂s(x) спрощується i набуває вигляду

N̂ ′s(x) =
1

q+(s)x
P+(s, x), x > 0.

Звiдси з урахуванням того, що для майже напiвнеперервних зверху
процесiв P+(s, x) = q+(s)e−ρ+(s)x (x > 0), випливає (6.162). При m <
0 iз (6.162) при s→ 0 випливає (6.163).

Теорема 6.18. Безумовна генератриса ξ+(θs) ≥ 0 згiдно з (3.88)
визначається спiввiдношенням

(
f(z) = c

c+z , c > 0
)

ϕ+(s, iz) =
p+(s)(c+ z)

ρ+(s) + z
= ϕ̂+(s, z)f−1(z) (6.164)

i допускає аналогiчне до (6.159) канонiчне зображення зi спектраль-
ною функцiєю Ns(x), похiдна якої визначається спiввiдношенням

N ′s(x) = N̂ ′s(x)− x−1e−cx= x−1
(
e−ρ+(s)x− e−cx

)
, x > 0. (6.165)

При m < 0

N ′s(x) −→
s→0

N ′0(x) = x−1
(
e−ρ+x − e−cx

)
, x > 0. (6.166)

Доведення. З (6.164) випливає, що

lnϕ+(s, iz) =

∫ ∞
0

(
e−zx − 1

)
dNs(x) =
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= ln ϕ̂+(s, iz)− ln f(z), (6.167)

де ln f(z) можна виразити iнтегралом Фрулланi

ln f(z) = ln
c

c+ z
=

∫ ∞
0

x−1
(
e−zx − 1

)
e−cxdx. (6.168)

Пiсля пiдстановки прологарифмованого спiввiдношення (6.161), а та-
кож (6.168) у (6.167) одержуються формули (6.165), а з (6.165) при
m < 0 i s→ 0 випливає (6.166).

З теорем 6.16–6.18 випливає

Наслiдок 6.10. Усередненi по t хвости розподiлу значень ξ(t) > 0
визначаються щiльностями при x > 0

− ∂

∂x

(∫ ∞
0

F (t, x)e−std ln t

)
= (6.169)

=

{
x−1e−ρ+(s)x, для ξ(t) з кумулянтою (6.155),
x−1e−cx

(
ecq+(s)x − 1

)
, для ξ(t) з кумулянтою (6.157).

Якщо m < 0, тодi при x > 0

− ∂

∂x

(∫ ∞
0

F (t, x)d ln t

)
= − ∂

∂x

∫ ∞
−∞

F (ey, x)dy = (6.170)

=

{
x−1e−ρ+x, для ξ(t) з кумулянтою (6.155),
x−1e−cx (e−cq+x − 1) , для ξ(t) з кумулянтою (6.157).

Приклад 6.5. Розглянемо процес iз прикладу 3.3

ξ(t) = w(t)− t+
∑
k≤ν(t)

ξk, (6.171)

Ee−zξk = f(z) =
c

c+ z
(c > 0),

ν(t) — простий пуассонiв процес з iнтенсивнiстю λ > 0. Знайти похi-
дну спектральної функцiї ∂

∂xNs(x) i ∂
∂xN0(x) при c = 6, λ = 5

8 .
Легко довести, що кумулянта ξ(t)

ψ(α) = −iα− α2

2
+ λ

iα

c− iα
(6.172)
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пiсля замiни iα = r виражається через m = λc−1 − 1

k(r) = ψ(−ir) =
−r3 − (c+ 2)r2 − 2mcr

2(c− r)
. (6.173)

Рiвняння Лундберга k(r) = s зводиться до кубiчного

r3 − (2 + c)r2 − 2(mc+ s)r + 2cs = 0, s > 0, (6.174)

яке має три коренi: r1(s) = −ρ−(s) < 0, 0 < r2(s) < r3(s). Перший
корiнь визначає генератрису ξ−(θs): ϕ−(s, α) = ρ−(s)

ρ−(s)+iα . Додатнi ко-
ренi визначають генератрису ξ+(θs)

ϕ+(s, iz) = r2(s)(r2(s) + z)−1r3(s)(r3(s) + z)−1f−1(z). (6.175)

Логарифми множникiв (6.175) виражаються iнтегралами Фрулланi

ln
rk(s)

rk(s) + z
=

∫ ∞
0

e−rk(s)x
(
e−xz − 1

)
x−1dx, k = 2, 3. (6.176)

Пiсля пiдстановки (6.168) та (6.176) у прологарифмоване спiввiдно-
шення (6.175) знаходимо

∂

∂x
Ns(x) = x−1

(
e−r2(s)x + e−r3(s)x − e−cx

)
, x > 0. (6.177)

Якщо m < 0 (λ < c), тодi при s → 0 r1(s) → 0, r2,3(s) → r2,3 > 0.
Отже

∂

∂x
N0(x) = x−1

(
e−r2x + e−r3x − e−cx

)
, x > 0.

Пiсля пiдстановки λ = 5
8 , c = 6 знаходимоD0 = 9, r2 = 2, 5 < r3 = 5,5

∂

∂x
N0(x) = x−1e−6x

(
e2,5x + e0,5x − 1

)
, x > 0. (6.178)

Цей приклад показує, що iз збiльшенням числа коренiв Лундбер-
га збiльшується кiлькiсть експонент у ∂

∂xNs(x) та ∂
∂xN0(x). Одна з

експонент обумовлена показниковим розподiлом стрибкiв ξ(t) з па-
раметром c = 6. Аналогiчна ситуацiя виникає, якщо для напiвнепе-
рервних (майже напiвнеперервних) знизу процесiв додатнi стрибки
ξ(t) мають ерланговий розподiл порядку n ≥ 2: E(n).
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Приклад 6.6. Нехай ξ(t) = S(t) − t — процес, що розглядається в
прикладi 5.1, з х.ф. стрибкiв типу E(2)

(
S(t) =

∑
k≤ν(t)

ξk

)
ϕ(α) = Eeiαξk =

1

2

(
3

3− iα
+

7

7− iα

)
, m = −2

7
.

Знайти похiднi ∂
∂xNs(x), ∂

∂xN0(x) (x > 0).
Легко довести, що як i в попередньому прикладi рiвняння Лун-

дберга зводиться до кубiчного рiвняння. При s = 0 це рiвняння

r3 − 7r2 + 6r = 0

має коренi r1 = 0, r2 = 1, r3 = 6. При s > 0 рiвняння Лундберга має
коренi

r1(s) = −ρ−(s), 0 < r2(s) < r3(s),

r1(s) −→
s→0

0, r2,3(s) −→
s→0

r2,3 > 0,

що визначають розподiли ξ±(θs)

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα
,

ϕ+(s, iz) =
s

ρ−(s)

(3 + z)(7 + z)

(r2(s)+ z)(r3(s)+ z)
.

Генератриса ξ+(θs) зводиться до вигляду

ϕ+(s, iz) =
r2(s)

r2(s) + z
f−1

1 (z)f−1
2 (z), (6.179)

де fk = ck
ck+z , c1 = 3, c2 = 7. Отже

lnϕ+(s, iz) =

∫ ∞
0

(
e−zx − 1

)
dNs(x) = (6.180)

= ln
r2(s)

r2(s) + z
+ ln

r3(s)

r3(s) + z
− ln f1(z)− ln f2(z).

На основi зображень логарифмiв у (6.180) iнтегралом Фруланнi зна-
ходимо

∂

∂x
Ns(x) = x−1

(
e−r2(s)x + e−r3(s)x − e−7x

)
, x > 0. (6.181)
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Оскiльки m = − 2
7 < 0, то lnEe−zξ

+

визначається спiввiдношенням

lnϕ+(iz) =

∫ ∞
0

(
e−zx − 1

) ∂

∂x
N+

0 (x)dx, (6.182)

∂

∂x
N+

0 (x) = x−1
(
e−x + e−6x − e−3x − e−7x

)
, x > 0.

Двi експоненти в (6.182) обумовленi показниковими розподiлами, що
визначають розподiл E(2) з показниками c1 = 3 та c2 = 7.

2. У другiй частинi параграфу для ξ(t) з кумулянтою (6.155) по-
кажемо, що розподiл ξ−(t) явно виражається через розподiл значень
ξ(t) < 0 простiше за спiввiдношення (1.65), (1.66) залежно вiд випад-
кiв (тут ξ(t) також не обов’язково процес ризику)

1) ξ(t) має обмежену варiацiю; σ2 = 0,
∫ 0

−1
|x|Π(dx) < 0, a > 0.

2) ξ(t) має необмежену варiацiю.
Надалi будемо позначати

P̃>(s, α) =

∫
R+

eiαxP (s, x)dx, P̃<(s, α) =

∫
R−

eiαxP (s, x)dx,

Φ̃−(s, α) =

∫
R−

P−(s, x)eiαxdx, Φ̃+(s, α) =

∫
R+

P+(s, x)eiαxdx,

E±ξ(t) = Eξ(t)1I±ξ(t)>0 = ±
∫
R±

P {±ξ(t) > ±x} dx, (6.183)

E+ξ(t) =

∫
R+

F (t, x)dx, E−ξ(t) = −
∫
R−

F (t, x)dx.

Теорема 6.19. Нехай ξ(t) напiвнеперервний зверху процес з куму-
лянтою (6.155). У випадку 1)

(
a = a′ −

∫ 0

−1
xΠ(dx) > 0

)
Φ̃−(s, α) = as−1p−(s)

∫ 0

−∞
eiαxdP (s, x) + P̃<(s, α), (6.184)

P
{
ξ−(t) < x

}
= F−(t, x) = F (t, x) +

+ a

∫ t

0

P
{
ξ−(y) = 0

} ∂

∂x
F (t− y, x)dy, x < 0. (6.185)

Якщо m < 0, тодi (E+ξ(t) + E−ξ(t) = mt)

P
{
ξ−(t) = 0

}
= (at)

−1
E+ξ(t) = (at)

−1
∫ ∞

0

F (t, x)dx. (6.186)
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В обох випадках для ф.р. ξ−(θs) та ξ−(t) справедливi спiввiдношення

Φ̃−(s, α) = Eξ+(θs)

∫ 0

−∞
eiαxdP (s, x) + P̃<(s, α), (6.187)

F−(t, x) = F (t, x) +

∫ t

0

∂

∂x
F (t− y, x)dEξ+(y) =

= F (t, x) +

∫ t

0

y−1E+ξ(y)
∂

∂x
F (t− y, x)dy, x < 0. (6.188)

Доведення. За допомогою позначень (6.183) пiсля iнтегрування час-
тинами встановлюються спiввiдношення

ϕ(s, α) = 1 + iα
(
P̃>(s, α)− P̃<(s, α)

)
,

ϕ−(s, α)− 1 = −iαΦ̃−(s, α). (6.189)

В обох випадках iз о.ф.т. (див. теореми 1.16 та 3.1) з урахуван-
ням (6.189) встановлюються спiввiдношення

ρ+(s)
(
P̃>(s, α)− P̃<(s, α)

)
= ϕ(s, α)− ρ+(s)Φ̃−(s, α),

з якого пiсля застосування операцiї проектування [ ]−:[∫ ∞
−∞

eiαxG(x)dx

]
±

=

∫
R±

eiαxG(x)dx

визначається Φ̃−(s, α), а саме

Φ̃−(s, α) = ρ−1
+ (s)

∫ 0

−∞
eiαxdP (s, x) + P̃<(s, α). (6.190)

Зауважимо, що у випадку 1) згiдно з наслiдком 3.1

p−(s) =
s

aρ+(s)
, ρ−1

+ (s) =
ap−(s)

s
.

Тому з (6.190) випливає (6.184), пiсля обернення якого по s та α
встановлюється (6.185).

Для доведення (6.186) слiд врахувати, що

Eξ+(θs) = −ϕ′+(s, iz)|z=0 = ρ−1
+ (s) =

∫ ∞
0

P
{
ξ+(θs) > x

}
dx.
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Отже

ρ−1
+ (s) =

1

s
ap−(s) = a

∫ ∞
0

e−stP
{
ξ−(t) = 0

}
dt =

= s

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−stP
{
ξ+(t) > x

}
dxdt =

= s

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−stP
{
τ+(x) < t

}
dxdt. (6.191)

Пiсля обернення по s iз (6.191) випливає, що

aP
{
ξ−(t) = 0

}
=

∫ ∞
0

∂

∂t
P
{
τ+(x) < t

}
dx =

=

∫ ∞
0

∂

∂x
F (t, x)xt−1dx = t−1E+ξ(t) (6.192)

i (6.186) доведено. Зауважимо, що в обох випадках Eξ+(θs) = ρ−1
+ (s),

тому з (6.190) випливає (6.187), пiсля обернення якого по s та α
встановлюється перше спiввiдношення (6.188). Згiдно з (6.191)

Eξ+(θs) = s

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−stP
{
τ+(x) < t

}
dxdt.

Пiсля диференцiювання Eξ+(t) =
∫∞

0
P {τ+(x) < t} dx знаходимо

dEξ+(t) =

∫ ∞
0

∂

∂t
P
{
τ+(x) < t

}
dxdt = t−1E+ξ(t)dt.

Пiдставивши dEξ+(y) у перший рядок (6.188) встановлюємо справе-
дливiсть другої формули в (6.188), i теорема повнiстю доведена.

Зауважимо, що при λ < ∞ аналог формули (6.185) одержано
на основi графiчних мiркувань для траєкторiй ξ(t) = S(t) − t (див.
теореми 2.1, 2.2 в [130, c. 104–106] для формули Prabhu). Форму-
ла (6.186) справедлива для напiвнеперервних зверху ξ(t) з a > 0,
λ =

∫
R

Π(dx) ≤ ∞. Вiдповiдний аналог (6.186) має мiсце для напiв-
неперервних знизу процесiв з a < 0 i λ ≤ ∞, що узагальнює формулу
Prabhu.

Зокрема, для класичного процесу ризику

ξu(t) = u+ at− S(t), S(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, u > 0, C > 0,
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(ν(t) — пуассонiв процес з iнтенсивнiстю λ, P {ξk > 0} = 1) спiв-
вiдношення (6.185) при x = −u визначає iмовiрнiсть банкрутства
на обмеженому iнтервалi [0, t] з початковим капiталом u > 0. Ця
формула встановлює зв’язок iмовiрностi банкрутства при u > 0,
m = Eξ(1) > 0 (ξ(t) = ξ0(t))

Ψ(t, u) = P {ξu(t′) < 0 при деякому t′ < t} = F−(t,−u)

з iмовiрнiстю виживання при u = 0, яка згiдно з (6.186) визначається
спiввiдношенням

Ψ(t, 0) = 1−Ψ(t, 0) = (Ct)
−1
∫ ∞

0

F (t, x)dx. (6.193)

Пiсля цих позначень формула (6.185) набуває вигляду

Ψ(t, u) = F (t,−u) + C

∫ t

0

Ψt−y(0)F ′(y, x)|x=−udy, (6.194)

а ймовiрнiсть банкрутства Ψt(0) з урахуванням спiввiдношення

E+(t) + E−(t) = mt (m = C − λµ1, µ1 = Eξ1 > 0)

можна виразити через E−ξ(t)

Ψ(t, 0) =
λµ1

C
− 1

Ct

∫
R−

F (t, x)dx −→
t→∞

q− =
λµ1

C
при m > 0.

Слiд зауважити, що для напiвнеперервного знизу процесу або
майже напiвнеперервного знизу процесу завжди iснують два про-
стi коренi рiвняння Лундберга r1(s) = −ρ−(s) < 0 < r2(s) = R+(s).
Перший корiнь ρ−(s) = bp−(s) повнiстю визначає х.ф. ξ−(θs)

ϕ−(s, α) =
ρ−(s)

ρ−(s) + iα

(
або ϕ−(s, α) =

p−(s)(b+ iα)

p−(s) + iα

)
.

Другий корiнь R+(s) лише частково визначає х.ф. ξ+(θs) з точнiс-
тю до деякої функцiї Q(s, α). Зокрема для майже напiвнеперервного
знизу процесу ризику ξ(t) = S(t) − C(t) з випадковими премiями i
кумулянтою (b > 0, λ1,2 > 0)

ψ(α) = ψ+(α) + ψ−(α), ψ−(α) = − λ2iα

b+ iα
, (6.195)

(ψ+(α) = λ1(ϕ(α) − 1) — кумулянта процесу вимог S(t), ψ−(α) —
кумулянта −C(t)) має мiсце
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Наслiдок 6.11. Для процесу ξ(t) з кумулянтою (6.195) х.ф. ξ+(θs)
допускає зображення

ϕ+(s, α) = Eeiαξ
+(θs) =

s

p−(s)
[(R+(s)− iα)Q(s, α)]−1, (6.196)

Q(s, 0) = s(p−(s)R+(s))−1, Q(s, iρ−(s))Q(s,−iR+(s)) 6= 0.

Якщо m = Eξ(1) < 0, тодi R+(s) →
s→0

R+ > 0 i х.ф. ξ+ має зобра-
ження

ϕ+(α) = |m|b(R+ − iα)−1Q(0, α)−1, Q(0, 0) =
|m|b
R+

. (6.197)

Головна частина ймовiрностi банкрутства при u→∞

Ψ(u) = P{ξ+ > u} ≈ κe−R+u, κ ≤ P{ξ+ > 0} = q+ (6.198)

з точнiстю до деякого множника визначається експонентою
e−R+u.

Доведення. З того, що знаменник х.ф. ξ(θs)

ϕ(s, α) =
s(b+ iα)

k∗(s, α)
,

k∗(s, α) = s(b+ iα) + ψ+(α)(b+ iα)− iα,

має розклад k∗(s, α) = Q(s, α)(R+(s) − iα)(ρ−(s) + iα), на пiдставi
основної факторизацiйної тотожностi (1.64) встановлюється зобра-
ження для ϕ+(s, α). Для m < 0 з (6.196) виводиться граничним пе-
реходом s→ 0 спiввiдношення для ϕ+(α) (6.197).

Зауважимо, що коли ξ(t) — напiвнеперервний, бiльшiсть апро-
ксимацiйних формул для Ψ(u), наведених у формулах (3.17), (3.23)–
(3.25), (3.45), полягають у вираженнi наближеної оцiнки коефiцiєнта
κ для q+ та оцiнки для кореня R+ в термiнах 2-х або 3-х перших
моментiв ξ(t). Оскiльки знайти точне значення κ, R+ можна хiба що
у випадку ерлангового розподiлу вимог.

3. В третiй частинi розглядаються процеси з кумулянтою (6.157),
для яких встановлюються вiдповiднi аналоги спiввiдношень (6.184)–
(6.188) (деякi з них див. у теоремi 3.5).
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Теорема 6.20. Нехай ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес
з кумулянтою (6.157). Тодi

Φ̃−(s, α) =
1

p+(s)

{
P̃<(s, α)− q+(s)

[
c

c− iα
P̃<(s, α)

]
−

}
(6.199)

=

[
c

c− iα
P̃<(s, α)

]
+

c

ρ−(s)

{
P̃<(s, α)−

[
c

c− iα
P̃−(s, α)

]
−

}
.

Якщо λ <∞, тодi p+(s)p−(s) = s
s+λ i (6.199) набуває вигляду

Φ̃−(s, α) =

[
c

c− iα
P̃<(s, α)

]
−

+ (6.200)

+

(
1 +

λ

s

)
p−(s)

{
P̃<(s, α)−−

[
c

c− iα
P̃<(s, α)

]
−

}
,

що допускає обернення по α, а потiм по s (див. (3.101))

P−(s, x) = c

∫ x

−∞
e−c(x−z)P (s, z)dz + (6.201)

+

(
1 +

λ

s

)
p−(s)

[
P (s, x)− c

∫ x

−∞
e−c(x−z)P (s, z)dz

]
, x < 0;

F−(t, x) = c

∫ x

−∞
e−c(x−z)F (t, z)dz +

+

∫ t

0

[
F (t− y, x)− c

∫ x

−∞
e−c(x−z)F (t− y, z)dz

]
×

×
[
P
{
ξ−(y) = 0

}
dy + dP

{
ξ−(y) = 0

}]
; (6.202)

P
{
ξ−(t) = 0

}
= P

{
τ−(0) > t

}
=

= c

∫ t

0

e−λ(t−y)dE
[
ξ+(y) | ξ+(y) > 0

]
=

= c

∫ t

0

e−λ(t−y)y−1E+ξ(y)dy. (6.203)

Якщо λ ≤ ∞, тодi з другої формули в (6.199) випливає

F−(t, x)− c
∫ x

−∞
e−c(x−z)F (t, z)dz =
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= c

∫ t

0

[
F (t− y, x)− c

∫ x

−∞
e−c(x−z)F (t− y, z)dz

]
×

× dE
[
ξ+(y) | ξ+(y) > 0

]
= (6.204)

= c

∫ t

0

[
F (t− y, x)− c

∫ x

−∞
e−c(x−z)F (t− y, z)dz

]
y−1E+ξ(y)dy.

Доведення. Для майже напiвнеперервних зверху процесiв з куму-
лянтою (6.157) згiдно з (3.182) ρ+(s) = cp+(s) визначає х.ф. ξ+(θs),
яку можна записати так

ϕ+(s, α) =
p+(s)(c− iα)

ρ+(s)− iα
= 1 +

iαq+(s)

ρ+(s)− iα
. (6.205)

Пiсля пiдстановки правої частини (6.205) в основу факторизацiйну
тотожнiсть (див. (1.64)) на основi позначень (6.184) виводяться спiв-
вiдношення

P̃>(s, α)− P̃<(s, α) = −p+(s)Φ̃−(s, α)
c− iα

ρ+(s)− iα
+

q+(s)

ρ+(s)− iα
.

Шляхом нескладних перетворень звiдси легко одержати перше спiв-
вiдношення (6.199), еквiвалентне другому.

При λ < ∞, з урахуванням того, що p−1
+ (s) = s−1 (s+ λ) p−(s)

iз (6.199) випливає (6.200). Пiсля обернення по α встановлюєть-
ся (6.201), а пiсля обернення (6.201) по s — (6.202). Зауважимо, що
при λ < ∞ для схiдчастих майже напiвнеперервних знизу процесiв
p−(s) = cs(s+ λ)−1ρ−1

+ (s) = cs(s+ λ)−1E [ξ+(θs)|ξ+(θs)] . Звiдси пiс-
ля обернення по s можна одержати (6.203). Дiйсно, якщо позначити

M ′+(t) =
∂

∂t
E
[
ξ+(t) | ξ+(t) > 0

]
=

=

∫ ∞
0

∂

∂t
P
{
ξ+(t) > x|ξ+(t) > 0

}
dx,

тодi

M ′+(t) =

∫ ∞
0

∂

∂t
P
{
τ+(x) < t|τ+(0) < t

}
dt =

=

∫ ∞
0

t−1xdP {ξ(t) < x} = t−1E+(t), t > 0. (6.206)
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При λ ≤ ∞ оберненням другої формули в (6.199) по α визначається
розподiл ξ−(θs)

P−(s, x) = c

∫ x

−∞
e−c(x−z)P (s, z)dz + cE

[
ξ+(θs)/ξ

+(θs) > 0
]
×

×
[
P (s, x)− c

∫ x

−∞
e−c(x−z)P (s, z)dz

]
, x < 0. (6.207)

Пiсля обернення (6.207) по s встановлюється перша формула
в (6.204), а з урахуванням (6.206) — друга й теорема 6.20 доведе-
на.

Слiд вiдзначити, що формула (6.203) для процесiв ризику з ви-
падковими премiями є аналогом формули (6.185) (формули Prabhu
для класичного процесу ризику).

Одержанi в теоремах 6.19, 6.20 спiввiдношення (6.185), (6.186)
та (6.202), (6.203) непридатнi для визначення розподiлу ξ− гранич-
ним переходом t → ∞ (за винятком атомарної ймовiрностi p− =
1 − q− = m

a , q− = λµ1

a у випадку напiвнепервностi зверху). Але при
m > 0 х.ф. ξ− визначається в § 3.6. В наступнiй теоремi (без дове-
дення) зiбранi вище одержанi спiввiдношення для атомарних iмовiр-
ностей.

Теорема 6.21. Для напiвнеперервних знизу процесiв ξ(t) з обме-
женою варiацiєю згiдно з (3.151) при z = 0 (a < 0)

q+(s) = P
{
ξ+(θs) > 0

}
=

1

|a|

∫ ∞
0

e−yρ−(s)Π(y)dy, (6.208)

q+ = lim
s→0

q+(s) =
Π̃(0)

|a|
,

p+ = 1− q+ =
|m|
|a|

при m =

∫ ∞
0

Π(x)dx− a < 0.

Для напiвнеперевних зверху ξ(t) з обмеженою варiацiєю справедливi
аналогiчнi спiввiдношення

q−(s) = P
{
ξ−(θs) < 0

}
=

1

a

∫ 0

−∞
eyρ+(s)Π(y)dy, (6.209)

q− =
Π̃(0)

a
, p− = 1− q− =

m

a
при m = a−

∫ 0

−∞
Π(x)dx > 0.
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Для майже напiвнеперервних знизу ξ(t) з b > 0 λ = λ1 + λ2 < ∞,
λ1,2 — iнтенсивностi додатних (вiд’ємних) стрибкiв, з

m = Eξ(1) = λ1µ1 − λ2b
−1 = (λ1µ1b− λ2)b−1, p = λ1λ

−1,

q = λ2λ
−1, F1(x) = P {ξ1 < x} , x > 0,

q+(s) =
λp

s+ λ

[
1 + bq−(s)

∫ ∞
0

e−yρ−(s)F 1(y)dy

]
, (6.210)

q+ = p (1 + bµ1) , p+ = 1− q+ =
b|m|
λ

при m < 0.

Для майже напiвнеперервних зверху ξ(t) з λ < ∞ справедливi ана-
логiчнi спiввiдношення (m = λ2c

−1 − λ1µ1, c > 0)

q−(s) =
λp

s+ λ

[
1− cq+(s)

∫ 0

−∞
eyρ−(s)F1(y)dy

]
, (6.211)

q− = p

(
1− c

∫ 0

−∞
F1(y)dy

)
, p− = 1− q− =

cm

λ
при m > 0.

Iз (6.189) випливає запис для p−(s)

p−(s) =
c

s+ λ
s

∫ ∞
0

e−syy−1E+(y)dy =

=
c

s+ λ

∫ ∞
0

∣∣N+
s (x)

∣∣ dx. (6.212)

За тауберовою теоремою обчислюється граничне значення

lim
s→0

p−(s) = p− =
c

λ
lim
s→0

s

∫ ∞
0

∣∣N+
s (x)

∣∣ dx;

lim
s→0

∫ ∞
0

s

∫ ∞
0

e−syy−1F (y, x)dxdy =

= lim
s→0

s

∫ ∞
0

e−syy−1E+ξ(y)dy.

Таким чином, маємо

lim
s→0

s

∫ ∞
0

Ns(y)dy = lim
y→∞

E+ξ(y)

y
= lim
y→∞

my −E−ξ(y)

y
= m.
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Отже при обчисленнi p− другим способом ми одержали теж саме
значення p− = cm

λ при m > 0 i важливi граничнi спiввiдношення при
m > 0:

lim
y→∞

y−1E−ξ(y) = 0, lim
y→∞

y−1E+ξ(y) = m, (6.213)

lim
y→∞

∫
R−

F (y, x)dx = 0, lim
y→∞

y−1

∫
R+

F (y, x)dx = m.

Ще один простий спосiб визначення p− випливає iз ранiше наведе-
ного спiввiдношення

p−(s) =
s

s+ λ

c

ρ+(s)
=

c

s+ λ

s

ρ+(s)
−→
s→0

p− =
c

λ
m. (6.214)

Теорема 6.22. При умовi P{τ−(0) = 0} = 0 (аналог умови (3.275))
генератриса ξ− визначається граничною формулою Полячека–Хiн-
чiна. Для напiвнеперервного зверху процесу ξ(t) з кумулянтою
(6.155)

(
σ = 0, a > 0,

∫ 0

−1
|x|Π(dx) <∞

)
Ee−zξ

−
=

p−

1− q−Π̃(z)/Π̃(0)
, q− =

1

a
Π̃(0), (6.215)

Π(x) =

∫ x

−∞
Π(dx), x < 0, Π̃(z) =

∫ 0

−∞
ezxΠ(x)dx.

Якщо λ <∞, Π̃(x) = λF (x), x < 0,

Π̃(z) = λ

∫ ∞
0

ezxF (x)dx = λF̃ (z).

Для схiдчастих майже напiвнеперервних зверху процесiв ξ(t)
(a = 0, Π(0) < ∞, λ = λ1 + Π(0), Π(x) = Π(0)F1(x), x < 0) при
m > 0 має мiсце аналог класичної формули Полячека–Хiнчина (див.
також (6.60) для майже напiвнеперервних знизу ζ(t))

Eezξ
−

= p−

[
1− q−

ϕ1(z) + cF̃1(z)

1 + cF̃1(0)

]−1

, (6.216)

ϕ1(z) =

∫ 0

−∞
ezxdF1(x), F̃1(z) =

∫ 0

−∞
ezxF1(x)dx,

ϕ1(z) = 1− zF̃1(z), p− =
cm

λ
, q− = 1− p.
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Закiнчуючи вивчення теоретико-ризикових проблем в роздiлах 4–
6 для процесiв ризику зi значеннями в R1, вiдмiтимо такий факт. Ми
оминули деякi розглянутi в роздiлах 4–6 проблеми для випадку, ко-
ли розподiли вимог F (x) належать до класу розподiлiв з “важкими
хвостами” F (x) — класу пiдпоказникових розподiлiв (subexponential
or “heavy-tailed” distributions). Властивостi таких розподiлiв вивча-
лись, наприклад, у [130], на основi яких встановлюється наближення
(див. [130, (4.6), с. 17])

Ψ(u) ≈ (ρµ1)−1F (u), µ1 = F (0), u→∞. (6.217)

До вказаного класу розподiлiв належать розподiли:
1) З правильно змiнними хвостами (α > 1; x→∞)

F (x) ∼ L(x)x−α,
L(tx)

L(x)
→
x→∞

1, t > 0; F (x) ∼ L(x)x1−α

µ2
1(α− 1)

.

2) Вейбула–Гнєденко з параметром 0 < β < 1, x > 0, µ1 =
β−1Γ(β−1),

F (x) = exp{−xβ};

F (x) ∼ 1

µ1

1

Γ(β−1)
x1−β exp{−xβ}, x→∞.

3) Логнормальний з параметрами (m,σ), µ1 = em+σ22−1

, x > 0

F (x) = Φ

(
log x−m

σ

)
,

F (x) ∼ 1

µ1
σx exp

{
− (log x−m)2

2σ2

}
, x→∞.

4) Парето з параметрами (λ, a > 0) i щiльнiстю

f(x) =
αIx>a

λ(1 + (x− a)λ−1)α+1
, α > 0;

при k ≤ α− 1, µk <∞;

зокрема, при a = 0, λ = 1

f(x) = α(1 + x)−α−1, F (x) = (1 + x)−α,



404 Роздiл 6. Поведiнка процесiв ризику пiсля банкрутства

F (x) =
1

α− 1
(1 + x)1−α, µk =

α

α− k
, k ≤ α− 1, α > 1.

Основнi формули для ймовiрностей банкрутства Ψ(u) та їх на-
ближення можна знайти на сторiнках додаткiв в кiнцi монографiї.

Приклад 6.7. Нехай ζ(t) процес iз прикладу 5.1. На основi його
результатiв (або вказiвок до задач 20.6–20.7 в [69]) довести, що

T̃ (s, µ, u) =
µ

µ− u

[
1− (µ+ 3)(µ+ 7)P2(s,−µ)

(u+ 3)(u+ 7)P2(s,−µ)

]
=

= µ

[
Q̃1(s, µ)

u+ 3
+
Q̃2(s, µ)

u+ 7

]
, P2(s,−µ) = (µ+ r2(s))(µ+ r3(s)).

Обчислити Q̃1,2(s, µ) = (a1,2(s)µ + b1,2(s))P−1
2 (s,−µ) i шляхом обер-

нення по u, µ довести, що має мiсце спiввiдношення

P{γ+(x) > z, ζ+(θs) > x} =

= e−3zQ1(s, x) + e−7zQ2(s, x), x, z > 0,

Q1,2(s, x) = p1,2(s)e−r2(s)x + q1,2(s)e−r3(s)x,

2∑
k=1

(pk(s) + qk(s)) = q+(s),

а також граничне спiввiдношення при s→ 0 (r2,3(s)→ 1; 6)

Φ1(x, z) = e−3z

(
3

5
e−x − 1

10
e−6x

)
+ e−7x

(
3

35
e−x +

9

10
e−6x

)
,

яке узгоджується з вiдповiддю до задачi 20.7 в [69].

Принагiдно вiдзначимо, що частина прикладiв увiйшла в останнiй
роздiл збiрника задач [69] з вiдповiдними вказiвками та вiдповiдями.



Роздiл 7

Ґратчастi пуассонiвськi
процеси та випадковi
блукання

7.1 Факторизацiйнi тотожностi
для ґратчастих пуассонiвських
процесiв

Однорiдний процес з н.п. {ξ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0} називається ґратча-
стим пуассонiвським процесом, якщо a = 0 i стрибкова мiра Левi
зосереджена в послiдовностi точок {xr = rh} (h > 0, r 6= 0 — цiле) i
визначається спiввiдношенням

Π(xr) = λpr, pr = P{ξ1 = rh}, r = ±1,±2, . . . .

Генератриса такого процесу визначається спiввiдношенням

gt(z) =: Ezξ(t) = etk(z), |z| = 1,

k(z) = λ(p(z)− 1), p(z) = Ezξ1 =
∑
r 6=0

zrhpr. (7.1)

Без обмеження загальностi можна вважати, що h = 1 i розгляда-
ти тiльки цiлозначнi процеси. Як i ранiше функцiю k(z) = ln g1(z)
називаємо кумулянтою процесу. Нагадаємо деякi означення.

405
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Означення 7.1. Цiлозначний пуасонiвський процес

ξ(t) =
∑
k≤ν(t)

ξk, ξ0 = ξ(0) = 0,

де ν(t) — простий пуассонiвський процес з параметром λ > 0, нази-
вається напiвнеперервним знизу, якщо виконується умова

E[zξ1 | ξ1 < 0] = z−1, |z| ≥ 1. (7.2)

Якщо умовна генератриса стрибкiв задовольняє умову

E
[
zξ1 | ξ1 < 0

]
=

1− b
z − b

(0 < b < 1, |z| ≥ 1), (7.3)

тодi процес ξ(t) називається майже напiвнеперервним знизу.

Означення 7.2. Якщо для процесу ξ(t) умовна генератриса стриб-
кiв задовольняє умову

E[zξ1 |ξ1 > 0] = z, |z| ≤ 1, (7.4)

тодi ξ(t) називається напiвнеперервним зверху. Якщо замiсть (7.4)
виконується умова

E[zξ1 |ξ1 > 0] =
(1− c)z
1− cz

(0 < c < 1, |z| ≤ 1), (7.5)

тодi ξ(t) називається майже напiвнеперервним зверху.

Зауважимо, що з умов майже напiвнеперервностi при c = 0 та b =
0 випливають умови напiвнеперервностi. Крiм того, умови (7.2), (7.3)
та (7.4), (7.5) вiдповiдно еквiвалентнi ранiше розглядуваним умовам
(1.80) та (1.84). Нагадаємо, що для геометрично розподiлених ви-
падкових величин ξ > 0 з параметром c (див. (7.5)) Eξ = (1 − c)−1,
Dξ = c(1− c)−2,

P{ξ = k} = (1− c)ck−1, P{ξ ≥ k} = ck−1, k ≥ 1.

Якщо θs — показниково розподiлена випадкова величина з пара-
метром s > 0, тодi

g(s, z) := Ezξ(θs) =
s

s− k(z)
, |z| = 1. (7.6)
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Як i ранiше будемо вживати позначення ξ±(t), ξ±(θs), а також

g±(s, z) = Ezξ
±(θs) (|z| ≤ 1, |z| ≥ 1).

Для функцiоналiв, пов’язаних з перетином цiлозначного рiвня ви-
никає необхiднiсть у користування “роздвоєних” позначень деяких
функцiоналiв, обумовлених тим, що цiлозначний процес ξ(t) може
попадати на фiксований цiлозначний рiвень з додатною ймовiрнiстю.
Тому для ранiше розглянутих перестрибкових функцiоналiв будемо
вживати позначення такого типу (x > 0):

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}, τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) ≥ x},
γ+(x) = ξ(τ+(x))− x, γ+(x) = ξ(τ+(x))− x,
γ+(x) = x− ξ(τ+(x)− 0), γ+(x) = x− ξ(τ+(x)− 0),

γ+
x = γ+(x) + γ+(x), γ+

x = γ+(x) + γ+(x).

Аналогiчний запис буде використовуватись для нижнiх функцiона-
лiв при цiлих x < 0:

τ−(x), τ−(x); γ−(x), γ−(x); i т.д.

Сформулюємо твердження про безмежно подiльну факторизацiю
(б.п.ф.) (див. [177,178]).

Лема 7.1. Для цiлозначних пуассонiвських процесiв генератриса
ξ(θs) допускає розклад

g(s, z) = Ezξ
+
s Ezξ

−
s , |z| = 1, (7.7)

де ξ±s (ξ+
s ≥ 0, ξ−s ≤ 0) — цiлозначнi безмежно подiльнi випадковi

величини з генератрисами

Ezξ
±
s = exp

{∑
±k>0

(zk − 1)n±k (s)

}
, (|z| ≤ 1, |z| ≥ 1), (7.8)

n±k (s) =

∫ ∞
0

e−stt−1pn(t)dt, pk(t) = P{ξ(t) = k}, ±k ≥ 1. (7.9)

Доведення. Згiдно iз зображенням ln g(s, z) iнтегралом Фрулланi

ln
s

s− k(z)
=

∫ ∞
0

t−1(et(k(z)−s) − e−ts)dt =
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=

∫ ∞
0

t−1e−st
∑
k 6=0

(zk − 1)pk(t)dt (7.10)

i права частина (7.10) розкладається на суму двох iнтегралiв

I±(s) =
∑
±k>0

(zk − 1)n±k (s) (n±k (s) див. в (7.9)),

що визначають х.ф. розподiлiв двох незалежних безмежно подiльних
розподiлiв.

Сформулюємо без доведення низку тверджень iз [177], аналоги
яких доведенi в роздiлах 2, 3 для процесiв з недискретною фазою.

Теорема 7.1. Для х.ф. g(s, z) має мiсце основна факторизацiйна
тотожнiсть (о.ф.т.)

g(s, z) =: Ezξ(θs) = g+(s, z)g−(s, z), |z| = 1, (7.11)

множники якої iдентичнi з компонентами б.п.ф. (7.9)

g±(s, z) =: Ezξ
±(θs) = exp

{∑
±k>0

(zk− 1)n±k (s)

}
, ±|z| ≤ 1, (7.12)

p±(s) =: P{ξ±(θs) = 0} = g±(s, 0),

де n±k (s) визначається в (7.9). Спiввiдношення (7.12) називається
дискретним аналогом тотожностей Спiтцера. Якщо m = Eξ(1) =
λµ < 0 (µ = Eξ1), тодi при k > 0

n+
k (0) =

∫ ∞
0

t−1pk(t)dt <∞,
∑
k>0

n+
k (0) <∞,

i генератриса абсолютного максимуму ξ+ = lim
t→∞

ξ+(t) визначає-
ться спiввiдношенням

g+(z) = Ezξ
+

= exp

{∑
k>0

(zk − 1)n+
k (0)

}
,

p+ =: P{ξ+ = 0} = g+(0) = exp

{
−
∑
k>0

n+
k (0)

}
. (7.13)
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Аналогiчно при m > 0 n−k (0) < ∞ для k < 0 i генератриса ξ− =
lim
t→∞

ξ−(t) визначається спiввiдношенням

g−(z) = Ezξ
−

= exp

{∑
k<0

(zk − 1)n−k (0)

}
,

p− =: P{ξ− = 0} = exp

{
−
∑
k<0

n−k (0)

}
. (7.14)

Для спiльного розподiлу пари {ξ(θs), ξ±(θs)} справедлива

Теорема 7.2. Генератриса пари {ξ(θs), ξ±(θs)} визначається спiв-
вiдношеннями

Ezξ(θs)vξ
+(θs) = g+(s, zv)g−(s, z), |z| = |v| = 1,

Ezξ(θs)vξ
−(θs) = g−(s, zv)g+(s, z); (7.15)

E[zξ(θs), ξ+(θs)< x] = g−(s, z)E[zξ
+(θs), ξ+(θs)< x], x > 0. (7.16)

Позначимо ν̃ε — геометрично розподiлену випадкову величину

P{ν̃ε = k} = (1− ε)εk, k ≥ 0, 0 < ε < 1.

На основi стохастичних спiввiдношень зв’язку мiж τ+(x) та γ+(x)
(τ+(x), γ+(x))

τ+(n+ r)
·
=

{
τ+(r), γ+(r) > n,

τ+(r) + τ+(n− γ+(r)), γ+(r) ≤ n;

τ+(n+ r)
·
=

{
τ+(r), γ+(r) ≥ n,
τ+(r) + τ+(n− γ+(r)), γ+(r) < n;

доводяться спiвiдношення для генератрис пар {τ+(·), γ+(·)},
({τ+(·), γ+(·)}), якi називають другими факторизацiйними тотож-
ностями,

T (s, x, z) = E[e−sτ
+(x)zγ

+(x), τ+(x) <∞],

T̃ (s, ε, z) = (1− ε)
∞∑
k=0

εxT (s, z, x).



410 Роздiл 7. Ґратчастi пуассонiвськi процеси

Теорема 7.3. Спiльнi генератриси пар {τ+(x), γ+(x)}, {τ+(x),
γ+(x)} визначаються спiввiдношеннями

T (s, x, z) = E[zξ
+(θs)−x, ξ+(θs) > x]g+(s, z)−1, (7.17)

T̃ (s, ε, z) =: E[zγ
+(ν̃ε), ξ+(θs) > ν̃ε] =

(1− ε)z
z − ε

[
1− g+(s, ε)

g+(s, z)

]
;

E[e−sτ
+(x)zγ

+(x), τ+(x) <∞] =

= E[zξ
+(θs)−x, ξ+(θs) ≥ x]g+(s, z)−1, (7.18)

E[e−sτ
+(ν̃ε)zγ

+(νε), τ+(νε) <∞] =
1− ε
z − ε

zg+(s, z)− εg+(s, ε)

g+(s, z)
.

Генератриси ξ+(θs) та пари {τ+(0), γ+(0)} пов’язанi спiввiдношен-
ням

E[e−sτ
+(0)zγ

+(0), τ+(0) <∞] = E[zγ
+(0), ξ+(θs) > 0] =

= 1− p+(s)

g+(s, z)
, g+(s, z) = Ezξ

+(θs), (7.19)

з якого випливає дограничне узагальненння формули Полячека–Хiн-
чина для цiлозначних пуассонiвських процесiв

g+(s, z) =
p+(s)

1− q+(s)E[zγ+(0)|ξ+(θs) > 0]
. (7.20)

Якщо m < 0, тодi ξ+ має невироджену генератрису

Ezξ
+

=
p+

1− q+E[zγ+(0) | ξ+ > 0]
. (7.21)

Зауважимо, що (7.20), (7.21) є аналогами спiввiдношень (2.30) та
(2.33), в яких для ξ+(θs) та ξ+ одержується зображення їх генератрис
у термiнах умовних генератрис

g̃s(z) = E[zγ
+(0) | ξ+(θs) > 0],

g̃0(z) = E[zγ
+(0) | ξ± > 0], m < 0.

Розглянемо напiвнеперервний зверху цiлозначний пуассонiвський
процес ξ(t) з кумулянтою k(z) = t−1Ezξ(t)

k(z) = λ

(
pz + q

∑
k≤−1

zkp′k − 1

)
,

∑
k≤−1

p′k = 1. (7.22)
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Теорема 7.4. Якщо ξ(t) напiвнеперервний зверху процес, тодi ге-
нератриси τ+(x) (τ+(x)) визначаються спiввiдношеннями

T (s, x) = E[e−sτ
+(x), τ+(x) <∞] = P{ξ+(θs) > x} = q+(s)x+1,

T (s, x) = E[e−sτ
+(x), τ+(x) <∞] = P{ξ+(θs) ≥ x} = q+(s)x,

p+
k (s) = T (s, k)− T (s, k) = p+(s)q+(s)k, q+(s) = z−1

s , (7.23)

де zs > 1 — додатний корiнь рiвняння Лундберга: k(z) = s, а гене-
ратриса ξ+(θs) визначається спiввiдношенням

g+(s, z) =
p+(s)

1− q+(s)z
, q+(s) = z−1

s . (7.24)

Якщо ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху процес (див. (7.5) з
0 < c < 1), тодi z−1

s = cp+(s) + q+(s),

T (s, x) = q+(s)z−xs , T (s, x) = q+(s)z−x+1
s , x ≥ 0. (7.25)

Доведення. Почнемо з майже напiвнеперервного випадку, коли

k(z) = λ(pp1(z) + qp2(z))− λ, pk = qp′k, k ≤ −1,

p1(z) =
(1− c)z
1− cz

, p2(z) =
∑
k≤−1

zkp′k, p2(1) = 1.

З очевидного стохастичного спiввiдношення

τ+(x)
·
=

{
ζ, ξ > x, P{ξ > x} = pcx, x > 0,

ζ + τ+(x− ξ), ξ ≤ x

виводиться рiвняння

T (s, x) =
λp

s+ λ
cx +

λ

s+ λ

x∑
k=−∞

T (s, x− k)pk, x ≥ 0, (7.26)

розв’язок якого шукається у виглядi степеневої функцiї

T (s, x) = q+(s)c(s)x, c(s) = z−1
s (k(zs) = s).

Пiсля пiдстановки його розв’язку в (7.26) одержимо спiввiдношення

c(s)x(s+ λ)q+(s) = λpcx + λq+(s)
∑
k≤x

c(s)x−kpk,
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з якого при x = 0 випливає, що q+(s) = p−1
1 (zs) i вибрана степе-

нева функцiя з c(s) = z−1
s , де zs — корiнь рiвняння Лундберга, є

розв’язком рiвняння (7.26) i, таким чином, (7.25) доведено. При c = 0
q+(s) = c(s) = z−1

s i з (7.25) випливає перше спiввiдношення (7.23).
Аналогiчно доводиться спiввiдношення для T (s, x). Пiсля твiрного
перетворення розподiлу ξ+(θs)

p+
k (s) = T (s, k)− T (s, k) (k ≥ 0)

легко знайти генератрису для ξ+(θs) (7.24).

Надалi позначатимемо урiзанi генератриси для ξ(θs) ≤ −k (k ≥ 0)

g−−k(s, z) =
∑
r≤−k

zrpr(s), g−0 (s, z) = [g(s, z)]0−,

pr(s) = P{ξ(θs) = r}.

Слiд вiдмiтити, що проекцiї [g−1
+ (s, z)g−0 (s, z)]0− вiдповiдає твiрна

функцiя

a−(s, z) =

[
1− zz−1

s

1− cz
g−0 (s, z)

]0

−
=
∑
r≥0

a−r(s)z
−r,

a−(s, 1) = p+(s),

a−r(s) = p−r(s) + (c− z−1
s )

∑
k≥r+1

p−k(s)ck−r−1.

На основi теореми 7.4 встановлюється

Теорема 7.5. Якщо ξ(t) — майже напiвнеперервний зверху цiло-
значний процес, тодi генератриса ξ+(θs) визначається через корiнь
zs = k−1(s) (k(zs) = s, c < z−1

s = q+(s) + cp+(s) < 1, |z| ≤ 1)

g+(s, z) =
p+(s)(1− cz)

1− zz−1
s

, g+(s, z)− p+(s) = q+(s)
(1− z−1

s )z

1− zz−1
s

,

p+(s) =
1− z−1

s

1− c
, q+(s) = p−1

1 (zs) =
z−1
s − c
1− c

, (7.27)

p+
k (s) = p+(s)(1− czs)z−ks = q+(s)(1− z−1

s )z1−k
s , k ≥ 1;

P{ξ+(θs) ≥ k} = q+(s)z1−k
s , zs = ẑs ∈ (1, c−1), k ≥ 1.
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Для {τ+(0), γ+(0)} має мiсце спiввiдношення

E[e−sτ
+(0)zγ

+(0), τ+(0) <∞] = E[zγ
+(0), ξ+(θs) > 0] =

= q+(s)
(1− c)z
1− cz

, Ezγ
+(0) =

(1− c)z
1− cz

. (7.28)

Розподiл ξ−(θs) визначається через розподiл вiд’ємних значень ξ(θs)

g−(s, z) =
1

p+(s)

[(
1 +

(czs − 1)z

zs(1− cz)

)
[g(s, z)]0−

]0

−
, zs = z(s),

p−k (s) =
1

p+(s)
[pk(s) + (c− z−1

s )ck−1g−k−1(s, c−1)], k < 0

p+(s)P (s, 0) = p0(s) + q+(s)E[c|ξ(θs)|, ξ(θs) < 0]; (7.29)

p−(s) =
1

p+(s)
[p0(s) +

czs − 1

zsc
E[c|ξ(θs)|, ξ(θs) < 0].

Якщо 0 < c < 1, тодi з першої формули в (7.29) випливає запис
g−(s, z) без проекцiї

g−(s, z) =
1

p+(s)

{
g−0 (s, z)+

q+(s)
(1− c)z
1− cz

E[(c|ξ(θs)| − zξ(θs)), ξ(θs) < 0]

}
. (7.30)

Якщо m > 0, тодi zs → 1, zss → z′(0) = 1
m , p+(s)→ 0 при s→ 0,

p−k = P{ξ− = k} = m(1− c)[p′k(0) + (c− 1)g′k−1(0, c−1)] =

=
1

p′+(0)

[
p′k(0) + (c− 1)

∞∑
r=1

p′k−r(0)cr−1

]
,

k ≤ −1, p′+(0) =
z′(0)

1− c
.

Якщо m < 0, тодi zs → z0 = (q+ + cp+)−1 > 1 при s → 0 i генера-
триса ξ+ з p+ = P{ξ+ = 0} = (1− z−1

0 )(1− c)−1 > 0 має вигляд

g+(z) = p+ + q+
(1− z−1

0 )z

1− zz−1
0

, p+
k = q+z

1−k
0 (1− z−1

0 ), k ≥ 1.
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Якщо c = 0, тодi q+(s) = z−1
s i (7.29) спрощуються.

g−(s, z) =
1

p+(s)
[g0(s, z)− q+(s)zg−−1(s, z)], p+(s) =

p0(s)

P (s, 0)
,

p−(s) =
1

p+(s)
[p0(s)− p−1(s)q+(s)],

p−k (s) =
1

p+(s)
[pk(s)− q+(s)pk−1(s)], k < 0.

Доведення. Спiввiдношення (7.28) випливає з (7.19). На основi о.ф.т.
пiсля проектування визначається генератриса g−(s, z), пiсля обер-
нення якої по z знаходиться розподiл ξ−(θs) в (7.29). Звiдси пiсля
твiрного перетворення одержимо генератрису (7.30) без проектуван-
ня. Граничним переходом (s→ 0) з одержаних спiввiдношень визна-
чаються розподiли ξ± при ∓m > 0. Для c = 0 iз (7.26)–(7.30) легко
одержуються вiдповiднi спрощення для напiвнеперервного випадку.
Зокрема, при c = 0 зв’язок мiж p0(s) та p+(s) (p0(s) = p+(s)P{ξ(θs) ≥
0}) подiбний до формули зв’язку мiж ρ+(s) та P ′(s, 0) (3.14) для на-
пiвнеперервних зверху процесiв ξ(t) ∈ R.

Аналогiчна теорема доводиться для майже напiвнеперервних зни-
зу процесiв з кумулянтою

k(z) = λ

(
q

1− b
z − b

+ pEzξ1 − 1

)
,

(λ1 = λp — iнтенсивнiсть стрибкiв ξ1 ≥ 1), якщо ввести урiзанi гене-
ратриси

gk(s, z) =
∑
r≥k

zrpr →
z→1

P{ξ(θs) ≥ k}, g0(s, z) = [g(s, z)]0+.

Тодi проекцiйнiй дужцi [g−1
− (s, z)g0(s, z)]0+ вiдповiдає з точнiстю до

незалежного вiд z множника твiрна функцiя

a+(s, z) =

[
(z − zs)z−1

1− z−1b
g0(s, z)

]0

+

=
∑
r≥0

ar(s)z
r, zs ∈ (b, 1),

ar(s) = pr(s) + (b− zs)b−r−1gr+1(s, b),

a+(s, 1) = p−(s), r ≥ 0.
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Теорема 7.6. Якщо ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес
(0 < b < 1), тодi zs = q−(s) + bp−(s),

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)

z − zs
, p−(s) =

1− zs
1− b

, |z| ≥ 1 (7.31)

p−−k(s) = p−(s)(zs − b)zk−1
s , k ≥ 1, b < zs < 1.

Генератриса ξ+(θs) визначається проекцiйним спiввiдношенням

g+(s, z) =
1

p−(s)

1− zsz−1

1− bz−1

∑
k≥0

zkpk(s)

0

+

=
a+(s, z)

a+(s, 1)
, (7.32)

p+
k (s) =

1

p−(s)

[
pk(s) + (b− zs)b−k−1gk+1(s, b)

]
, k ≥ 0.

p−(s)P{ξ(θs) ≤ 0} = p0(s) + q−(s)E[bξ(θs), ξ(θs) > 0] →
b→0

p0(s).

Згiдно з (7.32) генератриса ξ+(θs) (без проекцiї) має вигляд

g+(s, z) =
1

p−(s)
[g0(s, z) + q−(s)

b− 1

b− z
(g1(s, b)− g1(s, z))].

Якщо m < 0, тодi zs = z(s) → 1 при s → 0, p′−(0) = − z
′(0)

1−b (z′(0) =

m−1 < 0) i генератриса ξ+ має вигляд

g+(z) =: Ezξ
+

=
1

p′−(0)

[(
1 + (b− 1)

∞∑
k=1

bk−1z−k

) ∞∑
k=0

zkp′k(0)

]0

+

,

p+
k =

1

p′−(0)

[
p′k(0)− (1− b)

∞∑
r=1

br−1p′k+r(0)

]
, k ≥ 0. (7.33)

Якщо m > 0, тодi z(s) −→
s→0

z0 ∈ (b, 1) i генератриса ξ− має вигляд

g−(z) =: Ezξ
−

= (1− z0)
1− bz−1

1− z0z−1
,

p− =
1− z0

1− b
, p−k = p−(z0 − b)zk−1

0 , k ≥ 1. (7.34)
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Для напiвнеперервних знизу процесiв (b = 0) (7.31)–(7.34) спро-
щуються; зокрема, для розподiлу екстремумiв знаходимо, що

g−(s, z) =
p−(s)

1− z−1z(s)
, T (s, x) = P−(s, x) = z1−x

s , x ≤ 0,

p+
k (s) =

1

p−(s)
[pk(s)− z(s)pk+1(s)], z(s) = q−(s), k ≥ 0.

Вiдповiдно для розподiлу абсолютних екстремумiв маємо:

p+
k =

1

p′−(0)
[p′k(0)− p′k+1(0)], k ≥ 0, якщо m < 0;

p−k = p−z
−k
0 , q− = z0 = q− + bp−, k ≤ 0, якщо m > 0.

Сформулюємо твердження про формулу двоїстостi та деякi наслiд-
ки з неї. Надалi для спрощення позначатимемо zs = z(s) як при
умовi (7.4), так i при умовi (7.5).

Лема 7.2. Для майже напiвнеперервних зверху (знизу) цiлознач-
них пуасонiвських процесiв ξ(t) мають мiсце спiввiдношення

pr(s) = P{ξ(θs) = r} = sz−r−1
s z′s (k(zs) = s, s > 0, r > 0), (7.35)

P{ξ(t) = r} =
t

r

∂

∂t
P{τ+(r) < t|τ+(0) < t} (r > 0), (7.36)

P{ξ(t) = r} = − t
r

∂

∂t
P{τ−(r) < t|τ−(0) < t} (r < 0),

вiдповiдно при умовi (7.5) та (7.3).
Для напiвнеперервних знизу цiлозначних процесiв формули (7.36)

спрощуються далi в (7.42) i справедливе спiввiдношення

P{ξ+(t) ≥ r} = P{ξ+(t) > r}+

+

∫ t

0

pk(t− y)
1

y
E[|ξ(y)|, ξ(t) < 0]dy. (7.37)

Доведення. При умовi (7.5) на основi о.ф.т. встановлюється спiввiд-
ношення

g(s, z) =
p+(s)(1− cz)

1− zz−1
s

g−(s, z),
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пiсля проектування якого знаходимо, що

[g(s, z)]0+ =

[
p+(s)g−(s, z)

1− zz−1
s

]0

+

− cp+(s)

[
zg−(s, z)

1− zz−1
s

]0

+

. (7.38)

Першим проекцiйним дужкам [ ]+0 вiдповiдає послiдовнiсть {ax}x≥0,

ax = p+(s)

∞∑
r=x

z−rs p−x−r(s) = p+(s)

−∞∑
k=0

p−k (s)zk−xs .

В той же час перерахована генератриса (пiсля розкриття операцiї
проектування [ ]0+) зводиться до вигляду

As(z) =
∑
x≥0

zxax = p+(s)
∑
x≥0

zxzs
∑
k≤0

p−k (s)zks ,

тобто

As(z) = p+(s)g−(s, zs)
∑
x≥0

zxz−xs ,

ax = p+(s)g−(s, zs)z
−x
s , x ≥ 0.

Аналогiчно для других проекцiйних дужок знаходимо обернення

bx = p+(s)g−(s, zs)cz
1−x
s , x ≥ 0.

Отже пiсля обернення (7.38) по z знаходимо розподiл ξ(θs) > 0

pr(s) = ar − br = p+(s)(1− czs)g−(s, zs)z
−r
s , r > 0. (7.39)

На пiдставi (7.27) генератрису g(s, z) = s
s−k(z) можна переписати

так (оскiльки s = k(zs), zs = z(s))

s(zs − z)
k(zs)− k(z)

= p+(s)(1− czs)zsg−(s, z).

Звiдси при z → zs випливає, що

s

k′(zs)
= zsp+(s)(1− czs)g−(s, zs) = sz′s. (7.40)
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Таким чином iз (7.39) та (7.40) випливає (7.35). Згiдно з (7.27)

P{ξ+(θs) ≥ r} = p+(s)
1− czs
1− z−1

s

z−rs , p+(s) =
1− z−1

s

1− c
, r > 1,

P{ξ+(θs) ≥ r} = P{ξ+(θs) > r − 1} = q+(s)z1−r
s , r > 1,

тобто для майже напiвнеперервних зверху ξ(t)

P{ξ+(θs) > r} = q+(s)z−rs , r ≥ 0, (7.41)

z−rs = P{ξ+(θs) > r | ξ+(θs) > 0} = P{τ+(r) < θs | τ+(r) < θs}.

Продиференцiювавши (7.41) по s, знаходимо, що

−rz−r−1
s z′s =

∂

∂s
P{τ+(r) < θs | τ+(0) < θs}.

Пiсля обчислення похiдної по s одержимо спiввiдношення

(P{τ+(r) < θs | τ+(0) < θs})′s =

(
−
∫ ∞

0

P{τ+(r) < t}de−st
)′
s

=

=

∫ ∞
0

te−stdP{τ+(r) < t | τ+(0) < t},

з якого випливає, що при r > 0

pr(s) =
s

r

∫ ∞
0

e−stt
∂

∂t
P{τ+(r) < t | τ+(0) < t}dt.

Звiдси пiсля обернення по s встановлюється перше спiввiдношення
в (7.36). Цiлком аналогiчно доводиться друге спiввiдношення в (7.36)
для майже напiвнеперервних знизу процесiв.

Для напiвнеперервних зверху процесiв (c = 0) справедливе спiв-
вiдношення

P{ξ+(θs) ≥ r} = z−rs (zs = ẑs ∈ (0, c−1))

пiсля диференцiювання якого по s встановлюється, що

pr(s) = −s
r

∂

∂s
P{ξ+(θs) ≥ r} = −s

r

∂

∂s
P{τ+(r) < θs}.
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Звiдси пiсля обернення по s одержимо спрощенi аналоги спiввiдно-
шень (7.36) для напiвнеперервного зверху (знизу) процесу

P{ξ(t) = r} =
t

r

∂

∂t
P{τ+(r) < t}, r > 0, c = 0,

P{ξ(t) = r} = − t
r

∂

∂t
P{τ−(r) < t}, r < 0, b = 0. (7.42)

Далi обмежимось випадком напiвнеперервностi знизу. При b = 0
iз (7.32) zs = q−(s) = 1− p−(s), Eξ−(θs) = 1

p−(s) , тому

p+
k (s) =

1

p−(s)
[pk(s)− zspk+1(s)], k ≥ 0.

Звiдси випливає, що при b = 0

∞∑
k≥r

p+
k (s) =

1

p−(s)
[P{ξ(θs) ≥ r} − zsP{ξ(θs) ≥ r + 1}] =

=
1

p−(s)
P{ξ(θs) = r}+ P{ξ(θs) > r}. (7.43)

Пiсля пiдстановки Eξ−(θs) = (p−(s))−1 в (7.43) права частина одер-
жаного спiввiдношення обертається по s, що приводить до спiввiд-
ношення

P{ξ+(t) ≥ r} =

∫ t

0

pr(t− y)dEξ−(y) + P{ξ(t) > r}.

Згiдно з формулою двоїстостi в (7.42) знаходимо

Eξ−(t) =

−∞∑
r=0

P{ξ−(t) ≤ r} =

−∞∑
r=0

P{τ−(t) < t},

∂

∂t
Eξ−(t) = −

−∞∑
r=0

∂

∂t
P{τ−(t) < t} =

=
∑
r≤0

r

t
P{ξ(t) = r} =

1

t
E[|ξ(t)|, ξ(t) < 0].

Пiсля пiдстановки dEξ−(t) в iнтегральну згортку попереднього
спiввiдношення для хвоста розподiлу ξ+(t) встановлюєтьься форму-
ла (7.37). Ця формула повнiстю розкриває змiст формули Спiтцера,
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пiсля обернення якої по s розподiл ξ+(t) виражається через розподiл
значень ξ(t) > 0. При цьому

E[ξ(y), ξ(y) < 0] = my −E[ξ(y), ξ(y) > 0], m = Eξ(1).

Для напiвнеперервного знизу цiлозначного процесу ризику з випад-
ковою премiальною функцiєю C(t)

ζ(t) = S(t)− C(t), C(t) = ν1(t),

iмовiрнiсть банкрутства на скiнченному iнтервалi [0, t] виражається
аналогiчною формулою до (7.37):

P{ζ+(t) ≥ r} = P{ζ(t) > r}+

+

∫ t

0

y−1P{ζ(t− y) = r}E[|ζ(y)|, ζ(y) < 0]dy.

Приклад 7.1. Нехай ξ(t) — цiлозначний пуасонiвський процес (λ =
1) з генератрисою стрибкiв

p(z) =
1

2
(z−1 + z−2)

(1− c)z
1− cz

=
(1 + z)(1− c)

2z(1− cz)
.

Знайти генератрису g(s, z) та компоненти факторизацiї g±(s, z). Зна-
йти генератриси ξ± при ±m < 0. Виразити pk(s) через zs = z−s ∈
(b, 1), z+

s (s) = ẑs ∈ (1, c−1).
Легко знайти

m = Eξ(1) =
1

1−c
− 3

2
=

3c− 1

2(1−c)
, Dξ(1) = σ2

1 =
c

(1−c)2
+

5

2
;

s− k(z) = s+ 1− p(z) =
2(s+ 1)z(1− cz)− (z + 1)(1− c)

2z(1− cz)
.

При c = 1
3 m = 0, σ2

1 = 13
4 . Отже

g(s, z) =
s

s− k(z)
=

2sz(1− cz)
P2(s, z)

,

P2(s, z) = 2(s+ 1)z(1− cz)− (z + 1)(1− c).

Процес ξ(t) майже напiвнеперервний зверху, тому корiнь zs = z+
s > 1

рiвняння P2(s, z) = 0 визначає додатну компоненту факторизацiї

g+(s, z) =
p+(s)(1− cz)

1− zz−1
s

, 1 < zs < c−1, p+(s) =
1− z−1

s

1− c
.
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На основi о.ф.т.

g(s, z) =
2z(1− cz)
P2(s, z)

=
p+(s)(1− cz)

1− zz−1
s

2sz(1− zz−1
s )

p+(s)P2(s, z)

останнiй множник визначає вiд’ємну компоненту факторизацiї

g−(s, z) =
s

p+(s)

2z(zs − z)
zsP2(s, z)

.

Пiсля подiлу P2(s, z) на zs − z знаходимо

P1(s, z) = 2c(s+ 1)z +
c− 1

zs
.

Таким чином легко визначається корiнь P1(s, z)

z−s =
1− c

2c(1 + s)zs
< 1 (zs = z+

s > 1),

g−(s, z) =
s

p+(s)

2z

2c(s+ 1)zsz + c− 1
=

=
s

p+(s)

2zz−s
(1− c)(z − z−s )

,

тобто

p−(s) = lim
z→∞

g−(s, z) =
s

p+(s)

2z−s
1− c

=
s

cp+(s)(1 + s)zs
,

g−(s, z) = p−(s)

[
1− z−s

z

]−1

.

При s = 0 рiвняння P2(0, z) = 0 зводиться до квадратного:

2cz2 − (1 + c)z + 1− c = (2cz + c− 1)(z − 1) = 0.

При 1
3 < c < 1 m > 0, zs → 1 для s→ 0,

p− = lim
s→0

s

p+(s)

1

(1 + s)zs
=

1

p′+(0)
, z−0 = lim

s→0
z−s =

1− c
2c

< 1,

g−(z) = lim
s→0

g−(s, z) =
1

p′+(0)

(
1− 1− c

2cz

)−1

, p′+(0) =
2c

3c− 1
.
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При m = o
(
c = 1

3

)
z±s − 1√

s
→
s→0
±
√

2

σ1
, P{ξ± = ±∞} = 1.

Якщо m < 0, тодi

z+
0 = lim

s→0
zs =

1− c
2c

> 1, m =
3c− 1

2(1− c)
,

lim
s→0

p+(s) = p+ =
1

1− c

(
1− 1

z+
0

)
=

1− 3c

(1− c)2
,

g+(z) = lim
s→0

g+(s, z) = p+
(1− cz)
1− 2c

1−cz
= |m| 1− cz

1− c− 2cz
.

Щоб виразити pk(s) через z±s слiд перемножити розкладенi в ряди
Лорана генератриси g±(s, z) (в термiнах z±s ) i згрупувати члени при
однакових степенях z.

Приклад 7.2. Читачевi пропонується для процесу з прикладу 7.1
знайти коренi z1,2(0) рiвняння P2(0, z) = 0 i проаналiзувати їх зна-
чення при ±m > 0, m = 0 (c = 1/3). Виразити через z1(0) = z−0 < 1
(m > 0) генератрису g−(z), та через z2(0) = z+

0 > 1 (m < 0) — генера-
трису g+(z). Показати також, що додатнi коренi рiвняння k(z) = s:
z1(s) = z−s < 1 < z2(s) = z+

s окаймляють “1” i виразити через них,
вiдповiдно g∓(s, z). За другою факторизацiйною тотожнiстю знайти
спiльну генератрису пари {τ+(x), γ+(x)}.

7.2 Перестрибковi функцiонали
для ґратчастого процесу

Нехай ξ(t) (ξ(0) = 0, t ≥ 0) — ґратчастий пуассонiвський процес
з кроком h = 1 i генератрисою (7.1). Обмежимось перестрибкови-
ми функцiоналами {τ+(x), γ+(x), γ+(x)} (без функцiоналiв {τ+(x),
γ+(x), γ+(x)}), означення яких наводились на початку роздiлу 7 (див.
також [53,177]). Iз стохастичних зображень для цих функцiоналiв

τ+(x)
·
=

{
ζ, ξ > x,

ζ + τ+(x− ξ), ξ ≤ x;
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γ+(x)
·
=

{
ξ − x, ξ > x,

γ+(x− ξ), ξ ≤ x;

γ+(x)
·
=

{
x, ξ > x,

γ+(x− ξ), ξ ≤ x, γ+
x = γ+(x) + γ+(x),

виводиться рiвняння для їх спiльної генератриси

V (s, x, u, v) = E[e−sτ
+(x)uγ

+(x)vγ+(x), τ+(x) <∞],

V (s, x, u, v) =
λ

s+ λ

∞∑
k=x+1

pku
k−xvx +

+
λ

s+ λ

∑
k≤x

V (s, x− k, u, v)pk.

Аналогiчне рiвняння має мiсце для спiльної генератриси четвiрки
{τ+(x), γ+(x), γ+(x), γ+

x } (γ+
x = γ+(x) + γ+(x)). Це рiвняння для ге-

нератриси (0 < |u|, |v|, |µ| ≤ 1)

V (s, x, u, v, µ) = E
[
uγ

+(x)vγ+(x)µγ
+
x , ξ+(θs) > x

]
ми перепишемо в дещо змiненiй формi

(s+ λ)V (s, x, u, v, µ)− λ
∑
k≤x

V (s, x− k, u, v, µ)pk =

= Ax(u, ν, µ), x ≥ 0, (7.44)

де права частина рiвняння (7.44) визначається першими рядками
стохастичних спiввiдношень i має вигляд

Ax(u, v, µ) = λ

∞∑
k=x+1

uk−xvxµkpk, x > 0.

Ми позначимо при µ = 1 та вiдповiдно при v = µ = 1

Ax(u, v) = Ax(u, v, 1) = vxAx(u), Ax(u) = λ
∑

k≥x+1

uk−xpk,

Ax(1) = λ
∑

k=x+1

pk = λF (x) = λP{ξ > x}.
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Ми будемо розглядати також i генератриси пар {τ+(x), γk(x)} (k =
1, 3, γ1(x) = γ+(x), γ2(x) = γ+(x), γ3(x) = γ+

x ). Зокрема, для пари
{τ+(x), γ+(x)} рiвняння (7.44) запишеться так:

(s+ λ)V (s, x, u)− λ
∑
y≤x

V (s, x− y, u) = Ax(u), x ≥ 0.

Щоб знайти розв’язок рiвняння (7.44) i аналогiв останнього рiвня-
ння для пар {τ+(x), γk(x)}, (k = 1, 3) введемо позначення твiрних
перетворень по x

v(s, β, u, v, µ) =
∑
x≥0

βxV (s, x, u, v, µ);

v(s, β, u, v) = v(s, β, u, v, 1); v(s, β, u) = v(s, β, u, 1, 1);

a(β, u, v, µ) =
∑
x≥0

βxAx(u, v, µ) →
µ→1

a(β, u, v) = a(βv, u),

a(β, u) = a(β, u, 1, 1) = λu([p(u)]+ − [p(β)]+)(u− β)−1;

[g(u)]± =

[∑
k

ukgk

]
±

=
∑
±k>0

ukgk = g±(u).

Для згорток Ax(·) з p−k (s) та їх генератрис введемо позначення

G(s, x, u, v, µ) =
∑
y≤0

Ax−y(u, v, µ)p−y (s), x > 0

G(s, x, u, v) = G(s, x, u, v, 1), G1(s, x, u) = G(s, x, u, 1),

G2(s, x, v) = G(s, x, 1, v), G3(s, x, µ) = G(s, x, 1, 1, µ),

Ks(x) = G(s, x, 1) = λ
∑
k≥x

p−x−k(s)F (k), F (k) =

∞∑
r=k+1

pr,

g(s, β, u, v, µ) =
∑

βxG(s, x, u, µ), g(s, β, u, v) = g(s, β, u, v, 1),

g(s, β, u) = g(s, β, u, 1), k(s, β) = g(s, β, 1) =
∑
x≥0

βxKs(x).

На основi (7.44) встановлюється

Теорема 7.7. Для довiльного цiлозначного пуассонiвського процесу
ξ(t) генератриса v(s, β, u, v, µ) визначається спiввiдношенням

sv(s, β, u, v, µ) = [g−(s, β)a(β, u, v, µ)]0+g+(s, β), (7.45)
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обернення якого по β визначає V (s, x, u, v, µ) через згортку

sV (s, x, u, v, µ) =

x∑
y=0

G(s, x− y, u, v, µ)p+
y (s), x ≥ 0. (7.46)

Вiдповiднi спiввiдношення мають мiсце для V (s, x, uk) (k = 1, 3)

V (s, x, uk) = E
[
e−sτ

+(x)u
γk(x)
k , τ+(x) <∞

]
=

= s−1
x∑
y=0

Gk(s, x− y, uk)p+
y (s), u1 = u, u2 = v, u3 = µ.

З (7.45) випливає спiввiдношення для v(s, β, u, v, µ)
(
v(s, β, u, v)

)
v(s, β, u, v, µ) = s−1g(s, β, u, v, µ)g+(s, β) →

µ→1
v(s, β, u, v). (7.47)

Генератриса ξ+(θs) виражається через

k(s, β) = g(s, β, 1) =

= p−(s)[a(β, 1) + (zs − b)(zs − β)−1(a(zs, 1)− a(β, 1))],

g+(s, β) =
s

s+ (1− β)k(s, β)
, p+(s) =

s

s+ k(s, 0)
, (7.48)

де

k(s, 0) = λp−(s)
∑
k≥0

zks [F (k)− bF (k + 1)], q+(s) = V (s, 0, 1).

Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес з умовою (7.3)
i b ∈ (0, 1), тодi g−(s, β) та g(s, β, u, v, µ) виражаються через корiнь
рiвняння (Ls) b < zs = z(s) < 1, зокрема,

g(s, β, u, v) = p−(s)

[
a(βv, u) +

zs − b
zs − β

(a(vzs, u)− a(vβ, u))

]
.

Генератриса ξ+(θs) виражається через умовну генератрису γ+(0)

g+(s, u) =
p+(s)

1− V (s, 0, u)
=

p+(s)

1− q+(s)gs(u)
, (7.49)

gs(u) = E[uγ
+(0)|ξ+(θs) > 0] =

G(s, 0, u)

G(s, 0, 1)
=
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bA0(u) + (zs − b)a(zs, u)

bA0(1) + (zs − b)a(zs, 1)
, A0(u) = λ[p(u)]+;

V (s, 0, u) = E[e−sτ
+(0)uγ

+(0), τ+(0) <∞] = p+(s)s−1G(s, 0, u) =

=
p+(s)p−(s)

szs
[bA0(u) + (zs − b)a(zs, u)] →

u→1

→
u→1

q+(s) =
a(zs, 1)(zs − b) + λbF (0)

szs
p+(s)p−(s). (7.50)

Якщо m < 0, тодi z(s)→ 1,

s−1p−(s)→ p′−(0) = −z′(0)(1− b)−1 = (|m|(1− b))−1

при s→ 0 i з (7.48) випливає спiввiдношення

g+(β) = Eβξ
+

=
1

1 + (1− β)k′s(0, β)
, p+ =

1

1 + k′s(0, 0)
, (7.51)

(k′s(0, 0) =
λ

(1− b)|m|
[µ+(1− b) + pb], µ+ =

∞∑
k=0

F̄ (k)),

що зводиться до формули Полячека–Хiнчина в дискретнiй формi

g+(β) =
p+

1− q+g0(β)
, g0(β) = E[βγ

+(0)|ξ+ > 0], (7.52)

g0(β) =

∞∑
k=1

βk[bpk + (1− b)F (k − 1)]

bF (0) + (1− b)µ+

, q+ =
(1− b)µ+ + bF (0)

q + bp
< 1.

Для напiвнеперервного знизу процесу (b = 0)

q+(s) = P{ξ+(θs) > 0} =
a(zs, 1)

szs
p+(s)p−(s),

gs(u) = E[uγ
+(0) | ξ+(θs) > 0] =

a(zs, u)

a(zs, 1)
, a(1, 1) = λµ+ = λpµ′+,

а при m < 0 з (7.52) випливає класична формула Полячека–Хiнчина

g+(β) =
p+

1− q+g0(β)
, g0(β) =

1

µ+

∞∑
k=1

βkP{ξ1 ≥ k},

q+ =
µ+

q
=
pµ′+
q

< 1, µ+ = pµ′+. (7.53)
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Доведення. Обмежимось розглядом рiвняння (7.44) при µ = 1, яке
пiсля твiрного перетворення зводиться до вигляду

v(s, β, u, v)(s+ λ− λp(β)) = a(βv, u)− s[p(β)v(s, β)]−. (7.54)

На основi о.ф.т. з цього рiвняння випливає, що

sv(s, β, u, v)g−1
+ (s, β) = g−(s, β){sa(βv, u)− s[p(β)v(s, β)]−}.

Пiсля операцiї проектування [ ]0+ iз (7.54) випливає (7.45). Проек-
цiйним дужкам в (7.45) вiдповiдає згортка G(s, x, . . . ), позначення
якої наведенi перед теоремою 7.7. Для майже напiвнеперервних зни-
зу процесiв ξ(t) генератриса цiєї згортки обчислюється за допомогою
розподiлу ξ−(θs) (див. (7.31)) в термiнах степенiв zs = z(s). Зокрема,

G(s, x, u, v) = p−(s)

Ax(u, v) + (zs − b)
∑
j<0

Ax−jz
−j−1
s

 =

= p−(s)z−1
s

bAx(u, v) + (zs − b)
∑
j≤0

Ax−j(u, v)z−js

 .
Згiдно з (7.46) при x = 0 одержимо (7.50) та вiдповiдно при u = 1

v(s, β, 1) =

∞∑
x=0

βxP{ξ+(θs) > x} =
1− g+(s, β)

1− β
.

З останнього спiввiдношення та з (7.47) знаходимо, що

(1− s)(1− g+(s, β)) = (1− β)k(s, β)g+(s, β),

звiдси й випливає (7.48). При x = 0 та v = µ = 1 iз (7.46) випливає,
що sV (s, 0, u) = p+(s)G(s, 0, u), sq+(s) = p+(s)G(s, 0, 1). Тодi

gs(u) =
V (s, 0, u)

q+(s)
=
G(s, 0, u)

G(s, 0, 1)
, V (s, 0, 1) = q+(s),

i згiдно з (3.20) встановлюється (7.49). З (7.49) при s → 0 випливає
(7.52) з граничною умовною генератрисою для γ+(0)

g0(u) = lim
s→0

gs(u) = lim
s→0

G(s, 0, u)

G(s, 0, 1)
= (7.55)
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=

∞∑
k=1

[bpk + (1− b)F (k − 1)]uk

bF (0) + (1− b)µ+

, µ+ =

∞∑
k=0

F̄ (k),

F̄ (0) = p < 1.

Для напiвнеперервних знизу процесiв (b = 0) всi формули (7.47)–
(7.52) спрощуються, зокрема з них випливає спiввiдношення (7.53).

7.3 Час перебування у фiксованому станi
Для цiлозначних пуассонiвських процесiв ξ(t) (ξ(0) = 0, t ≥ 0) за-
мiсть часу перебування над фiксованим рiвнем доцiльно розглядати
час перебування у фiксованому станi r — довiльного знаку

lr(t) =

∫ t

0

I{ξ(u) = r}du.

На основi стохастичних спiввiдношень

lr(t)
·
=

{
0, ζ > t,

lr−ξ(t− ζ1), ζ1 ≤ t, r 6= 0,

l0(t) =

{
t, ζ > t,

ζ + l−ξ(t− ζ), ζ ≤ t, r = 0.

Для генератриси часу перебування

dr,t(µ) = Ee−µlr(t), Reµ ≥ 0,

виводяться рiвняння

dr,t(µ) = e−λt + λ
∑
k

∫ t

0

dr−k,t−y(µ)e−λydypk, r 6= 0,

d0,t(µ) = e−(µ+λ)t + λ

∫ t

0

e−λt
∑
k

d−k,t−y(µ)e−µydypk, r = 0.

Пiсля iнтегрального перетворення по t з цих рiвнянь для dr(s, µ) =
Ee−µlr(θs) одержимо рiвняння

d0(s, µ) =
s

s+ λ+ µ
+ λ

∑
k

d−k(s, µ)
pk

s+ λ+ µ
, (7.56)
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dr(s, µ) =
s

s+ λ
+

λ

s+ λ

∑
k

dr−k(s, µ)pk, r 6= 0.

Позначимо br(s, µ) = dr(s, µ)− 1, тодi з (7.56) випливає система рiв-
нянь

(s+ λ+ µ)b0(s, µ) + µ = λ
∑
k

pkb−k(s, µ), (7.57)

(s+ λ)br(s, µ) = λ
∑
k

pkbr−k(s, µ), r 6= 0.

Позначимо генератрису (твiрну функцiю) для br(s, µ)

B(v, s, µ) =
∑
r

vrbr(s, µ), |v| = 1,

яка згiдно з (7.57) задовольняє рiвняння

(s− k(v))B(v, s, µ) = −µ(1 + b0(s, µ)), тобто
sB(v, s, µ) = −g(s, v)µ(1 + b0(s, µ)). (7.58)

На основi (7.58) встановлюється твердження (див. [40,66,67])

Теорема 7.8. Генератриса часу перебування у фiксованому станi
визначається твiрною функцiєю

B(v, s, µ) =:
∑
r

vr(dr(s, µ)− 1) = − µg(s, v)

s+ µp0(s)
. (7.59)

Генератриси dr(s, µ) = Ee−µlr(θs) визначаються спiввiдношеннями

d0(s, µ) =
s

s+ µp0(s)
, pr(s) = P{ξ(θs) = r}, ∀ r,

dr(s, µ) = 1− µ

s+ µp0(s)
pr(s), r 6= 0, (7.60)

dr,t(µ) =: Ee−µlr(t) = 1− µ
∫ t

0

Ee−µl0(t−u)P{ξ(u) = r}du;

P{lr(θs) = 0} = 1− pr(s)p−1
0 (s), r 6= 0,

P{lr(θs) > y} =
1

p0(s)
pr(s)e

−ysp−1
0 (s) −→

y→0

pr(s)

p0(s)
< 1; (7.61)
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P{lr(t) > y} =

∫ t

0

P{lr(t− u) > 0}duP{l0(u) > y}, r 6= 0.

Якщо m = Eξ(1) < 0, тодi

p̃r = p′r(0) =

∫ ∞
0

P{ξ(t) = r}dt <∞ (r ≥ 0)

i з (7.60), (7.61) випливають граничнi спiввiдношення (s→ 0)

d0(µ) = Ee−µl0(∞) =
1

1 + µp̃0
, P {l0(∞) > t} = e−tp̃

−1
0 , t ≥ 0;

dr(µ) = Ee−µlr(∞) = 1− p̃rµd0(µ), r > 0; (7.62)

P {lr(∞) > y} = p̃rp̃
−1
0 e−yp̃

−1
0 , y > 0;

P {lr(∞) = 0} = 1− p̃r
p̃0
,

Ee−µQx(∞) =
∏

r≥x+1

dr(µ) =
∏

r≥x+1

(1− p̃rµd0(µ)) , x ≥ 0.

Доведення. З (7.58) пiсля розкладу по степенях v, зiбравши коефi-
цiєнти при v0, знаходимо b0(s, µ) = −µp0(s)(s + µp0(s))−1. Пiдстав-
ляючи b0(s, µ) в (7.58), одержимо спiввiдношення (7.59), яке легко
обернути по v, щоб знайти br(s, µ). Пiсля переходу до dr(s, µ) вста-
новлюються спiввiдношення (7.60), на основi яких можна зробити
такий висновок.

Генератриси часiв перебування у фiксованих станах визначають-
ся розподiлом процесу ξ(θs) без використання факторизацiйних то-
тожностей. Зауважимо, що для часу перебування над рiвнем x має
мiсце спiввiдношення

Q(x,∞)(t) =

∫ t

0

I{ξ(u) > x}du =

∞∑
r=x+1

lr(t),

де lr(t) незалежнi часи перебування в рiзних станах r, тому

Dx,t(µ) = Ee−µQ[x,∞)(t) =

∞∏
r=x+1

dr,t(µ).

Легко довести справедливiсть спiввiдношень (7.60), з яких випли-
вають формули (7.61). На основi (7.61) встановлюються при s → 0
граничнi спiввiдношення (7.62).



7.3. Час перебування у фiксованому станi 431

Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу цiлозначний процес
з кумулянтою

k(z) = lnEzξ(1) = λ

(
pp(1)(z) + q

1− b
z − b

− 1

)
, (7.63)

|z| = 1, p+ q = 1,

де p(1)(z) = E[zξ1 | ξ1 > 0] — генератриса додатних стрибкiв,
b ∈ (0, 1) — параметр геометричного розподiлу вiд’ємних стрибкiв,
λ > 0 — сумарна iнтенсивнiсть стрибкiв ξk.

Вище показано, що для ξ(t) з кумулянтою (7.63) рiвняння Лунд-
берга (k(z) = s) має два простi коренi: b < zs < 1 < ẑs. При m =
Eξ(1) = 0 i s→ 0 цi коренi збiгаються до 1; при m > 0 zs →

s→0
z0 < 1,

ẑs →
s→0

1; при m < 0, ẑs →
s→0

ẑ0 > 1, zs = q−(s) + bp−(s) →
s→0

1.

Зауважимо, що у випадку майже напiвнеперервностi знизу для
о.ф.т.

g(s, z) = g+(s, z)g−(s, z), |z| = 1, (7.64)

компонента g−(s, z) повнiстю визначається меншим коренем рiвнян-
ня Лундберга k(z) = s: zs ∈ (b, 1) (див. теорема 7.6)

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)

z − zs
, (7.65)

p−(s) = P{ξ−(θs) = 0} =
1− zs
1− b

.

Згiдно з (7.32) генератрису g+(s, z) можна записати дещо простiше
нiж у формулi Спiтцера, а саме має мiсце

Лема 7.3. Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху процес з ку-
мулянтою (7.63), тодi (q−(s) = 1− p−(s))

g+(s, z) =
1

p−(s)

[
g0(s, z) + q−(s)

b− 1

b− z
(g1(s, b)− g1(s, z))

]
,

gk(s, z) =
∑
r≥k

zrpr(s), pk(s) = P{ξ(θs) = k}, k ≥ 0. (7.66)

Крiм того, з точнiстю до деякої функцiї Q(s, z), має мiсце зобра-
ження

g+(s, z) = s[p−(s)Q(s, z)(ẑs − z)]−1 →
z→0

p+(s) = (7.67)
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=
s

Q(s, 0)ẑsp−(s)
, zs = q−(s) + bp−(s).

Доведення. Спiввiдношення (7.66) виводиться з (7.32). Спiввiдно-
шення (7.67), в якому g+(s, z) виражається через другий корiнь рiв-
няння Лундберга, випливає з того, що

g(s, z) =
s(z − b)
k∗(s, z)

,

k∗(s, z) = s(z − b)− λ[p(z − b)p(1)(z) + pb+ q − z].

В силу iснування двох коренiв b < zs < 1 < ẑs рiвняння Лундберга

k(z) = s ∼ k∗(s, z) = 0, k∗(s, z) = Q(s, z)(ẑs − z)(z − zs),

g(s, z) =
s(z − b)

(ẑs − z)(z − zs)Q(s, z)
, Q(s, zs)Q(s, ẑs) 6= 0.

З останнього спiввiдношення на пiдставi (7.64) та (7.65) випливає
(7.67). При цьому для z = 1 та z = zs < 1 iз (7.67) знаходимо

Q(s, 1)(ẑs − 1) = sp−(s)−1,

g+(s, zs) = s[p−(s)Q(s, zs)(ẑs − zs)]−1. (7.68)

При m < 0, zs → 1, ẑs → ẑ0 > 1 i з (7.68) випливає, що

Q(s, zs)(ẑs − zs) →
s→0

Q(0, 1)(ẑ0 − 1) = |m|(1− b). (7.69)

Зауважимо, що у випадку, коли p(1)(z) є генератрисою ерланго-
вого типу, тобто

p(1)(z) = zn
∏
r≤n

1− cr
1− crz

, 0 ≤ cr < 1, тодi

g(s, z) =
s(z − b)qn(z)

k∗(s, z)
, qn(z) =

∏
r≤n

(1− crz),

k∗(s, z) = s(z − b)qn(z)− λ[p(z − b)znqn(1) + pb+ q − z],
k∗(s, z) = Pn+1(s, z) = (ẑs − z)(z − zs)Pn−1(s, z),

де Pn(s, z) — полiном n-го порядку вiдносно z. В цьому випадку

g+(s, z) = sqn(z)[p−(s)(ẑs − z)Pn−1(s, z)]−1.
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Щоб одержати уточнення (7.60), (7.61) для ξ(t) з кумулянтою
(7.63), використаємо лему про зображення pk(s) в термiнах zs =
q−(s) + bp−(s) ∈ (b, 1).

Лема 7.4. Нехай ξ(t) майже напiвнеперервний знизу процес з ку-
мулянтою (7.63). Iз спiввiдношень для розподiлiв ξ±(θs) (див. тео-
рема 7.6) p±0 (s) = p±(s),

p−−k(s) = p−(s)(zs − b)zk−1
s , k ≥ 1, p−(s) =

1− zs
1− b

, (7.70)

p+
k (s) =

1

p−(s)
[pk(s) + (b− zs)b−k−1gk+1(s, b)], k > 0,

та з о.ф.т. (7.64) випливають спiввiдношення для pk(s), вираженi
через zs = q−(s) + bp−(s)

p0(s) = p−(s)[bz−1
s p+(s) + (1− z−1

s b)g+(s, zs)]

pk(s) = p−(s)[p+
k (s) + (1− z−1

s b)z−ks g+
k+1(s, zs)], k > 0, (7.71)

p−k(s) = p−(s)(zs − b)zk−1
s g+(s, zs), n = −k < 0,

g+
k (s, z) =

∑
r≥k

p+
r (s)zr (k ≥ 0), g+

0 (s, z) = g+(s, z).

Для атомарних iмовiрностей p±(s) справедливi спiввiдношення в
термiнах zs

p+(s) =
1− b
1− zs

[
p0(s) + (b− zs)b−1E[bξ(θs), ξ(θs) ≥ 1]

]
,

p+(s) = p0(s)− p1(s)zs(1− zs)−1, якщо b = 0; (7.72)

p−(s)P{ξ(θs) ≤ 0} = p0(s) + q−(s)E[bξ(θs), ξ(θs) > 0].

Доведення. З розкладiв у ряд Лорана для генератрис ξ(θs), ξ±(θs)

g(s, z) =

∞∑
k=−∞

zkpk(s), g±(s, z) =
∑
k≥0

z±kp±±k(s),

пiсля пiдстановки в (7.64) i перемножування двох останнiх рядiв
шляхом групування членiв з однаковими степенями z встановлю-
ються спiввiдношення (7.71). Спiввiдношення (7.72) випливають iз
формули (7.66).
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При знаходженнi границь (s→ 0)

p̃k = lim
s→0

pk(s)

s
=

∫ ∞
0

P{ξ(t) = k}dt, k = 0,±1, . . . ,

значення яких залежить вiд знаку m, скористаємось ще наступними
лемами (для випадку m = 0 та m 6= 0).

Лема 7.5. Нехай ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес з
кумулянтою (7.63). Тодi згiдно з (7.67) та (7.71) обернена величина
показника експоненти в (7.61) визначається спiввiдношенням

p0(s)s−1 = z−1
s

[
b

ẑsQ(s, 0)
+

zs − b
(ẑs − zs)Q(s, zs)

]
, ẑs > 1. (7.73)

Якщо m = 0 (zs → 1− 0, ẑs → 1 + 0 при s→ 0), тодi

lim
s→0

p0(s)/s = p̃0 =∞, 1

p̃0
= 0. (7.74)

Якщо r = −k < 0 i m = 0, тодi згiдно з (7.67)

p−k(s) =
s(zs − b)zks

Q(s, z)(ẑs − zs)
,

p̃−k = lim
s→0

p−k(s)

s
=∞, 1

p̃−k
= 0, (7.75)

lim
s→0

p−k(s)

p0(s)
= lim
s→0

(zs − b)zks
zs − b+ bQ(s, zs)(ẑs − zs)

= 1. (7.76)

Якщо k > 0, тодi згiдно з (7.67) та (7.71) (zs = q−(s) + bp−(s) < 1)

pk(s) =
s

Q(s, zs)(ẑs − zs)

[
(zs − b)z−k−1

s + (7.77)

+Q(s, zs)(ẑs − zs)p−(s)

(
p+(s)− (zs − b)z−k−1

s

k∑
r=0

zrsp
+
r (s)

)]
.

При m = 0, k > 0, тодi аналогiчно знаходимо, що при s→ 0

p̃k = lim
s→0

pk(s)

s
=∞, 1

p̃k
= 0, k > 0, (7.78)

але

lim
s→0

pk(s)/p0(s) =
(1− b)Q(0, 1)

(1− b)Q(0, 1)
= 1, k > 0.
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Доведення леми 7.5 для m = 0 суттєво спирається на зображення
(7.67) для g+(s, zs) з особливiстю при s→ 0 (zs, ẑs → 1).Щоб скорис-
туватися спiввiдношенням (7.71) для pk(s) при k > 0, слiд виразити
цю iмовiрнiсть через g+(s, zs)

pk(s) = p−(s)

[
p+
k (s) + (zs − b)z−k−1

s

(
g+(s, zs)−

k∑
r=0

p+
r (s)zrs

)]
.

Пiсля пiдстановки (7.67) у це спiввiдношення одержується (7.77).
Позначимо

H(k) = Eτ+(k), k > 0, hk = H(k)−H(k − 1),

H(0) = Eτ+(0) =

∫ ∞
0

P{ξ+(t) = 0}dt = ṗ+.

Лема 7.6. Якщо m > 0, тодi p−(s) →
s→0

p−, zs →
s→0

z0 < 1 й iснують
границi

lim
s→0

s−1p+
r (s) = ṗ+

r = hr, r > 0, z0 = q− + bp−,

через якi виражаються значення p̃k = p̃>k в термiнах z0

p̃>0 = p−

bz−1
0 H(0) + (1− z−1

0 b)
∑
r≥0

zr0hr

 , k = 0,

p̃>k = p−

hk + (1− z−1
0 b)

∑
r≥k+1

zr−k0 hr

 , k > 0, (7.79)

p̃>−k = p−(1− z−1
0 b)

∑
r≥0

zr+k0 hr →
k→∞

0, n = −k < 0.

Згiдно з (7.70) та (7.72) при b = 0

H(0) = p̃>0 −
z0

1− z0
p̃>1 ,

hk =
1

1− z0
[p̃>k − z0p̃

>
k+1], k > 0. (7.80)

Якщо m < 0, тодi p+(s) →
s→0

p+, zs → 1, p−(s)s−1 → 1
|m|(1−b) , й

iснують аналогiчнi до (7.79) границi p̃k = p̃<k

p̃<0 =
1− bq+

|m|(1− b)
→
b→0

1

|m|
; p̃<−k =

1

|m|
, r = −k < 0, (7.81)
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p̃<k =
1

|m|(1− b)
[p+
k + (1− b)P{ξ+ > k}]

→
b→0

1

|m|
P{ξ+ ≥ k}, k > 0.

Доведення. Для обчислення границь p̃>k при m > 0 слiд використати
спiввiдношення (7.71). Iснування границь (7.80) випливає з (7.70) та
(7.72). При m < 0 iз (7.71) пiсля домноження на s−1 i граничного
переходу (s→ 0) випливають формули (7.81).

На основi цих лем уточнюються спiввiдношення для генератрис
dr(s, µ) та граничних розподiлiв для lr(∞). Для випадку b = 0 спiв-
вiдношення (7.79) та (7.81) спрощуються i узгоджуються iз спiввiд-
ношеннями, одержаними для напiвнеперервних знизу ξ(t).

Теорема 7.9. Якщо ξ(t) — майже напiвнеперервний знизу процес
з кумулянтою (7.63), тодi генератриси dr(s, µ) та розподiли lr(θs)
визначаються формулами (7.60), (7.61) через iмовiрностi pk(s), ви-
раженi через zs у (7.71). Вiдповiднi граничнi генератриси та розпо-
дiли lr(∞) визначаються залежно вiд знаку m.

1) При m = 0 (zs →
s→0

1− 0, ẑs →
s→0

1 + 0)

Ee−µlr(∞) = 0, P{lr(∞) = +∞} = 1, ∀ r. (7.82)

2) При m > 0 за допомогою значень p̃>k , виражених через z0

в (7.79) встановлюється, що

Ee−µl0(∞) =
1

1 + µp̃>0
,

Ee−µlr(∞) = 1− p̃>r
p̃>0

µ

(p̃>0 )−1 + µ
, r 6= 0, (7.83)

P{lr(∞) > 0} =
p̃>r
p̃>0
,

P{lr(∞) > y} =
p̃>r
p̃>0
e−y/p̃

>
0 , y > 0, r 6= 0.

При r = −k → −∞

lim
r→−∞

P{lr(∞) > 0} = 0, P{lr(∞) = 0} →
r→−∞

1.
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3) При m < 0 за допомогою значень p̃<k , виражених у (7.81) через
розподiл абсолютного максимуму ξ+, встановлюється, що

Ee−µlk(∞) = 1−
p̃<k
p̃<0

µ

(p̃<0 )−1 + µ
, k 6= 0, (7.84)

P{lk(∞) > 0} =
p̃<k
p̃<0
, P{lk(∞) > y} =

p̃<k
p̃<0
e−y/p̃

<
0 , k 6= 0.

При цьому вiдношення p̃<k /p̃
<
0 не залежать вiд k

p̃<k
p̃<0

=
1− b

1− bq+
,

P{lk(∞) = 0} =
bp+

1− bq+
→
b→0

0 для k = −r < 0, (7.85)

lim
k→+∞

P{lk(∞) > y} = 0 (y ≥ 0), P{lk(∞) = 0} →
k→+∞

1.

Доведення. Спiввiдношення (7.82)–(7.85) випливають iз (7.60), (7.61)
пiсля граничного переходу з урахуванням знаку m та вiдповiдних
граничних значень p̃k одержаних в лемах 7.5, 7.6. Слiд зауважити,
що при m > 0 атомарнi ймовiрностi P{lr(∞) = 0} = 1− p̃rp̃−1

0 зале-
жать вiд r 6= 0. При r → −∞ P{lr(∞) = 0} → 1, оскiльки в (7.71)
p̃>−k = O(zk0 ) при r = −k → −∞.

При m < 0 вони залежать вiд r лише при r > 0, при r < 0 —
не залежать вiд r, а при b = 0 стають нульовими. При k → +∞
P{lk(∞) = 0} → 1, оскiльки в (7.81) p+

k → 0, P{ξ+ > k} → 0 при
k → +∞.

Приклад 7.3. Для процесу ξ(t) з генератрисою стрибкiв

p(z) = q
1− b
z − b

+ p
(1− c)z
1− cz

, 0 < b = c < 1, λ > 0, p+ q = 1.

Виразити ймовiрностi pk(s) через коренi рiвняння Лундберга zs ∈
(b, 1), ẑs ∈ (1, c−1) i знайти розподiл lk(θs) при s > 0 та lk(∞) при
p > q, p = q, p < q.
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7.4 Багатозначна функцiя банкрутства
для цiлозначних процесiв ризику

Цiлозначний пуассонiвський процес ризику

ξ′u(t) = u+ C(t)− S(t), ξ′u(0) = u > 0,

S(t) =
∑

k≤ν1(t)

ξk, p1(z) = Ezξk =

∞∑
k=1

zkpk,

p′1(1) = µ′ = Eξk, ∀ k,

−C(t) =
∑

k≤ν2(t)

ξ′k, Ezξ
′
k =

1− b
1− bz

, 0 ≤ b < 1,

Eξ′k = − 1

1− b
,

назвемо цiлозначним резервним процесом ризику з початковим ка-
пiталом u > 0.

Процесом надлишкiв вимог назвемо процес

ξ(t) = u− ξ′u(t) = S(t)− C(t), u > 0,

S(t) — процес вимог, C(t) — премiальний процес (замiсть лiнiйно-
го Ct), ν1,2(t) — простi процеси Пуассона з iнтенсивностями λ1,2 > 0.
Кумулянту ξ(t) можна записати двома способами

k(z) =


λ1(p1(z)− 1) + λ2

(
1− b
z − b

− 1

)
, p1(1) = 1,

λ

[
p(p1(z)− 1) + q

1− z
z − b

]
, λ = λ1 + λ2, p =

λ1

λ
, q =

λ2

λ
.

Другий рядок запису k(z) означає, що

ξ(t) =
∑
k≤ν(t)

ηk, ηk =

{
ξk з iмовiрнiстю p,

ξ′k з iмовiрнiстю q,

ν(t) — простий пуассонiвський процес iз сумарною iнтенсивнiстю λ =
λ1 + λ2. Звiдси випливає, що

m = Eξ(1) = k′(1) = λ

[
pµ′ − q 1

1− b

]
= λ1µ

′ − λ2
1

1− b
,
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де ES(1) = λ1µ
′, EC(1) = λ2(1− b)−1 — вiдповiдно середнi значення

процесу вимог та процесу премiй. Умова m < 0 означає: середнє
значення процесу вимог менше середнього премiального значення.
У зв’язку з цим (як i в класичному випадку, коли C(t) = Ct) вво-
диться теоретико-ризикова характеристика

δ =
EC(1)−ES(1)

ES(1)
=
λ2(1− b)−1 − λ1µ

′

λ1µ′
=

=
q(1− b)−1 − pµ′

pµ′
> 0,

що називається страховою надбавкою.
Як i для класичного процесу ризику всi теоретико-ризиковi хара-

ктеристики визначаються вище введеними граничними функцiона-
лами (аналоги графiкiв 9, 10 в кiнцi монографiї). Так само для них
зберiгається теоретико-ризикова iнтерпретацiя, наведена на початку
§ 6.1. А саме,

τ+(u) — момент першого банкрутства,

γ1(u) = γ+(u) — жорсткiсть банкрутства (penalty value),
γ2(u) = γ+(u) — значення надлишку вимог

перед банкрутством,

γ3(u) = γ+
u — значення вимоги, що спричинила банкрутство,

τ ′(u) = inf
{
t > τ+(u) : ξ(t) < u

}
— момент повернення

в неризикову (зелену) зону {y < u} ,

T ′(u) =

{
τ ′(u)− τ+(u), τ+(u) <∞,
∞, τ+(u) =∞;

— тривалiсть першого

червоного перiоду,

Z+(u) = sup
τ+(u)≤t<∞

ξ(t) — тотальний максимум дефiциту,

Z+
1 (u) = sup

τ+(u)≤t≤τ ′(u)

ξ(t) — максимум дефiциту

за перiод T ′(u),

Qu(t) =

∫ t

0

Iξ(s)>uds — час перебування над критичним

рiвнем u на [0, t],
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Qu(∞) =

∫ ∞
0

Iξ(s)>uds — тривалiсть тотального

перебування над критичним рiвнем u > 0.

Iмовiрнiсть банкрутства на [0, t] для майже напiвнеперервного знизу
цiлозначного процесу ризику виражається через ф.р. ξ+(t) (τ+(u))

Ψ(t, u) = P
{
ξ+(t) > u

}
= P

{
τ+(u) < t

}
,

Ψs(u) = P
{
ξ+(θs) > u

}
= s

∫ ∞
0

e−stP
{
ξ+(t) > u

}
dt.

Тотальна iмовiрнiсть банкрутства при m = Eξ(1) < 0 визначається
через розподiл абсолютного максимуму ξ+

Ψ(u) = lim
s→0

Ψs(u) = P
{
ξ+ > u

}
, u ≥ 0.

Згiдно з результатами § 7.1 атомарна ймовiрнiсть p+(s) строго до-
датна

p+(s) = P
{
ξ+(θs) = 0

}
=

1

p−(s)
[p0(s)− zsp1(s)] > 0, b = 0;

p+(s) =
1

p−(s)

[
p0(s) + (b− zs)Ebξ(θs)−1Iξ(θs)≥1

]
, 0 < b < 1.

Так само при m < 0

p+ = |m|(1− b)×

×
[
p′0(0) + (b− 1)

∫ ∞
0

Ebξ(t)−1Iξ(t)≥1dt

]
> 0, 0 ≤ b < 1.

Складну (багатозначну) функцiю банкрутства для майже напiвне-
перервних цiлозначних процесiв ризику з умовою (7.3) позначимо

ϕs(u, x, y) = P{γ+(u) = x, γ+(u) = y, ζ+(θs) > u}.

Згiдно з теоремою 7.7 подвiйна генератриса функцiї банкрутства

V (s, u, u1, u2) =
∑
x>0

∑
y≥0

ϕs(u, x, y)ux1u
y
2

та маргiнальнi генератриси

V (s, x, uk) = E
[
u
γk(x)
k , ζ+(θs) > x

]
, k = 1, 3
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визначаються спiввiдношенням (7.46) при u3 = µ = 0 та трiйкою
спiввiдношень для Vk (k = 1, 3)

sV (s, x, u1, u2) =

x∑
y=0

G(s, x− y, u1, u2)p+
y (s), x ≥ 0,

sVk(s, x, uk) =

x∑
z=0

Gk(s, x− z, uk)p+
z (s), (7.86)

G1(s, x, u1) = G(s, x, u1, 1), G2(s, x, u2) = G(s, x, 1, u2),

G3(s, x, u3) =
∑
y≤0

A
(3)
x−y(u3)p−y (s),

A(3)
x (u3) =

∞∑
k=x+1

uk3pk, x > 0.

Щоб одержати результати для складної та маргiнальних функцiй
банкрутства слiд обернути (7.86) по u1 та u2.

Для обернення нам знадобиться

Лема 7.7. При умовi (7.3) з b ∈ (0, 1) функцiя

G(s, x, u, v) =
∑
y≤0

Ax−y(u, v)p−y (s), x > 0,

має зображення в термiнах zs ∈ (b, 1)

G(s, x, u, v) = λp−(s)z−1
s vx ×

×
∞∑
k=1

[
buk + (zs − b)u

uk − (vzs)
k

u− vzs

]
pk+x =

= λp−(s)z−1
s vx

[
b

∞∑
k=1

ukpk+x + (zs − b)q̃(s, x, u, v)

]
, (7.87)

де q̃(s, x, u, v) допускає обернення по u

q̃(s, x, u, v) =

∞∑
k=1

ukqk(s, x, v) =

∞∑
y=1

px+yu
uy − (vzs)

y

u− vzs
,

при цьому (b < zs < 1)

qk(s, x, v) =
∑
y≥k

(vzs)
y−kpx+y =

∑
r≥0

(vzs)
rpx+k+r
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допускає обернення по v

qk,r(s, x) = zrspx+k+r, r ≥ 0.

Тому (7.87) допускає обернення по u

g̃(s, x, k, v) = λp−(s)z−1
s vx[bpk+x + (zs − b)qk(s, x, v)]. (7.88)

Пiсля обернення (7.88) по v знаходимо

g(s, x, k, r) = λp−(s)z−1
s

[
bpk+xI{r = x}+

+ (zs − b)zr−xs pr+kI{r > x}
]
. (7.89)

Функцiя G1(s, x, u) = G(s, x, u, 1) визначається спiввiдношенням,
що допускає обернення по u

G1(s, x, u) = λp−(s)z−1
s

∞∑
k=1

[
buk + (zs − b)u

uk − zks
u− zs

]
pk+x,

g1(s, x, k) = λp−(s)z−1
s (bpk+x + (zs − b)qk(s, x)),

qk(s, x) =

∞∑
y=k

zy−ks px+y, k ≥ 1. (7.90)

Функцiї Gk(s, x, uk) (k = 2, 3) допускають обернення по v = u2 та
µ = u3

G2(s, x, v) = λp−(s)z−1
s vx

[
bzsF (x) + (zs−b)

∞∑
k=1

(zsv)kF (k+x)

]
,

g2(s, x, r) =

{
λbp−(s)F (x), F (x) = P{ξ1 > x}, r = x,

λp−(s)z−1
s (zs − b)zr−xs F (r), r > x,

G3(s, x, µ) = λ
∑
k≤0

p−k (s)

∞∑
r=x−k+1

µrpr =

= λp−(s)

∞∑
r=x+1

(
1− b
1− zs

− zs − b
1− zs

zr−xs

)
prµ

r, x > 0,

g3(s, x, r) =
λ

1− b
[1− b− (zs − b)zr−xs ]prI{r > x}. (7.91)
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Якщо m = Eζ(1) < 0, тодi zs −→
s→0

1

p′−(0) = lim
s→0

s−1p−(s) =
(
|m|(1− b)−1

)
> 0,

i iснують похiднi функцiй згорток Gk(s, . . .), g(s, . . .), gk(s, . . .) (при
s→ 0)

g′(0, x, k, r) = λp′−(0)[pk+rI{r = x}+ (1− b)pr+kI{r > x}],

G′1(0, x, u) = λp′−(0)

∞∑
k=1

[
buk + u(1− b)u

k − 1

u− 1

]
pk+x,

g′1(0, x, k) = λp′−(0)(bpk+x + (1− b)qk(0, x)),

qk(0, x) =

∞∑
y=k

px+y = F (x+ k − 1), k ≥ 1;

G′2(0, x, v) = λp′−(0)vx[bF (x) + (1− b)
∞∑
k=1

vkF (k + x)],

g′2(0, x, r) = λp′−(0)[bF (x)I{r = x}+ (1− b)F (r)I{r > x}],
g′3(0, x, r) = λp′−(0)[1 + (1− b)(r − x)]prI{r > x}. (7.92)

Доведення. Спiввiдношення (7.87) для G(s, x, u, v), що виражається
подвiйною сумою пiсля пiдстановки

Ax(u, v) = λvx
∞∑

k=x+1

uk−x (x > 0),

одержується пiсля змiни порядку сумування i деяких перетворень,
що приводять до зображення, зручного для обернення по u, потiм
по v. Так встановлюються (7.65) та (7.66). Легко знайти спiввiдноше-
ння для G1,2(s, . . .), якi обертаються по u та v i таким чином встанов-
люються (7.67), (7.68). Якщо m < 0, тодi iз (7.88)–(7.91) при s → 0
випливають спiввiдношення (7.92).

Наслiдок 7.1. Складна функцiя банкрутства визначається спiв-
вiдношеннями

sϕs(u, k, r) =

u∑
y=0

g(s, u− y, k, r)p+
y (s), u ≥ 0;



444 Роздiл 7. Ґратчастi пуассонiвськi процеси

ϕ0(u, k, r) =

u∑
y=0

g′(0, u− y, k, r)p+
y , m < 0, (7.93)

де g(s, u, k, r) наводиться в (7.89), g′(0, u, k, r) — в (7.92). Маргiналь-
нi функцiї банкрутства визначаються спiввiдношеннями

sE[u
γ+(u)
1 , ζ+(θs) > u] =

u∑
y=0

G1(s, u− y, u1)p+
y (s),

sP{γ+(u) = k, ζ+(θs) > u} =

u∑
y=0

g1(s, u− y, k)p+
y (s), (7.94)

sP{γ+(0) = k, ζ+(θs) > 0} = λp−(s)p+(s)(bpk + (zs − b)qk(s, 0)),

qk(s, 0) =

∞∑
y=k

zy−ks pk, qk(0, u) =

∞∑
y=k

pu+k, k ≥ 1,

де функцiї G1(s, u, u1), g1(s, u, k) та qk(s, u) визначаються в (7.90).
При k = 2, 3

sE[u
γk(u)
k , ζ+(θs) > u] =

u∑
y=0

Gk(s, u− y, uk)p+
y (s),

sP{γk(u) = r, ζ+(θs) > u} =

u∑
y=0

gk(s, u− y, r)p+
y (s) = (7.95)

= gk(s, u, r)p+(s) +

u∑
y=u−r+1

gk(s, u− y, r)p+
y (s)I{0 < r < u},

sP{γk(0) = r, ζ+(θs) > 0} = p+(s)gk(s, 0, r), r > 0

(Gk(s, u, u2) та gk(s, u, r) див. в (7.91)).
Якщо m = Eζ(1) < 0, тодi граничнi маргiнальнi функцiї бан-

крутства визначаються спiввiдношеннями

φk(u, r) =: P{γk(u) = r, ζ+ > u} =

u∑
y=0

g′k(0, u− y, r)p+
y ,

r > 0, k = 1, 3; r ≥ 0, k = 2, p′−(0) =
1

|m|(1− b)
;

φ1(0, r) = P{γ+(0) = r, ζ+ > 0} =
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= λp′−(0)p+(bpr + (1− b)F (r − 1)), r ≥ 1,

P{γ+(0) = r, ζ+ > 0} =

{
λbp+p

′
−(0)F (0), F (0) = p, r = 0,

λp+p
′
−(0)(1− b)F (r), r > 0,

P{γ+
0 = r, ζ+ > 0} = λp+p

′
−(0)[1 + (1− b)r]pr, r > 0. (7.96)

Доведення. Спiввiдношення (7.93) випливають iз (7.86) пiсля обер-
нення по u1,2. При u2 = 1 та u1 = 1 з (7.86) вiдповiдно одержуються
першi спiввiдношення в (7.94) та (7.95), пiсля обернення яких по u1

та u2 вiдповiдно легко довести решту спiввiдношень в (7.94) та (7.95).
З цих спiввiдношень при m < 0 пiсля граничного переходу (s → 0)
випливають спiввiдношення (7.96).

Приклад 7.4. Нехай ξ(t) цiлозначний пуассонiвський процес з ге-
нератрисою стрибкiв

p(z) =
q(1− b)
z − b

+
p(z2 + z)

2
, p = q =

1

2
, 0 < b < 1, λ > 0.

Знайти генератрису g(s, z) та о.ф.т. для неї. Проаналiзувати рiвнян-
ня Лундберга при s > 0 та при s = 0 i визначити генератриси абсо-
лютних екстремумiв. Записати другу ф.т. та узагальнену формулу
Полячека–Хiнчина. Знайти маргiнальнi функцiї банкрутства.

Даний процес — майже напiвнеперервний знизу. За допомогою
кумулянти k(z) = λ(p(z)− 1) легко пiдрахувати генератрису

g(s, z) =
4s(b− z)
P3(s, z)

,

−P3(s, z) = λz3+ λ(1− b)z2− (4(s+ λ) + λb)z + 4sb+ 2λ(1 + b).

В силу майже напiвнеперервностi знизу

g−(s, z) =
p−(s)(z − b)
z − z1(s)

, p−(s) =
1− z1(s)

1− b
, b < z1(s) < 1.

Тут z1(s) — додатний корiнь рiвняння (Ls): P3(s, z) = 0. Iншi два
коренi 1 < z2(s) < |z3(s)|, що визначають генератрису g+(s, z), є
коренями квадратного рiвняння P2(s, z) = 0:

g+(s, z) = − 4s

p−(s)P2(s, z)

(
P2(s, z) =

−P3(s, z)

z − zs
, zs = z1(s)

)
,
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P2(s, z) = λz2 + λ(1− b+ zs)z − 2(λ+ bλ+ 2bs)z−1
s .

Коренi кубiчного рiвняння P3(0, z) = 0 залежно вiд знаку m =
Eξ(1) = λ 1−3b

4(1−b) (µ1 = 3
2 ) мають такi значення:

а) m > 0 (b < 1
3 )

z1 = z1(0) < 1 = z2(0) < |z3(0)|, якщо z3(0) – вiд’ємне,

де z1 визначає генератрису

g−(z) =: Ezξ
−

=
p−(z − b)
z − z1

, p− =
1− z1

1− b
> 0, g+(s, z) −→

s→0
0.

б) m = 0; z1(0) = z2(0) = z0 = 1 — двократний корiнь рiвнян-
ня (L0).

В силу того, що z1,2(s) −→
s→0

1 (p±(s) −→
s→0

0), P{ξ± = ±∞} = 1.

в) m < 0; z1(s) −→
s→0

1, 1
sp−(s) −→

s→0
p′−(0) =

z′1(0)
b−1 . Отже g−(s, z) −→

s→0

0 (P{ξ− = −∞} = 1), P2(0, z) = λz2 + λ(2− b)z − 2(1 + b)λ,

g+(z) =: Ezξ
+

= − 4

p′−(0)
P2(0, z)−1

(
1 > b >

1

3

)
.

Для обчислення z′s|s=0 = z′1(0) та p′−(0) при m < 0 можна використа-
ти розклад P3(s, z) при z = 1 i продиференцiювати його

−P3(s, 1) = (1− zs)P2(s, 1).

Враховуючи, що −P3(s, 1) = 4s(b − 1), P ′3(s, 1) = 4(1 − b) > 0. Iз
продиференцiйованого спiввiдношення

−P ′3(s, 1) = (1− zs)P ′2(s, 1)− z′sP2(s, 1)

при s→ 0 (zs → 1) випливає, що

z′s|s=0 = z′1(0) =
P ′3(0, 1)

P2(0, 1)
,

де P2(0, 1) = λ(3− b)− 2λ(1 + b) = λ(1− 3b) < 0 (b > 1/3). Отже

z′1(0) =
4(1− b)
λ(1− 3b)

= m−1 < 0, оскiльки m =
λ(1− 3b)

4(1− b)
< 0,
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p′−(0) = −z
′
1(0)

1− b
=

1

|m|(1− b)
=

4

λ(3b− 1)
,

g+(z) =
λ(1− 3b)

P2(0, z)
=

1− 3b

z2 + (2− b)z − 2(1 + b)
,

p+ = g+(0) =
3b− 1

2(1 + b)
.

Коренi рiвняння P2(0, z) = 0, з дискримiнантом D = (b+ 2)2 + 8 > 0,
|z2| > z1 > 1 дають можливiсть розкласти генератрису ξ+ на двi
дробово-лiнiйнi функцiї

g+(z) =
A

z − z1
+

B

z + |z2|
, A = −B =

1− 3b√
D

.

Пiсля розкладу їх за степенями z, знаходимо

p+
k = P

{
ξ+ = k

}
=

3b− 1√
(b+ 2)2 + 8

(
(−1)k|z2|−k−1 + z−k−1

1

)
.

Згiдно з (7.17) друга ф.т. для генератриси

T (s, x, z) = E
[
e−sτ(x)zγ

+(x), τ+(x) <∞
]

твiрне перетворення по x

T̃ (s, ε, z) = E
[
e−sτ

+(νε)zγ
+(νε), τ+(νε) <∞

]
, νε > 0, νε →

ε→0
0,

виражається через g+(s, z) i для нашого прикладу виражається спiв-
вiдношенням

T̃ (s, ε, z) =
(1− ε)z
z − ε

[
1− P2(s, z)

P2(s, ε)

]
=

=
(1− ε)[λz2 + λ(1− b+ zs + ε)z]

−P2(s, ε)
,

з якого пiсля обернення по z випливає, що

E
[
e−sτ

+(νε), γ+(νε) = 1
]

=
λ(1− ε)(1− b+ zs + ε)

−P2(s, ε)
,

E
[
e−sτ

+(νε), γ+(νε) = 2
]

=
λ(1− ε)
−P2(s, ε)

.
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При ε→ 0 знаходимо генератрису для {τ+(0), γ+(0)}

T (s, 0, z) = E
[
zγ

+(0), ξ+(θs) > 0
]

=

= lim
ε→0

T̃ (s, z, ε) =
λz2 + λ(1− b+ zs)z

−P2(s, 0)
,

а при u = 1 обчислюється q+(s) = λ(2 − b + zs)(−P2(s, 0))−1. Отже
знайдену генератрису можна записати так:

T (s, 0, z) =
q+(s)

2− b+ zs
[z2 + (1− b+ zs)z] = q+(s)g̃s(z),

g̃s(z) = E
[
zγ

+(0) | ξ+(θs) > 0
]

=
z2 + (1− b+ zs)z

2− b+ zs
.

Згiдно з (7.20) генератриса ξ+(θs) виражається через одержану умов-
ну генератрису g̃s(u) за допомогою узагальненої формули Полячека–
Хiнчина

g+(s, z) =
p+(s)

1− q+(s)g̃s(z)
=

= −p+(s)
P2(s, 0)

P2(s, 0) + λz2 + λ(1− b+ zs)z
=

= −p+(s)P2(s, 0)
1

P2(s, z)
.

Зауважимо, що одержане представлення спiвпадає з тим, що отри-
мано на основi факторизацiйної формули, оскiльки −p+(s)P2(s, 0) =
−P2(s, 1) = −4s/p−(s). При m < 0 i s → 0 одержується формула
Полячека–Хiнчина (див. (7.52) при 0 < b < 1)

g+(z) = lim
s→0

g+(s, z) =
p+

1− q+g̃0(z)
,

де

g̃0(z) =
z2 + (2− b)z

3− b
, zs −→

s→0
1, p+(s) −→

s→0
p+ > 0.

Зауважимо, що p1 = 1/4, p2 = 1/4, pi = 0, i = 3,∞, та

F (x) =


1
2 , x = 0;
1
4 , x = 1,

g1,2,3(s, x, i− 1) = 0, x > 1,
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тодi легко обчислити ненульовi значення функцiй g1,2,3(s, x, k) при
k = 1, 2 (див. (7.90), (7.91)), що є оберненням вiдносно z функцiй
G1,2,3(s, x, z):

g1(s, x, k) =


λp−(s)

4
(1− b+ zs) , x = 0, k = 1,

λp−(s)

4
, x = 0, k = 2, x = 1, k = 1;

g2(s, x, k) =


λbp−(s)

2
, x = k = 1,

λp−(s)

2
(zs − b), x = 0, k = 1;

g3(s, x, k) =


λp−(s)

4
(1− b+ zs) , x = 0, k = 1, x = 1, k = 2,

λp−(s)

4

(
(1− b)(1 + zs) + z2

s

)
, x = 0, k = 2.

Дограничнi функцiї банкрутства

φk(s, u, r) = P
{
γk(u) = r, ξ+(θs) > 0

}
безпосередньо обчислюються за формулою (7.95) при s > 0.

При m < 0 та u > 0 граничнi маргiнальнi функцiї банкрутства

φk(u, r) = P{γk(u) = r, ξ+ > u}, k = 1, 3,

обчислюються шляхом граничного переходу в (7.95) при s→ 0:

φk(u, r) =

min(u;2)∑
y=0

g′k(0, y, r)p+
u−y,

де функцiї g′i(s, x, k) мають представлення

g′1(0, x, k) =


(2− b)
3b− 1

, x = 0, k = 1,

1

3b− 1
, x = 0, k = 2, x = 1, k = 1;

g′2(0, x, k) =


b

3b− 1
, x = k = 0, x = k = 1,

1− b
3b− 1

, x = 0, k = 1;
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g′3(0, x, k) =


(2− b)
3b− 1

, x = 0, k = 1, x = 1, k = 2,

(3− 2b)

3b− 1
, x = 0, k = 2.

Зокрема при m < 0, u = 0 функцiї φk(0, r) = P{γk(0) = r, ξ+ > 0}
обчислюються за формулами (7.96):

P{γ+(0) = r, ξ+ > 0} =
2

1 + b
(bpr + (1− b)F (r − 1)), r = 1, 2;

P{γ+(0) = r, ζ+ > 0} =


2b

1 + b
F (0) =

2b

1 + b
, r = 0,

2

1 + b
(1− b)F (1) =

1− b
2(1 + b)

, r = 1,

P{γ+
0 = r, ζ+ > 0} = λ

2

1 + b
[1 + (1− b)r]pr,

r = 1, 2 (p1,2 = 1/4) .

Знаходження генератрис тотального максимуму дифiциту z+(u)
= ζ+

γ+(u) та ζ
+
γ+(u)(θs), та “червоного перiоду” T ′(u) здiйснюється ана-

логiчно тому, як це робилось для недискретних процесiв ризику в
теоремах 6.1, 6.5, та в теоремах 6.2, 6.6. Аналоги цих результатiв
для цiлозначних процесiв наводяться в наступному твердженнi.

Теорема 7.10. Для цiлозначного майже напiвнеперервного знизу
процесу ризику генератриса ζ+

γ+(u)(θs)

Φ∗(s, u, z) =: E
[
e−sτ

+(u)z
ζ+
γ+(u)

(θs)
, τ+(u) <∞

]
визначається спiввiдношенням

Φ∗(s, u, z) = Φ(s, 0, z)T (s, u, z), Φ(s, v, z) = Ezζ
+
v (θs), (7.97)

де T (s, u, z) = E[zγ
+(u), ζ+(θs) > u] визначається згорткою (7.94)

sT (s, u, z) =

u∑
y=0

G1(s, u− y, z)p+
y (s),

яка обертається по z (див. другу формулу в (7.94)).
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При m < 0 генератриса тотального максимуму дефiциту Z+(u)
визначається через T0(u, z) = T (0, u, z)

κu(z) =: E
[
zZ

+(u), ζ+ > u
]

= Ezζ
+

T0(u, z)zu,

T0(u, z) = E
[
zγ

+(u), ζ+ > u
]

=

u∑
y=0

G′1(0, u− y, z)p+
y . (7.98)

При m < 0 генератриса g∗u(s) =: E
[
e−sT

′(u), T ′(u) <∞
]
виражаєть-

ся дискретним аналогом формули dos Reis’a

g∗u(s) = q−(s)

∞∑
v=1

zvsφ1(u, v) = q−(s)T0(u, zs) =

=

∞∑
v=1

Ee−sτ
−(v)

u∑
y=0

g′1(0, u− y, v)p+
y , (7.99)

g∗0(s) = E
[
e−sT

′(0), T ′(0) <∞
]

= q−(s)T0(0, zs), (7.100)

T0(u, zs) = E
[
zγ

+(u)
s , τ+(u) <∞

]
, zs = z1(s) < 1.

Пiсля обернення другого рядка формули (7.99) одержується щiль-
нiсть розподiлу T ′(u) (в диференцiалах)

P{T ′(u) ∈ dt, T ′(u) <∞} = p+

∞∑
v=1

P{τ−(−v) ∈ dt}g′1(0, 0, v) +

+

∞∑
v=1

P{τ−(−v) ∈ dt}
u∑
y=1

g′1(0, u− y, v)p+
y . (7.101)

Генератриса числа вимог N∗(u) = n(T ′(u))
(
Ezn(t) = etλ1(1−z))

визначається спiввiдношенням (sz = λ1(1−z), λ1 = λp — iнтенсив-
нiсть вимог ξk ≥ 1)

n∗(u, z) = q−(sz)

∞∑
v=1

zv1 (sz)φ1(u, v) = q−(sz)T0(u, z1(sz)),

n∗(0, z) = q−(sz)T0(0, z1(sz)), q−(sz) →
z→1

1, sz →
z→1

0, (7.102)

n∗(u, 1) = T0(u, 1) = P{ζ+ > u},
n∗(0, 1) = P{T ′(0) <∞} = q+.
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Генератриса числа вимог до банкрутства N∗(u) = n(τ+(u)) визна-
чається спiввiдношенням

E
[
zN∗(u), τ+(u) <∞

]
= E

[
e−szτ

+(u), τ+(u) <∞
]

=

= V (sz, u, 1) = P+(sz, u),

Доведення. На основi спiввiдношення Φ(s, v, z) = zvΦ(s, 0, z) для ге-
нератриси ζ+

v (θs) встановлюється (7.97). При m < 0 граничним пе-
реходом (s ↘ 0) доводиться справедливiсть (7.98). При цьому пер-
ший рядок в (7.99) є гратчастим аналогом формули dos Reis’a (6.30).
Усередненням генератриси для τ−(−v) по розподiлу P{γ+(u) = v}
знаходимо генератрису (7.99) для T ′(u) та (7.100) для T ′0(0), а та-
кож вiдповiдну щiльнiсть (7.101). Усередненням генератриси nt(z)
(див. (6.29) по щiльностi (7.101) встановлюється справедливiсть спiв-
вiдношень (7.102), а усередненням nt(z) за розподiлом τ+(u) — спiв-
вiдношення для генератриси N∗(u).

Для напiвнеперервних знизу цiлозначних процесiв ризику всi спiв-
вiдношення наслiдку 7.1 та теореми 7.11 спрощуються, оскiльки при
b = 0 спрощуються всi функцiї в лемi 7.7.

7.5 Граничнi задачi на iнтервалi
для цiлозначних пуассонiвських
процесiв

Граничнi функцiонали, пов’язанi з виходом цiлозначних пуассонiв-
ських процесiв ξ(t) iз значеннями в Z = {0,±1,±2, . . .} з обмеженого
iнтервалу (x − T, x) (0 < x < T ), позначаються так само, як i для
процесiв iз значеннями в R

τ(x, T ) = inf{t > 0 : ξ(t) /∈ (x− T, x)},
A+(x) = {ω : ξ(τ(x, T )) > x} = {τ+(x) < τ−(x− T )},
A−(x) = {ω : ξ(τ(x, T )) < x− T} = {τ−(x− T ) < τ+(x)},

τ(x, T ) =

{
τ+(x, T ), ω ∈ A+(x),

τ−(x, T ), ω ∈ A−(x);

τ+(x) = inf{t : ξ(t) > x}, x > 0,
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γ+(x) = ξ(τ+(x))− x,
γ+
T (x) = ξ(τ+(x, T ))− x,
γ−T (x) = x− T − ξ(τ−(x, T )).

Генератриси функцiоналiв, пов’язаних з виходом ξ(t) з (x−T, x),
позначимо як i ранiше

QT (s, x) = E
[
e−sτ

+(x,T ), A+(x)
]
,

QT (s, x) = E
[
e−sτ

−(x,T ), A−(x)
]
,

V ±(s, z, x, T ) = E
[
e−sτ

±(x,T )zγ
±
T (x), A±(x)

]
,

V (s, z, x, T ) = E
[
zξ(θs), τ(x, T ) > θs

]
,

V±(s, z, x, T ) = E
[
e−sτ

±(x,T )zξ(τ
±(x,T )), A±(x)

]
.

Ще позначатимемо сукупнiсть цiлих чисел, що лежать вiдповiдно
справа (злiва) вiд x > 0, або справа (злiва) вiд x− T < 0

Z+
x ∈ (x,+∞), Z−x ∈ (−∞, x),

Z+
x−T ∈ (x− T,+∞), Z−x−T ∈ (−∞, x− T ).

Для обмежених послiдовностей {gk}+∞k=−∞ таких, що
∞∑

k=−∞
|gk| < ∞

та для обмеженого або напiвобмеженого iнтервалу I цiлих чисел вве-
демо позначення для класу твiрних перетворень

R(I) :

{
g(z) =

∑
k∈I

gkz
k

}
, R0(I) : {c+ g(z), 0 /∈ I}, c 6= 0.

Для твiрних перетворень (генератрис)

g(z) =

∞∑
k=−∞

gkz
k, |z| = 1

позначимо операцiї проектування

[g(z)]I =
∑
k∈I

gkz
k.
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Очевидно, що вище введенi функцiї V (s, z, x, T ) ∈ R(I), I ∈ (x−T, x);
V±(s, z, x, T ) ∈ R(I±), I+ = Z+

x , I− = Z−x−T ; (Z±x = {k : k ≥ x, k ≤ x})
g±(s, z) ∈ R(Z0

±), Z0
± = {±k ≥ 0}.

Для знаходження генератрис, що вводились на початку § 7.3,
доведемо спочатку лему про проекцiйнi факторизацiйнi тотожностi
(аналоги тотожностей Печерського для процесiв iз значеннями на
дiйснiй прямiй R1).
Зауваження. Якщо цiлозначний процес ξu(t) = u + ξ(t) стартує
з u > 0 (u – цiле), тодi згiдно з (4.4) будемо позначати моменти
першого виходу з iнтервалу (0, B) (0 < u < B)

τB(u) = inf{t > 0 : ξu(t)∈(0, B)},

τB(u) =

{
τ+
B (u), ω ∈ A+ = {τ+(B − u) < τ−(−u)},
τ−B (u), ω ∈ A− = {τ−(B − u) < τ+(B − u)}.

Для генератрис Q±B(s, u) = E[e−sτ
±
B (u), A±] ми зберiгаємо позначення

(4.45), якi узгоджуються з позначеннями в [84]

QB(s, u) = Q+
B(s, u), QB(s, u) = Q−B(s, u).

Лема 7.8. Нехай ξ(t) довiльний цiлозначний пуассонiвський про-
цес. Тодi генератриси V (s, z, x, T ) та V ±(s, z, x, T ) задовольняють
спiввiдношення зв’язку

V (s, z, x, T ) = g(s, z)[1− V+(s, z, x, T )− V−(s, z, x, T )]. (7.103)

При s > 0 мають мiсце проекцiйнi тотожностi вiдносно iнтерва-
лiв Z±x

V+(s, z, x, T ) = g−1
+ (s, z)[g+(s, z)

× (1− V−(s, z, x, T ))]Z+
x
, |z| ≤ 1,

V (s, z, x, T ) = g−(s, z)[g+(s, z)×
× (1− V−(s, z, x, T ))]Z−x , |z| = 1. (7.104)

V−(s, z, x, T ) = g−1
− (s, z)[g−(s, z)×
× (1− V+(s, z, x, T ))]Z−x−T

, |z| ≥ 1,

V (s, z, x, T ) = g+(s, z)[g−(s, z)×
× (1− V+(s, z, x, T ))]Z+

x−T
, |z| = 1. (7.105)
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Доведення. З очевидного спiввiдношення для генератриси ξ(t) зна-
ходимо, що

E
[
zξ(t), τ(x, T ) > T

]
= Ezξ(t) −E

[
zξ(t), τ(x, T ) ≤ T

]
=

= etk(z)−I+(t,z) − I−(t, z), (7.106)

I±(t, z) =

∫ t

0

e(t−u)k(z)E
[
eξ(u), τ±(x, T ) ∈ du

]
.

Пiсля перетворення Лапласа–Карсона по t знаходимо

Ĩ±(s, z) = g(s, z)V±(s, z, x, T ).

Тодi iз (7.106) випливає (7.103). Для стислостi запису V змiнну T та
iншi опустимо. Тодi з (7.103) випливає, що

V (s, z, x) = g(s, z)(I − V−)− g(s, z)V+

i на основi о.ф.т. iз останнього спiввiдношення одержимо

g(s, z)V+(s, z, x) = g(s, z)(1− V−(s, z, x))− V (s, z, x), (7.107)

g+(s, z)V+(s, z, x) = g+(s, z)(1− V−(s, z, x))− g−1
− (s, z, x)V.

З умови g−1
− (s, z)V ∈ Z−x , V ∈ R(I) випливає, що [g−1

− (s, z)V ]Z+
x

= 0.
тому пiсля операцiї проектування [ ]Z+

x
iз другої формули в (7.107)

випливає спiввiдношення (еквiвалентне першому в (7.104))

g+(s, z)V+(s, z, x) = [g+(s, z)(1− V−(s, z, x))]Z+
x
.

Аналогiчно з першої формули в (7.107) знаходимо, що

V (s, z, x)g−1
− (s, z) = g+(s, z)(1− V−)− g+(s, z)V+. (7.108)

Оскiльки V g−1
− (s, z) ∈ R−x , g+(s, z)V+ ∈ Z+

x , то з (7.108) пiсля прое-
ктування [ ]Z−x одержимо спiввiдношення

V (s, z, x)g−1
− (s, z) = [g+(s, z)(1− V−)]Z−x ,

еквiвалентне другому спiввiдношенню в (7.104). Тотожностi (7.105)
виводяться аналогiчно iз спiввiдношення

g(s, z)V−(s, z, x) = g(s, z)(1− V+)− V (s, z, x).
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На основi результатiв § 7.1–7.2 встановлюється, що для цiлозна-
чних пуассонiвських процесiв розподiли функцiоналiв описуються
рiзницевими рiвняннями з твiрним оператором

Kf(x) = λ

∞∑
y=−∞

py(f(x− y)− f(x));
∑
y 6=0

py = 1, x ∈ Z,

символом якого є кумулянта k(z) = λ(p(z)− 1).
Для напiвнеперервних зверху (знизу) процесiв цi оператори ма-

ють вигляд

K+f(x) = λ

1∑
y=−∞

py(f(x− y)− f(x)),

K−f(x) = λ

∞∑
y=−1

py(f(x− y)− f(x)).

Як i в роздiлi 4 для напiвнеперервних цiлозначних процесiв мо-
жна ввести поняття потенцiалу й резольвенти.

Основнi властивостi потенцiала й резольвенти для цiлозначних
процесiв такi ж самi як i для цiлозначних випадкових блукань (див.
роздiл 5 в [84] та роздiл 2 в [86], а також далi в § 7.7).

За визначальну властивiсть резольвенти в ґратчастому випадку
можна використати її зображення у виглядi згортки деякої степене-
вої функцiї з розподiлом одного з екстремальних значень ξ±(θs).

Означення 7.3. Нехай ξ(t) — цiлозначний напiвнеперервний зверху
пуасонiвський процес (див. (7.4)), для якого згiдно з (7.24)

g+(s, z) = Ezξ
+(θs) =

p+(s)

1− q+(s)z
(q+(z) = z−1

s < 1, k(zs) = s).

Тодi резольветою цього процесу називається функцiя вiд цiлого x > 0

Rs(x) = s−1p+(s)

x−1∑
k=0

qk−x+ (s)p−−k(s), x > 0, (7.109)

Rs(0) = 0, p−−k(s) = P{−ξ−(θs) = k}, k ≥ 0.
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Означення 7.4. Нехай ξ(t) — цiлозначний напiвнеперервний знизу
пуассонiвський процес (див. (7.2)), для якого згiдно з (7.31)

g−(s, z) = Ezξ
−(θs) =

zp−(s)

z − q−(s)
(zs = q−(s) < 1, k(zs) = s).

Тодi резольвентою цього процесу називають функцiю вiд цiлого x>0

Rs(x) = s−1p−(s)

x−1∑
k=0

qk−x− (s)p+
k (s), x > 0, (7.110)

Rs(0) = 0, p+
k (s) = P{ξ+(θs) = k}, k ≥ 0.

Легко доводиться наступна властивiсть для Rs(x) (яка в неграт-
частому випадку була визначальною).

Властивiсть 7.1. Резольвента (7.109) напiвнеперервного зверху
процесу задовольняє спiввiдношення

R(s, z−1) =:

∞∑
x=1

z−xRs(x) =
1

k(z)− s
, (7.111)

s > 0, zs = q−1
+ (s) < z.

Генератриса резольвенти (7.110) напiвнеперервного знизу процесу
задовольняє спiввiдношення

R(s, z) =:

∞∑
x=1

zxRs(s) =
1

k(z)− s
, (7.112)

s > 0, 0 < z < zs = q−(s).

Обмежимось доведенням (7.111). При zq+(s) > 1 пiсля пiдрахун-
ку R(s, z−1) знаходимо, що

∞∑
x=1

z−x
x−1∑
k=0

qk−x+ (s)p−−k(s) =

∞∑
k=0

p−−k(s)qk+(s)

∞∑
x=k+1

(q+(s)z)−x =

=

∞∑
k=0

p−−k(s)z−k
1

q+(s)z − 1
=

1

zq+(s)− 1
Ezξ

−(θs).
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Домножаючи на p+(s)s−1, з останнього спiввiдношення знаходимо,
що

R(s, z−1) = −s−1g−(s, z)g+(s, z) =
1

k(z)− s
.

Аналогiчно доводиться (7.112).

Властивiсть 7.2 ( [86, § 3.2, c. 193]). Функцiя Vs(x) = Rs(s)I(x > 0)
є єдиним розв’язком рiвняння

(K± − sI)Vs(x) = δx (x ≥ 0). (7.113)

Властивiсть 7.3. Функцiя

Vs(x) =


x∑
y=0

Rs(x− y)G(y), x > 0,

0, x < 0;
∑
y>0

|G(y)| <∞
(7.114)

задовольняє рiвняння

(K± − sI)Vs(x) = G(x), x > 0. (7.115)

Властивостi 7.2, 7.3 доводяться так само як i для напiвнеперерв-
них цiлозначних випадкових блукань (див. [86]).

З властивостей 7.2, 7.3 випливає

Властивiсть 7.4. Загальний розв’язок рiвняння (7.115) при умовi
Vs(x) = 0 для x < 0 має вигляд

Vs(x) = csRs(x) +

x∑
y=0

G(y)Rs(x− y), x > 0. (7.116)

Означення 7.5. Потенцiалом напiвнеперервного зверху (знизу) про-
цесу називається функцiя R(x) = lim

s→0
Rs(x), генератриса якої R̃(z) =

∞∑
x=1

zxR(x) задовольняє спiввiдношення

c̃R(z∓1) = R(0, z) =
1

k(z)
, R(0) = 0.

При обчисленнi R(x) на основi (7.109) та (7.110) шляхом граничного
переходу (s→ 0) слiд враховувати знак m = Eξ(1).
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Зокрема, для напiвнеперервного зверху процесу з (7.109) знахо-
димо для x > 0∫ t

0

P{ξ−(t) = −k}dt = E[τ−(−k)− τ−(k − 1)],

R(x) = lim
s→0

Rs(x) =

=


1

m
P{ξ− > −x}, m > 0,

p+

x−1∑
k=0

qk−x+ E[τ−(−k)− τ−(−k − 1)], m < 0,

для напiвнеперервного знизу процесу з (7.110) знаходимо для x > 0

R(x) = lim
s→0

Rs(x) =


1

|m|
P{ξ+ < x}, m < 0,

p−

x−1∑
k=0

qk−x− E[τ+(k + 1)− τ+(k)], m > 0.

Властивостi R(x) для процесу аналогiчнi властивостям потенцiалу
для ґратчастих блукань i виводяться iз властивостей резольвенти.

Генератриси моментiв виходу з iнтервалу визначаються на основi
властивостей Rs(x) та R(x) в наступному твердженнi.

Теорема 7.11. Для напiвнеперервного зверху цiлозначного пуассо-
нiвського процесу генератриси τ±(x, T ) та τ(x, T ) визначаються
спiввiдношеннями (в термiнах Rs(x) iз (7.109))

QT (s, x) =
Rs(T − x)

Rs(T )
(0 < x < T ), (7.117)

QT (s, x) = 1−QT (s, x)−

− s

QT (s, x)
∑
k≤T

Rs(k)−
∑
k≤x

Rs(k)

 , (7.118)

Q(T, s, x) = 1− s

QT (s, x)
∑
k≤T

Rs(k)−
∑
k≤x

Rs(k)

 . (7.119)

Розподiл значень процесу до виходу з iнтервалу визначається для
x− T < y < x

hs(T, x, y) = P{ξ(θs) = y, τ(x, T ) > θs} =
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= sQT (s, x)Rs(x− y)− sRs(−y)δ(y < 0). (7.120)

Спiльний розподiл {τ−(x, T ), ξ(τ−(x, T ))} визначається спiввiдно-
шенням

E
[
e−sτ

−(x,T ), ξ(τ−(x, T )) ≤ z
]

= (7.121)

=
∑

x−T<y<x
Π−(z − y)Rs(x− y)QT (s, x)−

−
∑

x−T<y<0

Π−(z − y)Rs(−y), z < x− T.

Для напiвнеперервного знизу цiлозначного пуассонiвського про-
цесу генератриси τ±(x, T ) та τ(x, T ) визначаються спiввiдношен-
нями (в термiнах Rs(x) iз (7.110))

QT (s, x) =
Rs(x)

Rs(T )
(0 < x < T ), (7.122)

QT (s, x) = 1−QT (s, x)− (7.123)

− s

[
QT (s, x)

T∑
k=1

Rs(x)−
x∑
k=1

Rs(x)

]
,

Q(T, s, x) = 1− s

[
QT (s, x)

T∑
k=1

Rs(x)−
x∑
k=1

Rs(x)

]
. (7.124)

Доведення. Розглянемо спочатку випадок неперервностi знизу. Iз
стохастичного спiввiдношення

τ−(x, T )
·
=

{
ζ, ξ1 ≤ x− T,
ζ + τ−(x− ξ1, T ), x− T ≤ ξ1 < x,

знаходимо, що (τ−(x, T ) = 0, x ≥ T )

QT (s, x) =
λ

s+ λ
P{ξ1 < x− T}+

+
λ

s+ λ

∑
k≥x−T

pkQT (s, x− k), 0 < x < T.

З умови QT (s, x) = 1, x ≥ T та останнього рiвняння випливає, що
QT (s, x) задовольняє рiвняння

(K− − sI)QT (s, x) = 0, x > 0, (7.125)
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тобто рiвняння (7.115) зG(x) ≡ 0, x > 0.При x < 0QT (s, x) = 0, тому
за властивiстю 7.4 розв’язок рiвняння (7.115) шукаємо у виглядi

QT (s, x) = CsRs(x), 0 < x < T.

З умови QT (s, T ) = 1 випливає, що c(s) = R−1
s (T ) i (7.122) доведено.

Для τ+(x, T ) має мiсце стохастичне зображення

τ+(x, T )
·
=

{
ζ, ξ1 > x,

ζ + τ+(x− ξ1, T ), x− T < ξ1 ≤ x,

з якого випливає, що

QT (s, x) =
λ

s+ λ
F (x) +

λ

s+ λ

∑
x−T<k≤x

pkQ
T (s, x− k).

Оскiльки QT (s, x) = 1 при x ≤ 0, тодi з останнього спiввiдношен-
ня випливає рiвняння

(K− − sI)QT (s, x) = 0, x > 0.

Пiсля замiни Q̃T (s, x) = 1−QT (s, x) одержимо рiвняння

(K− − sI)Q̃T (s, x) = −s, x > 0;

Q̃T (s, x) = 0, x ≤ 0. (7.126)

За властивiстю 7.4 розв’язок рiвняння (7.126) визначається спiввiд-
ношенням

Q̃T (s, x) = csRs(x) + s

x∑
k=1

Rs(k).

Звiдси (враховуючи, що Q̃T (s, T ) = 1) при x = T знаходимо, що

csRs(T ) + s

T∑
k=0

Rs(k) = 1, cs = R−1
s (T )

(
1− s

T∑
k=0

Rs(k)

)
.

Таким чином одержимо спiввiдношення

Q̃T (s, x) = R−1
s (T )Rs(x)

(
1− s

T∑
k=1

Rs(k)

)
− s

x∑
k=1

Rs(k),
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еквiвалентне (7.123). З (7.122) та (7.123) випливає (7.124). Цiлком
аналогiчно встановлюються спiввiдношення (7.117)–(7.119). Слiд вра-
хувати, що для напiвнеперервного зверху процесу ξ(τ+(x, T )) = x,
тому пiсля пiдстановки

V+(s, z, x, T ) = QT (s, x)zx

в останнє спiввiдношення (7.105) одержимо спiввiдношення

V (s, z, x, T ) = g+(s, z)×
× {[g−(s, z)](x−T,0) −QT (s, x)[zxg−(s, z)](x−T,x)}.

Пiсля обернення першого доданка знаходимо

I1(s, y) =

T−x−1∑
k=(−y)∨0

p+
k+y(s)p−−k(s) =

= p+(s)
∑

k=(−y)∨0

p+(s)q+(s)k+yp−−k(s)

= sq+(s)T+y−xRs(T − x)− sRs(−y)I{y > 0}.

Пiсля обернення другого доданка (без множника −QT (s, x)) одер-
жимо

I2(s, y) =
∑

x−T<k<y

p+
y−k(s)P{−ξ−(θs) = x− k} =

=
∑

x−y<r<T
p−−r(s)p

+
y+k−x(s) =

(∑
r<T

−
∑

r<x−y

)
p−−r(s)p

+
y+r−s(s) =

= sq+(s)T+y−xRs(T )− sRs(x− y).

Склавши одержанi доданки, знаходимо, що

I1(s, y)−QT (s, x)I2(s, y) =

= sQT (s, x)Rs(x− y)− sRs(−y)I{y < 0},

i таким чином (7.120) доведено.
Спiввiдношення (7.121) можна одержати iз загальної формули

(4.130), якщо врахувати, що γ−T (x) = x − T − ξ(τ−(x, T )), Π−(y) =
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λ
∑
k≤y

P{ξ1 = k} при y < 0. Тодi для розподiлу пари {τ−(x, T ),

ξ(τ−(x, T ))} одержимо спiввiдношення

sE
[
e−sτ

−(x,T ), ξ(τ−(x, T )) ≤ z
]

=
∑

x−T<y<x
Π−(z − z)hs(T, x, y),

а пiсля пiдстановки в нього (7.120) встановлюється (7.121).

Для майже напiвнеперервних цiлозначних пуасонiвських процесiв
встановлюються аналоги тверджень § 4.5 для генератрис функцiо-
налiв, пов’язаних з виходом з обмеженого iнтервалу.

Якщо ξ(t) майже напiвнеперервний зверху цiлозначний пуассо-
нiвський процес, додатнi стрибки якого геометрично розподiленi

pk = P{ξ1 = k} = p(1− c)ck−1, k ≥ 1 (0 < c < 1),

P{ξ1 ≤ −1} = q,

тодi на основi стохастичних спiввiдношень для функцiоналiв

τ+(x, T )
·
=

{
ζ, ξ ≥ x, P{ξ ≥ x} = pcx−1, x > 0,

ζ + τ+(x− ξ, T ), x− T < ξ < x;

γ+
T (x)

·
=

{
ξ − x, ξ ≥ x,
γ+
T (x− ξ), x− T < ξ < x;

ξ(τ+(x, T )) =

{
ξ, ξ ≥ x,
ξ+(τ+(x− ξ, T )), x− T < ξ < x

виводяться рiзницевi рiвняння для генератрис вiдповiдних функцiо-
налiв. Зокрема для генератриси τ+(x, T )

QT (s, x) = E
[
e−sτ

+(x,T ), A+(x)
]

легко вивести рiвняння на вiдрiзку

QT (s, x) =
λ

s+ λ
P{ξ ≥ x}+

+
λ

s+ λ

∑
x−T<k<x

pkQ
T (s, x− k) (0 < x < T )
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з граничними умовами

QT (s, x) =

{
0, x ≥ T,
1, x ≤ 0.

Введемо доповняльну функцiю до генератриси

Q
T

(s, x) = 1−QT (s, x) (0 < x < T ),

яка при x ≤ 0 має нульове значення. Рiвняння на вiдрiзку (0 < x <

T ) для Q
T

(s, x) набуває вигляду

(s+ λ)Q
T

(s, x) = s+ λF (x− T ) + λ
∑

x−T<k<x

Q
T

(s, x− k)pk.

Пiсля продовження на пiввiсь x ≥ 0 одержимо рiвняння

(s+ λ)QT (s, x) = sC(x) + λ
∑
r 6=x

QT (s, r)px−r +

+ CT (s, x), x ≥ 0 (7.127)

з компенсуючими функцiями

C(x) = I{x>0} : CT (s, x) = C>T (s)CxI{x ≥ T},

CT (s) = λpC−1

[
1 + (1− c)

∑
0<r<T

Q
T

(s, r)C−r

]
.

На основi рiвняння (7.127) знайдемо генератритсу

y(T, s, z) =

∞∑
x=1

zxQT (s, x) (7.128)

розв’язку цього рiвняння, який визначає Q
T

(s, x) лише на iнтервалi
(0, T ), а при x > T не має нiякого ймовiрнiсного сенсу.

Для майже неперервних зверху процесiв QT (s, x) виражається че-
рез

p+
k (s) = p+(s)(1− cz(c))z(s)−k, k ≥ 1, z(s) > 1.
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Теорема 7.12. Для майже напiвнеперервних зверху цiлозначних
процесiв ξ(t) генератриса (7.128) розв’язку рiвняння (7.127) визна-
чається спiввiдношенням

sy(T, s, z) = g+(s, z)

[
g−(s, z)

(
sz

1− z
+ C̃T (s, z)

)]
+

, (7.129)

пiсля обернення якого вiдносно z знаходимо Q
T

(s, x) та QT (s, x)

QT (s, x) = P+(s, x)−

− s−1CT (s)

x∑
y=1

p−x−yBT (s, y), 0 < x < T, (7.130)

де згiдно з (7.27)

P+(s, x) = q+(s)z1−x(s),

BT (s, x) = CT (s)
∑

k≤x−T

cx−kp−k (s), x > 0.

Пiсля визначення CT (s) встановлюється дискретний аналог спiв-
вiдношення (4.142)

QT (s, x) = q+(s)

0∑
r=x−T+1

z1−x+r(s)p−r (s)× (7.131)

×

(
0∑

r=1−T
zr(s)p−r (s) + cz(s)1−T

∞∑
r=0

crp−−r−T (s)

)−1

.

Спiльна генератриса {τ+(x, T ), γ+
T (x)} визначається спiввiдношен-

ням

E
[
e−sτ

+(x,T )zγ
+
T (x), A+(x)

]
= QT (s, x)

1− c
1− cz

. (7.132)

Доведення. Пiсля твiрного перетворення рiвняння (7.127) легко одер-
жати спiввiдношення

(s− k(z))y(T, s, z) =
sz

1− z
+ C̃T (s, z)− [y(T, s, z)p(z)]0−,
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яке зводиться до вигляду

sy(T, s, z)g−1(s, z) =
sz

1− z
+ C̃T (s, z)− [y(T, s, z)p(z)]0−.

Звiдси пiсля факторизацiйно-проекцiйних перетворень випливає
спiввiдношення

sy(T, s, z)g−1
+ (s, z) =

[
g−(s, z)

(
sz

1− z
+ C̃T (s, z)

)]
+

,

еквiвалентне (7.129). При оберненнi по z першому доданку в (7.129)
вiдповiдає P+(s, x) = P{ξ+(θs) < x}, а другому доданку пiд знаком
проекцiї пiсля обернення по z вiдповiдає функцiя BT (s, x).

Другий доданок пiсля обернення по z повнiстю визначає згортку∑
0≤y≤x

p+
x−y(s)BT (s, y) = p+(s)BT (s, x) +

+ CT (s)p+(s)
∑

0≤y<x

1− cz(s)
z(s)x−y

∑
k≤y−T

cy−kp−k (s).

З останньої подвiйної суми пiсля змiни порядку сумування одер-
жимо

∑
k≤−T

p−k (s)c−k(1− cz(s))z(s)−x
x−1∑
y=0

(cz(s))y +

+
∑

1−T≤k<x−T

c−k(1− cz(s))z(s)−x
x−1∑

y=k+T

(cz(s))y =

=
∑
k≤−T

p−k (s)z(s)−kc−k +
∑

1−T≤k<x−T

cT p−k (s)z(s)T+k−x −

−
∑

k<x−T

p−k (s).

Пiсля домноження на CT (s)p+(s) остання сума компенсує перший
доданок обчислюваної згортки. В результатi складання обернених
по z функцiй одержимо спiввiдношення

sQ
T

(s, x) = sP+(s, x) + p+(s)CT (s)z(s)−x×
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×

 ∑
k≤−T

p−k (s)c−k +
∑

1−T≤k≤x−T

cT p−k (s)z(s)T+K

 , 0 < x < T.

Шляхом вiдповiдних перетворень, пов’язаних з обчисленням CT (s),
знаходимо його значення

CT (s) = (cz(s))1−T s(1− cz(s))
cz(s)(1− c)p+(s)

×

×

(
0∑

r=1−T
z(s)rp−r (s) + (cz(s))1−T

−T∑
r=−∞

c−rp−r (s)

)−1

,

пiсля пiдстановки якого в попереднє спiввiдношення встановлюється
спiввiдношення (7.131).

Зауважимо, що iз (7.131) при c → 0 випливає спiввiдношення
(7.117) для напiвнеперервних цiлозначних процесiв.

Iз стохастичних спiввiдношень для τ+(x, T ), γ+
T (x) випливає рiв-

няння для V +(s, z, x) = V +(s, z, x, T ) (0 < x < T )

V +(s, z, x) =
λ

s+ λ

cx−1(1− c)
1− cz

+
λ

s+ λ

∑
x−T<k<x

pkV
+(s, z, x− k).

Звiдси при z = 1 випливає ранiше одержане рiвняння для QT (s, x)

QT (s, x) =
λp

s+ λ
cx−1 +

λ

s+ λ

∑
x−T<k<x

pkQ
T (s, x− k).

Легко перевiрити, що пiсля пiдстановки (7.132) в рiвняння для V +

ми одержимо рiвняння для QT (s, x). Отже справедливiсть спiввiдно-
шення (7.132) доведена i з нього випливає, що τ+(x, T ) не залежить
вiд γ+

T (x). При цьому γ+
T (x) — геометрично розподiлена випадкова

величина (0 < c < 1).

Для майже напiвнеперервних зверху цiлозначних пуассонiвських
процесiв ξ(t) справедлива

Теорема 7.13. Генератриса процесу ξ(θs) до виходу з iнтервалу
визначається дискретним аналогом (4.145)

V (s, z, x, T ) = (7.133)
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= g+(s, z)

[
g−(s, z)

(
1−QT (s, z)

zx(1− c)
1− cz

)]
Z+
x−T

,

обернення якого по z визначає розподiл ξ(θs) до виходу з iнтервалу

hs(T, x, y) =: P{ξ(θs) = y, τ(x, T ) > θs} = (7.134)

= p+(s)p−y (s)I{y ≤ 0}+ p+(s)(1− czs)
(y−1)∧0∑
r=x−T+1

zr−yp−r (s)−

− (1− c)p+(s)zx−ys ×

×

( −T∑
r=−∞

pr(s)c
−r(czs)

−T +

y−x∑
r=1−T

p−r (s)z−rs

)
QT (s, x),

zs = ẑs = (q+(s) + cp+(s))−1 ∈ (1, c−1).

Iмовiрнiсть невиходу ξ(θs) з iнтервалу та розподiл значення про-
цесу в момент нижнього виходу визначаються спiввiдношеннями

P{τ(x, T ) > θs} = P{ξ−(θs) > x− T} −

−QT (s, x)[P{ξ−(θs) > −T}+ c

∞∑
r=0

crp−−r−T (s)], (7.135)

sE
[
e−sτ

−(x,T ), ξ(τ−(x, T )) ≤ z
]

=

=
∑

x−T<y<x
Π(z − y)hs(T, x, y), z < x− T ;

(Π(x) = λF (x), x < 0).

Для напiвнеперервних зверху пуассонiвських процесiв спiввiдношен-
ня (7.131) ((7.133)–(7.135)) спрощуються при c→ 0, оскiльки q+(s) =
z−1
s , p+

k (s) = p+(s)z−ks . Тому при x− T < y < x

QT (s, x) = Rs(T − x)R−1
s (T ), 0 < x < T ; (7.136)

hs(T, x, y) = sQT (s, x)Rs(x− y)− sRs(−y)δ(y < 0), (7.137)

P{τ(x, T ) > θs} = P{ξ−(θs) > x− T} −
−QT (s, x)P{ξ−(θs) > −T}; (7.138)

при z < x− T

sE
[
e−sτ

−(x,T ), ξ(τ−(x, T )) ≤ z
]

=
∑

x−T<y<x
Π(z − y)hs(T, x, y) =
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= QT (s, x)
∑

x−T<y<x
Π(z − y)Rs(x− y)−

−
∑

x−T<y<x
Π(z − y)Rs(−y). (7.139)

Цi спiввiдношення є вiдповiдними дискретними аналогами ре-
зультатiв теореми 6.9.

Для майже напiвнеперервних знизу процесiв (див. (7.3) з b ∈
(0, 1), z(s) < 1) генератриса QT (s, x) визначається аналогiчним до
(7.131) спiввiдношенням

QT (s, x) = q−(s)

x−1∑
r=0

z(s)T−x+r−1p+
r (s)× (7.140)

×

(
T−1∑
r=0

z(s)rp+
r (s) + bz(s)T−1

∞∑
r=0

brp+
r+T (s)

)−1

,

Q
(b)
T (s, x) −→

b→0

Rs(x)

Rs(T )
. (7.141)

При цьому слiд врахувати, що розподiл ξ−(θs) виражається степе-
нями найближчого до 1 злiва кореня z(s) = z−(s) < 1 рiвняння
Лундберга

P{ξ−(θs) ≤ k} =
z−(s)− b

1− b
z−(s)|k|−1, k ≤ −1, (7.142)

так само як для майже напiвнеперервних зверху ξ(t) розподiл
ξ+(θs) виражається степенями найближчого до 1 справа кореня
z(s) = z+(s) = ẑs > 1 рiвняння (Ls)

P{ξ+(θs) ≥ k} =
1− cz+(s)

1− c
z+(s)−k, k ≥ 1. (7.143)

Для визначення iмовiрностей банкрутства iз (7.130) та (7.140) слiд
врахувати знак m = Eξ(1) при s → 0. При умовi (7.5) з c ∈ (0, 1)
встановлюється, що

1) при m < 0

z+(s)→ z+ > 1, p+(s)→ p+ =
z+ − 1

(1− c)z+
(s→ 0),
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p+
k (s)→ p+

k = p+(1− cz+)z−k+ , (7.144)

P{ξ+ < k} = 1− 1− cz
1− c

z−k+ , k ≥ 1,

ṗ−r = lim
s→0

s−1p−r (s) = (7.145)

= p−1
+

p′r(0) + (c− z−1
+ )

∞∑
j=1

p′r−j(0)cj−1

 , r ≤ −1;

2) при m > 0 (z′+(0) = m−1) i s→ 0

z+(s)→ 1, s−1p+(s)→
z′+(0)

1− c
,

s−1p+
k (s)→ z′+(0) (s→ 0), k ≥ 1,

lim
s→0

p−r (s) = p−r = (7.146)

=
1− c
z′+(0)

p′r(0) + (c− 1)

∞∑
j=1

p′r−jc
j−1

 , r ≤ −1;

3) при m = 0 i s→ 0

ẑs = z+(s)→ 1, p+(s)s−1/2 →
√

2

σ1(1− c)
,

p+
k (s)s−1/2 →

√
2

σ1
(k ≥ 1, s→ 0), σ2

1 = Dξ(1),

p̃−k = lim
s→0

p−k (s)s−1/2 = (7.147)

=
σ1(1− c)√

2

[
p′k(0) + (c− 1)

∞∑
r=1

p′k−r(0)cr−1

]
, k ≤ −1.

При умовi (7.3) з b ∈ (0, 1) аналогiчно встановлюється, що
1) при m > 0 i s→ 0

z−(s)→ z− < 1, p−(s)→ p− =
1− z−
1− b

(s→ 0),

p−k (s)→ p−k = p−(z− − b)z−k−1
− , (7.148)

P{ξ− ≤ k} =
z− − b
1− b

z
|k|−1
− , k ≤ −1;
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2) при m < 0 i s→ 0

z−(s)→ 1, s−1p−(s)→ −
z′−(0)

1− b
,

s−1p−k (s)→ −z′−(0) =
1

|m|
(s→ 0, k ≤ −1),

3) при m = 0 i s→ 0

z−(s)→ 1, p−(s)s−1/2 →
√

2

σ1(1− b)
,

p−k (s)s−1/2 →
√

2

σ1
(s→ 0, k ≤ −1).

Наведенi граничнi спiввiдношення слiд використати при грани-
чному переходi (s→ 0) в (7.130) при доведеннi наступного твердже-
ння.

Наслiдок 7.2. Для майже напiвнеперервного зверху цiлозначного
процесу iмовiрнiсть банкрутства QT (x) визначається залежно вiд
знаку m троїстим спiввiдношенням

QT (x) =



P{ξ− > x− T} ×

×

[
P{ξ− > −T}+ c

∞∑
r=0

crp−−r−T

]−1

, m > 0;

q+

0∑
r=x−T+1

z1−x+r
+ ṗ−r ×

×

[
0∑

r=1−T
zr+ṗ

−
r + cz1−T

+

∞∑
r=0

crp−−r−T

]−1

, m > 0,

0∑
r=x−T+1

p̃−r

[
0∑

r=1−T
p̃−r + c

∞∑
r=0

crp̃−−r−T

]−1

, m = 0,

(7.149)

де ṗ−r = lim
s→0

s−1p−r (s) визначається в (7.145), p̃−r = lim
s→0

s−1/2p−r (s) –

в (7.147).
При умовi (7.3) iз спiввiдношення (7.140) для процесу майже

напiвнеперервного знизу випливає (s→ 0) спiввiдношення для QT (x)
при m < 0

QT (x) = P{ξ+ < x} × (7.150)
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×

[
P{ξ+ < T}+ b

∞∑
r=0

brp+
r+T

]−1

, (0 < x < T ).

Доведення наслiдку випливає iз (7.131) пiсля граничного перехо-
ду (s → 0) з урахуванням граничних спiввiдношень (7.144)–(7.147),
а (7.149) випливає з (7.140) при s→ 0.

Якщо виконуються одноразово умови (7.3) та (7.5), то має мiсце
твердження, яке ми наводимо без доведення.

Наслiдок 7.3. Для майже напiвнеперервного зверху i знизу цiло-
значного пуасонiвського процесу при m > 0 iмовiрностi банкрут-
ства визначаються спiввiдношеннями

1) при m > 0

QT (x) = P{ξ− > x− T}

[
P{ξ− > −T}+ c

∞∑
r=0

crp−−r−T

]−1

,

QT (x) = 1−QT (x), (0 < x < T ); (7.151)

P{ξ− > x} = 1− z− − b
1− b

z
|x|−1
− , x ≤ −1;

2) при m < 0

QT (x) = P{ξ+ < x}

[
P{ξ+ < T}+ b

∞∑
r=0

brp+
r+T

]−1

, 0 < x < T,

QT (x) = 1−QT (x); (7.152)

P{ξ+ < x} = 1− 1− cz+

1− z+
z−x+ , x ≥ 1;

3) при m = 0

QT (x) =
b+ (1− b)(T − x)

c(1− b)(1− c)−1 + b+ (1− b)T
, 0 < x < T,

QT (x) =
c(1− b)(1− c)−1 + (1− b)x

c(1− b)(1− c)−1 + b+ (1− b)T
. (7.153)

Для симетричного випадку (b = c, p = q = 1
2 , m = 0)

QT (x) =
b+ (1− b)(T − x)

2b+ (1− b)T
,
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QT (x) =
b+ (1− b)x

2b+ (1− b)T
(b = c 6= 0),

QT (x) =
T − x
T

, QT (x) =
x

T
(0 < x < T, b = c = 0). (7.154)

Якщо 0 < b < 1, c = 0 i m = 0, тодi

QT (x) =
b+ (1− b)(T − x)

b+ (1− b)T
, QT (x) =

(1− b)x
b+ (1− b)T

. (7.155)

Якщо 0 < c < 1, b = 0, m = 0, тодi

QT (x) =
(T − x)(1− c)
c+ (1− c)T

, QT (x) =
c+ (1− c)x
c+ (1− c)T

. (7.156)

7.6 Граничнi функцiонали
для цiлозначних випадкових блукань

Нехай {ξn}n≥1 — послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
випадкових величин з дискретним розподiлом

P{ξ1 = k} = pk, p(z) = Ezξ1 =
∑

zkpk, |z| = 1.

Для випадкового блукання

Sxn =

n∑
k=0

ξk + x (ξ0 = 0, x — цiле), Sn =

n∑
k=0

ξk

розглянемо такi самi функцiонали, як i для цiлозначних пуассонiв-
ських процесiв, а їх позначення аналогiчнi позначенням функцiона-
лiв для Sn в роздiлi 5. Крiм того позначатимемо

ν̃(s) : P{ν̃(s) = n} = (1− s)sn, n ≥ 0, 0 < s < 1,

g(s, z) = EzSν̃(s) =
1− s

1− sp(z)
(|z| = 1), (7.157)

g±(s, z) = Ez
S±
ν̃(s) , |z|±1 ≤ 1.

Як i для блукань з неперервно розподiленим кроком для цiло-
значних Sn має мiсце лема про безмежно подiлену факторизацiю та
теорема про основну факторизацiйну тотожнiсть (див. [177]).
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Лема 7.9. Для генератриси g(s, z) має мiсце факторизацiйний роз-
клад

g(s, z) = Ezξ
+
s Ezξ

−
s , |z| = 1, (7.158)

де ξ±s — безмежно подiльнi цiлозначнi випадковi величини з генера-
трисами

Ezξ
±
s = exp

{ ∞∑
n=1

sn

n
E[(zSn − 1),±Sn > 0]

}
=

= exp

{∑
±k>0

(zk − 1)n±k (s)

}
, (7.159)

n±k (s) =

∞∑
n=1

sn

n
p±k(n), p±k(n) = P{Sn = ±k}.

Як i в § 7.1, на основi леми 7.9 встановлюється

Теорема 7.14. Для генератриси g(s, z) справедлива о.ф.т.

g(s, z) = g+(s, z)g−(s, z), |z| = 1, (7.160)

g±(s, z) = exp

{∑
±k>0

(zk − 1)n±k (s)

}
, |z|±1 ≤ 1,

де спiввiдношення для множникiв о.ф.т. g±(s, z) називаються то-
тожностями Спiтцера.

Для напiвнеперервних зверху (знизу) випадкових блукань мають
мiсце твердження, аналогiчнi теоремам 7.5, 7.6.

Теорема 7.15. Якщо {Sn}n≥0 — напiвнеперервне зверху цiлозначне
випадкове блукання, тодi генератриса τ+(x) визначається спiввiд-
ношеннями

T (s, x) =: E
[
sτ

+(x), τ+(x) <∞
]

= P{S+
ν̃(s) > x} = q+(s)x+1,

q+(s) = z(s)−1, x > 0, q+(s) = 1− p+(s), (7.161)

де z(s) = zs > 1 — єдиний корiнь рiвняння Лундберга

1− sp(z) = 0, 0 < s ≤ 1. (7.162)
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Генератриса τ+(x) = inf{n : Sn ≥ x} (x > 0) визначається спiввiд-
ношенням

T (s, x) =: E[sτ
+(x), τ+ <∞] = P{S+

ν̃(s) ≥ x} = q+(s)x. (7.163)

Якщо {Sn}n≥0 — майже напiвнеперервне зверху блукання з умов-
ною генератрисою кроку (7.5) з параметром c ∈ (0; 1), тодi z(s) = ẑs
— корiнь рiвняння Лундберга (7.162) ẑs ∈ (1, c−1) визначає генера-
трису τ+(x) (x > 0) (та S+

ν̃(s))

T (s, x) = q+(s)z−xs , q+(s) =
1− czs

(1− c)zs
, (7.164)

T (s, x) = q+(s)z1−x
s , z−1

s = q+(s) + cp+(s),

g+(s, z) = Ez
S+
ν̃(s) =

p+(s)(1− cz)
1− zz−1

s

, p+(s) =
zs − 1

(1− c)zs
. (7.165)

Пiсля обернення (7.165) по z одержується розподiл S+
ν̃(s)

p+
k (s) = P{S+

ν̃(s) = k} = p+(s)(1− czs)z−ks , (7.166)

= q+(s)(1− z−1
s )z1−k

s , k ≥ 1.

Генератриса S−ν̃(s) визначається проекцiйним спiввiдношенням

g−(s, z) =: Ez
S−
ν̃(s) =

1

p+(s)

[
(1− zz−1

s )

∞∑
k=0

ckzkg(s, z)

]0

−

, (7.167)

а розподiл S−ν̃(s) виражається через pk(s) = P{sν̃(s) = k},

p−k (s) =: P{S−ν̃(s) = k} = (7.168)

=
1

p+(s)

[
pk(s) + (c− z−1

s )

∞∑
r=1

cr−1pk−r(s)

]
, k < 0.

Якщо m = Eξ1 > 0, тодi zs −→
s→1

1, p+(s) −→
s→1

0, p′+(1) = z′(1)
1−c , а

генератриса та розподiл S− визначаються спiввiдношеннями

g−(z) =: EzS
−

= lim
s→1

g−(s, z) =
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=
1

p′+(1)

[
(1− z)

∞∑
k=0

ckzk
0∑

r=−∞
zrp′k(1)

]0

−

, (7.169)

p−k = P{S− = k} =
1

p′+(1)

[
p′k(1)− (1− c)

∞∑
r=1

cr−1p′k−r(1)

]
,

k < 0, z′(1) =
1

m
, p′+(1) =

1

m(1− c)
.

Якщо m = 0, тодi zs −→
s→1

0, p+(s) −→
s→1

0, P{S± = ±∞} = 1.

Якщо m < 0, тодi zs → z0 ∈ (1, c−1), а генератриса та розподiл
S+ визначаються спiввiдношеннями

g+(z) =: EzS
+

=
p+(1− cz)
1− zz−1

0

= p+ +
q+(1− z−1

0 )z

1− zz−1
s

, (7.170)

p+ =
z0 − 1

z0(1− c)
; z−1

0 = q+ + cp−;

p+
k = P{S+ = k} = p+z

−k
0 (1− cz0) = q+(1− z−1

0 )z1−k
0 , k > 0.

Доведення. Доведення спiввiдношень (7.161) та (7.163) грунтується
на стохастичних зображеннях τ+(x) та τ+(x)

τ+(x)
·
=

{
1, ξ > x,

1 + τ+(x− ξ), ξ ≤ x;

τ+(x)
·
=

{
1, ξ ≥ x;

1 + τ+(x− ξ), ξ < x.

Доведення решти спiввiдношень аналогiчне доведенню теорем 7.4
та 7.5. Якщо m > 0, тодi граничним переходом (s → 1) у (7.167),
(7.168) встановлюється (7.169); а при m < 0 iз (7.164) та (7.165) при
s→ 1 випливають спiввiдношення (7.170).

Сформулюємо без доведення аналогiчне твердження для майже
напiвнеперервних знизу блукань.

Теорема 7.16. Нехай Sn — майже напiвнеперервне знизу цiлозна-
чне випадкове блукання з умовною генератрисою кроку (7.3) (з па-
раметром b ∈ (0, 1)), тодi zs = z(s) (b < zs < 1) єдиний корiнь
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рiвняння Лундберга (7.162) визначає вiд’ємну компоненту о.ф.т.
g−(s, z) та генератрису τ−(x) (x < 0)

g−(s, z) = Ez
S−
ν̃(s) =

p−(s)(z − b)
z − zs

, p−(s) =
1− zs
1− b

,

E[sτ
−(s), τ−(x) <∞] = P{S−ν̃(s) < x} = q−(s)zxs , x < 0, (7.171)

p−−k(s) = p−(s)(zs − b)zk−1
s , k ≥ 1, q−(s) = 1− p−(s).

генератриса S+
ν̃(s) визначається проекцiйним спiввiдношенням

g+(s, z) =
1

p−(s)

1− zsz−1

1− bz−1

∑
k≥0

zkpk(s)

0

+

,

zs = q−(s) + bp−(s), (7.172)

p+
k (s) =

1

p−(s)

[
pk(s) + (b− zs)

∞∑
r=1

br−1pk+r(s)

]
, k ≥ 0.

Якщо m < 0, тодi zs −→
s→1

1, −p′−(1) = z′(1)
1−b = 1

|m|(1−b) , p
′
k(1) < 0,

g+(z) =: EzS
+

=

=
1

p′−(1)

[(
1 + (b− 1)

∞∑
r=1

br−1z−r

) ∞∑
k=0

zkp′k(1)

]0

+

.

Якщо m > 0, тодi zs −→
s→1

z0 (b < z0 = q− + bp− < 1)

g−(z) =: EzS
−

= (1− z0)
1− bz−1

1− z0z−1
, p− =

1− z0

1− b
, (7.173)

p−−k = P{S− = k} = p−(z0 − b)zk−1
0 , k ≥ 1.

Для напiвнеперервних зверху i знизу випадкових блукань (b = c =
0) спiввiдношення теорем 6.13 та 6.14 значно спрощуються. Зокрема,
генератриси для ξ±(θs) визначаються спiввiдношеннями через коренi
z−(s) < 1 < z+(s) рiвняння (7.162)

g−(s, z) =
p−(s)

1− z−1z−(s)
, z(s) = z−(s) = q−(s) < 1, (7.174)
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g+(s, z) =
p+s)

1− zz+(s)−1
, z(s) = z+(s) > 1, q+(s) = z+(s)−1.

Для спiльного розподiлу пар {τ+(x), γ+(x)} та {τ+(x), γ+(x)} має
мiсце друга ф.т., яка встановлюється в термiнах твiрного перетворен-
ня, породженого геометрично розподiленою величиною ν̃ε (P{ν̃ε =
k} = (1− ε)εk, k ≥ 0).

Теорема 7.17. Для спiльного розподiлу {S+
ν̃(s), γ

+(y)} має мiсце
спiввiдношення

T (s, u, y) = E
[
uγ

+(y), S+
ν̃(s) > y

]
= (7.175)

=
1

g+(s, u)
E
[
u
S+
ν̃(s)
−y
, S+
ν̃(s) > y

]
,

а для спiльної генератриси {τ+(ν̃ε), γ
+(ν̃ε)} має мiсце друга ф.т.

T̃ (s, ε, u) =: E
[
uγ

+(ν̃ε)sτ
+(ν̃ε), τ+(ν̃ε) <∞

]
=

=
u(1− ε)
u− ε

[
1− g+(s, ε)

g+(s, u)

]
. (7.176)

Аналогiчна тотожнiсть справедлива для генератриси {τ+(ν̃ε),
γ+(ν̃ε)}

E
[
uγ

+(ν̃ε)sτ
+(ν̃ε), τ+(ν̃ε) <∞

]
= (7.177)

=
1− ε
u− ε

[ug+(s, u)− εg+(s, ε)]g+(s, u)−1.

Доведення. Для доведення теореми використовуються вiдповiднi
стохастичнi спiввiдношення зв’язку мiж τ+(x) та γ+(x) (τ+(x) та
γ+(x)). Зокрема, для першої пари iз стохастичного спiввiдношення

τ+(x+ y)
·
=

{
τ+(y), γ+(y) > x, x ≥ 0,

τ+(y) + τ+(x− γ+(y)), γ+(y) ≤ x,

виводиться спiввiдношення

E
[
sτ

+(x+y), τ+(x+ y) <∞
]

= P{S+
ν̃(s) > y, γ+(y) > x}+ (7.178)

+

x∑
l=0

E
[
sτ

+(y), γ+(y) = l
]
P{S+

ν̃(s) > x− l}.
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Пiсля твiрного перетворення по x лiва частина (7.178) має вигляд

I(s, y, u) =

∞∑
x=0

uxP{s+
ν̃(s) > y + x} =

∞∑
x=0

ux
∑

k>y+x

p+
k (s) =

=
1

1− u
{
P{S+

ν̃(s) > y} −E
[
u
S+
ν̃(s)
−y
, S+
ν̃(s) > y

]}
.

Пiсля подiбного перетворення перший доданок справа в (7.178) на-
буває вигляду

I1(s, y, u) =

∞∑
x=0

uxP{S+
ν̃(s) > y, γ+(y) > x} =

=

∞∑
x=0

ux
∞∑

r=x+1

P{S+
ν̃(s) > y, γ+(y) = r} =

=
1

1− u

∞∑
r=1

P{S+
ν̃(s) > y, γ+(y) = r}(1− ur) =

=
1

1− u
[P{S+

ν̃(s) > y} − T (s, y, u)].

Для перетворення другого доданку в (7.178) аналогiчно знаходи-
мо, що

I2(s, y, u) = T (s, u, 1)

∞∑
l=0

P{S+
ν̃(s) > y, γ+(y) = l}ul =

= T̃ (s, u, 1)E[uγ
+(u), S+

ν̃(s) > y],

T̃ (s, u, 1) =
1

1− u
E[1− uS

+
ν̃(s) ],

тодi

I(s, y, u)− I1(s, y, u) = T (s, u, 1)T (s, y, u).

Звiдси пiсля спрощення встановлюється спiввiдношення (7.175). За-
стосувавши до (7.175) твiрне перетворення по y одержимо спiввiдно-
шення (7.176). На основi стохастичного спiввiдношення

τ(x+ y)
·
=

{
τ+(y), γ+(y) ≥ x,
τ+(y) + τ+(x− γ+(y)), γ+(y) < x,

аналогiчно встановлюється спiввiдношення (7.177).
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З теореми 7.14 випливає

Наслiдок 7.4. Генератриса пари {τ+(0), γ+(0)} та генератриса
S+
ν̃(s) задовольняють спiввiдношення зв’язку

T (s, 0, u) = E
[
sτ

+(0)uγ
+(0), τ+(0) <∞

]
=

= E
[
uγ

+(0), S+
ν̃(s) > 0

]
= 1− p+(s)

g+(s, u)
, (7.179)

g+(s, u) = Eu
S+
ν̃(s) , p+(s) = P{S+

ν̃(s) = 0},

з якого випливає дограничне узагальнення формули Полячека–Хiн-
чина

g+(s, u) =
p+(s)

1− q+(s)E[uγ+(0)|S+
ν̃(s) > 0]

. (7.180)

Якщо m < 0, тодi генератриса S+ дискретним аналогом форму-
ли Полячека–Хiнчина

EuS
+

=
p+

1− q+E[uγ+(0)|S+ > 0]
, p+ = P{S+ = 0}. (7.181)

Для майже напiвнеперервного зверху блукання справедливе спiввiд-
ношення

T̃ (s, ε, u) =
(1− ε)(1− czs)

zs − ε
u

1− cu
−→
ε→0

T (s, 0, u) =

= q+(s)
u(1− c)
1− cu

. (7.182)

Отже,для майже напiвнеперервних зверху блукань γ+(x) не зале-
жить вiд τ+(x) та x, тобто

T (s, x, u) = E
[
sτ

+(x), τ+(x) <∞
]
Euγ

+(x) =

= P{S+
ν̃(s) > x}Euγ

+(x),

при цьому Euγ
+(x) = (1−c)u

1−cu , P{S+
ν̃(s) > x} = q+(s)x+1.

Приклад 7.5. Нехай Sn =
∑
k≤n

ξk — випадкове блукання з генера-

трисою кроку

p(z) =
2

3z
+

1

3

(1− c)z
1− cz

(0 < c < 1).
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Охарактеризувати Sn, знайти m = Eξ та g(s, z). Знайти g±(s, z).
Записати другу ф.т., знайти зв’язок G+(s, z) з генератрисою γ+(0).
Знайти генератриси для абсолютних екстремумiв ζ±.

Блукання Sn — напiвнеперервне знизу i майже напiвнеперервне
зверху.

m =
1

3

(
1

1− c
− 2

)
=

2c− 1

3(1− c)
;σ2 =

2

3
; m = 0 при c =

1

2
;

g(s, z) =
1− s

1− sp(z)
= − (1− s)3z(1− cz)

z2(3c+ s(1− c))− z(3 + 2sc) + 2s
.

Рiвняння Лундберга зводиться до квадратного рiвняння

z2(3c+ s(1− c))− z(3 + 2sc) + 2s = 0,

яке при s = 1 має вигляд

z2(1 + 2c)− z(3 + 2c) + 2 = 0, D = (1− 2c)2 > 0.

Легко перевiрити, що останнє рiвняння має корiнь z = 1.
a) При m = 0 1 є кратним коренем z± = 1;
б) при m < 0, z− = 1, z+ > 1 (c < 1

2 );
в) при m > 0, z− < 1, z+ = 1 (c > 1

2 ).
Для як завгодно близького до 1 s < 1 коренi рiвняння (Ls) строго

вiдмiннi вiд 1: z−(s) < 1 < z+(s). Цi коренi визначають компоненти
о.ф.т. g±(s, z) = EzS

±

ν̃(s)

g+(s, z) =
(z+(s)− 1)(1− cz)
(z+(s)− z)(1− c)

= p+(s)
1− cz

1− z−1
+ (s)z

,

p+(s) =
z+(s)− 1

z+(s)(1− c)
(при c = 0 z−1

+ (s) = q+(s));

g−(s, z) =
p−(s)z

z − z−(s)
, p−(s) = 1− z−(s), q−(s) = z−(s).

a) При m1 = 0, p±(s) → 0, оскiльки z±(s) → 1 при s → 1, отже
g±(s, z) −→

s→1
0;

б) приm < 0, p−(s)→ 0, g−(s, z)→ 0 при s→ 0,P{S−=−∞} = 1 :

z+(s)→ z+ > 1, g+(s, z) −→
s→1

EzS
+

= p+
1− cz

1− z−1
− z

(z− > 1).
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в) При m > 0 z+(s) → 1, p+(s) → 0 при s → 1. Отже P{S+ =

−∞} = 1; z−(s)→ z− < 1, g−(s, z) −→
s→1

EzS
−

= p−
1−z−z−1 , q− = z−.

За другою ф.т. знаходимо

E[sτ
+(νε)uγ

+
νε , τ+(νε)] =

u(1− ε)
u− ε

[
1− g+(s, ε)

g+(s, u)

]
=

=
u(1− ε)(1− cz+(s))

(1− cu)(z+(s)− ε)
(P{νε = k} = (1− ε)εk, k ≥ 0).

Пiсля обернення по ε звiдси випливає, що

E[sτ
+(x)uγ

+(x), τ+(x) <∞] =
u(1− c)
1− cu

1− cz+(s)

(1− c)z+(s)1+x
.

Звiдси випливає, що τ+(x) i γ+(x) — незалежнi i γ+(x) не залежать
вiд x

E[sτ
+(x), τ+(x) <∞] =

1− cz+(s)

(1− c)z+(s)1+x
,

g0(u) = Euγ
+(x) =

u(1− c)
1− cu

.

Оскiльки γ+(0) не залежить вiд τ+(0), то згiдно (7.180) g+(s, z) ви-
ражається через генератрису γ+(0)

g+(s, z) =
p+(s)

1− q+(s)Euγ+(0)
, q+(s) = 1− p+(s),

а при m < 0 звiдси при s→ 1 випливає формула Полячека–Хiнчина

EuS
+

=
p+

1− q+g0(u)
, g0(u) = Euγ

+(0) =
u(1− c)
1− cu

,

γ+(0) — геометрично розподiлена випадкова величина.
Для перестрибкових функцiоналiв та часу перебування цiлознач-

них Sn у фiксованому станi мають мiсце аналогiчнi твердження § 7.2
для цiлозначних процесiв ξ(t). Зокрема iз стохастичних зображень

τ+(x)
·
=

{
1, ξ > x,

1 + τ+(x− ξ), ξ ≤ x,
γ+(x)

·
=

{
ξ − x, ξ > x,

γ+(x− ξ), ξ ≤ x,



7.6. Граничнi функцiонали для цiлозначних блукань 483

γ+(x)
·
=

{
x, ξ > x,

γ+(x− ξ), ξ ≤ x

для генератриси

V (s, x, u, v) = E[sτ
+(x)uγ

+(x)vγ+(x), τ+(x) <∞]

виводиться подiбне до (7.44) рiвняння

V (s, x, u, v)−
∑
k≤x

V (s, x− k, u, v)pk = sAx(u, v), x ≥ 0,

Ax(u, v) =
∑

k≥x+1

uk−xvxpk, (7.183)

Ax(u) = Ax(u, 1) =
∑
r≥1

urpx+r, x ≥ 0, Ax(1) = P{ξ > x}.

Пiсля твiрного перетворення по x в термiнах генератрис

a(β, u) =
∑
x≥0

βxAx(u), a(β, u, v) =
∑
x≥0

βxAx(u, v) = a(βv, u),

на пiдставi рiвняння (7.183) встановлюється аналог теореми 7.7.

Теорема 7.18. Для довiльного цiлозначного випадкового блукан-
ня Sn твiрне перетворення

v(s, β, u, v) =
∑
x≥0

βxV (s, x, u, v) (v(s, β, u) = v(s, β, u, 1))

визначається проекцiйним спiввiдношенням (аналогом (7.45))

(1− s)v(s, β, u, v) = [g−(s, β)a(β, u, v)]0+g+(s, β), (7.184)

пiсля обернення якого V (s, x, u, v) визначається згорткою

(1− s)V (s, x, u, v) =

x∑
y=0

G(s, x− y, u, v)p+
y (s), x > 0, (7.185)

G(s, x, u, v) =
∑
y≤0

Ax−y(u, v)p−y (s), x > 0,

G(s, x, u) = G(s, x, u, 1).
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Пiсля твiрного перетворення (7.185) набуває вигляду

(1− s)v(s, β, u, v) = g(s, β, u, v)g+(s, β), (7.186)

g(s, β, u, v) =

∞∑
x=0

βxG(s, x, u, v), (g(s, β, u) = g(s, β, u, 1)).

Генератриса S+
ν̃(s) виражається також через

k(s, z) =

∞∑
x=0

zxKs(x), Ks(x) = G(s, x, 1) =
∑
k≥x

p−x−k(s)F (x),

g+(s, β) =
1− s

1− s+ (1− β)k(s, β)
, p+(s) =

s

s+ k(s, 0)
. (7.187)

Якщо Sn — майже напiвнеперервне знизу блукання, тодi g−(s, z)
та g(s, β, u, v) виражаються через корiнь рiвняння Лундберга 0 <
zs = z(s) < 1, а саме

G(s, x, u, v) = p−(s)

Ax(u, v) + (zs − b)
∑
j<0

Ax−j(u, v)z−j−1
s

 =

= p−(s)z−1
s

bAx(u, v) + (zs − b)
∑
j≥0

Ax+j(u, v)zjs

 ,
g(s, β, u, v) = p−(s)

[
a(βv, u) +

zs − b
zs − β

(a(vzs, u)− a(vβ, u))

]
.

Генератриса S+
ν̃(s) виражається через умовну генератрису γ+(0) до-

граничним узагальненням дискретного аналогу формули Полячека–
Хiнчина

g+(s, u) =
p+(s)

1− V (s, 0, u)
=

p+(s)

1− q+(s)gs(u)
, (7.188)

gs(u) = E
[
uγ

+(0) |S+
ν̃(s) > 0

]
=
bA0(u) + (zs − b)a(zs, u)

G(s, 0, 1)
.

Якщо m < 0, тодi при s→ 1 має мiсце дискретний аналог формули
Полячека–Хiнчина

lim
s→1

g+(s, u) = g+(u) =
p+

1− q+g1(u)
, q+ =

bF (0) + (1− b)µ+

q + bp
,
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g1(u) = Ezξ
∗
1 =

bA0(u) + (1− b)a(u, 1)

bA0(1) + (1− b)a(1, 1)
, (7.189)

a(u, 1) =

∞∑
r=1

urF (r − 1), A0(1) = F (0),

a(1, 1) =
∑
r≥0

F (r) = µ+.

Якщо b = 0, тодi для напiвнеперервних знизу блукань

g1(u) = E[uγ
+(0) |S+ > 0] =

a(u, 1)

a(1, 1)
, q+ = 1− p+ =

µ+

q
.

Для напiвнеперервного знизу блукання (b = 0) спрощуються
G(s, x, u, v) та g(s, β, u, v) i вiдповiдно спрощуються спiввiдношення
(7.185)–(7.188), зокрема у формулi (7.188)

gs(u) = E
[
uγ

+(0) |S+
ν̃(s) > 0

]
=
a(zs, u)

a(zs, 1)
.

Доведення теореми аналогiчне доведенню теореми 7.7. З (7.166) ви-
пливає, що g1(u) = Euξ

∗
1

P{ξ∗1 = r} =
bpr + (1− b)F (r − 1)

bF (0) + (1− b)a(1, 1)
, EuS

+

= Eu
S∗ν̃(q+) .

Це означає, що S+ є рандомiзованою сумою S∗n =
∑
k≤n

ξ∗k доданкiв

{ξ∗k}k≥1 з генератрисою g∗1(u) та з вiдповiдним iндексом n = ν̃(q+),
що має геометричний розподiл з параметром q+ ∈ (0; 1).

З теореми 7.17 для майже напiвнеперервних знизу цiлозначних
випадкових блукань легко одержати результати, аналогiчнi тим, що
встановленi в § 7.3 для цiлозначних пуассонiвських процессiв. Щоб
сформулювати цi результати нам знадобиться аналог леми 7.3.

Лема 7.10. Для майже напiвнеперервних знизу блукань згортка
G(s, x, u, v) (див. (7.185)) має зображення аналогiчне (7.87)

G(s, x, u, v) = (7.190)

= p−(s)z−1
s vx

[
b

∞∑
k=1

ukpk+x + (zs − b)q̃(s, x, u, v)

]
,
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де q̃(s, x, u, v) допускає обернення по u

q̃(s, x, u, v) =

∞∑
k=1

ukqk(s, x, v),

а функцiя qk(s, x, v) допускає обернення по v

qk(s, x, v) =
∑
y≥k

(vzs)
y−kpx+k =

∞∑
r=0

(vzs)
rpx+k+r,

qk,r(s, x) = zrspx+k+r, r ≥ 0.

Тому (7.190) допускає обернення по u

g̃(s, x, k, v) = p−(s)z−1
s vx[pk+xb+ (zs − b)qk(s, x, v)]. (7.191)

Оберненням (7.191) по v встановлюється, що

g(s, x, k, r) = (7.192)

= p−(s)z−1
s [pk+xI{r = x}+ (zs − b)zr−xs pr+kI{r > x}].

Функцiя G1(s, x, u) = G(s, x, u, 1) допускає обернення по u

G1(s, x, u) = p−(s)z−1
s

∑
k=1

[
buk + (zs − b)u

uk − zks
u− zs

]
pk+x,

g1(s, x, k) = λp−(s)z−1
s [bpk+x + (zs − b)qk(s, x)], (7.193)

qk(s, x) =

∞∑
y=k

zy−ks px+y, k ≥ 1.

Функцiї G2(s, x, v) = G(s, x, 1, v) та G3(s, x, µ) (x > 0) допускають
обернення по v та µ

G2(s, x, v) = p−(s)z−1
s vx

[
zsF (x) + (zs − b)

∞∑
k=1

(zsv)kF (k + x)

]
,

g2(s, x, r) =

{
p−(s)F (x), F (x) = P{ξ1 > x}, r = x,

p−(s)z−1
s (zs − b)zr−xs F (r), r > x;

(7.194)

G3(s, x, µ) =
∑
y≤0

A
(s)
x−y(µ)p−y (s), Ax(µ) =

∞∑
k=x+1

µkpk,
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g3(s, x, r) =
p−(s)

1− zs
[1− b+ (zs − b)zr−xs ]prI{r > x}. (7.195)

Якщо m = ES1 = Eξ1 < 0, тодi p′−(1) = − z
′(1)

1−b > 0, iснують
похiднi по s (s↗ 1)

g′(1, x, k, r) = p′−(1)[pk+rI{r = x}+ (1− b)pr+kI{r > x}];

G′1(1, x, u) = p′−(1)

∞∑
k=1

[
buk + (1− b)u

k − 1

u− 1

]
pk+x, (7.196)

g′1(1, x, k) = p′−(1)(bpk+x + (1− b)F (x+ k − 1)), k ≥ 1;

G′2(1, x, v) = p′−(1)vx

[
F (x) + (1− b)

∞∑
k=1

vkF (k + x)

]
,

g′2(1, x, r) = p′−(1)[F (x)I{r = x}+ (1− b)F (r)I{r > x}],
g′3(1, 0, r) = p′−(1)[1 + (1− b)r]pr, r > 0. (7.197)

Доведення леми 7.6 аналогiчне доведенню леми 7.3. Зауважимо, що
спiввiдношення для G, Gk та G′, G′k вiдрiзняються вiд аналогiчних
спiввiдношень (7.87)–(7.91) вiдсутнiстю множника λ.

Для багатозначної функцiї банкрутства

ϕs(u, x, y) = P{γ+(u) = x, γ+(u) = y, S+
ν̃(s) > u},

подвiйна генератриса якої згiдно з теоремою 7.17 визначається спiв-
вiдношеннями (7.185), має мiсце твердження аналогiчне наслiдку 7.1.

Наслiдок 7.5. Для майже напiвнеперервного знизу блукання ба-
гатозначна функцiя банкрутства визначається спiввiдношеннями
(ϕs(u, k, r) −→

s→1
ϕ1(u, k, r) = P{γ+(u) = k, γ+(u) = r, τ+(u) <∞})

(1− s)ϕs(u, k, r) =

u∑
y=0

g(s, u− y, k, r)p+
y (s), u ≥ 0;

ϕ1(u, k, r) =

u∑
y=0

g′(1, u− y, k, r)p+
y , m < 0, (7.198)

(g(s, u, k, r) та g′(1, u, k, r) див. в (7.192) та в (7.196)).
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Маргiнальнi функцiї банкрутства визначаються спiввiдношен-
нями (k = 1, 3)

(1− s)E[u
γk(u)
k , S+

ν̃(s) > u] =

u∑
y=0

Gk(s, u− y, u1)p+
y (s), (7.199)

(1− s)P{γk(u) = r, S+
ν̃(s) > u} =

u∑
y=0

gk(s, u− y, r)p+
y (s)

(Gk(s, u, uk) та gk(s, u, r) див. в (7.193)).
При u = 0

(1− s)P{γ+(0) = r, S+
ν̃(s)>0} = p−(s)p+(s)(bpr + (zs − b)qr(s, 0),

(1− s)P{γ+(0) = r, S+
ν̃(s) > 0} =

=

{
p+(s)p−(s)F (0)I{r = 0},
p+(s)p−(s)z−1

s (zs − b)zrsF (r)I{r > 0};
(7.200)

(1− s)P{γ+
0 = r, S+

ν̃(s) > 0} =

=
p+(s)p−(s)

1− zs
[(1− b) + (zs − b)zrs ]prI{r > 0},

p±(s) = P{S±ν̃(s) = 0}, qk(s, 0) =

∞∑
y=k

zy−ks pk, k ≥ 1.

Якщо m < 0, тодi граничнi (s→ 1) маргiнальнi функцiї банкрут-
ства визначаються спiввiдношеннями (k = 1, 3)

P{γk(u) = r, τ+(u) <∞} =

u∑
y=0

g′k(1, u− y, r)p+
y , r ≥ 0, (7.201)

P{γ+(0) = r, τ+(0) <∞} =

= p′−(1)p+(bpr + (1− b)F (r − 1)), r ≥ 1, (7.202)

P{γ+(0) = r, τ+(0) <∞} =

{
p+p

′
−(1)F (0), r = 0,

p+p
′
−(1)(1− b)F (r), r > 0,

P{γ+
0 = r, τ+(0) <∞} = p+p

′
−(1)[1 + (1− b)r]pr, r > 0. (7.203)

Доведення наслiдку 7.5 аналогiчне доведенню наслiдку 7.1.
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Для напiвнеперервних знизу блукань при b = 0 спiввiдношення
леми 7.6 спрощуються, тому вiдповiдно спрощуються результати на-
слiдку 7.5.

До цiлозначних процесiв з п.н. та з дискретним часом можна вiд-
нести процеси, що задаються двома послiдовностями незалежних ви-
падкових величин:

{ξn}n≥1 з генератрисою p(z) =
∑
k 6=0

zkpk = Ezξ1 ,

{ηn}n≥1; P{ηn = k} = (1− ρ)ρk, k ≥ 0 (0 < ρ < 1).

Якщо процес вiдновлення для {ηn} позначити

N(t) = max
{
n :
∑

ηk ≤ t
}
,

P{N(t) = k} = Ckt ρ
k(1− ρ)t−k, 0 ≤ k ≤ t,

тодi адитивний процес

ξ(t) =

N(t)∑
k=0

ξk (P{ξ0 = 0} = 1), t = 0, 1, 2 . . . (7.204)

є цiлозначним бiномiальним процесом. Якщо позначити ρ = q, p =
1− q, то як було показано в § 5.3, генератриса ξ(t) має зображення

gt(z) =: Ezξ(t) = (p̃(z))t, p̃(z) = q + pp(z),

з якого випливає, що

ξ(t)
·
= S̃t =

∑
k≤t

ξ̃k, p̃(z) = Ezξ̃1 .

Якщо ν̃(s) – геометрично розподiлена випадкова величина неза-
лежна вiд S̃t, тодi

g̃(s, z) =: EzS̃ν̃(s) = Ezξ(ν̃(s)) =
1− s

1− sp̃(z)
. (7.205)

Якщо ηk мають довiльний дискретний розподiл з генератрисою

g(z) = Ezηk 6= (1− ρ)z

1− ρz
,
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тодi N(t) має не бiномiальний розподiл. В цьому випадку ξ(t) — не-
однорiдний процес, який задається стохастичним спiввiдношенням

ξ(t)
·
=

{
0, η1 > t,

ξ1 + ξ(t− η1), η1 ≤ t.

Звiдси випливає, що

g̃(s, z) =: Ezξ(ν̃(s)) =
1− g(s)

1− g(s)p(z)
. (7.206)

Для таких неоднорiдних процесiв розподiли граничних функцiоналiв
вивчались у наших роботах з А.М. Розуменном та в роботах В.С. Ко-
ролюка з його учнями Б. Пiрджановим, Б. Пiрлiєвим та iншими. Цi
результати заслуговують на окремий виклад в iншiй роботi i вони
частково розглядалися в роздiлi 4 нашої монографiїї [45].

Ми обмежимось зауваженням, що стосується бiномiальних про-
цесiв з генератрисою (7.205). Всi результати, одержанi в § 7.5 для
випадкових блукань легко переформулювати для бiномiальних про-
цесiв, якщо замiнити позначення вiдповiдних функцiоналiв та їх ге-
нератрис для блукання S̃n з генератрисою кроку p̃(z).

7.7 Про вихiд з iнтервалу цiлозначних
блукань

Як i для ґратчастих пуассонiвських процесiв у випадку напiвнепе-
рервностi для напiвнеперервних випадкових блукань (див. [86, гл. 3])
використовуються поняття потенцiалу й резольвенти з тiєю рiзни-
цею, що при їх визначеннi використовуються замiсть ξ±(θs) розпо-
дiли S±ν̃(s) та атомарнi ймовiрностi p±(s) = P{S±ν̃(s) = 0}, що ви-
ражаються за допомогою коренiв z±s = z±(s) рiвняння Лундберга
(z−s < 1 < z+

s ).

Означення 7.6. Нехай Sn — цiлозначне напiвнеперервне зверху
блукання, для якого згiдно (7.151) при c = 0

g+(s, z) =: Ez
S+
ν̃(s) =

p+(s)

1− q+(s)z
(q+(s) = (z+

s )−1).
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Тодi резольвентою такого блукання називається функцiя

Rs(x) =
1

1− s
p+(s)

x−1∑
k=0

q+(s)k−xp−−k(s), x > 0, (7.207)

Rs(0) = 0, p−−k(s) = P{S−ν̃(s) = −k}, k ≥ 0.

Означення 7.7. Нехай Sn — цiлозначне напiвнеперервне знизу блу-
кання, для якого згiдно (7.151) при b = 0

g−(s, z) =: Ez
S−
ν̃(s) =

zp−(s)

z − q−(s)
(z−s = q−(s) < 1).

Тодi резольвентою такого блукання називається функцiя

Rs(x) =
1

1− s
p−(s)

x−1∑
k=0

q−(s)k−xp+
k (s), x > 0, (7.208)

Rs(0) = 0, p+
k (s) = P{S+

ν̃(s) = k}, k ≥ 0.

Має мiсце властивiсть Rs(x), яку iнколи вважають визначальною.

Властивiсть 7.5. Генератриса резольвенти (7.207) задовольняє
спiввiдношення

R(s, z−1) =:

∞∑
x=0

z−xRs(x) =
1

sp(z)− 1
, (7.209)

|z|−1 < (z+
s )−1 < 1;

генератриса резольвенти (7.208) — спiввiдношення

R(s, z) =:

∞∑
x=0

zxRs(x) =
1

sp(z)− 1
, |z| < z−s < 1. (7.210)

Означення 7.8. Потенцiалом напiвнеперервного зверху (знизу) цi-
лозначного блукання Sn називається функцiя R(x) = lim

s→1
Rs(x), ге-

нератриса якої задовольняє спiввiдношення

R̃(z∓1) =:

∞∑
x=0

z∓xR(x) =
1

p(z)− 1
, |z|∓1 < (z±1 )∓1 ≤ 1. (7.211)
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Для застосування потенцiалу та резольвенти в граничних задачах
для цiлозначних Sn наведемо ще деякi їх властивостi, обмежившись
напiвнеперервним знизу блуканням з генератрисою кроку

p(z) = p−1z
−1 +

∞∑
k=0

pkz
k (0 < |z| ≤ 1).

Вiдповiдний рiзницевий оператор K = L− I

Kuk =

∞∑
n=1

pnuk−n − uk (

∞∑
k=−∞

|uk| <∞)

називають твiрним оператором Sn (L ⇔ p(z)), а k(z) = p(z) − 1 —
символом оператора K.

Для 0 < s ≤ 1 введемо позначення рiзницевого оператора

Ksuk = (sL− I)uk = s

∞∑
n=−1

pnuk−n − uk,

символом якого є функцiя

ks(z) = sp(z)− 1 (k(z) = k1(z)).

Властивiсть 7.6. Потенцiал R(x) напiвнеперервного знизу Sn є
єдиним розв’язком граничної задачi

KR(x) = δx, x ≥ 0, δx =

{
1, x = 0,

0, x 6= 0,

R(x) = 0, x < 0. (7.212)

Доведення. Застосуємо твiрне перетворення до лiвої частини рiвня-
ння в (7.212), обчисливши спочатку перетворення для LR(x) (x ≥ 0,
R(x) ≡ 0, x < 0) з дописом у ньому z−1R(−1) ≡ 0

∞∑
x=0

LR(x)zx =

∞∑
x=0

zx
x∑
n=1

pnR(x− n) =

∞∑
x=−1

zx
x∑

n=−1

pnR(x− n),

∞∑
x=0

LR(x)zx =

∞∑
n=−1

pnz
n
∞∑
x=n

R(x− n)zx−n = p(z)R̃(z).
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Пiсля твiрного перетворення (7.212) звiдси випливає

(p(z)− 1)R̃(z) = 1⇒ R̃(z) =
1

k(z)
.

Згiдно з (7.211) твiрне перетворення розв’язку (7.212) є твiрним пе-
ретворенням потенцiалу i властивiсть 7.6 доведена.

Аналогiчно встановлюються наступнi властивостi.

Властивiсть 7.7. Загальний розв’язок стандартної граничної за-
дачi

Ku(x) = g(x), x ≥ 1,

∑
x≥0

|g(x)| <∞

 ;

u(x) = 0, x ≤ 0, (7.213)

має вигляд (c — деяка стала)

u(x) = cR(x) +

x∑
n=0

R(x− n)g(n), x ≥ 1. (7.214)

Властивiсть 7.8. Зсунена стандартна задача

Ku(x) = g(x), x ≥ 0, u(x) = 0, x < 0, (7.215)

має загальний розв’язок

u(x) = cR(x+ 1) +

x∑
n=0

R(x+ 1− n)g(n), x ≥ 0. (7.216)

Властивiсть 7.9. Резольвента Rs(x) напiвнеперервного знизу блу-
кання є єдиним розв’язком граничної задачi

KsRs(x) =: (sL− I)Rs(x) = δx, x ≥ 0;

Rs(x) = 0, x < 0. (7.217)

Властивiсть 7.10. Загальний розв’язок стандартної граничної за-
дачi

Ksus(x) = gs(x), x ≥ 1 (x > 0); us(x) = 0, x ≤ 0, (7.218)
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має вигляд

us(x) = C(s)Rs(x) +

x∑
n=0

Rs(x− n)gs(n), x ≥ 1. (7.219)

Властивiсть 7.11. Загальний розв’язок стандартної зсуненої за-
дачi

Ksus(x) = gs(x), x ≥ 1 (x > 0); us(x) = 0, x < 0, (7.220)

має вигляд

us(x) = C(s)Rs(x+ 1) +

x∑
n=0

Rs(x+ 1− n)gs(n), x ≥ 0. (7.221)

Наведемо кiлька тверджень на застосування R(x) та Rs(x).

Теорема 7.19. Спiльна генератриса пари {τ+(x), γ+(x)} напiвне-
перервного знизу блукання виражається в термiнах Rs(x)

T (s, x, z) =: E
[
sτ

+(x)zγ
+(x), τ+(x) <∞

]
= z−x − (7.222)

− ks(z)
x∑
n=1

Rs(n)zn−1−x − p+(s)

Ez
S+
ν̃(s)

Rs(x+ 1)

Rs(1)
(x ≥ 0, |z| ≤ 1).

Доведення. Iз стохастичних спiввiдношень для τ+(x), γ+(x) (див.
с. 482) легко вивести рiзницеве рiвняння для T (s, z, x)

T (s, z, x) = s

[
x∑

k=−1

pkT (s, x− k, z) +

∞∑
k=x+1

pkz
k−x

]
, (7.223)

T (s, x, z) = z−x, x < 0 (оскiльки τ+(x) = 0, γ+(x) = x).

Отже гранична задача для T (s, z, x) має нестандартну форму

KsT (s, x, z) = 0, x ≥ 0; T (s, x, z) = z−x, x < 0,

яка пiсля замiни T (s, x, z) = T (s, x, z) − z−x (x ≥ 0) зводиться до
стандартної “зсуненої” задачi

KsT (s, x, z) = −z−xks(z), x ≥ 0;

T (s, x, z) = 0, x < 0. (7.224)
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За властивiстю 7.11 розв’язок задачi (7.224) при x ≥ 0 має вигляд

T (s, x, z) = C(s, z)Rs(x+ 1)− ks(z)
x∑
n=0

Rs(n+ 1)zn−x,

а шукана генератриса визначається спiввiдношенням

T (s, x, z) = C(s, z)Rs(x+ 1) +

+ ks(z)

[
z−x −

x∑
n=0

Rs(1 + n)zn−x

]
, x ≥ 0. (7.225)

Пiсля пiдстановки x = 0 з (7.225) знаходимо

C(s, z) = ks(z) + (T (s, z, 0)− 1)R−1
s (1). (7.226)

Згiдно з (7.179)

T (s, 0, z) = 1− p+(s)g−1
+ (s, z), (7.227)

C(s, z) = ks(z)− p+(s)(Rs(1)g+(s, z))−1.

Пiсля пiдстановки C(s, z) в (7.225) одержимо спiввiдношення

T (s, x, z) = ks(z)Rs(x+ 1)− p+(s)Rs(x+ 1)

g+(s, z, )Rs(1)
+

+ z−x − ks(z)
x∑
n=0

Rs(1 + n)zn−x, x ≥ 0,

в якому останнiй доданок суми при n = x компенсується першим
доданком пiсля знаку рiвностi. Таким чином встановлюється фор-
мула (7.222). Згiдно з (7.208)

Rs(1) =
p−(s)p+(s)

(1− s)q−(s)
, q−(s) = z−s = z−(s) < 1. (7.228)

Пiсля пiдстановки (7.228) у (7.222) одержується спiввiдношення

T (s, x, z) = z−x − ks(z)
x∑
n=1

Rs(n)zn−1−x −

−Rs(x+ 1)
(1− s)q−(s)

p−(s)g+(s, z)
, (7.229)

яке при x = 0 узгоджується з (7.227) (
0∑

n=1
· · · = 0).
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Зауважимо, що при s→ 1 згiдно з (7.208) потенцiал R(x) залежно
вiд знакуm = Eξ1 має рiзнi зображення. Зокрема приm < 0, z′−(1) =

1
|m| , а при m > 0 q−(s) →

s→1
q− = z−(1) = P{S− < 0}. Тому з (7.208)

при s→ 1 одержимо спiввiдношення:
1) m < 0, тодi

R(x) = lim
s→1

Rs(x) =
1

|m|
P{S+ < x}, x > 0. (7.230)

2) m > 0 (p+
k (1)′ < 0), тодi

R(x) = lim
s→1

Rs(x) = −
x−1∑
k=0

qk−x− (p+
k (s))′s=1, x > 0. (7.231)

3) m = 0, тодi

R(x) = k0H0(x) ≈ k′0x при x→∞, (7.232)

де H0(x) — функцiя вiдновлення для деякої послiдовностi додатних
випадкових величин, розподiл яких визначається нормованим хвос-
том розподiлу F (x), x > 0.

Наслiдок 7.6. Для неперервних знизу блукань Sn генератриса γ+(x)

T (z, x) =: E
[
zγ

+(x), ζ+ > x
]

= P{ζ+ > x}P
[
zγ

+(z) | ζ+ > x
]

при m < 0 визначається спiввiдношенням

T (z, x) = z−x +
1− p(z)
|m|

x∑
n=1

P{S+ < n}zn−1−x −

− P{S+ ≤ x}
EzS+ , x ≥ 0. (7.233)

При x→ 0 одержується ранiше встановленi спiввiдношення

T (z, 0) = 1− p+

EzS+ , EzS
+

=
p+

1− q+E[zγ+(0)|ζ+ > 0]
,

де згiдно з (7.189) при b = 0 i m < 0

E[zγ
+(0) | ζ+ > 0] =

a(1, z)

a(1, 1)
=

1

µ+

∞∑
x=1

zxP{ξ ≥ x},

P{γ+(0) = x | ζ+ > 0} =
1

µ+
P{ξ ≥ x}, x ≥ 1.
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Далi ми наводимо основнi результати застосування Rs(x) та R(x),
не зупиняючись на їх доведеннi. В першу чергу це результати, пов’я-
занi з виходом напiвнеперервних блукань iз обмеженого iнтервалу,
якi доводяться так же, як результати теореми 7.10 для напiвнепе-
рервних цiлозначних пуассонiвських процесiв. Наступнi двi теореми
наводяться без доведення.

Теорема 7.20. Нехай Sn — напiвнеперервне зверху блукання. Тодi
генератриса моментiв першого виходу Sn iз iнтервалу (x− T, x)

τ(x, T ) = inf{t > 0 : Sn /∈ (x− T, x)}
A+(x) = {ω : Sτ(x,T ) > x}, A−(x) = {ω : Sτ(x,T ) < x− T},

τ(x, T ) =

{
τ+(x, T ), ω ∈ A+(x),

τ−(x, T ), ω ∈ A−(x).

визначаються спiввiдношеннями в термiнах резольвенти (7.175)

QT (s, x) =: E
[
sτ

+(x,T ), τ+(x, T ) <∞
]

=

=
Rs(T − x)

Rs(T )
(0 < x < T ),

QT (s, x) =: E
[
sτ
−(x,T ), τ−(x, T ) <∞

]
= (7.234)

= 1−QT (s, x)− (1− s)

QT (s, x)
∑
k≤T

Rs(k)−
∑
k≤x

Rs(k)

 ;

Q(T, s, x) =: E[sτ(x,T )] = QT (s, x) +QT (s, x).

Розподiл Sν̃(s) до виходу з iнтервалу та розподiл {τ±(x, T ), Sτ±(x,T )}
визначаються спiввiдношеннями

hs(T, s, y) =: P{Sν̃(s) = y, τ(x, T ) > ν̃(s)} = (7.235)

= (1− s)[QT (s, x)Rs(x− y)−Rs(−y)δ(y < 0)], x− T < y < x;

E[sτ
+(x,T )zSτ+(x,T ) , A+(x)] = QT (s, x)zx, |z| ≤ 1;

E[sτ
−(x,T ), Sτ−(x,T ) ≤ k] = (7.236)

= QT (s, x)
∑

x−T<y<x
F (k − y)Rs(x− y)−

−
∑

x−T<y<0

F (k − y)Rs(−y) (k < x− T ).
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Для напiвнеперервних знизу цiлозначних блукань генератриси
моментiв першого виходу з iнтервалу виражаються через резоль-
венту (7.207), зокрема для 0 < x < T

QT (s, x) =: E
[
e−sτ

−(x,T ), τ−(x, T ) <∞
]

=
Rs(x)

Rs(T )
. (7.237)

Якщо Sn — майже напiвнеперервне зверху цiлозначне випадкове
блукання (див. (7.5) з параметром c ∈ (0, 1)), тодi також справедливi
аналоги спiввiдношень теорем 7.11, 7.12.

Теорема 7.21. Для майже напiвнеперервного зверху цiлозначного
блукання Sn генератриси функцiоналiв виходу з iнтервалу визнача-
ються спiввiдношенням

QT (s, x) = q+(s)

0∑
r=x−T+1

zT−x+r−1
s p−r (s)× (7.238)

×

[
0∑

r=1−T
zr+Ts p−r (s) + czs

∞∑
r=0

crp−−r−T (s)

]−1

,

zs = z+
s > 1, 0 < x < T,

E
[
sτ

+(x,T )zSτ+(x,T ) , A+(x)
]

= QT (s, x)
1− c
1− cz

zx.

Розподiл Sν̃(s) до виходу з iнтервалу визначається спiввiдношен-
ням

hs(T, x, y) = p+(s)p−y (s)I{y ≤ 0}+ (7.239)

+ p+(s)(1− czs)
(y−1)∧0∑
r=x−T+1

zr−yp−r (s)−

− (1− c)p+(s)zx−ys QT (s, x)×

×

( −T∑
r=−∞

p−r (s)c−r(szs)
−T +

y−x∑
r=1−T

p−r (s)zrs

)
.

Iмовiрнiсть “невиходу” Sν̃(s) з iнтервалу має вигляд

P (T, s, x) =: P{τ(x, T ) > ν̃(s)} = P{S−ν̃(s) > x− T} −
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−QT (s, x)

(
P{S−ν̃(s) > −T}+ c

∞∑
r=0

crp−−r−T (s)

)
, (7.240)

Q(T, s, x) = Ee−sτ(x,T ) = 1− P (T, s, x), 0 < x < T.

Розподiл {τ−(x, T ), S−τ−(x,T )} визначається спiввiдношенням

(1− s)E
[
sτ
−(x,T ), Sτ−(x,T ) ≤ z

]
= (7.241)

=
∑

x−T<y<x
F (z − y)hs(T, x, y), z < x− T.

Для майже напiвнеперервного знизу блукання (див. (7.3) з пара-
метром b ∈ (0, 1))

QT (s, x) = q−(s)

x−1∑
r=0

zT−x+r−1
s p+

r (s)× (7.242)

×

(
T−1∑
r=0

zrsp
+
r (s) + bzT−1

s

∞∑
r=0

brp+
r+T (s)

)−1

−→
b→0

Rs(x)

Rs(T )
.

Неважко перевiрити, що при c→ 0 спiввiдношення (7.238)–(7.240)
узгоджуються iз спiввiдношеннями теореми 7.19. Зокрема, iз (7.238)
та (7.240) випливає, що

QT (s, x) −→
c→0

Rs(T − x)

Rs(T )
, (7.243)

P (T, s, x) −→
c→0

P{S−ν̃(s) > x− T} −QT (s, x)P{S−ν̃(s) > −T}.

Щоб одержати граничнi спiввiдношення при s→ 1 з теорем 7.19
та 7.20 з параметром c ∈ (0, 1), слiд врахувати знак m = ES1:

1) при m < 0, zs = ẑ+
s → z+

1 > 1, p+(s)→ p+ > 0 (s→ 1);
2) при m > 0, zs → 1, p+(s)→ 0 (s→ 1);
3) при m = 0, zs → 1, p±(s)→ 0 (s→ 1), σ2

1 = DS1 <∞,

zs − 1√
1− s

→
√

2

σ1
,

p+(s)√
1− s

→
√

2

σ1(1− c)
, c ∈ (0, 1), s→ 1.

На пiдставi останнiх граничних спiввiдношень встановляється
твердження.
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Наслiдок 7.7. Якщо Sn — майже напiвнеперервне зверху i зни-
зу блукання (див. умови (7.3) з параметром b ∈ (0, 1) та (7.5) з
параметром c ∈ (0, 1)), тодi залежно вiд знаку m = p

1−c + q
1−b i

граничних значень коренiв z1(s) < 1 < z2(s) (s → 1) рiвняння (Ls)
маємо:

1) при m > 0 z1(s) −→
s→1

z1 < 1,

QT (x) = P{S− > x− T} × (7.244)

×

[
P{S− > −T}+ c

∞∑
r=0

crp−−r−T

]−1

(0 < x < T ),

QT (x) = 1−QT (x);

P{S− > x} = 1− z1 − b
1− b

z
|x|−1
1 , x ≤ −1; s→ 1;

2) при m < 0 z2(s) −→
s→1

z2 > 1,

QT (x) = P{S+ < x} × (7.245)

×

[
P{S+ < T}+ b

b∑
r=0

brp+
r+T

]−1

(0 < x < T ),

QT (x) = 1−QT (x); P{S+ < T} = 1− 1− cz2

1− z2
z−x2 ,

3) при m = 0 z1,2(s) −→
s→1

1

QT (x) =
b+ (1− b)(T − x)

c(1− b)(1− c)−1 + b+ (1− b)T
(0 < x < T ), (7.246)

QT (x) =
c(1− b)(1− c)−1

c(1− b)(1− c)−1 + b+ (1− b)T
.

Для симетричного блукання Sn (b = c, m = 0)

QT (x) =
b+ (1− b)(T − x)

2b+ (1− b)T
, QT (x) =

b+ (1− b)x
2b+ (1− b)T

. (7.247)

Для класичної задачi банкрутства (b = c = 0), що розглядалась
на початку § 4.1, корiнь квадратного рiвняння (s→ 1) pz2 − z + q =
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p(z − 1)(z − q
p ) = 0, z2,1 = q

p при p < q (p > q) визначає розподiл
екстремумiв S±.

Так само при 0 < s < 1 коренi квадратного рiвняння

(pz2 + q)s− z = 0, z1(s) < 1 < z2(s)

визначають розподiли екстремумiв S∓ν̃(s)

P{S−ν̃(s) ≤ x} = z1(s)|x|, x ≤ −1; p−(s) = 1− z1(s);

P{S+
ν̃(s) < x} = 1− q+(s)z2(s)1−x, q+(s) = z2(s)−1, x ≥ 1.

Приклад 7.6. Нехай ξu(t) = u+ t−SN(t) — класичний процес ризи-
ку з дискретним часом, N(t) — бiномiально розподiлена випадкова
величина з параметром p > 0, SN(t) — бiномiальний процес, генера-
триса вимог p(z) = Ezξk = z2. Знайти генератриси для ξ(t), ξ(ν̃(s)),
ξ±(ν̃(s)) та для ξ± (±m < 0).

Обчислити тотальну ймовiрнiсть банкрутства при умовi, що стра-
хова надбавка

δ =
1− pEξ1
pEξ1

=
Eξ(1)

pEξ1
> 0.

Знайти резольвенту Rs(x) та генератриси моментiв τ±B (u) виходу
ζu(t) з iнтервалу (0, B) (0 < u < B) в термiнах Rs(x).

Знайдемо спочатку генератрису ξ(t)

Ezξ(t) = zt(q + pp(z))t = p̃(z)t; отже

ξ(t) =̇ S̃t =
∑
k≤t

ξ̃k, p̃(z) = Ezξ̃k = qz + pz−1,

тобто процес ξ(t) напiвнеперервний зверху i знизу. Коренi рiвняння
Лундберга, яке зводиться до квадратного

z − s(qz2 + p) = 0, z1(s) < 1 < z2(s)

визначають генератриси ξ±(ν̃(s))

g+(s, z) =
p+(s)

1− zz−1
2 (s)

, q+(s) = z−1
2 (s) < 1,
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g−(s, z) =
p−(s)z

z − z1(s)
, p−(s) = 1− z1(s).

Легко обчислити m = Eξ(1) = 1 − 2p = q − p; залежно вiд знака m
для рiвняння (L1) qz2 + p− z = q(z− 1)(z− p

q ) = 0 можливi випадки:
1) m = 0 (p = q = 1

2 ) при s < 1 z1s) < 1 < z2(s), а при s→ 1

z1,2(s)→ 1, p±(s)→ 0, P{S± = ±∞} = 1.

2) m > 0 (q > p), тодi δ = q−p
2p > 0 i при s → 1 z1(s) → z1 <

p
q < 1 z2(s) → 1. Це означає, що p+(s) → 0, p−(s) → p− = 1 − z1 i
генератриса ξ− визначається спiввiдношенням

g−(z) =: Ezξ
−

= lim
s→1

g−(s, z) =
1− z1

1− z1z−1
,

з якого випливає, що тотальна ймовiрнiсть банкрутства має вигляд

P{ξ− < u} = P{ξ− ≤ −(u+ 1)} = zu+1
1 , u ≥ 0.

3) m < 0 (q < p), z2(s) → z2 = p
q > 1, z1(s) → 1 при s → 0. Тодi

p−(s)→ 0 (s→ 1)

lim
c→1

g+(s, z) = g+(z) = Ezξ
+

=
p+

1− zq+
, q+ = z−1

2 .

(7.175) незалежно вiд знаку m

Rs(x) =
1

1− s
p+(s)p−(s)

x−1∑
k=0

z1(s)k =
p+(s)

1− s
(1− z1(s)x). (7.248)

Згiдно з зауваженням та позначеннями на початку § 7.5, видозмi-
ненi спiввiдношення (7.234) набувають вигляду

Q+
B(s, u) =

Rs(u)

Rs(B)

(
Q±B(s, u) = E[sτ

±
B (u), A±]

)
, (7.249)

Q−B(s, u) = 1− Rs(u)

Rs(B)
− (1− s)

[
Rs(u)

Rs(B)

B∑
y=1

Rs(y)−
u∑
y=1

Rs(y)

]
.

Спiввiдношення (7.249) є дискретним аналогом вiдповiдних спiв-
вiдношень в (4.46). Щоб одержати кiнцевий результат для даного
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прикладу слiд пiдставити (7.248) в (7.249). Якщоm > 0 (δ > 0, q > p),
тодi z1(s) −→

s→1
z1 < 1 iмовiрностi банкрутства (для задачi виходу з

iнтервалу!) виражаються спiввiдношеннями

Q+
B(u) =

R(u)

R(B)
=

1− zu1
1− zB1

, 0 < u < B, (7.250)

Q−B(u) = 1− R(u)

R(B)
=
zu1 − zB1
1− zB1

, z1 =
p

q
.

Приклад 7.7. Нехай ζ(t) = SN(t)−t — надлишковий процес ризику,
де SN(t) — бiномiальний процес (p 6= q) з генератрисою вимог p(z) =

Ezξ1 = 1
3 (z + z2 + z3). Знайти генератриси для ζ(t), ζ(ν̃(s)), ζ±(ν̃(s)).

Знайти резольвенту Rs(x) та генератрису моментiв виходу ζ(t) з iн-
тервалу (x− T, x) через нижнiй рiвень.

Спочатку знайдемо m = pp′(1)− 1 = 2p− 1 = p− q i генератрису
ξ(t)

gt(z)(z) = Ezζ(t) = z−t(q + pp(z))t = p̃(z)t,

p̃(z) = Ezξ̃1 = qz−1 +
p

3
(1 + z + z2), p̃k =

p

3
, k = 0, 1, 2.

Отже ζ(t) = S̃t =
∑
k≤t

ξ̃k (ξ̃0 = 0) — напiвнеперервне знизу блукання

(процес). Генератриса ζ(ν̃(s)) має вигляд

g(s, z) =
1− s

1− sp̃(z)
=

(1− s)z
z − s(s+ p

3 (z + z2 + z3))
.

Додатний корiнь рiвняння Лундберга, яке зводиться до кубiчного
рiвняння s[p3 (z3 + z2 + z)] + q − z = 0 визначає

g−(s, z) = p−(s)z(z − q−(s))−1, q−(s) = z1(s) < 1.

Проаналiзуємо кубiчне рiвняння при s = 1,

p(z3 + z2) + (p− 3)z + 3q = 0,

коренем якого є 1. Отже звiдси випливає квадратне рiвняння

(pz2 + 2pz + 3q)(z − 1) = 0,

pz2 + 2pz − 3q = 0, D = 4p2 + 12pq > 0,
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z2,3 =
−2p±

√
D

2p
; при p = q =

1

2
D = 4, z2 = 1, z3 = −3.

При 0 < s < 1 вище наведене кубiчне рiвняння пiсля скорочення
на z − z1(s) зводиться до квадратного: P2(s, z) = 0, де

P2(s, z) = sqq−1
− (s)− 3−1sp[(1 + q−(s))z + z2].

Коренi цього рiвняння при 0 < s < 1 z2(s) > 1, |z3(s)| > z2(s) визна-
чають генератрису g+(s, z). Дiйсно, якщо врахувати о.ф.т. i очевидне
спiввiдношення

g(s, z) =
p−(s)z

z − q−(s)

1− s
p−(s)

z − q−(s)

P3(s, z)
= g−(s, z)

1− s
p−(s)

1

P2(s, z)
,

то пiсля розкладу P2(s, z) на лiнiйнi множники, одержимо

g+(s, z) =
1− s
p−(s)

1

P2(s, z)
=

1− s
p−(s)

3

p(z2(s)− z)(|z3(s)|+ z)
.

Пiсля розкладу останньої дробово-рацiональної функцiї на дробово-
лiнiйнi знаходимо, що при |z| ≤ q

g+(s, z) =
1− s
p−(s)

3

p(z2(s) + (z3(s))

[
1

z2(s)− z
+

1

|z3(s)|+ z

]
=

=
1− s
p−(s)

3

p(z2(s) + |z3(s)|)
×

×

[
1

z2(s)

∞∑
k=0

(
z

z2(s)
)k +

1

|z3(s)|

∞∑
k=0

(− z

|z3(s)|
)k

]
,

з якого випливає, що при r ≥ 0

p+
2r(s) =

1− s
p−(s)

3

p(z2(s) + |z3(s)|)
[z2(s)−(2r+1) + |z3(s)|−(2r+1)]

p+
2r+1(s) =

1− s
p−(s)

3

p(z2(s) + |z3(s)|)
[z2(s)−(2r+1) − |z3(s)|−(2r+1)].

При m = p − q < 0, (p < q) абсолютний максимум ζ+ має невиро-
джений розподiл, який одержується при переходi до границi (s→ 1),
якщо врахувати, що

(1− s)
p−(s)

−→
s→1

1

p′−(1)
> 0, z2(s)→ z2 > 1, |z3(s)| → |z3| > z2,
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p+
k = lim

s→1
p+
k (s) =

1

p′−(1)

3

p(z2 + |z3|)

[
z−k−1

2 +
1

|z3|
(−z3)−k

]
.

Резольвенту Rs(x) можна переписати так (z1(s) = q−(s))

Rs(x) =
3

p(z2(s) + |z3(s)|)
×

×
x1∑
k=0

q−(s)k−x

(
1

z2(s)

(
1

z2(s)

)k
+

1

|z3(s)|

(
1

z3(s)

)k)
=

=
3

p(z2(s) + |z3(s)|)

[
z1(s)−x − z2(s)−x

z2(s) + z1(s)
+
z1(s)−x − (z3(s))−x

z1(s) + |z3(s)|

]
.

Генератриса моменту виходу τ−(x, T ) через нижнiй рiвень має ви-
гляд

QT (s, x) =
Rs(x)

Rs(T )
=
f(x; z1(s), z2(s), z3(s))

f(T ; z1(s), z2(s), z3(s))
,

f(x; z1, z2, z3) = z−x1 (2z1 + z2 + |z3|)−
− z−x2 (z1 + |z3|)− z−x3 (z1 + z2).

Потенцiал R(x) = lim
s→1

Rs(x) обчислюється залежно вiд знаку m
1) m > 0, p > q, q−(s) → q− < 1, z2(s) → z2 = 1, z3(s) → z3,

z2 < |z3| < 3 (s→ 1)

R(x) =
3

p(1 + |z3|)

[
q−x− − 1

1 + q−
+
q−x− − z−x3

q− + |z3|

]
;

2) m = 0 (p = q = 1
2 ) z1,2(s)→ 1, z3(s)→ −3 при s→ 1

R(x) =
3

2

[
x− 1− (−3)−x

4

]
;

3) m < 0, p < q, z1(s)→ 1, z2(s)→ z2 > 1, z3(s)→ z3, |z3| > 3

R(x) =
3

p(z2 + |z3|)

[
1− z−x2

1 + z2
+

1− z−x3

1 + |z3|

]
=

1

|m|
P{ζ+ < x}.

При s→ 1 знаходимо ймовiрнiсть банкрутства

QT (x) = lim
s→1

QT (s, x) = R(x)R−1(T ),
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де R(x) при m > 0 визначається за допомогою показниково зро-
стаючої функцiї (1/q−)x (x → ∞), при m = 0 — лiнiйно зростаю-
чою функцiєю (x → ∞). При m < 0 R(x) є обмеженою функцiєю:
R(x) = 1

mP{ζ+ < x}. Отже тотальна ймовiрнiсть банкрутства (для
задачi виходу з iнтервалу через рiвень x− T ) має вигляд при m < 0

QT (x) = P{ζ+ < x}P−1{ζ+ < T}, 0 < x < T.

Щоб знайти генератрису багатозмiнної (складної) функцiї банкрут-
ства для бiномiального процесу ризику банкрутства при умовi m =
Eξ(1) < 0 використаємо деякi результати леми 6.6, застосувавши їх
до блукання S̃t

·
= ξ(t) з кроком ξ̃1

P{ξ̃1 = −1} = q, P{ξ̃1 = k} =
p

3
, k = 0, 1, 2,

pk = P{ξ̃1 = k} = 0, k > 2.

Для цього блукання Ãx(u1, u2) = 0, G(s, x, u1, u2) = 0 при x ≥ 2

3G̃(s, 0, u1, u2) = p−(s)p(u1 + u2
1) + pp−−1(s)u1u2,

3G̃(s, 1, u1, u2) = pp−(s)u1u2, p−−1(s) = p−(s)(zs − b).

Згiдно з (7.162) шукана генератриса визначається спiввiдношеннями

V (s, u, u1, u2) =: E
[
sτ

+(u)u
γ+(u)
1 u

γ+(u)
2 , τ+(u) <∞

]
=

= (1− s)−1
[
p+
u−1(s)G̃(s, 1, u1, u2) + p+

u (s)G̃(s, 0, u1, u2)
]
, u ≥ 1,

якi можна обернути по u1,2. Крiм того iснують похiднi при s↗ 1

3G̃′(1, 0, u1, u2) = p′−(1)p(u1 + u2
2) + pp′−(1)(1− b)u1u2,

3G̃′(1, 1, u1, u2) = pp′−(1)u1u2.

Тому гранична генератриса (s↗ 1) визначається спiввiдношенням

V (1, u, u1, u2) = p+
u−1G̃

′(1, 1, u1, u2) + p+
u G̃
′(1, 0, u1, u2),

яке також можна обернути по u1,2.



Processes with stationary independent
increments in the Risk theory

D.V. Husak (Gusak)

Summary

The monograph is a revised and extended version of our book [46],
published on 2007. If is devoted to furthest investigations of distribu-
tions of boundary functionals for processes with stationary independent
increments and to theirs applications in the risk theory and in financial
Mathematics.

Recent result (obtained by author during last 3 years) amplify Chap-
ters 3, 4, 6, 7 of mentioned monograph [46] and they are included in
§§ 3.5–3.6, § 4.4, and §§ 6.4–6.5, § 7.4 of its new extended version. There
complementations are concerning meanly some functionals for queuing
processes and integervalued Poisson processes. Some of complementa-
tions are connected with prelimit generalizations of Pollachek–Khinchine
formula, cumulant representation of roots of Lundberg’s equation and
with the simplifications of Spitzer’s formula for semi-continuous (almost
semi-continuous) processes.

Risk processes are described by compound Poisson processes (with
a diffusion or without it), by binomial processes (which are reduced to
random walks), sometimes by Poisson processes with a reflection. Main
characteristics investigated in the risk theory are connected with distri-
butions of different boundary functionals of processes with independent
increments (extremums on finite intervals, absolute extremums, over-
jump functionals, sojourntimes and others).

Sometimes in papers and monographs on Risk theory a lots of pro-
babilistic problems are studied without mentions about the connection
with corresponding results in the boundary problems for processes with
stationary and independent increments.

The aim of our monograph: to summarize the results on investiga-
tion of distributions of all boundary functionals for processes with inde-
pendent increments and to attract attention on the connection between
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the problems in the Risk theory and boundary problems for correspon-
ding processes and random walks.

The monograph will be useful for researchers in the probability theory
and in the theory of stochastic processes who are occupied with boundary
problems for random processes (especially for processes with stationary
independent increments) and with their applications in the risk theory,
in a renewal and a reliability theory, in actuarial mathematics, in the
queuing theory and in other applied areas.

This book can be recommended to scientists, engineers, students and
post-graduate students of economics and mathematical specialities, who
are interested in applications of probabilistic methods in insurance, in
storage and reliability models and in different fields of economics.

Chapter 1 is devoted to the presentation of general informations
on processes with stationary and independent increments stated in mo-
nographs of A.V. Skorokhod [110] (1964, 1986) and in monograph of
P. Levy [93] (translation of [198] to Russian in 1972).

Chapter 2 is devoted to factorization identities for mentioned pro-
cesses and their connections with distributions of corresponding functi-
onals for these processes. Some of these results were stated by different
ways in early published monographs and papers of well-known probabili-
sts: V.S. Korolyuk, A.A. Borovkov, B.A. Rogozin, J. Kemperman, F. Spi-
tzer, L. Tacács and others(see [6,7,62–64,84,86,91,102,103,106–109,119,
176–181,193,207,208,210–213]).

Chapter 3 is devoted to semi-continuous (almost semi-continuous)
processes with stationary and independent increments. For these proces-
ses are defined concretely components of the first factorization identi-
ty, which are more convenient then their general representations by
Spitzer’s identity. The concrete definition of factorization components
allows to study more completely distributions of all boundary functi-
onals for semi-continuous (almost semi-continuous) processes (see [7,14,
29–39, 46, 50–65, 119, 175–181]). The main assertions for distributions of
basic functionals (extremums), overjump functionals and sojourntimes
for considered processes are stated in this important chapter, which is
complemented by §§ 3.5–3.6.

Chapter 4. The concrete definition of a factorization components
allows also to develop the potential method for compound Poisson pro-
cesses (see [83–86]) and with the help of the resolvent function (intro-
duced by V.S. Korolyuk) the boundary problems (on a semi-axis and a
finite interval) for semi-continuous processes are studied. In §§ 4.3, 4.4
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are described the queuing processes and in § 4.5 we introduce and study
the processes with reflection, which are connected with some processes
in the queuing theory; § 4.6 is devoted to the exit problems of semi-
continuous (almost semi-continuous) processes from a finite interval. The
recent problems are studied in [11, 12, 14, 56, 76–78, 84, 86, 160, 182, 189,
190,193].

Chapter 5 is completely devoted to the connection of boundary
problems for compound Poisson processes with the distributions of all
risk characteristics (for semi-continuous and almost semi-continuous risk
process — processes with exponentionally distributed premiums). For the
sake of the completeness in the end of Chapter 5 the case of the discrete
time is considered. In the end of the chapter §§ 5.3, 5.4 are devoted
to boundary problems for random walks and binomial processes with
continuously distributed jumps ξk.

Chapter 6. In § 6.1 the behavior of semi-continuous risk processes
and the multivariate ruin function are studied, in § 6.2 analogues prob-
lems are studied for risk processes with exponentially distributed premi-
ums. In § 6.3 the total durations of sojourntimes of risk processes in the
survival (green) and risk (red) zones are investigated. Some problems of
Chapters 5 and 6 mainly were considered in the monographs of foreign
authors (well-known specialists in the risk theory) S. Asmussen [130],
H. Bühlmann [141], H.U. Gerber [166], J. Grandell [170], T. Rolsky,
H. Shmidly, V. Shmidt, J. Teugels [210] and in many papers of other
authors (see References). Chapter 6 is complemented by §§ 6.4–6.5,
devoted to the behaviour of risk processes with random premiums after
ruine and to the simplification of Spitzer’s formula for semicontinuous
and almost semicontinuous risk processes.

Chapter 7. In the last chapter the case of the discrete phase is consi-
dered. This chapter is devoted to the consideration of lattice (integer-
valued) Poisson processes and random walks and to the short study of
corresponding boundary problems for these processes and random walks,
which include the problem of exit from a finite interval. Some problems
for the integer-valued processes and random walks of the Chapter 7 are
studied in [40,43,47,49,53,66,67,76,84,86,177,178] and others. Chapter 7
is completed by § 7.3, devoted to the study of the sojourntime of the
integer-valued processes in the fixed state.

Distributions of boundary functions for oscillating processes (see [34–
41,68]) and for processes defined on a finite Markov chain (see [72]) are
studied in [45,130,172,174,175] and in other publications.
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Graphs of most important processes and theirs functionals are illus-
trated in the end of the monograph. Comparative relations for roots of
Lundberg’s equations and relations for ruin’s probabilities with some
theirs approximations. are gathered in Appendixes pages of our book.
All chapters contain about a half hundred problems, some of which are
considered in [69, chapters XI, XX]

Some important results of the monograph are used in [69], which
was composed by the collective of probabilists and twice published in
Ukrainian (2008, 2009) by the publisher of Kiev National University in
Ukraine and in English (2010) by “Springer”.
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I. 1. Графiки до класичної задачi банкрутства та резервного процесу ризику.

2. Процеси ризику з миттєвим вiдбиттям.
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3. Перестрибковi функцiонали надлишкового процесу ризику.

4. Процеси ризику з 2-стороннiм вiдбиттям.
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5. Процеси ризику з затримкою та вiдбиттям.
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6. Графiки основних процесiв ТМО.
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7. Поведiнка Ru(t) при t > τ+(u).

8. Поведiнка ζ(t) при t > τ+(u).
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9. Поведiнка резервного процесу ризику
з випадковими премiями при t > τ+(u).

10. Поведiнка надлишкового процесу вимог
з випадковими премiями при t > τ+(u).
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11. Перебування ζ(t) в ризикованiй зонi {y > u} та в зонi виживання {y ≤ u}.
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ẑ
−
1

0

D
ξ(

1
)

=
σ
2 1
,

(ẑ
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IV. Формули для Ψ(u) = 1− φ(u) = φ(u) = P{τ+(u) <∞}

1. Обернення формули Поллячека–Хiнчина (див. (5.16) та (6.60))
а) для напiвнеперервного знизу процесу вимог ζ(t)

Ψ(u) = p+

∑
n>0

qn+µ
−nF (u)∗n, F (u) =

∫ ∞
u

F (x)dx, u > 0; (1)

б) для майже напiвнеперервного знизу процесу ризику ζ(t)

Ψ(u) = p+

∑
n>0

F∗(u)∗n, F∗(u) = F (u) + bF (u), u > 0. (2)

2. Формула, що випливає з мартингальностi X(t) = Ee−R+ζ(t)

(k(R+) = 0) (див. (5.27))

Ψ(u) = e−R+ug+(u,R+), g+(u, z) = E
[
e−zγ

+(u), ζ+ > u
]
; (3)

a) для напiвнеперервного знизу надлишкового процесу вимог ζ(t)

g+(u, z) =
λ

c

∫ ∞
0

e−zxF (u+ x)dx+

+
λ

|m|

∫ u

+0

∫ ∞
0

e−zxF (u− y + x)dxdφ(y); (4)

б) для майже напiвнеперервного знизу процесу ризику ζ(t)

g+(u, z) =

∫ ∞
0

e−zxF ′∗(u+ x) +

+
λ

b|m|

∫ u

+0

∫ ∞
0

e−yzF ′∗(u+−y + x)dxdφ(y), (5)

F ′∗(x) = F ′(x) + bF (x), F (x) = pF 1(x),

F1(x) = P{ξ′1 < x}, x > 0.

3. Формули для Ψ(u) в термiнах “хвостiв” 2-го порядку F (x) :
а) (див. формулу пiсля (6.19))

Ψ(u) =
λ

c
F (u) +

λ

|m|

∫ u

0

F (u− z)φ′(z)dz, (6)
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Ψ(0) = q+ =
λµ1

c
;

б) (див. першу формулу в (6.57) з F ∗(x) = F (x) + bF (x), x > 0)

Ψ(u) = F ∗(u) +
λ

|m|

∫ u

0

F ∗(u− y)φ′(y)dy, (7)

Ψ(0) = q+ = p(1 + bµ′2), µ′k = E(ξ′1)k, k = 1, 2.

4. Асимптотична формула (див. (5.29) i значення Ψ(0) в (5), (6))

Ψ(u) = e−R+u(Ψ(0) + o(1)) (u→∞). (8)

а) Ψ(0) =
λµ1

c
, б) Ψ(0) = F ∗(0) = p(1 + bµ′1).

5. Узагальнення формули Полячека–Хiнчина

Ee−zζ
+

=
p+

1− q+ϕ̃0(z)
: ϕ̃0(z) := E

[
e−zγ

+(0) | ζ+ > 0
]
,

а) ϕ̃0(z) = µ−1

∫ ∞
0

e−zxF (x)dx;

б) ϕ̃0(z) = q−1
+

∫ ∞
0

e−zxdF∗(x) (F∗(x) див. (2)).

V. Десять наближень Ψk(u) ∼ Ψ(u) (u→∞)
в термiнах µn =

∫∞
0
xndF (x), n = 1, 3, m = Eζ(1), ρ = c−λµ1

λµ1
> 0

0. Наближення Ψ0(u) iз прикладу 3.13 (p0
+ = ρ0

+ = 2µ1|m|
µ2

)

Ψ0(u) = q0
+e
−uρ0+ = q0

+e
− 2µ1|m|

µ2
u,

q0
+ = λ0µ1 = 1− p0

+, λ0 =
2µ2

1

µ2
.

1. Наближення Реньї (подiбне до Ψ0(u)) Ψ1(u) = ΨR(u)

ΨR(u) =
1

1 + ρ
e
− 2ρµ1u

µ2(1+ρ) = q+e
− 2µ1|m|

µ2
u, q+ = Ψ(0).

2. Наближення Крамера–Ф. Лундберга Ψ2(u) = ΨCL(u) (R+ > 0)

ΨCL(u)=
|m|

k′(R+)
e−R+u, R+ — корiнь рiвняння (L0) : k(R+)=0.



540 Додатки

3. Наближення Де Вiльдера Ψ3(u) = ΨDV (u)

ΨDV(u) =
3µ2

2

3µ2
2 + 2µ1µ3ρ

exp

{
− 6µ1µ2ρu

3µ2
2 + 2µ1µ3ρ

}
.

4. Наближення Беекмана–Боверса Ψ4(u) = ΨBB(u) (з Γ(x) i c =
4µ1µ3

3µ2
2
)

ΨBB(u) =
1

1 + ρ

∫ ∞
βu

xγ−1

Γ(γ)
e−xdx,

β =
2µ1ρ

µ2 + (c− µ2)ρ
, γ =

1 + ρ

1 + (c− 1)ρ
.

5. Експоненцiйне наближення

Ψ5(u) = ΨE(u) = exp

−1− 2ρµ1u− µ2√
µ2

2 + 4
3ρµ1µ3

 .

6. Дифузiйне наближення Ψ6(u) = ΨD(u)

ΨD(u) = e−
2ρµ1u
µ2 (ΨD(0) = 1 не дає нiчого для Ψ(0) = q+).

7. Наближення Ове Лундберга (сина Ф. Лундерга) Ψ7(u) = ΨOL(u)

ΨOL(u) = ΨD(u)

[
1 +

(
ρu− µ2

µ1

)
4ρµ2

1µ3

3µ3
2

]
,

ΨOL(0) = 1− 4ρµ2
1µ3

3µ3
2

< 1.

8. Наближення (подiбне до ΨCL(u))

Ψ8(u) = Ψ∗(u) = Ψ(0)e−R+u

(R+ — корiнь рiвняння Лундберга (L0), див. 2.).
9. Наближення для випадку “важких” F (x) Ψ9(u) = Ψ∗∗(u)

Ψ∗∗(u) = (ρµ1)−1F (u), (див. (4.6), [130, с. 17]).
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