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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ñåðåä óñi¹¨ ìíîæèíè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iñíó¹ ïîðiâíÿíî íåáàãàòî ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ïðè-

ðîäíi ÿâèùà. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷èì ñàìå ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó öi

ðiâíÿííÿ âèðiçíÿþòüñÿ ç ìíîæèíè óñiõ ìîæëèâèõ? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïå-

ðåâàæíà áiëüøiñòü ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ìàþòü íåòðèâiàëüíi ñè-

ìåòðiéíi âëàñòèâîñòi. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîãîâèäè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ iíâàðiàíò-

íi âiäíîñíî áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü. Íàÿâíiñòü øèðî-

êî¨ ãðóïè iíâàðiàíòíîñòi, òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êðèòåðié

âiäáîðó ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ðåàëüíi ôiçè÷íi ïðîöåñè. Öåé ôàêò ïiä-

òâåðäæó¹òüñÿ íàñòóïíèì ïðèêëàäîì. �Ñåðåä ìíîæèíè ñèñòåì ëiíiéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ

äâîõ âåêòîð-ôóíêöié E(x0,x) i B(x0,x) iñíó¹ òiëüêè îäíà ñèñòåìà, ùî

¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ãðóïè Ïóàíêàðå, à ñàìå ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿ Äiðàêà, Øðüîäiíãåðà òà

iíøi� [34]. Îòæå, âàæëèâîþ ¹ çàäà÷à âèîêðåìëåííÿ ç êëàñó äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òàêèõ, ùî äîïóñêàþòü ãðóïó ñè-

ìåòðié ç íàéáiëüøîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ, à ñàìå, çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëà-

ñèôiêàöi¨. Âiäêðèòòÿ Ñ. Ëi ïîëÿãàëî â òîìó, ùî ñêëàäíi íåëiíiéíi óìîâè

iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ãðóïè ïåðåòâîðåíü

ìîæíà çàìiíèòè ó âèïàäêó íåïåðåðâíî¨ ãðóïè áiëüø ïðîñòèìè ëiíiéíèìè

óìîâàìè iíôiíiòåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi âiäíîñíî òâiðíèõ ãðóïè. Öåé

ðåçóëüòàò ìà¹ âåëèêå çíà÷åííÿ äëÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, îñêiëü-

êè äîçâîëÿ¹ øóêàòè çàìiñòü ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè ñèìåòðié áàçèñíi îïå-

ðàòîðè ç âiäïîâiäíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ.

Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü äèôóçi¨ òà ðiçíèõ ¨õ ìîäèôiêàöié ç äîäàòêîâè-

ìè ÷ëåíàìè, ùî âiäïîâiäàþòü ðåàêöi¨ àáî êîíâåêöi¨, ¹ àêòóàëüíîþ çàäà-

÷åþ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, îñêiëüêè öi ðiâíÿííÿ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü
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ó ÿêîñòi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñiâ ó ïðèðîäi òà ñó-

ñïiëüñòâi [61,91,92,98,115]. Íàïðèêëàä, ó áiîëîãi¨ [91] ðîçãëÿäàþòü êëiòè-

íè, áàêòåði¨, õiìi÷íi ðå÷îâèíè, òâàðèí òîùî ÿê ÷àñòèíêè, êîæíà ç ÿêèõ

ðóõà¹òüñÿ õàîòè÷íî. Òîäi ñèñòåìàòè÷íèé ðóõ ¨õ ãðóïè ââàæà¹òüñÿ ïðî-

öåñîì äèôóçi¨, i çàçâè÷àé öå íå ïðîñòà äèôóçiÿ, îñêiëüêè áåðåòüñÿ äî

óâàãè âçà¹ìîäiÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè. Äëÿ ïðîñòîòè áiîëîãè âèêîðèñòîâóþòü

(1+1)-âèìiðíå íåïåðåðâíå ìîäåëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ îïèñó ãëîáàëüíî¨ ïî-

âåäiíêè â òåðìiíàõ ãóñòèíè ÷è êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê. Îñêiëüêè ìîäå-

ëi äèôóçi¨ ÷àñòî ôîðìóëþþòüñÿ â òåðìiíàõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, ÿêi, ÿê ïðàâèëî, íå ¹ iíòåãðîâíèìè òà íå ìîæóòü áóòè ëiíå-

àðiçîâàíèìè, òî ñèìåòðiéíi ìåòîäè, â ñèëó ñâî¹¨ óíiâåðñàëüíîñòi, ¹ âà-

æëèâèìè äëÿ ¨õ äîñëiäæåííÿ. Òîìó íåâèïàäêîâî, ùî ñó÷àñíèé ðîçâèòîê

ãðóïîâîãî àíàëiçó ðîçïî÷àâñÿ ç ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ Ë.Â. Îâñÿííiêî-

âèì êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ [22]. Ðåçóëüòàòîì

êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ àáî íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié (óìîâíèõ, ïîòåíöiàëü-

íèõ, óçàãàëüíåíèõ) ¹ âèîêðåìëåííÿ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü ç íåòðèâiàëüíèìè

ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ìåòîäîì ðåäóêöi¨ çà îòðèìàíèìè îïåðàòî-

ðàìè ñèìåòði¨ ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ìîäåëüíîãî ðiâíÿííÿ,

ÿêi äîçâîëÿþòü âèâ÷èòè ðîçïîäië êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê òà õàðàêòåð äè-

ôóçi¨.

Áàãàòî ïðîöåñiâ, ùî ¹ îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ó ôiçèöi òà áiîëîãi¨, ìîæ-

íà ìîäåëþâàòè (1+1)-âèìiðíèìè íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè ðåàêöi¨�äèôó-

çi¨ çi ñòåïåíåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè òà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, ùî çàëå-

æàòü âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ [83,91,92]. Íàÿâíiñòü çìiííèõ êîåôiöi¹íòiâ ó

òàêèõ ìîäåëÿõ óñêëàäíþ¹ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Ðîçâ'ÿçàííÿ

öi¹¨ çàäà÷i ïîòðåáó¹ ñòâîðåííÿ íîâèõ òà âäîñêîíàëåííÿ iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ

ãðóïîâîãî àíàëiçó. Ïîøóêó òà çàñòîñóâàííþ òàêèõ ïiäõîäiâ ïðèñâÿ÷åíî

äèñåðòàöiþ. Ïîðó÷ iç öèì ðîçâ'ÿçàíî íåòðèâiàëüíi êëàñèôiêàöiéíi çàäà-

÷i ùîäî ïîòåíöiàëüíèõ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü äèôóçi¨ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
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Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî ó âiääiëi ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòå-

ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ òåì �Òåîðåòèêî-ãðóïîâèé àíàëiç íåëiíié-

íèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, õiìi¨, áiîëîãi¨ òà åêîíîìiêè� (íîìåð

äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0101U000098) òà �Ñèìåòðiÿ òà iíòåãðîâíiñòü íåëiíiéíèõ

ìîäåëåé� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0106U000436).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîç-

ðîáêà òà âäîñêîíàëåííÿ ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ ãðóïîâîãî àíàëiçó òà ¨õ

çàñòîñóâàííÿ äî êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�

äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îñíîâíó óâàãó ïðèäiëåíî çàäà÷àì

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ùî íå ðîçâ'ÿçóþòüñÿ êëàñè÷íèìè ìåòîäàìè, òà

óçàãàëüíåíèì ïîñòàíîâêàì êëàñèôiêàöiéíèõ çàäà÷. Çîêðåìà, îäíi¹þ ç òà-

êèõ çàäà÷ ¹ êëàñèôiêàöiÿ ïîòåíöiàëüíèõ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié äëÿ ðiâ-

íÿíü äèôóçi¨.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ (1+1)-âèìiðíi íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�

äèôóçi¨ ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨, òà íå-

ëiíiéíi ðiâíÿííÿ ôiëüòðàöi¨. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ãðóïîâà êëàñè-

ôiêàöiÿ, íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨, çàêîíè çáåðåæåííÿ i òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ

ðiâíÿíü.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ çàñòîñî-

âàíî êëàñè÷íèé ìåòîä Ëi�Îâñÿííiêîâà òà ðiçíi éîãî ñó÷àñíi âåðñi¨, çîêðå-

ìà, çàïðîïîíîâàíi â ðîáîòi À.Ã. Íiêiòiíà i Ð.Î. Ïîïîâè÷à [20] òà ðîáî-

òàõ [117, 119]. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ïîáóäîâàíî ìåòîäàìè ëi¨âñüêî¨ òà íåêëà-

ñè÷íî¨ ðåäóêöi¨ i ðîçìíîæåííÿ ðiçíèìè òèïàìè ïåðåòâîðåíü ìiæ ðiâíÿí-

íÿìè. Äëÿ îïèñó çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âèêîðèñòàíî ìîäèôiêàöiþ ïðÿìîãî

ìåòîäó [103].

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi

âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, òàêi:

1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íîâèé ïiäõiä äî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ùî áàçó-

¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi ïåðåòâîðåíü ç óçàãàëüíåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðó-
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ïè åêâiâàëåíòíîñòi òà âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè ðiâíÿíü, ïîâíiñòþ

ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòåïåíåâèìè íåëiíié-

íîñòÿìè. Çà çíàéäåíèìè ñèìåòðiÿìè ìåòîäîì ðåäóêöi¨ ïîáóäîâàíî

íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç äîñëiäæóâàíîãî êëàñó.

2. Îïèñàíî ìíîæèíè âñiõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñàõ (1+1)-âè-

ìiðíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòåïå-

íåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè.

3. Ïðîêëàñèôiêîâàíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâ-

íÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòåïåíåâèìè íå-

ëiíiéíîñòÿìè.

4. Âèêîíàíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ìiæ ïëà-

ñòèíàìè. Òàêîæ ïðîêëàñèôiêîâàíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ i ïî-

áóäîâàíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó.

5. Ïðîêëàñèôiêîâàíî ïîòåíöiàëüíi íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ (1+1)-âèìiðíî-

ãî ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨. Äîâåäåíî, ùî äåÿêi êëàñè òàêèõ ñèìå-

òðié ïîâ'ÿçàíi çi çâè÷àéíèìè íåêëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè íà ìíîæèíi

ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè. Çíàéäåíî íîâi òî÷íi

íåëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè. Ïîêàçàíî, ùî âiäîìi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

øâèäêî¨ äèôóçi¨ âè÷åðïóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè, ÿêi ìîæíà ïîáóäóâàòè

çà çíàéäåíèìè îïåðàòîðàìè ïîòåíöiàëüíî¨ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨.

6. Îïèñàíî íåëiíiéíîñòi, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ ç êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ

ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨ äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðÿäó êîíêðåòíèõ çàäà÷ òåîði¨ äèôå-
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ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, à

òàêîæ ó ìàòåìàòè÷íié áiîëîãi¨, õiìi¨ òà òåîðåòè÷íié ôiçèöi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïëàíó äîñëiä-

æåíü i ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó � Ð.Î. Ïîïî-

âè÷ó. Ó ðîáîòàõ [106, 107, 117�119] âíåñîê ñïiâàâòîðiâ äèñåðòàíòà ¹ íà-

ñòóïíèì. Ð.Î. Ïîïîâè÷ó íàëåæèòü ðîçðîáêà ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ, çîêðå-

ìà, äîâåäåííÿ çàãàëüíèõ òâåðäæåíü ùîäî âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåíü ìiæ

êëàñàìè, çàïðîïîíîâàíèõ ó ðîáîòi [119], òà âèîêðåìëåííÿ ç êëàñó ðiâ-

íÿíü äèôóçi¨ ìiæ ïëàñòèíàìè ðiâíÿííÿ, ïîáóäîâi òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÿêîãî

ïðèñâÿ÷åíî ñòàòòþ [106]. Ó ðîáîòi [119] íèì òàêîæ çàïðîïîíîâàíî iäåþ

çàñòîñóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ

âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, âïðîâàäæåííÿ ÿêî¨ ñòàëî âèðiøàëüíèì

êðîêîì äëÿ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.

Ê. Ñîôîêëåóñó â ðîáîòàõ [117�119] íàëåæèòü ïî÷àòêîâèé âèáið êëàñiâ

äëÿ äîñëiäæåííÿ, à òàêîæ ïåðåâiðêà çíàéäåíèõ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi, ó ðîáîòi [106] � âiäøóêàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ïðèêëàäó

îïåðàòîðà ðåäóêöi¨ ç íóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ∂t.

Ó ñòàòòÿõ [117, 118] À.Ã. Äæîíïiëëài âèêîíàâ ÷àñòêîâó ïåðåâiðêó ãðó-

ïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äîñëiäæóâàíèõ êëàñiâ.

Í.Ì. Iâàíîâié ó ðîáîòi [107] íàëåæèòü îïðàöþâàííÿ ëiòåðàòóðè, ùî

ñòîñó¹òüñÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨, à òàêîæ ïåðå-

âiðêà âèêîíàíèõ îá÷èñëåíü.

Äîâåäåííÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨, âèíåñåíèõ íà çàõèñò, ïðîâåäåíî

äèñåðòàíòîì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

äîïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà ñåìiíàðàõ âiääiëó ïðèêëàäíèõ äîñëi-

äæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (2005�2007, êåðiâíèê ñåìi-

íàðó � ïðîôåñîð Íiêiòií À.Ã.), íà VI òà VII Ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöi-

ÿõ �Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics� (Êè¨â, 2005, 2007), íà

VI Ìiæíàðîäíîìó ñèìïîçióìi �Lie Theory and Its Applications in Physi-
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cs� (Âàðíà, Áîëãàðiÿ, 2005), íà I òà II Ìiæíàðîäíèõ ñèìïîçióìàõ �Group

Analysis of Di�erential Equations and Integrable Systems� (Íiêîñiÿ, Êiïð,

2005, 2006), íà íàóêîâî�ïðàêòè÷íîìó ñåìiíàði �Óêðà¨íñüêà øêîëà ãðóïî-

âîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü: çäîáóòêè i ïåðñïåêòèâè (äî 70-

ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ Â.I. Ôóùè÷à)� (Ïîëòàâà, 2006), íà êîíôåðåíöi¨

�Ñèìåòðiÿ i iíòåãðîâíiñòü ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (Êè¨â, 2006).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ñåìè ðîáîòàõ

[7, 106,107,116�119]. Ç íèõ äâi ðîáîòè îïóáëiêîâàíî áåç ñïiâàâòîðiâ.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi çìiñòó,

âñòóïó, 6-òè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìi-

ñòèòü 127 íàéìåíóâàíü, òà äîäàòêó. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü

190 ñòîðiíîê, ç íèõ ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çàéìà¹ 14 ñòîðiíîê, à

äîäàòîê � 20 ñòîðiíîê.

Êîðîòêèé çìiñò îñíîâíî¨ ÷àñòèíè ðîáîòè. Îñíîâíà ÷àñòèíà ðîáîòè

ñêëàäà¹òüñÿ ç 6 ðîçäiëiâ. Íà ïî÷àòêó êîæíîãî ðîçäiëó ïîäà¹òüñÿ êîðîò-

êèé çìiñò äàíîãî ðîçäiëó çà ïiäðîçäiëàìè.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

ùîäî ëi¨âñüêèõ òà íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié i çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëåíî ñòðî-

ãié ïîñòàíîâöi çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü òà ñïåöiàëüíèì âëàñòèâîñòÿì âiäîáðàæåíü ìiæ òàêèìè êëàñàìè.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+1)-âèìiðíèõ íå-

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi ñòåïåíåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè çàãàëü-

íîãî âèãëÿäó

f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)um, n 6= 0.

Ñïî÷àòêó çíàéäåíî çâè÷àéíó, óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó òà óìîâíi ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó ðiâíÿíü. Âèêîðèñòàííÿ ðiçíèõ òèïiâ åêâi-

âàëåíòíîñòåé ìiæ ðiâíÿííÿìè äîçâîëèëî ñïðîñòèòè çàãàëüíèé âèãëÿä
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ðiâíÿíü, ÿêi íåîáõiäíî ïðîêëàñèôiêóâàòè, òà ïîäàòè ðåçóëüòàò ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ ó çàìêíåíèé ôîðìi. Çíàéäåíî âñi ìîæëèâi äîäàòêîâi ïåðå-

òâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ âèïàäêàìè ðîçøèðåííÿ, íååêâiâàëåíòíè-

ìè âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ùî îäðàçó äàëî ãðóïîâó

êëàñèôiêàöiþ âiäíîñíî âñiõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü. Äëÿ ðiâíÿíü ç äîñëiä-

æóâàíîãî êëàñó ïðîêëàñèôiêîâàíî òàêîæ âñi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ òà

ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî ñè-

ìåòði¨ ìåòîäîì ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨ ïîáóäîâàíî äåÿêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó

(1+1)-âèìiðíèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ âèãëÿäó

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)um, m 6= 0, 1.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó öüîìó êëàñi âèêîðèñòà-

íî íîâèé ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîñëiäîâíîìó çàñòîñóâàííi ïåðåòâîðåíü

ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó òà âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè, ïîðîäæå-

íîãî ñiì'¹þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü. Ïiä ÷àñ êëàñèôiêàöi¨ âèäiëåíî ñïåöi-

àëüíèé ïiäêëàñ çi çíà÷åííÿì m = 2, ùî âèðiçíÿ¹òüñÿ ñâî¨ìè òðàíñôîð-

ìàöiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ âèõiäíîãî êëàñó, éîãî

ïiäêëàñó ç m = 2 òà ¨õ îáðàçiâ âiäíîñíî âiäîáðàæåíü, ïîðîäæåíèõ ñiì'ÿ-

ìè òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, âèêîíàíî ç òî÷íiñòþ äî âiäïîâiäíèõ óçàãàëü-

íåíèõ ðîçøèðåíèõ àáî çâè÷àéíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi òà ìíîæèí óñiõ

òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü. Øèðîêi ñiì'¨ íîâèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çíàéäåíî

äëÿ äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü êëàñè÷íèì ìåòîäîì ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨, à òà-

êîæ ðîçìíîæåííÿì âiäîìèõ ðîçâ'ÿçêiâ iíøèõ ðiâíÿíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç äîñëi-

äæóâàíèìè ðiçíèìè òèïàìè òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü (òàêèìè ÿê äîäàòêîâi

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè). Ìíîæèíó

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó-îáðàçó âè÷åðïíî îïèñàíî ó çàãàëüíîìó

âèïàäêóm 6= 2. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì êëàñèôiêàöi¨ îïåðàòîðiâ ðåäóê-

öi¨ ðiâíÿíü ç âèõiäíîãî êëàñó, ÿêèé òàêîæ  ðóíòó¹òüñÿ íà êîìáiíîâàíîìó

âèêîðèñòàííi ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi òà âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Ï'ÿòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ìiæ ïëàñòèíàìè âèãëÿäó

ut = (D(u)ux)x + h(x)u.

Äëÿ öüîãî êëàñó âèêîíàíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ âiäíîñíî éîãî

çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi. Çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi òà óìîâíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi. Öå äîçâîëèëî ñïðîñòèòè

êëàñèôiêàöiéíi ðåçóëüòàòè òà ¨õ ïîäàëüøå çàñòîñóâàííÿ. Îòðèìàíi ëi¨â-

ñüêi ñèìåòði¨ çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ç äîñëiäæó-

âàíîãî êëàñó ðiâíÿíü âèîêðåìëåíî îäíå, ùî âèðiçíÿ¹òüñÿ ñâî¨ìè ïðèõî-

âàíèìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Éîãî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè çíàéäåíî çà

äîïîìîãîþ ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨ i òàêèõ ñó÷àñíèõ òåõíiê ãðóïîâîãî àíàëiçó

ÿê ôóíêöiîíàëüíå âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, óçàãàëüíåíi óìîâíi òà ïðèõî-

âàíi ñèìåòði¨.

Ó øîñòîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ïîòåíöiàëüíi íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâ-

íÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ âèãëÿäó

ut = (u−1ux)x,

ÿêi ¹ íåêëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ vt = vx
−1vxx.

Îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âè÷åðïíî ïðî-

êëàñèôiêîâàíî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ç éîãî ãðóïè ëi¨âñüêî¨ iíâà-

ðiàíòíîñòi. Ó ðåçóëüòàòi çíàéäåíî øèðîêi êëàñè îïåðàòîðiâ ïîòåíöiàëü-

íî¨ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ òà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨.

Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ îïåðàòîðàìè íåêëàñè÷íî¨ òà ïîòåíöiàëüíî¨ íå-

êëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ. Ó öüîìó æ ðîçäiëi ïðîêëàñèôiêîâàíî

íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ó êëàñi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨

vt = f(vx)vxx.

Äîâåäåíî, ùî ðiâíÿííÿ ôiëüòðàöi¨ äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi îïåðàòîðè

íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè íàëåæàòü äî ïiäêëàñó

ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè âèãëÿäó f(vx) = (avx
2 + bvx + c)−1.
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Ó êiíöi îñíîâíî¨ ÷àñòèíè äèñåðòàöi¨ çðîáëåíî çàãàëüíi âèñíîâêè.

Ó äîäàòîê À âèíåñåíî äîâåäåííÿ òåîðåì ç ðîçäiëó 6 ùîäî ðåçóëüòà-

òiâ êëàñèôiêàöi¨ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ øâèäêî¨

äèôóçi¨ òà çàãàëüíîãî êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨.

Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó Ðî-

ìàíó Îìåëÿíîâè÷ó Ïîïîâè÷ó, íåâè÷åðïíi åíòóçiàçì òà òâîð÷à íàñíàãà

ÿêîãî áóëè íåñêií÷åííèì äæåðåëîì íàòõíåííÿ ïiä ÷àñ ðîáîòè íàä äèñåð-

òàöi¹þ; ñâî¨ì ñïiâàâòîðàì Íàòàëi¨ Ìèêîëà¨âíi Iâàíîâié òà Êðiñòîäóëîñó

Ñîôîêëåóñó çà ïëiäíó ñïiâïðàöþ. Àâòîðêà òàêîæ âäÿ÷íà âñiì ó÷àñíèêàì

íàóêîâîãî ñåìiíàðó âiääiëó ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòè-

êè ÍÀÍ Óêðà¨íè, çîêðåìà, Àíàòîëiþ Ãëiáîâè÷ó Íiêiòiíó òà Â'ÿ÷åñëàâó

Ìèêîëàéîâè÷ó Áîéêó, çà öiííi çàóâàæåííÿ, çðîáëåíi ïiä ÷àñ îáãîâîðåííÿ

ðåçóëüòàòiâ.
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ÐÎÇÄIË 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îãëÿä òà àíàëiç ëiòåðàòóðè, ïðèñâÿ÷åíî¨ äî-

ñëiäæåííþ ñèìåòðié (ëi¨âñüêèõ, íåêëàñè÷íèõ), à òàêîæ ãðóïîâié êëàñè-

ôiêàöi¨ ðiâíÿíü äèôóçiéíîãî òèïó.

Îãëÿä ëiòåðàòóðè, â ÿêié ðîçãëÿäà¹òüñÿ ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü

äèôóçiéíîãî òèïó, âèêîíàíî ó ïiäðîçäiëi 1.1. Ïðè öüîìó óâàãà çîñåðåä-

æåíà íà òèõ ðîáîòàõ, â ÿêèõ âèâ÷åíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�

äèôóçi¨. Ó ïiäðîçäiëi 1.2 ïðîàíàëiçîâàíî ðîáîòè, ïîâ'ÿçàíi ç íåêëàñè÷íè-

ìè ñèìåòðiÿìè ðiâíÿíü äèôóçiéíîãî òèïó. Ïiäðîçäië 1.3 ïðèñâÿ÷åíî îãëÿ-

äó ðîáiò, â ÿêèõ ðiçíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæóâàëîñü ðiâíÿííÿ øâèäêî¨

äèôóçi¨.

1.1. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü

äèôóçiéíîãî òèïó

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïðîöåñiâ òåïëîïðîâiäíîñòi òà äèôóçi¨ ¹ òðàäèöié-

íèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ñèìåòðiéíèõ ìåòîäiâ òà

ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè òåõíiê [78]. Îñêiëüêè öi ìîäåëi ÷àñòî ôîðìóëþþòü

â òåðìiíàõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi, ÿê ïðàâèëî, íå ¹

iíòåãðîâíèìè òà íå ìîæóòü áóòè ëiíåàðiçîâàíèìè, ñèìåòðiéíi ìåòîäè ¹

âàæëèâèìè äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ìîäåëåé.

Äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi (÷è íåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü äèôóçi¨, ÿêùî u � êîíöåíòðàöiÿ ìàñè) ç âèêîðèñòàííÿì ñèìåòðié-

íèõ ìåòîäiâ áóëî ðîçïî÷àòî ùå â 1959 ðîöi ðîáîòîþ Ë.Â. Îâñÿííiêîâà [22],
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äå àâòîð âèêîíàâ ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü

ut = (f(u)ux)x. (1.1)

Ïî÷èíàþ÷è ç öi¹¨ ðîáîòè, ç'ÿâèëîñÿ áàãàòî iíøèõ, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñëi-

äæåííþ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü äèôóçiéíîãî òèïó, à ñàìå ãðóïîâié

êëàñèôiêàöi¨ òàêèõ ðiâíÿíü (äèâ., íàïðèêëàä, [9,18,46,58,59,82,93,102]).

Ó ðîáîòi [112] äîñëiäæåíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ (1+1)-âèìiðíèõ êâàçiëiíié-

íèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨

ut = uxx + kuq,

äå q � äîâiëüíà ñòàëà. Ñèìåòði¨ (1+n)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äè-

ôóçi¨ çàãàëüíîãî âèãëÿäó

ut = ∆
(
up+1

)
+ kuq, p 6= −1,

çíàéäåíî â [54]. Â.À. Äîðîäíiöèí ó ðîáîòi [8] âèêîíàâ ãðóïîâó êëàñèôi-

êàöiþ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ç äæåðåëîì

ut = (k(u)ux)x + q(u). (1.2)

Iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó áóëî ïîáóäîâàíî ïiçíiøå [9]

(äèâ. òàêîæ [78, Ðîçäië 10]).

Ó ðîáîòi [63] âèâ÷åíî ñèìåòði¨ ó êëàñi (1+n)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�

äèôóçi¨

ut = ∇(uν∇u) + f(u),

ïåðåéøîâøè çàâäÿêè ââåäåííþ ðàäiàëüíèõ çìiííèõ äî íàñòóïíîãî (1+1)-

âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ

ut = r1−λ (rλ−1uνur
)
r

+ f(u), λ ∈ R.

Öi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíèëè òi, ùî îòðèìàíî â ðîáîòi [73] äëÿ îñòàííüîãî

ðiâíÿííÿ çi çíà÷åííÿìè λ = 2 òà λ = 3.



17

Ê. Ñîôîêëåóñ ó ðîáîòi [113] âèêîíàâ ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü

ut = r1−λ (rλ−1k(u)ur
)
r
.

Âèÿâèëîñü, ùî ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

òàêèõ ðiâíÿíü ìà¹ ìiñöå ëèøå òîäi, êîëè ôóíêöiÿ k(u) ¹ ñòåïåíåâîþ àáî

åêñïîíåíöiàëüíîþ.

Ó ðîáîòàõ [58, 59] Ð.Ì. ×åðíiãà òà Ì.I. Ñ¹ðîâ ïðîêëàñèôiêóâàëè íàé-

áiëüø çàãàëüíèé êëàñ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨�êîíâåêöi¨ ç äîâiëüíèìè

åëåìåíòàìè, ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ u, âèãëÿäó

ut = [A(u)ux]x +B(u)ux + C(u).

Íàñòóïíèé åòàï â ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨

ðîçïî÷àâñÿ äîñëiäæåííÿì òàêèõ ðiâíÿíü, äîâiëüíi åëåìåíòè ÿêèõ çàëå-

æàòü âiä íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ òà äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

äèôóçi¨ f(x)ut = (g(x)unux)x çíàéäåíî ó [114].

Ðîáîòó [74] ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié êëàñó ðiâíÿíü

äèôóçi¨ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi âèãëÿäó

ut = (un)xx + g(x)um + f(x)usux, n 6= 0.

Ð.Î. Ïîïîâè÷ òà Í.Ì. Iâàíîâà âèêîíàëè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

f(x)ut = [g(x)A(u)ux]x + h(x)B(u)ux, (1.3)

äå h(x) = 1 [102]. Íåùîäàâíî öåé ðåçóëüòàò áóëî óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ h(x) [82].

Áiëüø äåòàëüíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè ùîäî ñèìåòðié, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

òà ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ íàâåäåíî ó ðîáî-

òi [12].

Íà âiäìiíó âiä êëàñó (1.3) ðiâíÿíü äèôóçi¨ ç êîíâåêòèâíèì ÷ëåíîì,

ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ÿêîãî âæå ¹ âiäîìîþ, ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i
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ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨

f(x)ut = [g(x)A(u)ux]x + h(x)B(u) (1.4)

âiäíîñíî éîãî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ. Õî÷à âiäî-

ìi ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó áiëüø çàãàëüíèõ êëàñàõ (1+1)-

âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî øèðøèõ ãðóï åêâiâàëåíòíî-

ñòi [46, 124�126].

Íà öåé ÷àñ âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè ëèøå ÷àñòèííi âèïàäêè öi¹¨ çàäà÷i, à ñà-

ìå â äèñåðòàöi¨ âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1.4),

â ÿêèõ äîâiëüíi åëåìåíòè A òà B ¹ ñòåïåíåâèìè. Öåé âèïàäîê ¹ íàéöiêà-

âiøèì ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü [83,91,92], à òàêîæ, ÿê ïîêàçó¹ ïðàêòèêà,

íàéáiëüø ñêëàäíèì äëÿ äîñëiäæåííÿ [82].

Ùå îäíèì ÷àñòèííèì âèïàäêîì êëàñó (1.4) ¹ êëàñ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ìiæ

ïëàñòèíàìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó

ut = [D(u)ux]x + h(x)u.

Íåùîäàâíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ òà âiäïîâiäíi ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó

áóëî äîñëiäæåíî â äåêiëüêîõ ñòàòòÿõ [53, 95, 96], àëå æîäíà ç íèõ íå ìiñ-

òèòü âè÷åðïíèõ ðåçóëüòàòiâ êëàñèôiêàöi¨. Ó äèñåðòàöi¨ ïðîâåäåíî ïîâíó

ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ, à òàêîæ îïèñàíî çàêîíè çáåðåæåííÿ ó âêàçàíîìó

êëàñi ðiâíÿíü.

Çàóâàæèìî, ùî ó ðîáîòàõ [20, 28, 82, 102], òàê ñàìî ÿê ó äèñåðòàöi¨,

äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ çàñòîñîâàíî ìåòîä, ÿêèé áàçó¹òüñÿ

íà äîñëiäæåííi ñóìiñíîñòi òà áåçïîñåðåäíüîìó iíòåãðóâàííi âèçíà÷àëü-

íèõ ðiâíÿíü. Öåé ìåòîä íå ¹ åôåêòèâíèì äëÿ êëàñiâ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü

â ñîái äîâiëüíi åëåìåíòè, ÿêi çàëåæàòü âiä äåêiëüêîõ çìiííèõ. Äëÿ êëà-

ñèôiêàöi¨ áiëüø çàãàëüíèõ êëàñiâ äâîâèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäõiä, ùî âêëþ÷à¹ â

ñåáå âèâ÷åííÿ ðåàëiçàöié àëãåáð Ëi. Âiäïîâiäíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi äå-

òàëüíî îïèñàíî ó [46, 124]. Çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ øèðîêèõ
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êëàñiâ (1 + 1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçàíî â ðàìêàõ öüîãî

ïiäõîäó, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [1, 17,18,46,124�126].

1.2. Íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨

Ïîíÿòòÿ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ (ó âóçüêîìó ñåíñi; ñèíîíiìè � Q-óìîâíà

àáî óìîâíà ñèìåòðiÿ) çàïðîïîíîâàíî Äæ. Áëþìàíîì òà Äæ. Êîóëîì â

1969 ðîöi [49]. Òî÷íå òà ñòðîãå îçíà÷åííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ çàïðîïîíîâàíî

íàáàãàòî ïiçíiøå [70] (äèâ. òàêîæ [127]). Äàíèé òèï ñèìåòði¨ íå ïîâ'ÿ-

çàíèé ç íåïåðåðâíèìè ãðóïàìè ïåðåòâîðåíü òà, âçàãàëi êàæó÷è, ¹ ëè-

øå iíñòðóìåíòîì äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíîãî ðiâ-

íÿííÿ [60, 107, 127]. Àëå ðåäóêöi¹þ çà îïåðàòîðàìè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåò-

ði¨ ìîæíà îòðèìàòè òàêi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi íå ìîæëèâî çíàéòè çà äîïîìî-

ãîþ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ [33, 37]. Îñü ÷îìó äîñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íèõ ñè-

ìåòðié ¹ âàæëèâîþ òà àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ, íåçâàæàþ÷è íà ¨¨ áiëüøó

ñêëàäíiñòü ïîðiâíÿíî ç àíàëîãi÷íîþ çàäà÷åþ ïîøóêó îïåðàòîðiâ ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨. Öå òâåðäæåííÿ ¹ ñïðàâåäëèâèì i äëÿ iíøèõ òèïiâ íåêëàñè÷íî¨

ñèìåòði¨, ïîíÿòòÿ ÿêèõ áóëî çàïðîïîíîâàíî ïiçíiøå (ïîòåíöiàëüíà ñèìåò-

ðiÿ � 1988 ð. [51], êâàçi-ëîêàëüíà � 1989 ð. [4], óçàãàëüíåíà óìîâíà �

1994 ð. [62], ïîòåíöiàëüíà íåêëàñè÷íà � 1997 ð. [75]).

Ó áàãàòüîõ ðîáîòàõ ìåòîä ðåäóêöi¨ çà îïåðàòîðàìè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåò-

ði¨ óñïiøíî çàñòîñîâàíî äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ùî âèíèêà-

þòü ó ÿêîñòi ìîäåëåé ó ðiçíèõ îáëàñòÿõ ôiçèêè, õiìi¨ òà áiîëîãi¨. Äåÿêi

ç öèõ ðîáiò ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ðiâíÿíü äèôóçi¨ (ç äîäàòêîâèìè

÷ëåíàìè, ùî âiäïîâiäàþòü ðåàêöi¨ àáî êîíâåêöi¨, ÷è áåç íèõ). Äèâ., íà-

ïðèêëàä, [29,33,35,37,39,44,45,56,57,60,122,123].

Ó ñòàòòi [68] äîñëiäæåíî Q-óìîâíi ñèìåòði¨ (1+1)-âèìiðíîãî ëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

ut = uxx. (1.5)
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Ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü äâà ñóòò¹âî ðiçíi âèïàäêè ïîøóêó îïåðàòîðiâ ðå-

äóêöi¨ â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÷è äîðiâíþ¹ íóëþ êîåôiöi¹íò ïðè ∂t â îïå-

ðàòîðàõ Q-óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1.5). Äîâåäåíî, ùî, ÿêùî öåé êîå-

ôiöi¹íò äîðiâíþ¹ íóëþ, çàäà÷à ïîøóêó íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié çâîäèòüñÿ

äî ðîçâ'ÿçàííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Ó ðîáîòàõ [122,123] îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ïîøèðåíî íà âèïàäîê äîâiëü-

íîãî (1+1)-âèìiðíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïåðøèì êëàñîì ðiâíÿíü äèôóçi¨, íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ÿêîãî áóëî âè-

÷åðïíî äîñëiäæåíî [29, 35, 45, 60] (äèâ. òàêîæ [32]), ¹ êëàñ êâàçiëiíiéíèõ

ðiâíÿíü äèôóçi¨ ç äæåðåëîì âèãëÿäó

ut = uxx + q(u).

Ó ðîáîòi [66] îòðèìàíî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðiâ

Q-óìîâíî¨ ñèìåòði¨ äëÿ êëàñó, ùî ¹ åêâiâàëåíòíèì êëàñó (1.2). Ó ÷àñòèí-

íèõ âèïàäêàõ àâòîðàì âäàëîñÿ çíàéòè íåòðèâiàëüíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

òà âiäïîâiäíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñó (1.2)

äîñëiäæåíî â ðîáîòi [44].

1.3. Ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ òà éîãî ñèìåòði¨

Âiäîìî, ùî ïðîöåñè äèôóçi¨, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ ðiâíÿííÿì (1.1), âèíèêà-

þòü ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ôiçèêè, à ñàìå ó ôiçèöi ïëàçìè, êiíåòè÷íié òåî-

ði¨ ãàçiâ, ôiçèöi òâåðäîãî òiëà. Òàêîæ öi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü ïðîöåñè ïå-

ðåíåñåííÿ ðå÷îâèíè ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi. Äëÿ áàãàòüîõ ìåòàëiâ òà

êåðàìi÷íèõ ìàòåðiàëiâ êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ f(u) ìîæíà, äëÿ øèðîêîãî äi-

àïàçîíó òåìïåðàòóð, íàáëèçèòè ôóíêöi¹þ u−α, äå 0 < α < 2 [111]. Îòæå,

îäíi¹þ ç ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðîöåñiâ äèôóçi¨ ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-

íÿííÿ

ut = (u−αux)x. (1.6)
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Ðiâíÿííÿ (1.6) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì øâèäêî¨ äèôóçi¨ ó âèïàäêó

0 < α < 2, îñêiëüêè öi çíà÷åííÿ α âiäïîâiäàþòü íàáàãàòî áiëüø øâèä-

êîìó ðîçïîâñþäæåííþ ðå÷îâèíè íiæ ó ëiíiéíîìó âèïàäêó (α = 0).

Îñîáëèâî öiêàâèì ¹ ñïåöiàëüíèé âèïàäîê α = 1, òîáòî ðiâíÿííÿ

ut = (u−1ux)x. (1.7)

Öå ðiâíÿííÿ âèíèêà¹ ó ôiçèöi ïëàçìè ÿê ìîäåëü ïåðåõðåñíî¨ êîíâåêòèâ-

íî¨ äèôóçi¨ ïëàçìè, ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå åôåêòè âiääçåðêàëåííÿ. Òàêîæ

âîíî çóñòði÷à¹òüñÿ ó öåíòðàëüíîìó ãðàíè÷íîìó íàáëèæåííi äëÿ ìîäåëi

Êàëåðìàíà ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà [87]. Ðiâíÿííÿ (1.7) ìîäåëþ¹ ïîøèðåí-

íÿ íàãðiòî¨ åëåêòðîííî¨ õìàðè, ÿêå îïèñó¹òüñÿ içîòåðìi÷íèì ðîçïîäiëîì

Ìàêñâåëëà. Äèâ. [47,111] òà ïîñèëàííÿ òàì.

Ðiâíÿííÿ (1.7) ìà¹ áàãàòî âëàñòèâîñòåé, ÿêi âèäiëÿþòü éîãî ç êëà-

ñó (1.6). Òàê, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ (1.7) ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi

ut = (lnu)xx, à äëÿ iíøèõ çíà÷åíü α ôóíêöiÿ ïiä ∂xx ¹ ñòåïåíåâîþ. Ðiâ-

íÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ äîïóñêà¹ äèñêðåòíå ïîòåíöiàëüíå ïåðåòâîðåííÿ

ñèìåòði¨. Äëÿ íüîãî ïîáóäîâàíî øèðîêi êëàñè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ â ÿâíîìó

âèãëÿäi, ó òîé ÷àñ ÿê ðåäóêöiÿ iíøèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (1.6) ó çàãàëüíîìó

âèïàäêó ïðèâîäèòü äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi çàçâè÷àé

íå ìîæíà ïîâíiñòþ ïðîiíòåãðóâàòè. Ïîòåíöiàëüíà ôîðìà ðiâíÿííÿ (1.7)

äîïóñêà¹ äâà òèïè ðîçäiëåííÿ çìiííèõ (àäèòèâíå òà ìóëüòèïëiêàòèâíå).

Òîé ôàêò, ùî ðiâíÿííÿ (1.7) çàïèñàíî â äèâåðãåíòíié ôîðìi, äîçâîëÿ¹

âèêîðèñòàòè ïiäõiä, çàïðîïîíîâàíèé Áëþìàíîì çi ñïiâàâòîðàìè [50�52],

à ñàìå, ðîçãëÿíóòè âiäïîâiäíó ïîòåíöiàëüíó ñèñòåìó

vx = u, vt = u−1ux (1.8)

òà ñïðîáóâàòè çíàéòè ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1.7). Áóäü-ÿêà ëî-

êàëüíà ñèìåòðiÿ ñèñòåìè (1.8) iíäóêó¹ ñèìåòðiþ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (1.7).

ßêùî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ t, x òà u çàëåæàòü âiä ïîòåíöiàëó v ó ÿâíîìó

âèãëÿäi, òî öÿ ñèìåòðiÿ ¹ íåëîêàëüíîþ ïîòåíöiàëüíîþ ñèìåòði¹þ ðiâíÿ-

ííÿ (1.7).
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Ç ðiâíÿííÿ (1.8) âèïëèâà¹, ùî ïîòåíöiàë v çàäîâîëüíÿ¹ íåëiíiéíå ðiâ-

íÿííÿ ôiëüòðàöi¨

vt = vx
−1vxx (1.9)

çi çíà÷åííÿì êîåôiöi¹íòó ôiëüòðàöi¨ vx−1. Ðiâíÿííÿ (1.9) òàêîæ íàçèâà-

þòü ïîòåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì øâèäêî¨ äèôóçi¨. Í.Ø. Àõàòîâ, Ð.Ê. Ãàçi-

çîâ òà Í.Õ. Iáðàãiìîâ âèêîíàëè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ôiëüòðàöi¨ çàãàëüíîãî âèãëÿäó

vt = f(vx)vxx, (1.10)

à òàêîæ äîñëiäèëè ¨õ êîíòàêòíi òà êâàçi-ëîêàëüíi ñèìåòði¨ [3, 4, 78].

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1.7) äîáðå âiäîìi [22] (äèâ. òàêîæ [78]). Âñi

òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, îòðèìàíi ó ÿâíîìó âèãëÿäi ìåòîäîì ðåäóêöi¨ çà îïåðà-

òîðàìè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, íàâåäåíî â äîâiäíèêó [25].

Äåÿêi íåëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè (1.7) îòðèìàíî â ðîáîòàõ [76, 110, 111].

Òàê, Ô. Ðîçåíî [111] äîñëiäèâ, ùî ðiâíÿííÿ (1.9) äîïóñêà¹ íå òiëü-

êè çâè÷àéíå ðîçäiëåííÿ çìiííèõ v = T (t)X(x), àëå é àäèòèâíå

v = Y (x + λt) + Z(x − λt), ùî ¹ ïîòåíöiàëüíèì àäèòèâíèì ðîç-

äiëåííÿì çìiííèõ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.7). Â ðîáîòi [110] ×. ×ó çíàé-

øîâ îïåðàòîðè óçàãàëüíåíî¨ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1.7) âèãëÿäó

Q = (uxx + H(u)ux
2 + F (u)ux + G(u))∂u òà ïîáóäóâàâ çà íèìè äåêiëüêà

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi íå ìîæíà îòðèìàòè ëi¨âñüêèì ìåòîäîì. Ì.Ë. Ãàí-

äàðiàñ [76] äîñëiäèëà äåÿêi ñiì'¨ çâè÷àéíèõ òà ïîòåíöiàëüíèõ íåêëàñè÷íèõ

ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (1.6). Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïåöiàëüíèé àíçàö íà êîåôi-

öi¹íò θ, âîíà çíàéøëà íåòðèâiàëüíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ó òàê çâàíîìó

�no-go� âèïàäêó [26, 68, 122], òîáòî ó âèïàäêó, êîëè îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

ðiâíÿííÿ (1.9) ìàþòü âèãëÿä Q = ∂x + θ(t, x, v)∂v.

Íåùîäàâíî â ðîáîòi [52] ïðåäñòàâëåíî ïîïåðåäíié àíàëiç íåêëàñè÷íèõ

ñèìåòðié ðiâíÿíü ç êëàñó (1.10). Áiëüø äåòàëüíèé ðîçãëÿä ïðîâåäåíî äëÿ

âèïàäêó f = (v2
x + vx)

−1, à òàêîæ íàâåäåíî äåÿêi ïðèêëàäè îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨ òà âiäïîâiäíèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó ðîáîòi [107] ïîêàçàíî, ùî
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ðiâíÿííÿ (1.10) ç êîåôiöi¹íòîì f = (v2
x + vx)

−1 çâîäèòüñÿ òî÷êîâèì ïåðå-

òâîðåííÿì t̃ = t, x̃ = x + v, ṽ = v äî ðiâíÿííÿ (1.9) ç âiäïîâiäíèì êîå-

ôiöi¹íòîì f̃ = ṽx̃
−1, ÿêå ¹ áiëüø ïðîñòèì òà çðó÷íèì äëÿ äîñëiäæåííÿ.

Âñi ðåçóëüòàòè (ñèìåòði¨ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè) äëÿ ðiâíÿííÿ, äîñëiäæåíîãî

â [52], ìîæíà îòðèìàòè ç âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.9).

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïîâíiñòþ ïðîêëàñèôiêîâàíî ïîòåíöiàëüíi íå-

êëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (1.7). Ìíîæèíó òî÷íèõ íå-

ëi¨âñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ïîáóäîâàíèõ àâòîðàìè ðîáiò [76,110,111], äîïîâíåíî

ïîäiáíèìè.
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ÐÎÇÄIË 2

Îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî

ïîíÿòòÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïðîâåäåííÿ ãðóïî-

âî¨ êëàñèôiêàöi¨ â êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ êëàñèôiêà-

öi¨ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâåäåíî ïîíÿòòÿ ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ, ïîíÿòòÿ iíôiíiòåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi òà ¨¨ êðèòåðié. Ïiäðîçäië 2.2

¹ êëþ÷îâèì, ó íüîìó îïèñàíî ïîíÿòòÿ êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi, àëãîðèòì ìåòîäó ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ òà íåîáõiäíi òâåðäæåííÿ ùîäî òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòè-

âîñòåé êëàñiâ ïiñëÿ âiäîáðàæåííÿ ¨õ äåÿêèìè òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè

ó iíøi êëàñè. Ó ïiäðîçäiëi 2.3 íàâåäåíî îçíà÷åííÿ âåêòîðiâ, ùî çáåðiãàþ-

òüñÿ, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, à òàêîæ ðiçíèõ ïîíÿòü åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ

çáåðåæåííÿ. Íåîáõiäíi âiäîìîñòi ùîäî íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü, ðiçíèõ òèïiâ åêâiâàëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ íåêëàñè÷íî¨

ñèìåòði¨ íàäàíî ó ïiäðîçäiëi 2.4.

2.1. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨

Íåõàé L � äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L(x, u(p)) = 0 íà íåâiäîìó ôóí-

êöiþ u, ùî çàëåæàòü âiä n íåçàëåæíèõ çìiííèõ x = (x1, . . . , xn). Òóò

u(p) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u çà çìiííèìè x ïîðÿäêiâ

íå áiëüøèõ íiæ p, âêëþ÷àþ÷è ñàìó ôóíêöiþ u ÿê ïîõiäíó íóëüîâîãî

ïîðÿäêó.
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Îçíà÷åííÿ 2.1. Ãðóïîþ (òî÷êîâèõ) ñèìåòðié ðiâíÿííÿ L íàçèâàþòü

áóäü-ÿêó ëîêàëüíó ãðóïó G ïåðåòâîðåíü, ùî äi¹ íà âiäêðèòié ïiäìíîæèíi

M ïðîñòîðó íåçàëåæíèõ çìiííèõ x òà çàëåæíî¨ çìiííî¨ u ðiâíÿííÿ L òà

ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü. ßêùî u = f(x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ L òà

g ∈ G âèçíà÷åíî g · f , òî u = g · f(x) òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ.

Íåõàé G ¹ ëîêàëüíîþ ãðóïîþ ïåðåòâîðåíü, ùî äi¹ íà âiäêðèòié ïiäìíî-

æèíi M ïðîñòîðó âñiõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ L. Òîäi âèçíà÷åíà iíäóêîâàíà

ëîêàëüíà äiÿ ãðóïè G íà ïðîñòîði äæåòiâ J (p), ÿêó íàçèâàþòü p-ì ïðîäîâ-

æåííÿì äi¨ ãðóïè G íàM. Öå ïðîäîâæåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì,

ùî âîíî ïåðåòâîðþ¹ ïîõiäíi ôóíêöié u = f(x) ó âiäïîâiäíi ïîõiäíi ôóí-

êöié ũ = f̃(x̃).

Â ðàìêàõ ëîêàëüíîãî ïiäõîäó ðiâíÿííÿ L ðîçãëÿäàþòü ÿê àëãåáðà¨÷íå

ðiâíÿííÿ â ïðîñòîði äæåòiâ J (p) ïîðÿäêó p òà îòîòîæíþþòü ç ìíîãîâèäîì

éîãî ðîçâ'ÿçêiâ â ïðîñòîði J (p):

L = {(x, u(p)) ∈ J (p) |L(x, u(p)) = 0}.

Òîäi, ÿêùî p-òå ïðîäîâæåííÿ äi¨ ãðóïèG íàM çàëèøà¹ âiäïîâiäíèé ìíî-

ãîâèä ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L iíâàðiàíòíèì, òî ãðóïà G ¹ ãðóïîþ ñèìåòðié

ðiâíÿííÿ L ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.1.

Ðîçãëÿäàþ÷è ïðîäîâæåííÿ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü òà-

êîæ ìîæíà âèçíà÷èòè ïðîäîâæåííÿ ¨õ iíôiíiòåçèìàëüíèõ òâiðíèõ òà

ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié iíôiíiòåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé L ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ìàêñèìàëüíîãî

ðàíãó, âèçíà÷åíèì íà M. ßêùî G � ëîêàëüíà ãðóïà ïåðåòâîðåíü, ùî

äi¹ íàM, òà âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

Γ(p)L(x, u(p)) = 0

íà âñiõ ðîçâ'ÿçêàõ ðiâíÿííÿ L äëÿ êîæíî¨ iíôiíiòåçèìàëüíî¨ òâiðíî¨ Γ

ãðóïè G, òî G ¹ ãðóïîþ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ L.
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Êàæóòü, ùî ðiâíÿííÿ ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã, ÿêùî ìàòðèöÿ�ðÿäîê

ßêîái JL(x, u(p)) =
(
Lxi, Lu(p)

)
(i = 1, ..., n) ðiâíÿííÿ L ìà¹ ðàíã 1 ñêðiçü,

äå L(x, u(p)) = 0. Óìîâà ìàêñèìàëüíîñòi ðàíãó íå ¹ âåëèêèì îáìåæåííÿì,

îñêiëüêè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ùî íå ìà¹ òàêî¨ âëàñòèâîñòi, ìîæíà

çàìiíèòè àëãåáðà¨÷íî åêâiâàëåíòíèì, äëÿ ÿêîãî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ.

Iíôiíiòåçèìàëüíi òâiðíi ãðóïè G ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè

ïåðøîãî ïîðÿäêó íà ïðîñòîði çìiííèõ x, u, òîáòî âîíè ìàþòü âèãëÿä

Γ = ξi∂xi + η∂u, äå ξi = ξi(x, u), η = η(x, u), i = 1, . . . , n. Òóò i íàäàëi

ââàæà¹ìî, ùî çà âñiìà iíäåêñàìè, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ, iäå ïiäñóìîâóâàííÿ.

p-òi ïðîäîâæåííÿ iíôiíiòåçèìàëüíèõ òâiðíèõ ãðóïè G âèçíà÷àþòüñÿ

çà ñïåöiàëüíèìè ôîðìóëàìè [18, 21]. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ, ùî äîñëiäæó-

þòüñÿ â äèñåðòàöi¨, ¹ (1+1)-âèìiðíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó, äëÿ çàñòîñóâàííÿ êðèòåðiþ iíôiíi-

òåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi çíàäîáèòüñÿ äðóãå ïðîäîâæåííÿ iíôiíiòåçè-

ìàëüíîãî îïåðàòîðà Γ

Γ(2) = ξt∂t + ξx∂x + η∂u + ζ t∂ut + ζx∂ux + ζ tt∂utt + ζ tx∂utx + ζxx∂uxx,

äå

ζ t = Dtη − utDtξ
t − uxDtξ

x,

ζx = Dxη − utDxξ
t − uxDxξ

x,

ζ tt = Dtζ
t − uttDtξ

t − utxDtξ
x,

ζ tx = Dxζ
t − uttDxξ

t − utxDxξ
x,

ζxx = Dxζ
x − utxDxξ

t − uxxDxξ
x.

Òóò Dt i Dx � îïåðàòîðè ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ

çà ôîðìóëàìè

Dt = ∂t + ut∂u + utt∂ut + utx∂ux + . . . ,

Dx = ∂x + ux∂u + utx∂ut + uxx∂ux + . . . .

Çàñòîñóâàâøè êðèòåðié iíôiíiòåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, íàâåäåíèé ó

òåîðåìi 2.1, äî ðiâíÿííÿ L, ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ çà íåçâ'ÿçíèìè çìiííè-

ìè îòðèìó¹ìî ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
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ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ξi = ξi(x, u) òà

η = η(x, u). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çàäà¹ ìàêñèìàëüíó àë-

ãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ L. Çà ïîáóäîâàíèìè iíôiíiòåçè-

ìàëüíèìè òâiðíèìè ìîæíà îäíîçíà÷íî âiäíîâèòè ãðóïó G íåïåðåðâíèõ

ïåðåòâîðåíü ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ L. Äèâ., íàïðèêëàä, [11,18,21,23,48].

2.2. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñiâ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà òâåðäæåííÿ ùîäî ãðó-

ïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âiäîáðàæåíü ìiæ

òàêèìè êëàñàìè ðiâíÿíü, ïîðîäæåíèõ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè, òà ïî-

âåäiíêè òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé êëàñiâ ïiä ÷àñ òàêèõ ïåðåòâî-

ðåíü [100,105]. Öi ðåçóëüòàòè ñêëàäàþòü îñíîâè çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, âèêîíàíî¨ ó ðîçäiëi 4.

Íåõàé Lθ � äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L(x, u(p), θ(x, u(p))) = 0 p-ãî ïî-

ðÿäêó íà íåâiäîìó ôóíêöiþ u, ùî çàëåæèòü âiä n íåçàëåæíèõ çìiííèõ

x = (x1, . . . , xn). Òóò u(p) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u çà

çìiííèìè x ïîðÿäêiâ íå âèùèõ çà p, âêëþ÷àþ÷è ñàìó ôóíêöiþ u ÿê ïî-

õiäíó íóëüîâîãî ïîðÿäêó. L ¹ ôiêñîâàíîþ ôóíêöi¹þ, ùî çàëåæèòü âiä x,

u(p) òà θ. Ñèìâîë θ ïîçíà÷à¹ êîðòåæ äîâiëüíèõ (ïàðàìåòðè÷íèõ) ôóíêöié

θ(x, u(p)) = (θ1(x, u(p)), . . . , θ
k(x, u(p))). Öi ôóíêöi¨, ÿêi íàçèâàþòü äîâiëü-

íèìè åëåìåíòàìè êëàñó Lθ, ïðîáiãàþòü ìíîæèíó S ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíî¨
ñèñòåìè

S(x, u(p), θ(q)(x, u(p))) = 0, Σ(x, u(p), θ(q)(x, u(p))) 6= 0.

Íàâåäåíà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà íåðiâíîñòåé

íà ôóíêöi¨ θ, äå x òà u(p) ãðàþòü ðîëi íåçàëåæíèõ çìiííèõ òà θ(q) ïîçíà÷à¹

ìíîæèíó âñiõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ θ ïîðÿäêiâ íå âèùèõ çà q çà çìiííèìè

x òà u(p). (Çíàê íåðiâíîñòi â äîïîìiæíié ñèñòåìi îçíà÷à¹, ùî æîäíèé
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êîìïîíåíò Σ íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Äëÿ ïðîñòîòè íàáið íåðiâíîñòåé Σ ìîæíà

çàìiíèòè îäíi¹þ äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ùî ñïiâïàäà¹ ç äîáóòêîì

éîãî êîìïîíåíòiâ òà ìà¹ íå äîðiâíþâàòè íóëþ.) Íàáîðè óìîâ S àáî Σ

ìîæóòü áóòè ïîðîæíiìè. Êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Lθ ç äîâiëüíèìè
åëåìåíòàìè θ, ùî ïðîáiãàþòü ìíîæèíó S, ïîçíà÷àþòü L|S .
Íåõàé Liθ ¹ ìíîæèíîþ âñiõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

íàñëiäêiâ Lθ, ùî ìàþòü, ÿê äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ïîðÿäêè íå âè-

ùå çà i. Áóäåìî îòîòîæíþâàòè Liθ ç ìíîãîâèäîì, âèçíà÷åíèì â ïðîñòîði

äæåòiâ J (i). Çîêðåìà, ðiâíÿííÿ Lθ îòîòîæíþþòü ç ìíîãîâèäîì, âèçíà÷å-
íèì Lpθ â ïðîñòîði J (p). Òîäi ìîæíà ðîçãëÿäàòè L|S ÿê ñiì'þ ìíîãîâèäiâ

â J (p), ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè θ ∈ S.
Äîäàòêîâèìè äîïîìiæíèìè ñèñòåìàìè ðiâíÿíü òà/àáî íåðiâíîñòåé,

ïðè¹äíàíèìè äî ãîëîâíî¨ äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè, â êëàñi L|S âèäiëÿþòü ïiä-
êëàñè.

Äëÿ òîãî, ùîá íàâåäåíå îçíà÷åííÿ êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áó-

ëî ïîâíèì, ïîòðiáíî òàêîæ óðàõóâàòè êàëiáðóâàëüíó åêâiâàëåíòíiñòü òà

iíøi íþàíñè. Äèâ. äåòàëi â ðîáîòàõ [100,105].

2.2.1. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ òà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi. Íåõàé

¹ äâà íàáîðè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ, θ̃ ∈ S. Ìíîæèíó òî÷êîâèõ ïåðå-

òâîðåíü, êîæíå ç ÿêèõ âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ Lθ â ðiâíÿííÿ Lθ̃, íàçè-
âàþòü ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ç Lθ â Lθ̃ i ïîçíà÷àþòü

T(θ, θ̃). Ìàêñèìàëüíà ãðóïà òî÷êîâèõ ñèìåòðié Gθ ðiâíÿííÿ Lθ ñïiâ-

ïàäà¹ ç T(θ, θ). ßêùî ðiâíÿííÿ Lθ òà Lθ̃ åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî òî÷êî-

âèõ ïåðåòâîðåíü, òî T(θ, θ̃) = ϕ0 ◦ Gθ = Gθ̃ ◦ ϕ0, äå ϕ0 � ôiêñîâà-

íå ïåðåòâîðåííÿ ç T(θ, θ̃). Iíàêøå T(θ, θ̃) = ∅. Àíàëîãi÷íî, ìíîæèíó
T(θ,L|S) = { (θ̃, ϕ) | θ̃ ∈ S, ϕ ∈ T(θ, θ̃) } íàçèâàþòü ìíîæèíîþ äîïó-

ñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ðiâíÿííÿ Lθ ó êëàñi L|S .

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ìíîæèíó T(L|S) = {(θ, θ̃, ϕ) | θ, θ̃ ∈ S, ϕ ∈ T(θ, θ̃)}
íàçèâàþòü ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi L|S .
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Çàóâàæåííÿ 2.1. Âïåðøå ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü îïèñàëè

Äæ. Êiíãñòîí òà Ê. Ñîôîêëåóñ äëÿ êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåð-

ñà [84]. Öi àâòîðè íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿ òàêîãî òèïó ïåðåòâîðåííÿìè,

ùî çáåðiãàþòü ôîðìó [84�86]. Ïîíÿòòÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà

ðîçãëÿäàòè ÿê ôîðìàëiçàöiþ ¨õ ïiäõîäó.

Ó òåðìiíàõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ =

G∼(L|S) êëàñó L|S ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü, ùî âèçíà÷åíi äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ ∈ S.
Óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ, ïàðàìåòðè-

çîâàíi äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè.

Ïîíÿòòÿ íîðìàëiçîâàíîãî êëàñó òàêîæ  ðóíòó¹òüñÿ íà îçíà÷åííi 2.2

ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. À

ñàìå, êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü íîðìàëiçîâàíèì, ÿêùî

áóäü-ÿêå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ ó öüîìó êëàñi íàëåæèòü äî éîãî ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi. Ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü íàïiâíîðìàëiçîâàíî-

ãî êëàñó ïîðîäæóþòü ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóï òî÷êîâèõ ñèìåòðié âiäïîâiä-

íèõ âèõiäíèõ ðiâíÿíü òà ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi âñüîãî

êëàñó. Áóäü-ÿêèé íîðìàëiçîâàíèé êëàñ ¹ íàïiâíîðìàëiçîâàíèì. Äâà äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ ç íàïiâíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó ïåðåòâîðþþòüñÿ

îäíå â îäíå òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè åêâi-

âàëåíòíi âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó. Òî÷íi îçíà÷åííÿ

íàâåäåíî ó ðîáîòàõ [100,101,105].

2.2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Ââåäåìî ïîçíà÷å-

ííÿ òà ïîíÿòòÿ, íåîáõiäíi äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ êëàñè÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ

çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Íåõàé Aθ ïîçíà÷à¹ ìàêñèìàëüíó àëãåáðó

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi (÷è îñíîâíó àëãåáðó [23]) iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ Lθ äëÿ ôiêñîâàíîãî θ ∈ S. Ñïiëüíó ÷àñòèíó

Aker = Aker(L|S) =
⋂
θ∈S Aθ âñiõ àëãåáð Aθ, θ ∈ S, íàçèâàþòü ÿäðîì

ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü êëàñó L|S .
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Ó ðàìêàõ iíôiíiòåçèìàëüíîãî ïiäõîäó, çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè ÿê çíàõîäæåííÿ âñiõ ìîæëèâèõ íååêâiâàëåí-

òíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåíü äëÿ Aθ, òîáòî ñêëàñòè ïåðåëiê âñiõ G∼-íå-

åêâiâàëåíòíèõ çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ ðàçîì ç áàçèñàìè àëãåáð

Aθ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Aθ 6= Aker [4, 23]. Áiëüø òî÷íî, ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ¹ ïåðåëiê ïàð (Sγ, {Aθ, θ ∈ Sγ}), γ ∈ Γ.

Òóò {Sγ, γ ∈ Γ} � öå ñiì'ÿ ïiäìíîæèí S,
⋃
γ∈Γ Sγ ìiñòèòü òiëüêè G∼-

íååêâiâàëåíòíi çíà÷åííÿ θ ðàçîì ç Aθ 6= Aker òà äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ S
ç Aθ 6= Aker iñíó¹ òàêå γ ∈ Γ, ùî θ ∈ Sγ mod G∼. Ñòðóêòóðè Aθ ¹ ïî-

äiáíèìè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü θ ∈ Sγ ç ôiêñîâàíèì γ. Çîêðåìà, âñi Aθ,

θ ∈ Sγ, ìàþòü îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü ÷è âèÿâëÿþòü îäíàêîâó äîâiëüíiñòü
ïàðàìåòðiâ àëãåáðè â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó.

2.2.3. Âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè. Ïîíÿòòÿ ïîäiáíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü [23] ìîæíà ïîøèðèòè íà êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

áàãàòüìà ñïîñîáàìè. Íàéáiëüø ïðÿìå òà î÷åâèäíå óçàãàëüíåííÿ íàäàíî

â íàñòóïíîìó îçíà÷åííi.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Äâà êëàñè L|S òà L′|S ′ íàçèâàþòü ïîäiáíèìè,

ÿêùî n = n′, p = p′, k = k′ òà iñíó¹ òàêå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ

Ψ: (x, u(p), θ)→ (x′, u′(p), θ
′), ùî ïðîåêòó¹òüñÿ íà ïðîñòið (x, u(q)) äëÿ

áóäü-ÿêîãî 0 ≤ q ≤ p, òà ïåðåòâîðåííÿ Ψ|(x,u(q)), ÿêå ¹ q-ì ïðîäîâæåí-

íÿì Ψ|(x,u), ùî ΨS = S ′ i Ψ|(x,u(p))Lθ = L′Ψθ äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ S.
Òóò i íàäàëi äiÿ òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ψ â ïðîñòîði (x, u(p), θ) íà äî-

âiëüíi åëåìåíòè ç ìíîæèíè S ÿê íà äèôåðåíöiàëüíi ôóíêöi¨ p-ãî ïîðÿäêó
äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

θ̃ = Ψθ, ÿêùî θ̃(x, u(p)) = Ψθ
(

Θ(x, u(p)), θ
(
Θ(x, u(p))

))
,

äå Θ = (prpΨ|(x,u))
−1 òà prp ïîçíà÷à¹ ñòàíäàðòíó îïåðàöiþ ïðîäîâæåííÿ

òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü íà ïîõiäíi, ùî ìàþòü ïîðÿäêè íå áiëüøi çà p.

Ç òî÷êè çîðó ãðóïîâîãî àíàëiçó ïîäiáíi êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ìàþòü ïîäiáíi âëàñòèâîñòi.



31

Òâåðäæåííÿ 2.1. Ïîäiáíi êëàñè ìàþòü ïîäiáíi ìíîæèíè äîïóñòè-

ìèõ ïåðåòâîðåíü. À ñàìå, ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi Ψ êëàñó L|S â

êëàñ L′|S ′ ïîðîäæó¹ âçà¹ìîîäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ΨT ç T(L|S) â

T(L′|S ′) çà ïðàâèëîì (θ′, θ̃′, ϕ′) = ΨT(θ, θ̃, ϕ), ÿêùî θ′ = Ψθ, θ̃′ = Ψθ̃

òà ϕ′ = Ψ|(x,u) ◦ϕ ◦Ψ|(x,u)
−1. Òóò (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S), (θ′, θ̃′, ϕ′) ∈ T(L′|S ′).

Ïîäiáíi êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òàêîæ ìàþòü ïîäiáíi ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi. Òîáòî, ÿêùî êëàñè ¹ ïîäiáíèìè âiäíîñíî äåÿêîãî òî-

÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ, òî ¨õ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi òàêîæ ¹ ïîäiáíèìè

âiäíîñíî öüîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Î÷åâèäíî, ùî ïåðåëiêè ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ïîäiáíèõ êëàñiâ, ùî âèíèêà-

þòü â ðåçóëüòàòi ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ¹ ïîäiáíèìè âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî

ç âèùåíàâåäåíèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi. À ñàìå, ÿêùî Ψ ¹ ïåðåòâîðå-

ííÿì ïîäiáíîñòi äëÿ êëàñiâ L′|S ′ òà L|S (äèâ. îçíà÷åííÿ 2.3) òà ìíîæèíà
{{(θ, Aθ), θ ∈ Sγ},Sγ ⊂ S, γ ∈ Γ} ¹ êëàñèôiêàöiéíèì ïåðåëiêîì äëÿ êëà-

ñó L|S , òî ìíîæèíà {{(Ψθ, (Ψ|(x,u))∗Aθ),Ψθ ∈ ΨSγ},ΨSγ ⊂ S ′, γ ∈ Γ}
¹ êëàñèôiêàöiéíèì ïåðåëiêîì äëÿ êëàñó L′|S ′. Òóò (Ψ|(x,u))∗ ¹ âiäîáðà-

æåííÿì, iíäóêîâàíèì ïåðåòâîðåííÿì Ψ â ìíîæèíi âåêòîðíèõ ïîëiâ íà

ïðîñòîði (x, u). Aθ ¹ ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿííÿ Lθ.
Ìíîæèíó ïåðåòâîðåíü ç îçíà÷åííÿ 2.3 ìîæíà ðîçøèðèòè, ÿê i ó âèïàä-

êó ç ãðóïàìè åêâiâàëåíòíîñòi, ðîçãëÿíóâøè ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi çàëåæàòü

âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó. ßê ïðàâèëî, òàêi ïîäiáíi êëàñè äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ìàþòü ïîäiáíi âëàñòèâîñòi ç òî÷êè çîðó ãðóïîâîãî àíà-

ëiçó. Ó âèïàäêó òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ïîäiáíîñòi öi âëàñòèâîñòi äiéñíî

îäíàêîâi ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi. ßêùî æ ïåðåòâîðåííÿ Ψ

ç îçíà÷åííÿ 2.3 ¹ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì â ïðîñòîði çìiííèõ (x, u(p), θ),

òî öi êëàñè ìàþòü ïðàêòè÷íî îäíàêîâi òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi.

Ïîäiáíiñòü êëàñiâ ïåðåäáà÷à¹ íàÿâíiñòü âçà¹ìîîäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíî-

ñòi ìiæ âiäïîâiäíèìè ìíîæèíàìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. ßêùî æ ïðèïóñ-

òèòè, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ψ çàëåæèòü âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó, òî â
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ðåçóëüòàòi áóäå îòðèìàíå áiëüø ñêëàäíå ïîíÿòòÿ âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëà-

ñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Êëàñ L′|S ′ íàçèâàþòü îáðàçîì êëàñó L|S âiäíîñíî äå-

ÿêîãî òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêùî n = n′, p = p′, k = k′ òà iñíó¹ ñiì'ÿ

ϕ̄ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ϕθ : (x, u) → (x′, u′) ïàðàìåòðèçîâàíèõ θ ∈ S,
ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì óìîâàì. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðà θ ∈ S
iñíó¹ ïàðàìåòð θ′ ∈ S ′ i, íàâïàêè, äëÿ áóäü-ÿêîãî θ′ ∈ S ′ iñíó¹ òàêèé
θ ∈ S, ùî prpϕθLθ = L′θ′.

Áóäåìî êàçàòè, ùî ñiì'ÿ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ϕ̄ ïîðîäæó¹

âiäîáðàæåííÿ êëàñó L|S íà êëàñ L′|S ′. Òàêó ñiì'þ îòîòîæíèìî ç âiäî-

áðàæåííÿì êëàñiâ òà ç âiäïîâiäíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèí äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ. Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëó prpϕθLθ = L′θ′ ìîæíà ñêîðîòèòè äî

íàñòóïíî¨ ϕ̄θ = θ′.

Ó âèïàäêó ïîäiáíèõ êëàñiâ ñiì'ÿ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ùî ðåàëiçó¹

âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ, ôàêòè÷íî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà, òîáòî

â öüîìó âèïàäêó ϕ̄ íå çàëåæèòü âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ öèõ êëàñiâ.

Êëàñ-îáðàç âiäíîñíî äåÿêîãî òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ óñïàäêîâó¹ ïåâ-

íi òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi âiä ñâîãî êëàñó-ïðîîáðàçó. Òàêîæ iñíó¹ i

îáåðíåíèé çâ'ÿçîê. Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ ç êëàñó-ïðîîáðàçó ¹ åêâiâàëåí-

òíèìè, ÿêùî ¨õ îáðàçè ¹ òàêèìè.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ïîðîäæåíå äåÿêèì òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì, iíäóêó¹ âiäîáðàæå-

ííÿ ìiæ âiäïîâiäíèìè ìíîæèíàìè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. À ñàìå,

ÿêùî êëàñ L′|S ′ ¹ îáðàçîì êëàñó L|S âiäíîñíî ñiì'¨ òî÷êîâèõ ïåðåòâî-

ðåíü ϕθ : (x, u)→ (x′, u′), θ ∈ S, òîäi îáðàçîì äîïóñòèìîãî ïåðåòâîðåí-

íÿ (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S) ¹ äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ (θ′, θ̃′, ϕ′) ∈ T(L′|S ′), äå
L′θ′ = prpϕθLθ, L′θ̃′ = prpϕθ̃Lθ òà ϕ′ = ϕθ̃ ◦ ϕ ◦ (ϕθ)

−1.

Áiëüø òîãî, ïîäiáíå òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì i ó çâîðîòíîìó íàïðÿìêó.

Òâåðäæåííÿ 2.3. Ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü âèõiäíîãî êëàñó

L|S ìîæíà ïîáóäóâàòè ç àíàëîãi÷íî¨ ìíîæèíè éîãî êëàñó-îáðàçó L′|S ′.
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ßêùî êëàñ L′|S ′ ¹ îáðàçîì êëàñó L|S ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.4, àëå öi êëàñè
íå ¹ ïîäiáíèìè ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.3, òî ïîäiáíiñòü ¨õ êëàñèôiêàöié ìîæå

ïîðóøóâàòèñü. Òiëüêè ó âèïàäêó âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ âiä-

íîñíî ìíîæèíè âñiõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü çàâæäè iñíó¹ âçà¹ìíî îäíî-

çíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñèôiêàöiéíèìè ïåðåëiêàìè êëàñó-îáðàçó òà

êëàñó-ïðîîáðàçó. Äëÿ òîãî, ùîá òàêà âiäïîâiäíiñòü çáåðiãàëàñü ó âèïàä-

êó êëàñèôiêàöi¨ âiäíîñíî ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, òðåáà äîäàòêîâî âèìà-

ãàòè, ùîá îáðàç êîæíî¨ îðáiòè ãðóïè G∼(L|S) â S ñïiâïàäàâ ç îðáiòîþ

ãðóïè G∼(L′|S ′) â S ′. Öi ôàêòè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ñïðîùåííÿ ïðî-

öåñó ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. ßêùî êëàñ-îáðàç ìîæíà

ïðîêëàñèôiêóâàòè ïðîñòiøèì ñïîñîáîì, ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî âií ìà¹, íà-

ïðèêëàä, ìíîæèíó äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ (àáî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, àáî

ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü) áiëüø ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, òîäi êðàùå

âèêîíàòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ äëÿ öüîãî êëàñó, à ïîòiì âèêîðèñòàòè

¨¨ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó-ïðîîáðàçó. Ñàìå

öåé ïiäõiä âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ðîçäiëi 4 äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñè-

ôiêàöi¨.

Ñïåöèôi÷íèì òèïîì âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ¹ âiäîáðàæåííÿ êëàñiâ íà ñâî¨ ïiäêëàñè. ßêùî êëàñ L|S âiäîáðàæà-
¹òüñÿ íà ñâié ïiäêëàñ L|S ′ ñiì'¹þ ïåðåòâîðåíü ϕ̄ = {ϕθ, θ ∈ S}, òîäi âïî-
ðÿäêîâàíà òðiéêà (θ, ϕ̄θ, ϕθ) ¹ äîïóñòèìèì ïåðåòâîðåííÿì â êëàñi L|S . Ó
÷àñòèííîìó âèïàäêó, âiäîáðàæåííÿ ϕ̄ àñîöiþ¹òüñÿ ç ïiäãðóïîþ H ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi G∼(L|S). À ñàìå, òàêå âiäîáðàæåííÿ áóäóþòü íàñòóïíèì

÷èíîì. Âèáåðåìî òàêèé ïiäêëàñ L|S ′ êëàñó L|S , äëÿ ÿêîãî êîæíà îðáiòà äi¨
ïiäãðóïè H â S ïåðåòèíà¹ S ′ òî÷íî ïî îäíîìó åëåìåíòó. Òîäi ïîêëàäåìî
ϕ̄θ = θ′, äå {θ′} = S ′ ∩Hθ, òîáòî áóäü-ÿêèé åëåìåíò îðáiòè âiäîáðàæà¹-

òüñÿ â îäèí åëåìåíò ïåðåòèíó îðáiòè ç S ′. Â ÿêîñòi ðåàëiçàöi¨ ïåðåòâîðå-

ííÿ ϕθ âèáèðà¹ìî h|θ(x,u), äå h åëåìåíò ïiäãðóïè H, ùî âiäîáðàæà¹ θ â θ′.

Ïðè öüîìó ϕθ îòîòîæíþþòü ç h. Ñèñòåìó äîäàòêîâèõ äîïîìiæíèõ óìîâ

S ′ = 0, Σ′ 6= 0, ùî âèäiëÿ¹ ïiäêëàñ L|S ′ â êëàñi L|S , íàçèâàþòü êàëiáðó-
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âàííÿì äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, ïîðîäæåíèì ïiäãðóïîþ H. Î÷åâèäíî, ùî

ïðîîáðàçè êîæíîãî äîâiëüíîãî åëåìåíòó ç S ′ âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ ϕ̄,

àñîöiéîâàíîãî ç H, ¹ G∼(L|S)-åêâiâàëåíòíèìè. Âiäîáðàæåííÿ ϕ̄ òàêîæ

âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ óçàãàëüíåíèìè ðîçøèðåíèìè ãðóïàìè åêâiâàëåí-

òíîñòi âèõiäíîãî êëàñó òà éîãî êëàñiâ-îáðàçiâ çà âèêîíàííÿ ïåâíèõ óìîâ

íà H.

Òâåðäæåííÿ 2.4. Ïðèïóñòèìî, ùî H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ óçà-

ãàëüíåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼(L|S) êëàñó L|S i êîæ-

íà îðáiòà ïiäãðóïè H â S ïåðåòèíà¹ S ′ ⊂ S òî÷íî ïî îäíîìó åëåìåíòó.

Íåõàé ϕ̄ ¹ âiäîáðàæåííÿì ç L|S â L|S ′, àñîöiéîâàíèì ç H òà G∼(L|S ′)
ïîçíà÷à¹ óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó L|S ′.
Òîäi ðiâíÿííÿ ç L|S ¹ G∼(L|S)-åêâiâàëåíòíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

¨õ îáðàçè âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ ϕ̄ ¹ G∼(L|S ′)-åêâiâàëåíòíèìè.

Öå îçíà÷à¹, ùî ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó L|S , âèêîíàíà ç òî÷íiñòþ
äî G∼(L|S)-åêâiâàëåíòíîñòi, çâîäèòüñÿ äî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïiäêëà-

ñó L|S ′ âiäíîñíî éîãî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼(L|S ′).
Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ìîæíà ïîøèðèòè íà âèïàäîê êàëiáðóâàííÿ äî-

âiëüíèõ åëåìåíòiâ çà ïiäãðóïîþ, ùî íå ¹ íîðìàëüíîþ.

Òâåðäæåííÿ 2.5. Íåõàé {Hγ, γ ∈ Γ} ¹ ñiì'¹þ ïiäãðóï óçàãàëüíåíî¨

ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼(L|S) êëàñó L|S; êîæíå ïåðåòâî-

ðåííÿ ç ãðóïè G∼(L|S) ïîðîäæó¹ âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi íà öié ñiì'¨;

äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ∈ Γ êîæíà îðáiòà ïiäãðóïè Hγ â S ïåðåòèíà¹ S ′ ⊂ S
òî÷íî ïî îäíîìó åëåìåíòó. Íåõàé ϕ̄ ¹ âiäîáðàæåííÿì êëàñó L|S â ïiä-
êëàñ L|S ′, ïîâ'ÿçàíå ç ïiäãðóïîþ Hγ0 äëÿ ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ γ0 ∈ Γ òà

G∼(L|S ′) ïîçíà÷à¹ óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi ïiä-

êëàñó L|S ′. Òîäi ðiâíÿííÿ ç êëàñó L|S ¹ G∼(L|S)-åêâiâàëåíòíèìè òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ ϕ̄ ¹ G∼(L|S ′)- åêâi-
âàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü, íàâåäåíèõ ó öüîìó ïiäðîçäiëi, ìîæíà çíàéòè ó

ðîáîòàõ [100,105,119].
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2.3. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ

ùîäî çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ, ùî ñòî-

ñóþòüñÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [6, 10, 21]. Ïiñëÿ

öüîãî ñôîðìóëüîâàíî îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiä-

íîñíî ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, çàïðîïîíîâàíå ó ðîáîòi [103]. Öå îçíà÷åííÿ

óòâîðþ¹ îñíîâó äëÿ ìîäèôiêàöi¨ ïðÿìîãî ìåòîäó ïîáóäîâè çàêîíiâ çáåðå-

æåííÿ, çàñòîñîâàíîãî ó ðîçäiëi 3.5 äëÿ âè÷åðïíî¨ êëàñèôiêàöi¨ ëîêàëüíèõ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü (3.1).

Íåõàé L ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì L(x, u(p)) = 0 íà íåâiäîìó ôóí-

êöiþ u, ùî çàëåæèòü âiä n íåçàëåæíèõ çìiííèõ x = (x1, . . . , xn). L(k) ïî-

çíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ íàñëiäêiâ

ðiâíÿííÿ L, ùî ìàþòü, ÿê äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ïîðÿäêè íå áiëüøi çà
k. Ìíîæèíó L(k) îòîòîæíþþòü ç ìíîãîâèäîì âèçíà÷åíèì L(k) ó ïðîñòîði

äæåòiâ J (k).

Îçíà÷åííÿ 2.5. Âåêòîðîì, ùî çáåðiãà¹òüñÿ, ðiâíÿííÿ L íàçèâàþòü n-

êîðòåæ F = (F 1(x, u(r)), . . . , F
n(x, u(r))), äëÿ ÿêîãî äèâåðãåíòíèé âèðàç

DivF := DiF
i òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ íà ìíîæèíi âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-

íÿííÿ L (òîáòî DivF
∣∣
L= 0).

Òóò òà íèæ÷å Di = Dxi ïîçíà÷à¹ îïåðàòîð ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàí-

íÿ çà çìiííèìè xi, òîáòî Di = ∂xi + uα,i∂uα, äå uα òà uα,i ïîçíà÷àþòü

çìiííi â ïðîñòîði äæåòiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ïîõiäíèì ∂|α|u/∂xα1
1 . . . ∂xαnn

òà ∂uα/∂xi, α = (α1, . . . , αn), αi ∈ N ∪ {0}, |α|: = α1 + · · · + αn. Òà-

êîæ ââàæà¹ìî, ùî ïî iíäåêñàõ, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ, iäå ïiäñóìîâóâàííÿ

òà áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ ¹ ñâî¹þ ïîõiäíîþ íóëüîâîãî ïîðÿäêó. Ñèìâîë V
∣∣
L

îçíà÷à¹, ùî âåëè÷èíó V ðîçãëÿäàþòü òiëüêè íà ðîçâ'ÿçêàõ ðiâíÿííÿ L.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Âåêòîð F , ùî çáåðiãà¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíèì,

ÿêùî F i = F̂ i + F̌ i, i = 1, n, äå F̂ i òà F̌ i ïîäiáíî äî F i ¹ ôóíêöiÿìè çìií-

íî¨ x òà ïîõiäíèõ u (òîáòî äèôåðåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè), F̂ i òîòîæíî
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äîðiâíþ¹ íóëþ íà ðîçâ'ÿçêàõ ðiâíÿííÿ L òà n-êîðòåæ F̌ = (F̌ 1, . . . , F̌ n)

¹ íóëüîâèì äèâåðãåíòíèì âèðàçîì (òîáòî éîãî äèâåðãåíöiÿ òîòîæíî äî-

ðiâíþ¹ íóëþ).

Òðèâiàëüíîñòi, ïîâ'ÿçàíî¨ ç òèì, ùî âåêòîðè, ÿêi çáåðiãàþòüñÿ, äîðiâ-

íþþòü íóëþ íà ìíîãîâèäi ðiâíÿííÿ, ìîæíà ëåãêî ïîçáóòèñÿ, ÿêùî ïå-

ðåéòè íà ìíîãîâèä ðiâíÿííÿ, âðàõóâàâøè ïðè öüîìó âñi éîãî äèôåðåí-

öiàëüíi íàñëiäêè. Áóäü-ÿêó íóëü-äèâåðãåíöiþ ìîæíà çàäàòè íàñòóïíèì

÷èíîì [21].

Ëåìà 2.1. n-êîðòåæ F = (F 1, . . . , F n), n ≥ 2, ¹ íóëü-äèâåðãåíöi¹þ

(DivF ≡ 0) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi ãëàäêi ôóíêöi¨ vij

(i, j = 1, n) çìiííî¨ x òà ïîõiäíèõ u, ùî vij = −vji òà F i = Djv
ij.

Ôóíêöi¨ vij íàçèâàþòüñÿ ïîòåíöiàëàìè, ùî âiäïîâiäàþòü íóëü-äèâåð-

ãåíöi¨ F . ßêùî n = 1, òî áóäü-ÿêà äèâåðãåíöiÿ ¹ ñòàëîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Äâà âåêòîðà F òà F ′, ùî çáåðiãàþòüñÿ, íàçèâàþòüñÿ

åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ F ′ − F ¹ òðèâiàëüíèì âåêòîðîì,

ùî çáåðiãà¹òüñÿ.

Âèùåíàâåäåíi îçíà÷åííÿ òðèâiàëüíîñòi òà åêâiâàëåíòíîñòi âåêòîðiâ, ùî

çáåðiãàþòüñÿ, ¹ ïðèðîäíèìè, çâàæàþ÷è íà `åìïiðè÷íå' îçíà÷åííÿ çàêî-

íiâ çáåðåæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÿê äèâåðãåíöié ¨õ âåêòîðiâ, ùî

çáåðiãàþòüñÿ, òîáòî äèâåðãåíòíèõ âèðàçiâ, ÿêi òîòîæíî äîðiâíþþòü íó-

ëþ äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ. Íàïðèêëàä, åêâiâàëåíòíi âå-

êòîðè, ùî çáåðiãàþòüñÿ, âiäïîâiäàþòü òîìó ñàìîìó çàêîíó çáåðåæåííÿ.

Öå äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè ñòðîãå îçíà÷åííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [10]). À ñàìå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ L ìíîæèíà CV(L)

âåêòîðiâ, ùî çáåðiãàþòüñÿ, ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, à ïiäìíîæèíà CV0(L)

òðèâiàëüíèõ âåêòîðiâ, ùî çáåðiãàþòüñÿ, ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòî-

ðó CV(L). Ôàêòîð-ïðîñòið CL(L) = CV(L)/CV0(L) çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæè-

íîþ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi CV(L) âiäíîñíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi,

íàâåäåíîãî â îçíà÷åííi 2.7.
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Îçíà÷åííÿ 2.8. Åëåìåíòè ïðîñòîðó CL(L) íàçèâàþòü çàêîíàìè çáåðå-

æåííÿ ðiâíÿííÿ L, à âåñü ôàêòîð-ïðîñòið CL(L) íàçèâàþòü ïðîñòîðîì

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ L.

Òîìó äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè îïèñ ìíîæèíè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿ-

ííÿ L, òðåáà çíàéòè ïðîñòið CL(L), ùî åêâiâàëåíòíî ïîáóäîâi àáî áàçèñó

öüîãî ïðîñòîðó, ÿêùî dim CL(L) < ∞, àáî ñèñòåìè òâiðíèõ â íåñêií-

÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó. Åëåìåíòè ïðîñòîðó CV(L), ÿêi íàëåæàòü äî

îäíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi, ùî âiäïîâiäà¹ çàêîíó çáåðåæåííÿ F , íàçè-
âàþòü âåêòîðàìè ãóñòèíè öüîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ. Äîäàòêîâî åëåìåíòè

ç CL(L) îòîòîæíþþòü ç ¨õ ïðåäñòàâíèêàìè â CV(L). Äëÿ F ∈ CV(L) òà

F ∈ CL(L) ïîçíà÷åííÿ F ∈ F îçíà÷à¹, ùî F ¹ âåêòîðîì ãóñòèíè çàêîíó

çáåðåæåííÿ F . Íà âiäìiíó âiä ïîðÿäêà rF âåêòîðà F , ùî çáåðiãà¹òüñÿ,

ÿê ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêó ïîõiäíèõ, ùî âèíèêàþòü ó F , ïîðÿäêîì çàêî-

íó çáåðåæåííÿ F íàçèâàþòü min{rF |F ∈ F}. Ïiä ëiíiéíîþ çàëåæíiñòþ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðîçóìiþòü ¨õ ëiíiéíó çàëåæíiñòü ÿê åëåìåíòiâ ïðî-

ñòîðó CL(L). Îòæå, â ðàìêàõ ïiäõîäó, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà �ïðåäñòàâíè-

êàõ�, çàêîíè çáåðåæåííÿ ñèñòåìè L ââàæàþòü ëiíiéíî çàëåæíèìè, ÿêùî

iñíó¹ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ¨õ ïðåäñòàâíèêiâ, ÿêà ¹ òðèâiàëüíèì âåêòîðîì,

ùî çáåðiãà¹òüñÿ.

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó Àäàìàðà äî îçíà÷åííÿ âåêòîðà, ùî çáåðiãà¹òüñÿ, òà

iíòåãðóþ÷è îòðèìàíèé âèðàç çà ÷àñòèíàìè, ìà¹ìî, ùî äèâåðãåíöiþ áóäü-

ÿêîãî âåêòîðà, ùî çáåðiãà¹òüñÿ, ðiâíÿííÿ L çàâæäè ìîæíà çîáðàçèòè,

ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òàêèõ âåêòîðiâ, ÿê äîáóòîê

ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ L òà êîåôiöi¹íòó λ, ùî ¹ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði

äæåòiâ J (k) [21]:

DivF = λL. (2.1)

Òóò ïîðÿäîê k âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì L òà äîïóñòèìèì ïîðÿäêîì çà-

êîíiâ çáåðåæåííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 2.9. Ôîðìóëó (2.1) òà ôóíêöiþ λ íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè-

÷íîþ ôîðìîþ òà õàðàêòåðèñòèêîþ çàêîíó çáåðåæåííÿ DivF = 0, âiäïî-

âiäíî.

Õàðàêòåðèñòèêà λ ¹ òðèâiàëüíîþ, ÿêùî âîíà òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ

äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L. Äâi õàðàêòåðèñòèêè λ òà λ̃ çàäîâîëü-

íÿþòü ðiâíÿííÿ (2.1) äëÿ òîãî æ ñàìîãî F òà, îòæå, ¹ åêâiâàëåíòíèìè

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ − λ̃ ¹ òðèâiàëüíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ. Ïîäi-

áíî äî âåêòîðiâ, ùî çáåðiãàþòüñÿ, ìíîæèíà Ch(L) õàðàêòåðèñòèê, ÿêi

âiäïîâiäàþòü çàêîíàì çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ L, ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì òà

ïiäìíîæèíà Ch0(L) òðèâiàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì

â Ch(L). Ôàêòîð-ïðîñòið Chf(L) = Ch(L)/Ch0(L) ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ

êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi Ch(L) âiäíîñíî öüîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

õàðàêòåðèñòèê.

Ìîæíà iñòîòíî ñïðîñòèòè òà âïîðÿäêóâàòè êëàñèôiêàöiþ çàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ, äîäàòêîâî áåðó÷è äî óâàãè ïåðåòâîðåííÿ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ àáî

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â öiëîìó êëàñi ðiâíÿíü. Òîäi çàäà÷à ñòà¹

ïîäiáíîþ äî çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Íåõàé G ¹ ãðóïîþ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ L. Äâà çàêîíè
çáåðåæåííÿ ç âiäïîâiäíèìè âåêòîðàìè F òà F ′, ùî çáåðiãàþòüñÿ, íàçèâà-

þòüG-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ g ∈ G òàêå, ùî âåêòîðè

Fg òà F ′, ùî çáåðiãàþòüñÿ, ¹ åêâiâàëåíòíèìè ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.7.

Âåêòîð Fg, ùî çáåðiãà¹òüñÿ, â ìàòðè÷íèõ ïîçíà÷åííÿõ âèçíà÷à¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ

Fg(x̃, ũ(r)) =
1

|Dxx̃|
(Dxx̃)F (x, u(r)).

Òóò |Dxx̃| � âèçíà÷íèê ìàòðèöi Dxx̃ = (Dxj x̃i).

Ðîçãëÿíåìî êëàñ L|S ðiâíÿíü Lθ: L(x, u(p), θ(x, u(p))) = 0 ç äîâiëüíèìè

åëåìåíòàìè θ(x, u(p)) = (θ1(x, u(p)), . . . , θ
k(x, u(p))), ùî ìà¹ ãðóïó åêâiâà-

ëåíòíîñòi G∼. Íåõàé P ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ ïàð, êîæíà ç ÿêèõ ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ Lθ êëàñó L|S òà çàêîíó çáåðåæåííÿ F öüîãî ðiâíÿííÿ.

Íà ìíîæèíi P iñíó¹ íàñòóïíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.
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Îçíà÷åííÿ 2.11. Íåõàé θ, θ′ ∈ S, F ∈ CL(Lθ), F ′ ∈ CL(Lθ′), F ∈ F ,
F ′ ∈ F ′. Ïàðè (Lθ,F) òà (Lθ′,F ′) íàçèâàþòü G∼-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ g ∈ G∼, ÿêå ïåðåòâîðþ¹ ðiâíÿííÿ Lθ â ðiâíÿííÿ Lθ′
òà òàêå, ùî âåêòîðè Fg òà F ′, ÿêi çáåðiãàþòüñÿ, åêâiâàëåíòíi ó ñåíñi îçíà-

÷åííÿ 2.7.

Êëàñèôiêàöiþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäíîñíî ãðóïè G∼ ðîçóìiþòü ÿê

êëàñèôiêàöiþ â P âiäíîñíî âèùåíàâåäåíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Öþ çàäà÷ó ìîæíà äîñëiäæóâàòè àíàëîãi÷íî äî çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôi-

êàöi¨ â êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, îñîáëèâî, ÿêùî âîíà ñôîðìó-

ëüîâàíà ó òåðìiíàõ õàðàêòåðèñòèê. À ñàìå, ñïî÷àòêó áóäóþòüñÿ çàêîíè

çáåðåæåííÿ, ùî âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. (Âiä-

ïîâiäíi âåêòîðè, ùî çáåðiãàþòüñÿ, ìîæóòü çàëåæàòè âiä äîâiëüíèõ åëå-

ìåíòiâ.) Ïîòiì âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñèôiêóþòüñÿ äîâiëüíi

åëåìåíòè, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ äîäàòêîâi çàêîíè çáå-

ðåæåííÿ.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà ââåñòè âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà P ,

ÿêi óòâîðþþòüñÿ àáî óçàãàëüíåííÿìè çâè÷àéíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi

àáî âñiìà äîïóñòèìèìè òî÷êîâèìè àáî êîíòàêòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè â

ïàðàõ ðiâíÿíü ç L|S .
Äîäàòêîâi âiäîìîñòi ùîäî çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ìîæíà çíàéòè â ðîáî-

òàõ [21,38,42,43,80,103]. Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíå îçíà÷åííÿ 2.11 çàïðî-

ïîíîâàíî â [103].

2.4. Íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ òà åêâiâàëåíòíiñòü

îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨

Ïîíÿòòÿ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ (òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü òåðìiíè �óìîâíà

ñèìåòðiÿ� òà �Q-óìîâíà ñèìåòðiÿ�) ââåäåíî Äæ. Áëþìàíîì òà Äæ. Êîó-

ëîì ó 1969 ðîöi [49]. Òî÷íå òà ñòðîãå îçíà÷åííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ çàïðîïî-

íîâàíî íàáàãàòî ïiçíiøå [70] (äèâ. òàêîæ [127]).
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Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ ùîäî íå-

êëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ äëÿ âèïàäêó (1+1)-âèìiðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ. Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi, ùîäî íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü ç äî-

âiëüíîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ íàâåäåíî, íàïðèêëàä, â [71,127].

Íåõàé L ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì p-ãî ïîðÿäêó íà ôóíêöiþ u, ùî

çàëåæèòü âiä çìiííèõ t òà x, òîáòî âîíî ìà¹ âèãëÿä L(t, x, u(p)) = 0.

Ìíîæèíó äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó çàãàëüíîãî

âèãëÿäó

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (τ, ξ) 6= (0, 0),

ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q. Òóò i íàäàëi ∂t = ∂/∂t, ∂x = ∂/∂x òà ∂u = ∂/∂u.

Íèæíi iíäåêñè ïîçíà÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà âiäïîâiäíèìè çìiííèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.12. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L íàçèâà¹òüñÿ óìîâíî ií-

âàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà Q, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

Q(p)L(t, x, u(p))
∣∣
L∩Q(p)= 0, (2.2)

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ êðèòåði¹ì óìîâíî¨ (àáî íåêëàñè÷íî¨) iíâàðiàíòíîñòi.

Òîäi Q íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì óìîâíî¨ ñèìåòði¨ (àáî íåêëàñè÷íî¨ ñè-

ìåòði¨, Q-óìîâíî¨ ñèìåòði¨, àáî îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨) ðiâíÿííÿ L.

Â îçíà÷åííi 2.12 ñèìâîë Q(p) ïîçíà÷à¹ p-òå ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà Q,

òîáòî Q(p) = Q+
∑

0<α+β6p η
αβ∂uαβ , äå η

αβ = Dα
t D

β
xQ[u]+τuα+1,β+ξuα,β+1

[21, 23]. Ñèìâîë Q(p) ïîçíà÷à¹ ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé íà ïðîñòîði äæå-

òiâ J (p) ìíîæèíîþ äèôåðåíöiàëüíèõ íàñëiäêiâ (p − 1)-ãî ïîðÿäêó õàðà-

êòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ η(t, x, u)−τ(t, x, u)ut−ξ(t, x, u)ux = 0, òîáòî òà-

êèõ íàñëiäêiâ, ùî ìàþòü, ÿê äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ïîðÿäêè íå áiëüøi

çà p.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó îïåðàòîðiâ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ L ÷å-

ðåç Q(L). Áóäü-ÿêèé îïåðàòîð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ L íàëåæèòü

äî ìíîæèíè Q(L), òîáòî âií ¹ íåêëàñè÷íèì îïåðàòîðîì ñèìåòði¨ òîãî

æ ðiâíÿííÿ, îñêiëüêè éîãî êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿþòü êðèòåðié óìîâíî¨
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iíâàðiàíòíîñòi (2.2). Iíîäi Q(L) âè÷åðïó¹òüñÿ îïåðàòîðàìè, ùî ¹ åêâiâà-

ëåíòíèìè îïåðàòîðàì ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ L ó ñåíñi íàñòóïíîãî

îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.13. Äâà îïåðàòîðà íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ Q̃ òà Q ðiâíÿ-

ííÿ L íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ íà ìíî-

æíèê, ùî ¹ ôóíêöi¹þ çìiííèõ t, x òà u: Q̃ = λQ, äå λ = λ(t, x, u), λ 6= 0.

Ïîçíà÷åííÿ: Q̃ ∼ Q.

Ïîçíà÷èìî ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöi¨ ìíîæèíè Q çà öèì âiäíîøåííÿì

åêâiâàëåíòíîñòi Qf . Åëåìåíòè Qf áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç ¨õ ïðåäñòàâíè-

êàìè âQ. ßêùî ðiâíÿííÿ L ¹ óìîâíî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðàQ,

òîäi âîíî ¹ óìîâíî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà åêâiâà-

ëåíòíîãî îïåðàòîðó Q [71, 127]. Îòæå, âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà Q
iíäóêó¹ öiëêîì âèçíà÷åíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íàQ(L); ôàêòîðè-

çàöiþ ìíîæèíè Q çà öèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà îáìåæèòè

íà Q(L), ðåçóëüòàòîì ÷îãî ¹ ïiäìíîæèíà Qf(L) ìíîæèíè Qf . ßê i â óñié

ìíîæèíi Qf , åëåìåíòè Qf(L) îòîòîæíþþòü ç ¨õ ïðåäñòàâíèêàìè â Q(L).

Ôàêòè÷íî, òðåáà âèâ÷àòè íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ç òî÷íiñòþ öüîãî âiäíîøå-

ííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî (1 + 1)-âèìiðíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ iñíóþòü äâà

ïðèíöèïîâî ðiçíèõ âèïàäêè íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié â çàëåæíîñòi âiä òîãî

÷è äîðiâíþ¹ íóëþ êîåôiöi¹íò τ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨. Ó âèïàäêó τ = 0 ìà¹-

ìî ξ 6= 0, òà, ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨,

ìîæíà ïîêëàñòè ξ = 1. Òîäi îïåðàòîð ðåäóêöi¨ ìà¹ âèãëÿä Q = ∂x + η∂u.

Ç êðèòåðiþ óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi îòðèìó¹ìî òiëüêè îäíå âèçíà÷àëüíå

ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íò η, ÿêå çâîäèòüñÿ íåòî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî

âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó η ñòà¹ ïàðàìåòðîì. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè âèïàäîê

τ = 0 íàçèâà¹òüñÿ �no-go� âèïàäêîì [123]. Âïåðøå �no-go� âèïàäîê áóëî

ïîâíiñòþ äîñëiäæåíî äëÿ îäíîìiðíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi [68]. Â ðîáîòi [122] öå äîâåäåííÿ áóëî ïîøèðåíî äëÿ êëàñó (1 + 1)-

âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ó �no-go� âèïàäêó íå
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ìîæëèâî îòðèìàòè âè÷åðïíèé ïåðåëiê îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨, éîãî ïðèéíÿ-

òî âèêëþ÷àòè ïiä ÷àñ ïðîâåäåííÿ êëàñèôiêàöi¨ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié.

Îäíàê, âèêîðèñòîâóþ÷è àíçàöè íà êîåôiöi¹íò η (÷àñòî ïðèïóñêàþòü, øî

η ¹ ïîëiíîìîì âiä u), ìîæíà ïîáóäóâàòè äåÿêi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ âèãëÿ-

äó Q = ∂x + η∂u (äèâ., íàïðèêëàä, [60,68,76]).

Ìîæíà iñòîòíî ñïðîñòèòè òà âïîðÿäêóâàòè êëàñèôiêàöiþ îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨, äîäàòêîâî ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ.

Ëåìà 2.2. Áóäü-ÿêå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ t, x òà u iíäóêó¹ âçà¹-

ìîîäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Q â ñåáå. À ñàìå, ïåðåòâîðå-

ííÿ g: t̃ = T (t, x, u), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u) ïîðîäæó¹ òàêå

âiäîáðàæåííÿ g∗ : Q → Q, ùî îïåðàòîð Q âiäîáðàæà¹òüñÿ â îïåðàòîð

g∗Q = τ̃ ∂t̃ + ξ̃∂x̃ + η̃∂ũ, äå τ̃(t̃, x̃, ũ) = QT (t, x, u), ξ̃(t̃, x̃, ũ) = QX(t, x, u),

η̃(t̃, x̃, ũ) = QU(t, x, u). ßêùî Q′ ∼ Q, òî g∗Q
′ ∼ g∗Q. Îòæå, âiäïîâiäíå

ôàêòîðèçîâàíå âiäîáðàæåííÿ gf : Qf → Qf òàêîæ ¹ öiëêîì âèçíà÷åíèì

òà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ïîÿâà âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çâè÷àéíîãî, îïèñàíîãî â îçíà÷åííi 2.13 [27,99].

Îçíà÷åííÿ 2.14. Äâà îïåðàòîðà íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ Q̃ òà Q ðiâíÿí-

íÿ L íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî ãðóïè G òî÷êîâèõ ïåðåòâî-

ðåíü, ÿêùî iñíó¹ òàêå ïåðåòâîðåííÿ g ∈ G, äëÿ ÿêîãî îïåðàòîðè Q̃ òà

g∗Q ¹ åêâiâàëåíòíèìè ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.13.

Ïîçíà÷åííÿ: Q̃ ∼ Q mod G.

Âiäîìî, ùî çàäà÷à âiäøóêàííÿ îïåðàòîðiâ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ¹ áiëüø

ñêëàäíîþ, íiæ ïîäiáíà çàäà÷à ó âèïàäêó êëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨, îñêiëüêè

ïåðøà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ ïåðåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè íåëiíié-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, òîäi ÿê ó âèïàäêó

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ìà¹ìî áiëüø ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è ìîæíà âèêîðèñòàòè âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè òà

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íèõ



43

ñèìåòðié òàê ñàìî ÿê öå ìîæíà ðîáèòè äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ëi¨âñüêi

ñèìåòði¨ ? Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ äàþòü ïîçèòèâíó âiäïîâiäü.

Ëåìà 2.3. Íåõàé ¹ äåÿêå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ g, ùî çâîäèòü ðiâíÿ-

ííÿ L äî ðiâíÿííÿ L̃, òîäi g∗ âiäîáðàæà¹ Q(L) íà Q(L̃) âçà¹ìíî îäíî-

çíà÷íèì ÷èíîì. Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ ôàêòîðè-

çîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ gf ç Qf(L) íà Qf(L̃).

Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé G ¹ ãðóïîþ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ L. Òîäi
åêâiâàëåíòíiñòü îïåðàòîðiâ ç ìíîæèíè Q âiäíîñíî ãðóïè G ¹ âiäíîøå-

ííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíàõ Q(L) òà Qf(L).

Íåõàé G∼ = G∼(L|S) ¹ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó L|S äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü òà P = P (L|S) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó ïàð, êîæíà ç ÿêèõ ñêëà-
äà¹òüñÿ ç äîâiëüíîãî åëåìåíòà θ ç ìíîæèíè S òà îïåðàòîðà Q ç Q(Lθ).
Áóäåìî íàçèâàòè P (L|S) ìíîæèíîþ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié (àáî ìíîæè-

íîþ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨) êëàñó L|S .

Íàñëiäîê 2.2. Äiÿ ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ íà S òà

{Q(Lθ) | θ ∈ S} ðàçîì ç âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ ïðèðîäíî ïîðîäæó¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà P .

Îçíà÷åííÿ 2.15. Íåõàé Lθ,Lθ′ ∈ L|S , Q ∈ Q(Lθ), Q′ ∈ Q(Lθ′). Ïà-
ðè (θ,Q) òà (θ′, Q′) íàçèâàþòüñÿ G∼-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ïå-

ðåòâîðåííÿ g ∈ G∼, ÿêå ïåðåòâîðþ¹ ðiâíÿííÿ Lθ â ðiâíÿííÿ Lθ′, òà
Q′ ∼ g∗Q.

Êëàñèôiêàöiþ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ âiäíîñíî ãðóïè G∼ ðîçóìi¹ìî ÿê

êëàñèôiêàöiþ â ìíîæèíi P âiäíîñíî íàâåäåíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi. Öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ïîäiáíî äî çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëà-

ñèôiêàöi¨ â êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. À ñàìå, ñïî÷àòêó áóäó¹ìî

îïåðàòîðè ðåäóêöi¨, ùî ¹ âèçíà÷åíèìè äëÿ âñiõ çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëå-

ìåíòiâ. Ïîòiì âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñèôiêó¹ìî çíà÷åííÿ äî-

âiëüíèõ åëåìåíòiâ, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ ðiâíÿííÿ Lθ äîïóñêà¹ äîäàòêîâi
îïåðàòîðè ðåäóêöi¨.
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Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ââîäÿòüñÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà P , ïî-

ðîäæåíi àáî óçàãàëüíåííÿìè çâè÷àéíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, àáî âñiìà

äîïóñòèìèìè òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè â ïàðàõ ðiâíÿíü ç L|S .

Íàñëiäîê 2.3. Ïîäiáíi êëàñè ìàþòü ïîäiáíi ìíîæèíè îïåðàòîðiâ ðå-

äóêöi¨. À ñàìå, ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi Ψ ç êëàñó L|S íà êëàñ L′|S ′
ïîðîäæó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ Ψ̄ ç P (L|S) â P (L′|S ′) çà

ïðàâèëîì (θ′, Q′) = Ψ̄(θ,Q), ÿêùî θ′ = Ψθ òà Q′ = (Ψ|(x,u))∗Q. Òóò

(θ,Q) ∈ P (L|S), (θ′, Q′) ∈ P (L′|S ′).

Íàñëiäîê 2.4. Âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ïîðîäæåíå äåÿêèì òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì, iíäóêó¹ âiäîáðà-

æåííÿ ìiæ âiäïîâiäíèìè ìíîæèíàìè îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨. À ñàìå,

ÿêùî êëàñ L′|S ′ ¹ îáðàçîì êëàñó L|S âiäíîñíî ñiì'¨ òî÷êîâèõ ïåðå-

òâîðåíü ϕθ : (x, u)→ (x′, u′), θ ∈ S, òîäi îáðàçîì (θ,Q) ∈ P (L|S) ¹

(θ′, Q′) ∈ P (L′|S ′), äå L′θ′ = prpϕθLθ òà Q′ = (ϕθ̃)∗Q.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òàêîæ ¹ âiðíèì.

Òâåðäæåííÿ 2.6. Ìíîæèíó îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ âèõiäíîãî êëàñó L|S
ìîæíà âiäíîâèòè ç âiäïîâiäíî¨ ìíîæèíè éîãî êëàñó-îáðàçó L′|S ′.

2.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ðîçäiëi 2 íàâåäåíî îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî îá÷èñëåííÿ ëi¨â-

ñüêèõ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïîñòàíîâêè i ðîçâ'ÿçàííÿ çà-

äà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, çíàõîäæåííÿ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåí-

íÿ, à òàêîæ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié. Ñåðåä çàãàëüíîâiäîìèõ ôàêòiâ ó

öüîìó ðîçäiëi ìiñòÿòüñÿ íîâi îðèãiíàëüíi ðåçóëüòàòè ç íàñòóïíèõ äæå-

ðåë [100,105,119].
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ÐÎÇÄIË 3

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ òà çàêîíè çáåðåæåííÿ

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

òà ñòåïåíåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè

Ó öüîìó ðîçäiëi êëàñ (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ çàãàëüíîãî âèãëÿäó

f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)um (3.1)

äîñëiäæåíî ìåòîäàìè ñèìåòðiéíîãî àíàëiçó. Òóò f = f(x), g = g(x) òà

h = h(x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x, f(x)g(x) 6= 0, n òà m � äî-

âiëüíi ñòàëi. Ëiíiéíèé âèïàäîê âèêëþ÷åíî ç ðîçãëÿäó, îñêiëüêè âií äîáðå

äîñëiäæåíèé [23,88]. Äîäàòêîâî ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ ¹ íå-

ëiíiéíèì, òîáòî n 6= 0. Âèïàäîê n = 0 ¹ îñîáëèâèì, òîìó éîãî äîñëiäæåíî

îêðåìî â ðîçäiëi 4.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ïîáóäîâàíî ðiçíi òèïè ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ äîñëiä-

æóâàíîãî êëàñó.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.1) âèêîíàíî ó ïiäðîçäiëi 3.2.

Ïîêàçàíî, ùî âèêîðèñòàííÿ óçàãàëüíåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåí-

òíîñòi òà óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi âiäiãðà¹ âèçíà÷íó ðîëü â ðîçâ'ÿ-

çàííi öi¹¨ çàäà÷i. Âàæëèâiñòü âiðíîãî âèáîðó êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi îáãîâîðþ¹òüñÿ òà

iëþñòðó¹òüñÿ ïðèêëàäàìè. Âïåðøå äîñëiäæåííÿ ùîäî óçàãàëüíåíü ãðóïè
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åêâiâàëåíòíîñòi òà ðiçíèõ ìîæëèâîñòåé âèáîðó êàëiáðóâàíü ïðîâîäèëîñÿ

ó ðîáîòàõ [80,81] äëÿ êëàñó (1.3).

Ïiäðîçäië 3.3 ïðèñâÿ÷åíî ïîøóêó äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíò-

íîñòi ìiæ îòðèìàíèìè âèïàäêàìè ñèìåòðiéíîãî ðîçøèðåííÿ, ÿêi ¹ íååêâi-

âàëåíòíèìè âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç íàâåäåíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi. Â

ðåçóëüòàòi, ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ â êëàñi (3.1) âiäíîñíî

ìíîæèíè âñiõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 âè÷åðïíî îïèñàíî ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

ó êëàñi (3.1). Ïiäðîçäië 3.5 ïðèñâÿ÷åíî êëàñèôiêàöi¨ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ

çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.1).

Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü (3.1) â ðàìêàõ ëi¨âñüêîãî ãðóïîâîãî àíàëiçó çà-

âåðøåíî â ïiäðîçäiëi 3.6 ïîáóäîâîþ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ äåÿêèõ ðiâíÿíü

ç öüîãî êëàñó. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëà-

ñèôiêàöi¨ òà êëàñè÷íèé ìåòîä ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨.

3.1. Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

òà âèáið êëàñó äëÿ äîñëiäæåííÿ

Äëÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ¹ ñóòò¹âèì âiäøóêàòè ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi çáå-

ðiãàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä ðiâíÿíü ç äîñëiäæóâàíîãî êëàñó òà ïåðåòâî-

ðþþòü ëèøå äîâiëüíi åëåìåíòè. Òàêi ïåðåòâîðåííÿ íàçèâàþòüñÿ ïåðå-

òâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi i ñêëàäàþòü ãðóïó [23]. Äèâ. ïiäðîçäië 2.2.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Äîâiëüíèé åëåìåíò m íå ¹ âèçíà÷åíèì, ÿêùî h = 0.

Â öüîìó âèïàäêó, áiëüø çðó÷íî ââàæàòè, ùî m = n+ 1 àáî m = 1.

Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.1) ñêëàäà¹òüñÿ ç íåâè-

ðîäæåíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü â ïðîñòîði çìiííèõ (t, x, u, f, g, h, n,m),

ÿêi ïðîåêòóþòüñÿ íà ïðîñòið (t, x, u), òîáòî âîíè ìàþòü âèãëÿä

t̃ = T t(t, x, u),

x̃ = T x(t, x, u),

ũ = T u(t, x, u),

f̃ = T f(t, x, u, f, g, h, n,m),

g̃ = T g(t, x, u, f, g, h, n,m),

h̃ = T h(t, x, u, f, g, h, n,m)
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òà òðàíñôîðìóþòü áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.1) íà ôóíêöiþ u = u(t, x)

ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè (f, g, h, n,m) â ðiâíÿííÿ ç òîãî æ êëàñó íà

ôóíêöiþ ũ = ũ(t̃, x̃) ç íîâèìè äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè (f̃ , g̃, h̃, ñ, m̃).

Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (3.1) ïîáóäîâàíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿ-

ìèé ìåòîä [85].

Òåîðåìà 3.1. Ãðóïà G∼ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = δ3u,

f̃ =
δ0δ1

δ3ϕx
f, g̃ =

δ0ϕx

δn+1
3

g, h̃ =
δ0

δm3 ϕx
h, ñ = n, m̃ = m,

äå δj (j = 0, 3) � äîâiëüíi ñòàëi, δ0δ1δ3 6= 0, ϕ � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ

çìiííî¨ x, ϕx 6= 0.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êëàñ (3.1) äîïóñêà¹ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî

íå íàëåæàòü ãðóïi G∼ òà óòâîðþþòü, ðàçîì çi çâè÷àéíèìè ïåðåòâîðåí-

íÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi.

Îáìåæåííÿ íà ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ìîæóòü áóòè ïî-

ñëàáëåíi â äâîõ íàïðÿìêàõ. Ïî-ïåðøå, äîïóñêà¹òüñÿ, ùî ïåðåòâîðåííÿ

çìiííèõ t, x, u çàëåæàòü âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ f , g, h, n òà m (ïðåôiêñ

�óçàãàëüíåíà� [19]). Öÿ çàëåæíiñòü íå ¹ îáîâ'ÿçêîâî òî÷êîâîþ i ñòà¹ òî÷êî-

âîþ ïiñëÿ ôiêñóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ïî-äðóãå, ÿâíà ôîðìà íîâèõ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ (f̃ , g̃, h̃, ñ, m̃) âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç (t, x, u, f, g, h, n,m)

äåÿêèì íåëîêàëüíèì ñïîñîáîì (ïðåôiêñ �ðîçøèðåíà�).

Òåîðåìà 3.2. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ êëà-

ñó (3.1) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u,

f̃ =
δ0δ1

ϕxψn+2
f, g̃ =

δ0ϕx
ψ2n+2

g, h̃ =
δ0

ϕxψm+n+1
h, ñ = n, m̃ = m,

äå δj (j = 0, 1, 2) � äîâiëüíi ñòàëi, δ0δ1 6= 0, ϕ � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ

çìiííî¨ x, ϕx 6= 0. Ôóíêöiÿ ψ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ψ(x) =


(
1− (n+ 1)F (x)

)− 1
n+1 , n 6= −1

eF (x), n = −1
, F (x) = δ3

∫
dx

g(x)
+ δ4.
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Çàóâàæåííÿ 3.2. Íàâåäåíå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ ψ(x) ãàðàíòó¹, ùî

öÿ ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü íåïåðåðâíî ïàðàìåòðèçîâàíà ïàðàìåòðîì n.

Ç òåîðåìè 3.1 âèïëèâà¹, ùî ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = t, x̃ =

∫
dx

g(x)
, ũ = u (3.2)

çâîäèòü ðiâíÿííÿ (3.1) äî íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ

f̃(x̃)ũt̃ = (ũnũx̃)x̃ + h̃(x̃)ũm,

äå f̃(x̃) = g(x)f(x), g̃(x̃) = 1 òà h̃(x̃) = g(x)h(x). (Òàê ñàìî áóäü-ÿêå

ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.1) ìîæíà çâåñòè äî ïîäiáíîãî ðiâíÿííÿ çi çíà÷åííÿì

f̃(x̃) = 1.) Öå äîçâîëÿ¹, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, îáìåæèòèñü äîñëi-

äæåííÿì ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó

f(x)ut = (unux)x + h(x)um. (3.3)

Âñi ðåçóëüòàòè, à ñàìå, ñèìåòði¨, ðîçâ'ÿçêè òà çàêîíè çáåðåæåííÿ êëà-

ñó (3.3), ìîæíà ðîçìíîæèòè äëÿ êëàñó (3.1) ïåðåòâîðåííÿìè (3.2).

Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (3.3) ìîæíà îòðèìàòè ç òåîðåì 3.1 òà 3.2,

ïîêëàäàþ÷è â ôîðìóëàõ ïåðåòâîðåíü g̃ = g = 1. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

ñôîðìóëüîâàíî ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.3. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëàñó (3.3), äå

n 6= −1, ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ =
δ3x+ δ4

δ5x+ δ6
=: ϕ(x), ũ = δ7ϕx

1
2n+2u,

f̃ = δ1δ7
nϕx

− 3n+4
2n+2f, h̃ = δ7

−m+n+1ϕx
−m+3n+3

2n+2 h, ñ = n, m̃ = m,

äå δj (j = 1, 7) � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ7 6= 0 òà δ3δ6 − δ4δ5 = ±1.

Äëÿ n = −1 ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè Ĝ∼1 íàáóâàþòü âèãëÿäó

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3x+ δ4, ũ = δ5e
δ6xu,

f̃ =
δ1

δ3
2δ5eδ6x

f, h̃ =
1

δ3
2δ5

memδ6x
h, ñ = n, m̃ = m,

äå δj (j = 1, 6) � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ3δ5 6= 0.
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Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi çíàéäåíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàñòî-

ñîâàíî äëÿ ñïðîùåííÿ âèãëÿäó ôóíêöié f(x) òà h(x) ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ

ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (3.3).

Çàóâàæåííÿ 3.3. Òåîðåìó 3.3 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷è-

íîì. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëàñó (3.3) äëÿ çíà÷åíü

n 6= −1 ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2,

x̃ =
1

ε(n+ 1)δ3(1− (n+ 1)(δ3x+ δ4))
− 1

ε(n+ 1)δ3
=: ϕ(x),

ũ = (1− (n+ 1)(δ3x+ δ4))
− 1
n+1u = ε

1
2n+2ϕx

1
2n+2u =: ψ(x)u,

f̃ = δ1ε
n

2n+2ϕx
− 3n+4

2n+2f, h̃ = ε
−m+n+1

2n+2 ϕx
−m+3n+3

2n+2 h, ñ = n, m̃ = m,

äå δj (j = 1, 4) òà ε � äîâiëüíi ñòàëi, εδ1δ3 6= 0.

Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè Ĝ∼1 ¹ áiëüø ãðîìiçäêèì íiæ

â ïîïåðåäíié òåîðåìi, àëå ïîêàçó¹, ùî ñiì'ÿ öèõ ïåðåòâîðåíü íåïåðåðâíî

ïàðàìåòðèçîâàíà ïàðàìåòðîì n, âêëþ÷àþ÷è çíà÷åííÿ n = −1. Äiéñíî,

lim
n→−1

ϕ(x) =
x

ε
+

δ4

εδ3
, lim

n→−1
ψ(x) = eδ3x+δ4.

Îñêiëüêè ïàðàìåòðè n òà m ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî âñiõ âèùåçàçíà-

÷åíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, òî êëàñ (3.1) (àáî êëàñ (3.3)) ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ÿê îá'¹äíàííÿ ïiäêëàñiâ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Êîæåí ç òà-

êèõ ïiäêëàñiâ âiäïîâiäà¹ ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì n òàm. Òàêå çîáðàæåííÿ

äîçâîëÿ¹ íàäàòè iíøó iíòåðïðåòàöiþ íàâåäåíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ. Íàïðè-

êëàä, óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 ç òåîðåìè 3.3 ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê ñiì'þ çâè÷àéíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñiâ êëàñó (3.3),

ïàðàìåòðèçîâàíèõ n òà m.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è ìîæíà îòðèìàòè áiëüø øèðîêi ãðóïè åêâiâàëåí-

òíîñòi äëÿ äåÿêèõ ç òàêèõ ïiäêëàñiâ, àïðiîðíî ââàæàþ÷è, ùî ïàðàìåòðè n

òà m çàäîâîëüíÿþòü äåÿêi óìîâè? Âiäïîâiäü ¹ ïîçèòèâíîþ ó âèïàäêó

m = n+ 1. À ñàìå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 3.4. Êëàñ ðiâíÿíü

f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)un+1 (3.4)

äîïóñêà¹ ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼m=n+1, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u,

f̃ =
δ0δ1

ψn+2ϕx
f, g̃ =

δ0ϕx
ψ2n+2

g,

h̃ = δ0
h− ψn+1(ψ−(n+2)ψxg)x

ψ2n+2ϕx
, (ñ = n),

äå ϕ òà ψ � äîâiëüíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x, δj (j = 0, 1, 2) � äîâiëüíi ñòàëi,

δ0δ1ϕxψ 6= 0.

Òðåáà ïiäêðåñëèòè, ùî ãðóïà G∼m=n+1 ¹ çâè÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåí-

òíîñòi êëàñó (3.4) íàâiòü ÿêùî ââàæàòè n äîâiëüíèì åëåìåíòîì. Áiëüø

òîãî, âîíà ¹ øèðøîþ íiæ óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíî-

ñòi Ĝ∼ âñüîãî êëàñó (3.1), â ïåðåòâîðåííÿõ ç ÿêî¨ ïîêëàäåíî m = n + 1

(ïîçíà÷åííÿ: Ĝ∼|m=n+1). Ãðóïó G∼m=n+1 íàçèâàþòü óìîâíîþ ãðóïîþ åêâi-

âàëåíòíîñòi êëàñó (3.1) ç óìîâîþ m = n+1 íà äîâiëüíi åëåìåíòè. Âîíà

¹ íåòðèâiàëüíîþ óìîâíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (3.1), îñêiëüêè

ãðóïà Ĝ∼|m=n+1 ¹ ¨¨ ïiäãðóïîþ, òîáòî Ĝ∼|m=n+1  G∼m=n+1. Çàóâàæè-

ìî, ùî ïîíÿòòÿ óìîâíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi âïåðøå âèêîðèñòàíî ïðè

ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ ñèñòåìè äâîõ íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü Ëàïëàñà [28] (äèâ. òàêîæ [101]).

Ïiñëÿ âèêîíàííÿ êàëiáðóâàííÿ g = 1 íà ïàðàìåòðè ãðóïè G∼m=n+1 íà-

êëàäà¹òüñÿ îáìåæåííÿ δ0ϕx = ψ2n+2, âðàõîâóþ÷è ÿêå, îòðèìó¹ìî óçà-

ãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1,m=n+1 êëàñó ðiâíÿíü

f(x)ut = (unux)x + h(x)un+1. (3.5)

Íàñëiäîê 3.1. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1,m=n+1 êëàñó (3.5)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u,
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f̃ =
δ2

0δ1

ψ3n+4
f, h̃ = δ2

0

h− ψn+1[ψ−(n+2)ψx]x
ψ4n+4

, (ñ = n),

äå ϕ òà ψ � ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ϕxψ 6= 0 òà δ0ϕx =

ψ2n+2, δj (j = 0, 1, 2) � äîâiëüíi ñòàëi, δ0δ1ψ 6= 0.

Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà Ĝ∼1,m=n+1 ñòà¹ çâè÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi

äëÿ áóäü-ÿêîãî ñâîãî ïiäêëàñó ç ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì n.

Îäíî÷àñíå âèêîðèñòàííÿ ïåðåòâîðåíü ç ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1

òà Ĝ∼1,m=n+1 äëÿ êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ïðèçâîäèòü äî âèði-

øàëüíîãî ñïðîùåííÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ òà ïðåä-

ñòàâëåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèâ. çàóâàæåííÿ 3.6 òà ïðèêëàä 3.3.

Iñíó¹ ùå îäíà óìîâà íà äîâiëüíi åëåìåíòè, ùî ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè

íåòðèâiàëüíî¨ óìîâíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi. Âñi òàêi óìîâè òà âiäïîâiäíi

óìîâíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìàòè÷íî âèâ÷åíî ïiä ÷àñ êëàñèôiêàöi¨

âñiõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó ïiäðîçäiëi 3.4

Çàóâàæåííÿ 3.4. Çâàæàþ÷è íà ôiçè÷íèé ñåíñ ðiâíÿííÿ (3.1), ôóíêöiÿ u

ìà¹ çàäîâîëüíÿòè óìîâó u ≥ 0. Â öüîìó âèïàäêó ïîòðiáíî âèìàãàòè, ùîá

êîåôiöi¹íòè áiëÿ u áóëè äîäàòíèìè â óñiõ ïåðåòâîðåííÿõ. ßêùî ìè íåõòó-

¹ìî äîäàòíiñòþ u, òî òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè |u| äëÿ îñíîâ òèõ ñòåïåíiâ,
ÿêi íå ¹ âèçíà÷åíèìè äëÿ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü îñíîâ. Àíàëîãi÷íå òâåðäæå-

ííÿ ¹ âiðíèì äëÿ ïîäiáíèõ âèðàçiâ â ïåðåòâîðåííÿõ òà iíøèõ ìiñöÿõ.

Íåîáõiäíi çìiíè â ôîðìóëàõ ¹ î÷åâèäíèìè.

3.2. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi âèêîíàíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü ç

êëàñó (3.3). Øóêà¹ìî îïåðàòîðè âèãëÿäó Γ = τ∂t + ξ∂x + η∂u, äå τ =

τ(t, x, u), ξ = ξ(t, x, u), η = η(t, x, u), ÿêi ãåíåðóþòü îäíîïàðàìåòðè÷íi

ãðóïè íåïåðåðâíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.3).

Ç êðèòåðiþ iíôiíiòåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð Γ
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ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè íàñòóïíó óìîâó

Γ(2){f(x)ut − unuxx − nun−1u2
x − h(x)um} = 0 (3.6)

äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (3.3).

Ç óðàõóâàííÿì ðiâíÿííÿ (3.3) ðiâíÿííÿ (3.6) ñòà¹ òîòîæíiñòþ, ùî çà-

ëåæèòü âiä çìiííèõ t, x, u, ux, uxx, utx. Ðîçùåïëþþ÷è ðiâíÿííÿ (3.6)

çà íåçâ'ÿçàíèìè çìiííèìè ux, uxx òà utx, çíàõîäèìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿ-

ííÿ íà êîåôiöi¹íòè τ , ξ òà η. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (3.3) ¹ êâàçiëiíiéíèìè

åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè, âèãëÿä êîåôiöi¹íòiâ ìîæíà îäðàçó ñïðîñòè-

òè. À ñàìå, ìîæíà ââàæàòè, ùî τ = τ(t), ξ = ξ(t, x) [85] i, áiëüø òîãî,

η = ζ(t, x)u òà ξ = ξ(x) (äèâ. ïiäðîçäië 3.4). Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè

îñòàííþ óìîâó, òðåáà ÷àñòêîâî ðîçùåïèòè çà çìiííîþ u. Â ðåçóëüòàòi

ïîáóäó¹ìî êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ, ÿêi ìiñòÿòü â ñîái íåâiäîìi ôóíêöi¨ ç

âèðàçiâ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðà òà äîâiëüíi åëåìåíòè ðîçãëÿäóâàíîãî

êëàñó:

fxξ = f(nζ + τt − 2ξx), 2(n+ 1)ζx = ξxx,

uf 2ζt − un+1fζxx + um(hfxξ − fhxξ + (1−m)fhζ − fhτt) = 0.

Îñòàíí¹ ç öèõ ðiâíÿíü òðåáà ðîçùåïèòè çà çìiííîþ u äëÿ âñiõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ n òà m, ùî âiäïîâiäàþòü íåëiíiéíîìó âèïàäêó n 6= 0. Ðîçùå-

ïëåííÿ ïðèçâîäèòü äî ñóòò¹âî ðiçíèõ ðåçóëüòàòiâ ó íàñòóïíèõ âèïàäêàõ:

1. m 6= 1, n + 1; 2. m = 1; 3. m = n + 1. Îòðèìàíi ðiâíÿííÿ äîçâîëÿþòü

âèçíà÷èòè âèãëÿä τ(t), ξ(x), ζ(t, x), f(x) òà h(x) â çàëåæíîñòi âiä çíà-

÷åíü ïàðàìåòðiâ n, m òà çíàéòè áàæàíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨.

Ó òàáëèöi 3.1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ôóíêöié f(x), h(x), ñòàëèõ ïàðàìåòðiâ

m, n òà áàçèñè âiäïîâiäíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi â óñiõ íååêâiâàëåíòíèõ

âèïàäêàõ ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Îïåðàòîðè ç òàáë. 3.1 ñêëàäà-

þòü áàçèñè ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ¹ íååêâiâàëåíòíèìè òèì ïàðà-

ìåòðàì, ÿêi âiäïîâiäàþòü áiëüø øèðîêié àëãåáði iíâàðiàíòíîñòi.
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Òàáëèöÿ 3.1

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü

f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)um, n 6= 0

� n f(x) h(x) Áàçèñ Amax

Çàãàëüíèé âèïàäîê

1 ∀ ∀ ∀ ∂t

2 ∀ f1(x) h1(x) ∂t, (d+ 2b− pn)t∂t + ((n+ 1)ax2 + bx+ c)∂x+ (ax+ p)u∂u

3 ∀ 1 ε ∂t, ∂x, 2(1−m)t∂t + (1 + n−m)x∂x + 2u∂u

m = 1, h 6= 0, (h/f)x = 0

4 ∀ ∀ εf ∂t, e
−εnt(∂t + εu∂u)

5 ∀ f1(x) εf ∂t, e
−εnt(∂t + εu∂u), n((n+1)ax2+bx+ c)∂x+(nax+2b+d)u∂u

6 6=−4
3 1 ε ∂t, ∂x, e

−εnt(∂t + εu∂u), nx∂x+ 2u∂u

7 −4
3 1 ε ∂t, ∂x, e

4
3
εt(∂t + εu∂u),−4

3x∂x+ 2u∂u,−1
3x

2∂x + xu∂u

m = n+ 1 àáî h = 0

8 ∀ ∀ ∀ ∂t, nt∂t − u∂u

9 6=−4
3 1 αx−2 ∂t, nt∂t − u∂u, 2t∂t + x∂x

10 6=−4
3 1 ε ∂t, nt∂t − u∂u, ∂x

11 6=−4
3 1 0 ∂t, ∂x, nt∂t − u∂u, 2t∂t + x∂x

12 −4
3 ex α ∂t, t∂t + 3

4u∂u, ∂x −
3
4u∂u

13 −4
3 1 0 ∂t, ∂x,

4
3 t∂t+ u∂u, 2t∂t + x∂x,−1

3x
2∂x + xu∂u

Òóò α � äîâiëüíà ñòàëà, α 6= 0 ó âèïàäêó 9, ε = ±1,

f1(x) = exp

[∫
−(3n+ 4)ax+ d

(n+ 1)ax2 + bx+ c
dx

]
,

h1(x) = exp

[∫
−(3(n+ 1) +m)ax+ (1 +m− n)p− 2b

(n+ 1)ax2 + bx+ c
dx

]
.
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Ìîæíà ââàæàòè ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî ãðóïè Ĝ∼1 , ùî

íàáið ïàðàìåòðiâ (a, b, c, d) ïðèéìà¹ òiëüêè íàñòóïíi íååêâiâàëåíòíi çíà-

÷åííÿ: (ε, 0, 1, 0), ÿêùî n = −1, àáî (1, 0, 1, d′), ÿêùî n 6= −1; (0, 1, 0, d′),

(0, 0, 1, 1), äå d′ � äîâiëüíà ñòàëà. Â óñiõ âèïàäêàõ ïîêëàäåíî g(x) = 1.

Ó âèïàäêó 8 ôóíêöi¨ f òà h ìîæíà äîäàòêîâî âiäêàëiáðóâàòè ïåðåòâî-

ðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ç ãðóïè Ĝ∼1,m=n+1. Íàïðèêëàä, ìîæíà ââàæàòè

f = 1, ÿêùî n 6= −4/3, òà f = ex � â iíøèõ âèïàäêàõ.

Ó âèïàäêàõ 2 òà 5 ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íå çàñòîñîâóâàëèñü

òàì, äå öå ìîæëèâî, îñêiëüêè ¨õ âèêîðèñòàííÿ ïðèçâåëî á äî âèíèêíåííÿ

áàãàòüîõ áiëüø ïðîñòèõ ïîäiáíèõ âèïàäêiâ (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.5).

Çàóâàæåííÿ 3.5. Òðåáà ïiäêðåñëèòè, ùî â òàáëèöi íàâåäåíî ëèøå òi

âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi, ÿêi ¹ íåå-

êâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî ãðóïè Ĝ∼1 , ÿêùî m 6= n + 1, òà âiäíîñíî ãðó-

ïè Ĝ∼1,m=n+1, ÿêùî m = n + 1 àáî h = 0. Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ îäåðæàíî äåÿêi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ, ÿêi çâîäÿ-

òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi äî âèïàäêiâ íàâåäåíèõ ó òàáëèöi

íåòðèâiàëüíèì ñïîñîáîì. Íèæ÷å íàâåäåíî äåÿêi ïðèêëàäè òàêèõ ïåðå-

òâîðåíü.

Ïðèêëàä 3.1. Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

|x|−
3n+4
n+1 ut = (unux)x + ε|x|−

3n+3+m
n+1 um, n 6= −1, m 6= n+ 1, (3.7)

çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

ũt̃ = (ũnũx̃)x̃ + εũm (3.8)

(âèïàäîê 3 òàáë. 3.1, ÿêùî m 6= 1, òà âèïàäîê 6, ÿêùî m = 1) íàñòóïíèì

ïåðåòâîðåííÿì

t̃ = t, x̃ =
1

x
=: ϕ(x), ũ = |x|−

1
n+1u = |ϕx|

1
2n+2u,

ùî íàëåæèòü äî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëàñó (3.3). Îòæå, âèêîðèñòî-

âóþ÷è áàçèñ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi, íàâåäåíèé ó
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âèïàäêó 3, îòðèìó¹ìî áàçèñíi åëåìåíòè ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè iíâàðiàí-

òíîñòi ðiâíÿííÿ (3.7):

∂t, (n+ 1)x2∂x + xu∂u, 2t∂t −
n+ 1−m

1−m
x∂x +

n+ 1 +m

(1−m)(n+ 1)
u∂u,

ÿêùî m 6= 1 òà

∂t, e
−εnt(∂t + λu∂u), (n+ 1)x2∂x + xu∂u, nx∂x−

n+ 2

n+ 1
u∂u,

ÿêùî m = 1. Â îñòàííüîìó âèïàäêó äîäàòêîâî ââàæà¹ìî, ùî n 6= −4/3

äëÿ òîãî, ùîá àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi áóëà äiéñíî ìàêñèìàëüíîþ.

Ïðèêëàä 3.2. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, ðiâíÿííÿ çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè

exut =
(ux
u

)
x

+ εexu (3.9)

çâîäèòüñÿ ïåðåòâîðåííÿì t̃ = t, x̃ = x, ũ = exu ç ãðóïè Ĝ∼1 äî ðiâíÿí-

íÿ (3.8) ç n = −1 òà m = 1 (âèïàäîê 6 ç n = −1). Áàçèñ ìàêñèìàëüíî¨

àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (3.9) ìà¹ âèãëÿä

∂t, eεt(∂t + εu∂u), ∂x − u∂u, x∂x − (x+ 2)u∂u.

Çàóâàæåííÿ 3.6. Ïðàâèëüíèé âèáið êàëiáðóâàííÿ òðiéêè ïàðàìåòðiâ

(f, g, h) ¹ âèðiøàëüíèì ìîìåíòîì ó ïðîâåäåíîìó äîñëiäæåííi. Âàæëè-

âèé âèáið çðîáëåíî íà ïî÷àòêó êëàñèôiêàöi¨, êîëè ïîêëàäåíî êàëiáðó-

âàííÿ g = 1. Ñàìå öå êàëiáðóâàííÿ ïðèçâîäèòü äî ìàêñèìàëüíîãî ñïðî-

ùåííÿ ÿê ïðîöåñó êëàñèôiêàöi¨, òàê i îñòàòî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ. Õî÷à âñi êà-

ëiáðóâàííÿ òåîðåòè÷íî ¹ åêâiâàëåíòíèìè, òiëüêè êàëiáðóâàííÿ g = 1 äîç-

âîëÿ¹ âè÷åðïíî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (3.1)

çà ïîìiðíî¨ êiëüêîñòi îá÷èñëåíü. Íàâiòü ÿêùî îáðàòè iíøå êàëiáðóâàí-

íÿ f = 1, ÿêå òàêîæ çäà¹òüñÿ äîñòàòíüî ïðîñòèì, îá÷èñëåííÿ ñòàþòü

çàíàäòî ãðîìiçäêèìè.

Âèðàçè ïåðåòâîðåíü ç óìîâíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼m=n+1, òîáòî

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó (3.4), âèîêðåìëåíîãî ç êëàñó (3.1) äîäà-

òêîâîþ óìîâîþ m = n + 1, ìiñòÿòü â ñîái íà îäíó äîâiëüíó ôóíêöiþ
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çìiííî¨ x áiëüøå, íiæ ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi âñüîãî êëàñó. Öå äà¹ ìîæëè-

âiñòü äîäàòêîâî âiäêàëiáðóâàòè íàáið ïàðàìåòðiâ (f, g, h). Ðiçíi ñïîñîáè

äîäàòêîâîãî êàëiáðóâàííÿ ó âèïàäêóm = n+1 ïåðåòâîðåííÿìè ç óìîâíî¨

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1,m=n+1 ðîçãëÿíåìî â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 3.3. Íåõàé m = n + 1 òà êàëiáðóâàííÿ g = 1 âæå ¹ ôiêñîâà-

íèì. ßäðî Aker
1,m=n+1 ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç ïiä-

êëàñó (3.5) óòâîðåíî îïåðàòîðàìè ∂t òà nt∂t − u∂u (âèïàäîê 8 òàáë. 3.1).
Íà ïåðøèé ïîãëÿä çäà¹òüñÿ, ùî îïòèìàëüíèì âèáîðîì äîäàòêîâîãî êà-

ëiáðóâàííÿ ¹ h = 0. Öå êàëiáðóâàííÿ ïðèçâîäèòü äî ñóòò¹âîãî ñïðîùåííÿ

ÿê çàãàëüíî¨ ôîðìè âèõiäíèõ ðiâíÿíü, òàê i âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü. Äié-

ñíî, ÿêùî h = 0, ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨:

ξfx = (nζ − 2ξx + τt)f, ξxx = 2(n+ 1)ζx, ζxx = 0, ζt = 0.

Iíòåãðóþ÷è îñòàííi òðè ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî ξ = C1(n+ 1)x2 +C3x+C4,

ζ = C1x+C2. Òîäi ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî τ = C5t+C6. Ãîëîâíà

ñêëàäíiñòü âèíèêà¹ ïiä ÷àñ iíòåãðóâàííÿ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ. Ðîçøèðåííÿ

àëãåáðè Aker
m=n+1 ¹ ìîæëèâèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(αx2 + βx+ γ)fx = δf,

äå α, β, γ òà δ � äîâiëüíi ñòàëi, (α, β, γ) 6= (0, 0, 0). Êðiì òîãî, ãðóïà

åêâiâàëåíòíîñòi âiäêàëiáðîâàíîãî êëàñó `g = 1, h = 0' ñêëàäà¹òüñÿ ç ïå-

ðåòâîðåíü, ùî íàëåæàòü äî ãðóïè G∼m=n+1 òà äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè δ0ϕx = ψ2n+2, (ψ−(n+1)ψx)x = 0. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî êëàñèôi-

êàöiþ ìîæëèâî ïðîâåñòè òàêèì ñïîñîáîì, ñêëàäíiñòü ÿê âèðàçó äëÿ f

â äåÿêèõ âèïàäêàõ ðîçøèðåííÿ, òàê i ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi

ïîòðiáíî çàñòîñîâóâàòè, ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi ðåòåëüíîãî òà ñêëà-

äíîãî äîñëiäæåííÿ çâiäíîñòi ìiæ ðiçíèìè âèïàäêàìè.

Iíøèì ñïîñîáîì ¹ êàëiáðóâàííÿ ôóíêöi¨ f . À ñàìå êàëiáðóâàííÿ f = 1,

ÿêùî n 6= −4
3 , òà àáî f = ex, àáî (f, h) = (1, 0) â iíøèõ âèïàäêàõ. Õî÷à

âîíî çäà¹òüñÿ áiëüø ñêëàäíèì íiæ h = 0, ñàìå öå êàëiáðóâàííÿ áåçïîñå-
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ðåäíüî âåäå äî âè÷åðïíî¨ êëàñèôiêàöi¨ òà ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ó

íàéïðîñòiøîìó âèãëÿäi (âèïàäêè 8�13 òàáë. 3.1).

Çàóâàæåííÿ 3.7. Ïiñëÿ òåñòóâàííÿ ðiçíèõ ñïîñîáiâ êëàñèôiêàöi¨ çðîá-

ëåíî íàñòóïíèé âèñíîâîê. Çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ¹

áiëüø åôåêòèâíèì íà ïî÷àòêîâèõ ñòàäiÿõ êëàñèôiêàöi¨. Äîöiëüíèì ñïîñî-

áîì ¹ êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ íàñêiëüêè öå ìîæëèâî íà ïîïå-

ðåäíüîìó åòàïi êëàñèôiêàöi¨ òà äîäàòêîâå êàëiáðóâàííÿ åëåìåíòiâ ïiä ÷àñ

âèêîíàííÿ êëàñèôiêàöi¨ êîæíîãî ðàçó, êîëè âèíèêàþòü óìîâè äëÿ öüî-

ãî. Íàéãiðøèì âèáîðîì ¹ ïîâíà âiäìîâà âiä âèêîðèñòàííÿ êàëiáðóâàíü

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ.

Íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ êëàñèôiêàöi¨, íàâåäåíèõ â òàáë. 3.1, ñôîðìóëþ-

¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.5. ßêùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.1) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî àë-

ãåáðè Ëi ðîçìiðíîñòi íå ìåíøå íiæ ÷îòèðè, òî òî÷êîâèìè ïåðåòâîðå-

ííÿìè âîíî çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ç öüîãî æ êëàñó çi ñòàëèìè çíà÷åí-

íÿìè ïàðàìåòðiâ f , g òà h. ßêùî m 6= 1, n+1, òî ïîäiáíå òâåðäæåííÿ

ñïðàâåäëèâå âæå äëÿ òðèâèìiðíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi.

3.3. Äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Íåõàé ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïðîêëàñèôiêî-

âàíî âiäíîñíî éîãî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ òà ïðîåêöiÿ ãðóïè G∼ íà

ïðîñòið çìiííèõ ðiâíÿííÿ ¹ âóæ÷îþ, íiæ óñÿ ïñåâäîãðóïà òî÷êîâèõ ïå-

ðåòâîðåíü ó öüîìó ïðîñòîði. Òîäi ìîæóòü iñíóâàòè òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ

ìiæ G∼-íååêâiâàëåíòíèìè âèïàäêàìè ðîçøèðåííÿ ñèìåòði¨, ÿêi íàçèâà-

þòü äîäàòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Çíàííÿ òàêèõ ïå-

ðåòâîðåíü ¹ âàæëèâèì, îñêiëüêè âîíè ñïðîùóþòü ïîäàëüøå çàñòîñóâàííÿ

ðåçóëüòàòiâ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨.

Âïåðøå íåòðèâiàëüíèé òà öiêàâèé ïðèêëàä òàêèõ ïåðåòâîðåíü íàâå-

äåíî â [16] (äèâ. òàêîæ [78, Ðîçëië 10]). Ïiä ÷àñ êëàñèôiêàöi¨ íåëiíiéíèõ
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ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè (1.2) ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ut = (u−4/3ux)x + bu−1/3, (3.10)

äå b � äîâiëüíà ñòàëà, âèíèêàþòü ÿê âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ñèìåòði¨, ÿêi

íå ¹ åêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî âiäïîâiäíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi [8, 9]. Ó

ðîáîòi [16] ïîêàçàíî, ùî ïåðåòâîðåííÿ

t′ = t, x′ =


e−2βx, b > 0

tg(βx), b < 0

, u′ =


e3βxu, b > 0

cos3(βx)u, b < 0

,

äå β =
√
|b/3|, âiäîáðàæà¹ áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ (3.10) äî ðiâíÿííÿ

u′t′ = (u′−4/3u′x′)x′,

ùî ¹ ðiâíÿííÿì òàêîãî æ âèãëÿäó ç b′ = 0. Îòæå, öå ïåðåòâîðåííÿ ¹ äîäà-

òêîâèì ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñi (1.2). Òàêîæ âîíî ¹ äîäà-

òêîâèì ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñàõ (3.1) òà (3.3) i, â òîé ñà-

ìèé ÷àñ, âîíî íàëåæèòü äî óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼1,m=n+1

êëàñó (3.5). Îñü ÷îìó âèïàäîê b 6= 0 íå âèíèêà¹ â òàáë. 3.1.

Iíøèì äîäàòêîâèì ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñi (1.2) [78,

Ðîçäië 10] ¹ ïåðåòâîðåííÿ

t′ =
1

εn
eεnt, x′ = x, u′ = e−εtu, (3.11)

ùî ïîâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ

ut = (unux)x + εu òà u′t′ = (u′nu′x′)x′. (3.12)

Öå ïåðåòâîðåííÿ íå íàëåæèòü äî æîäíî¨ ç ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, çíà-

éäåíèõ ó ïiäðîçäiëi 3.1 Î÷åâèäíî, ùî éîãî ìîæíà ïîøèðèòè íà áiëüø

øèðîêèé ïiäêëàñ êëàñó (3.1). À ñàìå, âîíî ïîâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ

f(x)ut = (g(x)unux)x + εf(x)u òà f(x′)u′t′ = (g(x′)u′nu′x′)x′
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òà, òîìó çâîäèòü âèïàäêè 4�7 òàáë. 3.1 â íàáið âèïàäêiâ 8�13, òîáòî öå

äîäàòêîâå ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñi (3.1). Áóäü ÿêå iíøå äî-

äàòêîâå ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ êîìïîçèöi¹þ ïåðåòâîðåíü âèãëÿ-

äó (3.11) òà ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè G∼1,m=n+1. (Öåé ôàêò äîâåäåíî â íàñòó-

ïíîìó ïiäðîçäiëi ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü.) Íàïðè-

êëàä, ÿêùî n = −4
3 , ðiâíÿííÿ (3.12) òàêîæ çâîäÿòüñÿ îäíå äî îäíîãî

ïåðåòâîðåííÿì

t′ =
1

εn
eεnt, x′ =

δ

x
, u′ = e−εtx3u, δ = ±1.

Ãàäàíà íåñòà÷à äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñi (3.1),

ó ïîðiâíÿííi, íàïðèêëàä, ç êëàñîì (1.3), ÿêèé äîïóñêà¹ âåëèêó êiëü-

êiñòü òàêèõ ïåðåòâîðåíü [82, 102], ïîâ'ÿçàíà ç âèêîðèñòàííÿì óìîâíèõ

ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi ïiä ÷àñ êëàñèôiêàöi¨. Ó ïiäðîçäiëi 3.4. äîâåäåíî, ùî

ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (3.11) òàêîæ ìîæíà âêëþ÷èòè â ðàìêè óìîâíî¨

åêâiâàëåíòíîñòi.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.6. Ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ïîâíèé ïåðåëiê

ðîçøèðåíü ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç

êëàñó (3.1) âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè 1�3 òà 8�13 òàáëèöi 3.1.

3.4. Êëàñèôiêàöiÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

Çàâäÿêè ñïåöiàëüíié ñòðóêòóði ðiâíÿíü ç êëàñó (3.1), íàñòóïíà çàäà÷à

ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà ïîâíiñòþ. Îïèñàòè âñi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â

êëàñi (3.1). Öi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà ïðèðîäíî ïðîiíòåðïðåòóâàòè â òåðìi-

íàõ òåîði¨ êàòåãîðié [108]. Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ iíôiíiòåçèìàëüíèé åêâi-

âàëåíò öüîãî îçíà÷åííÿ [5].

Îñêiëüêè iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ, ïîðîäæåíå ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼,

êëàñó (3.1) íà ñâié ïiäêëàñ (3.3), òî äîñòàòíüî ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó äëÿ

îñòàííüîãî êëàñó. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (3.3) i ðiâíÿííÿ

f̃(x̃)ũt̃ = (ũñũx̃)x̃ + h̃(x̃)ũm̃ (3.13)
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òà áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíè ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðå-

ííÿìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó

t̃ = T (t, x, u), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u). (3.14)

Íàñòóïíèì åòàïîì ¹ âèâåäåííÿ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà ôóíêöi¨ T ,X, U

òà ðîçâ'ÿçàííÿ ¨õ â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ â (3.3)

òà (3.13).

Âèêîíàâøè çàìiíó çìiííèõ (3.14) â ðiâíÿííi (3.13), îòðèìà¹ìî ðiâ-

íÿííÿ, ùî ìà¹ òîòîæíî äîðiâíþâàòè íóëþ íà ìíîãîâèäi, âèçíà÷åíîìó

ðiâíÿííÿì (3.3) â ïðîñòîði äæåòiâ äðóãîãî ïîðÿäêó çìiííèõ (t, x, u).

Ðîçùåïëþþ÷è öþ òîòîæíiñòü çà íåçâ'ÿçàíèìè çìiííèìè, îäåðæó¹ìî ñïî-

÷àòêó ðiâíÿííÿ

Tu = Tx = Xu = Uuu = 0, (3.15)

ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè, äîâåäåíèìè äëÿ áiëüø çà-

ãàëüíèõ êëàñiâ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü [85, 102, 108]. Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿí-

íÿ (3.15) òà ÷àñòêîâî ðîçùåïëþþ÷è çà çìiííîþ u, äîäàòêîâî îòðèìó¹ìî

óìîâè:

ñ = n, m̃ = m àáî (m, m̃) ∈ {(1, n+ 1), (n+ 1, 1)},

T = T (t), X = X(x), U = V (t, x)u, TtXxV 6= 0,

2(n+ 1)XxVx = XxxV, V n =
f̃

f

Xx
2

Tt
,

f̃

f

V

Tt
hum + f̃

Vt
Tt
u =

1

Xx

(
V n Vx

Xx

)
x

un+1 + h̃V m̃um̃. (3.16)

Ïîäàëüøå ðîçùåïëåííÿ ðiâíÿííÿ (3.16) çà çìiííîþ u òà iíòåãðóâàííÿ

ïîáóäîâàíèõ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü çàëåæèòü âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ m

òà m̃. Ðîçãëÿíåìî ðiçíi âèïàäêè îêðåìî.

ßêùî m̃ = m 6= 1, ç ðiâíÿííÿ (3.16) îòðèìó¹ìî Vt = 0. Çâiäñè âè-

ïëèâà¹, ùî Ttt = 0, òîáòî V = V (x) òà T = δ1t + δ2. Iíøi óìîâè ìàþòü
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âèãëÿä

m̃ = m 6= 1, n+ 1:
f̃

f
= δ1

V n

Xx
,

h̃

h
=
V n+1−m

Xx
2

,

n = −1: Xxx = 0, (lnV )xx = 0,

n 6= −1:
(
|Xx|−1/2

)
xx

= 0, V 2n+2 = δ0Xx;

m̃ = m = n+ 1:
f̃

f
= δ1

V n

Xx
,

h̃ =
1

Xx
2
h− 1

XxV n+1

(
V n Vx

Xx

)
x

, V 2n+2 = δ0Xx.

Îòæå, ó âèïàäêó m 6= 1, n + 1 (âèïàäêó m = n + 1) áóäü-ÿêå äîïóñòèìå

ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1
(óìîâíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼1,m=n+1).

ßêùî m̃ = m = 1, òî ôóíêöiþ V çðó÷íî çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

V = |Tt|−1/nψ(x). Çíà÷åííÿ n = −1 ¹ îñîáëèâèì âèïàäêîì iíòåãðóâàííÿ:

n = −1: Xxx = 0, (lnψ)xx = 0 =⇒ X = δ3x+ δ4, ψ = δ5e
δ6x,

n 6= −1:
(
|Xx|−1/2

)
xx

= 0, 2(n+ 1)
ψx
ψ

=
Xxx

Xx
=⇒

X =
δ3x+ δ4

δ5x+ δ6
, ψ = δ7|Xx|

1
2n+2 ,

äå δ3δ6 − δ4δ5 ìà¹ ôiêñîâàíå çíà÷åííÿ, ÿêå ìîæíà ââàæàòè ðiâíèì ±1.

Äîâiëüíi åëåìåíòè f òà h ïåðåòâîðþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

f̃

f
=

ψn

Xx
2

signTt,
h̃

f̃
=

1

Tt

h

f
+

1

n

(
1

Tt

)
t

=⇒
(
h̃

f̃

)
x

=
1

Tt

(
h

f

)
x

.

Ç îñòàííüî¨ óìîâè âèïëèâà¹, ùî (h̃/f̃)x 6= 0 òà Ttt = 0, ÿêùî (h/f)x 6= 0.

Îòæå, áóäü-ÿêå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ e öüîìó âèïàäêó ¹ ïåðåòâîðåí-

íÿì ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 .

Iíøà ñèòóàöiÿ âèíèêà¹, ÿêùî (h/f)x = 0. Òîäi (h̃/f̃)x = 0, òîáòî óìîâà

(h/f)x = 0 ¹ iíâàðiàíòîì ãðóïè Ĝ∼1 . Ïîçíà÷èìî ñòàëi h/f òà h̃/f̃ ÷åðåç α
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òà α̃, âiäïîâiäíî. Òîäi îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ T (t):(
1

Tt

)
t

= −nα 1

Tt
+ nα̃.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ïîäàíî ó òàêîìó âèãëÿäi, ùîá éîãî

íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðiâ α òà α̃ ñòàëà î÷åâèäíîþ:

αα̃ 6= 0:
enα̃T − 1

nα̃
= δ1

enαt − 1

nα
+ δ2,

α = 0, α̃ 6= 0:
enα̃T − 1

nα̃
= δ1t+ δ2,

α 6= 0, α̃ = 0: T = δ1
enαt − 1

nα
+ δ2,

α = α̃ = 0: T = δ1t+ δ2.

Çíàéäåíi ïåðåòâîðåííÿ ñêëàäàþòü ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi

Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0 ïiäêëàñó êëàñó (3.1), ÿêèé âèäiëåíî äîäàòêîâèìè óìîâàìè

g = 1, m = 1, (h/f)x = 0. Öÿ ãðóïà ¹ óçàãàëüíåíîþ íàâiòü ÿêùî

ââàæàòè n ôiêñîâàíèì, îñêiëüêè âîíà ìiñòèòü ïåðåòâîðåííÿ çìiííî¨ t,

ÿêå çàëåæèòü âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ h òà f . Íà âiäìiíó âiä Ĝ∼1,m=n+1,

ãðóïà Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0 íå âèêîðèñòîâóâàëàñü ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü (3.3), îñêiëüêè çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ óìîâíî¨ ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi íå ìà¹ ïîìiòíîãî âïëèâó íà êëàñèôiêàöiþ òà âiäïîâiäíi

óìîâè íà äîâiëüíi åëåìåíòè ¹ ìåíø î÷åâèäíèìè. Â òîé æå ÷àñ, ïåðå-

òâîðåííÿ ç ãðóïè Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0 ãðàþòü ðîëü äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi ïiñëÿ çàâåðøåííÿ êëàñèôiêàöi¨ (äèâ. ïiäðîçäië 3.3).

ßêùî hh̃ 6= 0, m = 1 òà m̃ = n+ 1, ç âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü âèïëèâà¹

h

f
=

1

n

Ttt
Tt
, òîáòî

(
h

f

)
x

= 0, h̃ = − 1

XxV n+1

(
V n Vx

Xx

)
x

.

Îòæå îáèäâà ðiâíÿííÿ (3.3) òà (3.13) âiäîáðàæóþòüñÿ â ïiäêëàñ `h = 0'

ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó. Öi âiäîáðàæåííÿ ïîðîäæóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç

âiäïîâiäíèõ óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ¨õ îáðàçè
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ñïiâïàäàþòü. Îòæå, äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ ¹ êîìïîçèöi¹þ ïåðåòâîðåí-

íÿ T1 ðiâíÿííÿ (3.3) â ðiâíÿííÿ f(x)ut = (unux)x òà ïåðåòâîðåííÿ T2

ðiâíÿííÿ f(x)ut = (unux)x â ðiâíÿííÿ (3.13). Ïåðåòâîðåííÿ T1 íàëåæèòü

äî ãðóïè Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0, à ïåðåòâîðåííÿ T2 � äî ãðóïè Ĝ∼1,m=n+1. Â ïåðå-

òâîðåííi T1 ìîæíà ïîêëàñòè X = x, ψ = 1.

Âèïàäîê hh̃ 6= 0, m = n+ 1 òà m̃ = 1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Îòæå, âñi ìîæëèâi âèïàäêè âè÷åðïàíî. Ïiäñóìó¹ìî äîñëiäæåííÿ

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi (3.3) íàñòóïíîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé ðiâíÿííÿ f(x)ut = (unux)x + h(x)um òà ðiâíÿííÿ

f̃(x̃)ũt̃ = (ũñũx̃)x̃ + h̃(x̃)ũm̃ ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè çìií-

íèõ t, x, u. Òîäi ñ = n òà

àáî m̃ = m, àáî (m, m̃) = (1, n+ 1), àáî (m, m̃) = (n+ 1, 1).

Ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïîâ'ÿçóþòü ðiâíÿííÿ, âèçíà÷àþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ-

ìè ç óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

a) Ĝ∼1 , ÿêùî àáî m 6= 1, n+ 1, àáî m = 1, (h/f)x 6= 0;

b) Ĝ∼1,m=n+1, ÿêùî m = m̃ = n+ 1;

c) Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0, ÿêùî m = m̃ = 1, (h/f)x = 0; òîäi i (h̃/f̃)x = 0.

ßêùî m = 1 òà m̃ = n + 1, òîäi (h/f)x = 0 òà ïåðåòâîðåííÿ ¹

êîìïîçèöi¹þ äâîõ ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0 òà ãðóïè Ĝ
∼
1,m=n+1

÷åðåç ïðîìiæíå ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó h = 0.

Âèïàäîê ç m = n+ 1 òà m̃ = 1 ¹ ïîäiáíèì.

Íàñëiäîê 3.2. Êëàñ (3.3) ç n 6= 0 ìîæíà çîáðàçèòè ÿê îá'¹äíàííÿ

íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ ç âiäïîâiäíèìè óìîâàìè

h 6= 0, m 6= 1, n+ 1; m = 1, (h/f)x 6= 0;

m = 1, (h/f)x = 0; m = n+ 1.

Òiëüêè äâà îñòàííiõ ïiäêëàñè ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí i öèì ïåðå-

òèíîì ¹ íîðìàëiçîâàíèé ïiäêëàñ `h = 0'.
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3.5. Ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

Çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.1) øóêàòèìåìî, âèêîðèñòîâóþ-

÷è ìîäèôiêàöiþ ïðÿìîãî ìåòîäó, çàïðîïîíîâàíó â ðîáîòi [103]. Öåé ìå-

òîä  ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi îçíà÷åííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ïîíÿòòÿ

åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäíîñíî ãðóïè ïåðåòâîðåíü òà êëà-

ñèôiêàöi¨ âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó ðiâíÿíü. Çãiäíî ç ðåçóëü-

òàòàìè ïiäðîçäiëó 2.3., äëÿ âè÷åðïíîãî äîñëiäæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

ðiâíÿíü ç âèõiäíîãî êëàñó äîñòàòíüî ïðîêëàñèôiêóâàòè çàêîíè çáåðåæåí-

íÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.3). Çàóâàæèìî, ùî iñíóþòü iíøi ðiçíîâèäè ïðÿìîãî

ìåòîäó, îñíîâàíi íà õàðàêòåðèñòè÷íié ôîðìi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ [42,43].

Â ðîçãëÿäóâàíèõ ðiâíÿííÿõ ¹ äâi íåçàëåæíèõ çìiííèõ � t òà x, ÷à-

ñîâà òà ïðîñòîðîâà çìiííi, âiäïîâiäíî. Çàêîí çáåðåæåííÿ îòîòîæíþ¹ìî

ç éîãî ïðåäñòàâíèêîì ç ôàêòîð-ïðîñòîðó CV(L)/CV0(L). Îòæå, çàêîíè

çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü (3.3) ìàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä

DtF (t, x, u(r)) +DxG(t, x, u(r)) = 0, (3.17)

äå Dt òà Dx � îïåðàòîðè ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííèìè t òà x.

Êîìïîíåíòè F òà G âåêòîðà (F,G), ùî çáåðiãà¹òüñÿ, íàçèâàþòü ãóñòè-

íîþ òà ïîòîêîì çàêîíó çáåðåæåííÿ. Äâà âåêòîðè (F,G) òà (F ′, G′), ùî

çáåðiãàþòüñÿ, ¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ òàêi ôóíêöi¨ F̂ , Ĝ òà H çìií-

íèõ t, x òà ïîõiäíèõ u, ùî F̂ òà Ĝ òîòîæíî äîðiâíþþòü íóëþ äëÿ âñiõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (3.3) òà F ′ = F + F̂ +DxH, G′ = G+ Ĝ−DtH.

Âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíó ëåìó [81] ïðî ïîðÿäîê çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ

áiëüø çàãàëüíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, äî ÿêîãî

íàëåæèòü êëàñ (3.3).

Ëåìà 3.1. Áóäü-ÿêèé çàêîí çáåðåæåííÿ äîâiëüíîãî (1 + 1)-âèìiðíîãî

êâàçiëiíiéíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ ïåðøèé ïîðÿ-

äîê òà, áiëüøå òîãî, iñíó¹ òàêèé éîãî âåêòîð, ùî çáåðiãà¹òüñÿ, ãóñòè-

íà ÿêîãî çàëåæèòü òiëüêè âiä çìiííèõ t, x, u, à ïîòiê � âiä çìiííèõ t,

x, u òà ux.
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Òåîðåìà 3.8. Ïåðåëiê ðiâíÿíü (3.3), ÿêi ìàþòü íåòðèâiàëüíi çàêîíè

çáåðåæåííÿ, âè÷åðïó¹òüñÿ òàêèìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü îäíié ç íàñòó-

ïíèõ óìîâ

1. m = n+ 1.

n 6= −1:
(
ϕifu, −ϕiunux + ϕix

un+1

n+1

)
, ϕi, i = 1, 2.

n = −1: (xfu, −xu−1ux + lnu ), x; ( fu, −u−1ux ), 1.

2. m = 1, h = µf.

n 6= −1:
(
xe−µtfu, e−µt

(
−xunux + un+1

n+1

) )
, xe−µt;

( e−µtfu, −e−µtunux ), e−µt.

n = −1: (xe−µtfu, e−µt(−xu−1ux + lnu) ), xe−µt;

( e−µtfu, −e−µtu−1ux ), e−µt.

Òóò β1, β2, µ � äîâiëüíi ñòàëi. Ôóíêöi¨ ϕi = ϕi(x), i = 1, 2, ñêëàäà-

þòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî çâè÷àéíîãî äèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ϕxx + (n + 1)hϕ = 0. (Ðàçîì ç

óìîâàìè íà äîâiëüíi åëåìåíòè êëàñó (3.3) òàêîæ íàâåäåíî âåêòîðè,

ùî çáåðiãàþòüñÿ, à òàêîæ õàðàêòåðèñòèêè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ âiäïî-

âiäíîãî ïðîñòîðó çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.)

Äîâåäåííÿ. Çâàæàþ÷è íà ëåìó 3.1, ìîæíà ââàæàòè, ùî F = F (t, x, u)

òà G = G(t, x, u, ux). Äàëi ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ ut îòðè-

ìàíèé ç (3.3) â (3.17), ðîçùåïëþ¹ìî îäåðæàíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî

uxx. Êîåôiöi¹íò ïðè uxx äà¹ ðiâíÿííÿ unf−1Fu + Gux = 0, îòæå

G = −unf−1Fuux + Ĝ(t, x, u). Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç íà G â iíøi ðiâíÿí-

íÿ (3.17) òà ðîçùåïëþþ÷è ¨õ çà ñòåïåíÿìè ux, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ñè-

ñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ íà ôóíêöi¨ F òà

Ĝ

Fuu = 0, −un
(Fu
f

)
x

+ Ĝu = 0, Ft +
h

f
umFu + Ĝx = 0. (3.18)
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Ç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü (3.18) âèïëèâà¹, ùî F = Φ(t, x)fu + F 0(t, x),

Ĝ = Φx

∫
un + G0(t, x). (Ó âèðàçi íà F çðó÷íî âèäiëèòè f ÿê ìíîæíèê

áiëÿ u.) Âèïàäîê n = −1 ¹ îñîáëèâèì ïiä ÷àñ iíòåãðóâàííÿ ôóíêöi¨ un.

Îòæå, îòðèìó¹ìî

G =

−Φunux + Φx
un+1

n+1 +G0(t, x), n 6= −1,

−Φu−1ux + Φx lnu+G0(t, x), n = −1.

Ó ïîäàëüøîìó äîñëiäæåííi ïðîâiäíó ðîëü âiäiãðà¹ äèôåðåíöiàëüíèé íà-

ñëiäîê ñèñòåìè (3.18), ÿêèé ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

fΦt + Φxxu
n +mhΦum−1 = 0. (3.19)

Ðiâíÿííÿ (3.19) ¹ ¹äèíîþ êëàñèôiêóþ÷îþ óìîâîþ äëÿ öi¹¨ çàäà÷i. Â óñiõ

âèïàäêàõ êëàñèôiêàöi¨ îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ F 0
t + G0

x = 0. Îòæå, ìîæíà

ââàæàòè F 0 = G0 = 0 ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âåêòîðiâ, ùî çáå-

ðiãàþòüñÿ, òà ââàæàòè Φ 6= 0, ùîá îòðèìàòè íåòðèâiàëüíi âåêòîðè, ùî

çáåðiãàþòüñÿ.

Ç ðiâíÿííÿ (3.19) âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (3.3) äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíi

âåêòîðè, ùî çáåðiãàþòüñÿ, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïàðàìåòðè n òà m

ïðèéìàþòü ñïåöiàëüíi çíà÷åííÿ, à ñàìå, ÿêùî

(n,m) ∈ {(0, 0), (0, 1), (n′, n′ + 1), (n′, 1), n′ ∈ R}.

Âèïàäêè (0, 0) òà (0, 1) âèêëþ÷åíî ç ðîçãëÿäó, îñêiëüêè âîíè âiäïîâiäà-

þòü âèïàäêó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.3).

1. m = n + 1. Ðîçùåïëþþ÷è ðiâíÿííÿ (3.19) çà çìiííîþ u, îòðèìó¹ìî

ðiâíÿííÿ Φt = 0 òà Φxx + (n+ 1)hΦ = 0. Îòæå, Φ çàëåæèòü òiëüêè âiä x

òà ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ äðóãîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå ¹ ëiíiéíèì îäíî-

ðiäíèì çâè÷àéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó. ßêùî

n = −1, òî Φ = C1x+ C2.

2. m = 1. Â ðåçóëüòàòi ðîçùåïëåííÿ (3.19) ìà¹ìî äâà ðiâíÿííÿ Φxx = 0

òà fΦt + hΦ = 0. Ç ðiâíÿííÿ Φxx = 0 îòðèìó¹ìî, ùî Φ = Φ1(t)x+ Φ2(t).



67

Òîäi äðóãå ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó Φ1
tfx + Φ2

tf + Φ1hx + Φ2h = 0.

Âðàõîâóþ÷è óìîâó Φ 6= 0, ìà¹ìî, ùî h = µf òà Φ = C3e
−µtx+C4e

−µt.

Íàñëiäîê 3.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.1) ðîç-

ìiðíiñòü ïðîñòîðó çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äîðiâíþ¹ àáî 0 àáî 2. Â äðóãîìó

âèïàäêó ðiâíÿííÿ ìîæíà çâåñòè òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî ðiâíÿí-

íÿ ç òîãî æ êëàñó, â ÿêîìó g = 1 òà h = 0. Òîäi áàçèñ âiäïîâiäíîãî

ïðîñòîðó õàðàêòåðèñòèê ñêëàäà¹òüñÿ ç îäèíèöi (ϕ1 = 1) òà ôóíêöi¨

ϕ2 = x.

3.6. Iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè

Îïåðàòîðè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, çíàéäåíi â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü. Ìåòîä ðåäóêöi¨ çà ïiäàëãåáðàìè àëãåáð Ëi iíâàði-

àíòíîñòi ¹ äîáðå âiäîìèì òà äîñòàòíüî àëãîðèòìi÷íèì äëÿ òîãî, ùîá áóòè

çàñòîñîâàíèì ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ; éîãî îïèñ ìîæíà çíàéòè â êëàñè÷íèõ

ïiäðó÷íèêàõ [21,23]. Âè÷åðïíèé ãðóïîâèé àíàëiç, âêëþ÷àþ÷è ëi¨âñüêi ðå-

äóêöi¨, íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òà

äîâiëüíèìè íåëiíiéíîñòÿìè ïðîâåäåíî â ðîáîòi [9] (äèâ. òàêîæ [78]). Áàãà-

òî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü íàâåäåíî â [25]. Ç òåîðåìè 3.5 âèïëèâà¹,

ùî çàäà÷ó âiäøóêàííÿ ëi¨âñüêèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.1),

ÿêi ìàþòü ÷îòèðè- ÷è ï'ÿòè-âèìiðíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi (àáî

íàâiòü òðèâèìiðíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ó âèïàäêó m = n+1),

ìîæíà ââàæàòè ðîçâ'ÿçàíîþ.

Òîìó ðîçãëÿíåìî òiëüêè òi âèïàäêè ç òàáë. 3.1, â ÿêèõ õî÷à á îäíå ç

íàâåäåíèõ çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ íå ¹ ñòàëèì, òà âiäïîâiäíà ìàêñè-

ìàëüíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi ¹ òðèâèìiðíîþ. À ñàìå âèïàäêè 9 òà 12.

(Íàãàäà¹ìî, ùî âèïàäîê 5 ìîæíà çâåñòè äîäàòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè

åêâiâàëåíòíîñòi äî ïîäiáíîãî âèïàäêó ç òàêèì ñàìèì çíà÷åííÿì ôóí-

êöi¨ f òà ε = 0, à ïîòiì çâåñòè îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðåííÿìè åêâi-
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âàëåíòíîñòi äî îäíîãî ç âèïàäêiâ 9�12 â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü n òà f .)

Ðiâíÿííÿ

ut = (unux)x + αx−2un+1 òà exut = (u−
4
3ux)x + αu−

1
3

(òàáë. 3.1, âèïàäîê 9 òà âèïàäîê 12) äîïóñêàþòü òðèâèìiðíi àëãåáðè ií-

âàðiàíòíîñòi ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè

X1 = ∂t, X2 = t∂t −
u

n
∂u, X3 = x∂x +

2u

n
∂u

òà

X1 = ∂t, X2 = t∂t +
3

4
u∂u, X3 = ∂x −

3

4
u∂u,

âiäïîâiäíî. Îáèäâà íàáîðè îïåðàòîðiâ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi êîìóòà-

öiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

[X1, X2] = X1, [X1, X3] = 0, [X2, X3] = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî àëãåáðè ç òàêèìè áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè ¹ içîìîðôíè-

ìè àëãåáði g2 ⊕ g1, ÿêà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîâèìiðíî¨ íåàáåëåâî¨ àëãå-

áðè Ëi g2 òà îäíîâèìiðíî¨ àëãåáðè Ëi g1. Îïòèìàëüíó ñèñòåìó ïiäàëãåáð

àëãåáðè g2 ⊕ g1 ìîæíà ïîáóäóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíèé àëãî-

ðèòì [21, 23]. Òàêîæ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ êëàñèôiêàöi¹þ îïòèìàëüíèõ

ïiäàëãåáð òðè- òà ÷îòèðè-âèìiðíèõ àëãåáð Ëi, âèêîíàíî¨ â [97]. Òàêèì

÷èíîì, çíàõîäèìî îïòèìàëüíó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîâèìiðíèõ

ïiäàëãåáð: 〈X2 − µX3〉, 〈X3〉, 〈X1 ±X3〉, 〈X1〉 òà äâîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð:
〈X1, X3 − νX2〉, 〈X1, X2〉, äå µ òà ν � äîâiëüíi ñòàëi.

Ëi¨âñüêó ðåäóêöiþ äî àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ìîæíà çðîáèòè òiëüêè çà

ïåðøîþ ç äâîõ íàâåäåíèõ äâîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð, îñêiëüêè äðóãà íå çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâó òðàíñâåðñàëüíîñòi [21]. Âiäïîâiäíi àíçàöè òà ðåäóêîâàíi

àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

9. u = Cxσ, äå σ =
ν + 2

n
; Cn+1((n+ 1)σ2 − σ + α) = 0;
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12. u = Ceσx, äå σ = −3

4
(ν + 1); C−

1
3 (σ2 − 3α) = 0;

Òóò C � ñòàëà, ÿêó òðåáà âiäøóêàòè. Ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü íå-

òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè òiëüêè äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü σ i, áiëüø òîãî, ñòàþòü

òîòîæíîñòÿìè äëÿ öèõ çíà÷åíü σ. Â ðåçóëüòàòi, ïîáóäîâàíî íàñòóïíi ñòà-

öiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè:

9. u = Cxσ, äå (n+ 1)σ2 − σ + α = 0,

12. u = Ceσx, äå σ2 = 3α,

äå C � äîâiëüíà ñòàëà. Öi ðîçâ'ÿçêè òàêîæ ìîæíà îòðèìàòè, ïîñëiäîâíî

ðåäóêóþ÷è âèõiäíå ðiâíÿííÿ çà îäíîâèìiðíèìè ïiäàëãåáðàìè.

Àíçàöè òà ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü îäíîâèìiðíèì ïiäàë-

ãåáðàì ç îïòèìàëüíîãî íàáîðó íàâåäåíî â òàáëèöi 3.2.

Òàáëèöÿ 3.2

Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ âèïàäêiâ 9 òà 12 ç òàáëèöi 3.1

� X ω u = Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

9.1 X2 − µX3 xtµ t−
1+2µ
n ϕ(ω) (ϕnϕω)ω − µωϕω + 1+2µ

n ϕ+ αω−2ϕn+1 = 0

9.2 X3 t x
2
nϕ(ω) n2ϕω − (αn2 + 2n+ 4)ϕn+1 = 0

9.3 X3 ±X1 xe∓t e±
2t
n ϕ(ω) (ϕnϕω)ω ± ωϕω ∓ 2

nϕ+ αω−2ϕn+1 = 0

9.4 X1 x ϕ(ω) (ϕnϕω)ω + αω−2ϕn+1 = 0

12.1 X2 − µX3 x+ µ ln t t
3
4
(µ+1)ϕ(ω) (ϕ−

4
3ϕω)ω − µeωϕω − 3

4(µ+ 1)eωϕ+ αϕ−
1
3 = 0

12.2 X3 t e−
3
4
xϕ(ω) 16ϕω + (3− 16α)ϕ−

1
3 = 0

12.3 X3 ±X1 x∓ t e∓
3
4
tϕ(ω) (ϕ−

4
3ϕω)ω ± eωϕω ± 3

4e
ωϕ+ αϕ−

1
3 = 0

12.4 X1 x ϕ(ω) (ϕ−
4
3ϕω)ω + αϕ−

1
3 = 0

Äåÿêi ç ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü, íàâåäåíèõ â òàáë. 3.2, ïîâíiñòþ ïðîiíòå-

ãðîâàíî. Â ðåçóëüòàòi îòðèìàíî íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè:

9.2. ϕ =

(
C −

(
αn+ 2 +

4

n

)
ω

)− 1
n

;
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9.4. ϕ =


C1ω

1
2(n+1) (lnω + C2)

1
n+1 , α′ = 0,(

C1ω
κ1 + C2ω

κ2
) 1
n+1 , α′ > 0,

ω
1

2(n+1)
(
C1 sin(σ lnω) + C2 cos(σ lnω)

) 1
n+1 , α′ < 0,

äå α′ = 1− 4α(n+ 1), κ1,2 =
1±
√
α′

2
, σ =

√
−α′
2

;

12.2. ϕ =

(
C +

(
4

3
α− 1

4

)
ω

) 3
4

;

12.4. ϕ =


C1(ω + C2)

−3, α = 0,(
C1e

κω + C2e
−κω)−3

, α > 0,(
C1 sin(σω) + C2 cos(σω)

)−3
, α < 0,

äå κ =
√
α/3, σ =

√
−α/3.

Ç âèùåíàâåäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ëåãêî ïîáóäó-

âàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâíÿíü ç âèõiäíîãî êëàñó.

Âiäçíà÷èìî, ùî ç îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåí-

íÿ åêâiâàëåíòíîñòi ÷è äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ, ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç íàáàãàòî ñêëàäíiøèìè äîâiëüíèìè

åëåìåíòàìè.

3.7. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, äîïóñòèìi

ïåðåòâîðåííÿ, ëi¨âñüêi ñèìåòði¨, çàêîíè çáåðåæåííÿ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

(1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi-

¹íòàìè (3.1).

Êëþ÷îâèé ìîìåíò ïðåäñòàâëåíîãî äîñëiäæåííÿ � öå çàñòîñóâàííÿ ði-

çíèõ óçàãàëüíåíü çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, à ñàìå óçàãàëüíåíèõ,

ðîçøèðåíèõ òà óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, à òàêîæ äîïóñòèìèõ ïåðå-

òâîðåíü, äëÿ êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Öåé ïiäõiä ìàêñèìàëüíå
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ñïðîùó¹ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ïîáóäîâó çàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ òà çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðå-

òâîðåíü êëàñó (3.1) ìà¹ öiêàâó ñòðóêòóðó, ÿêó âè÷åðïíî îïèñàíî â òåî-

ðåìi 3.7.

Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè ñêëàäàþòü îñíîâó äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó êëà-

ñó (3.1) ñó÷àñíèìè ñèìåòðiéíèìè ìåòîäàìè. Çîêðåìà, êëàñèôiêàöiÿ çàêî-

íiâ çáåðåæåííÿ ñòâîðþ¹ íåîáõiäíi ïåðåäóìîâè äëÿ âèâ÷åííÿ ïîòåíöiàëü-

íèõ ñèìåòðié [50].

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [118].
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ÐÎÇÄIË 4

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

òà ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ

Ó öüîìó ðîçäiëi ç ñèìåòðiéíî¨ òî÷êè çîðó äîñëiäæåíî êëàñ (1+1)-âèìið-

íèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà

ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)um. (4.1)

Òóò f = f(x), g = g(x), h = h(x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x,

fgh 6= 0, m 6= 0, 1. Ëiíiéíèé âèïàäîê, ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿì m = 0 òà

m = 1, âèêëþ÷åíî ç ðîçãëÿäó, îñêiëüêè âií ¹ äîáðå äîñëiäæåíèì [23,88].

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 ïîáóäîâàíî çâè÷àéíó òà óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (4.1), à òàêîæ êëàñiâ, ùî âèíèêàþòü ïiçíiøå ïiä ÷àñ

çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó äî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨.

Ïðàâîìiðíiñòü âèêîðèñòàííÿ òåõíiêè âiäîáðàæåííÿ êëàñiâ äëÿ äîñëi-

äæåííÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé êëàñó (4.1) äîâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 4.2

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ñïî÷àòêó âèêîíàíî ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ êëàñó-îáðàçó

òà äðóãîãî êëàñó-îáðàçó (ó ïóíêòàõ 4.3.1 òà 4.3.2, âiäïîâiäíî). Ó ïóí-

êòi 4.3.3 îòðèìàíi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòàíî äëÿ îäåðæàííÿ êëàñèôiêàöi¨

ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü ç âèõiäíîãî êëàñó. Òåõíiêó çàñòîñóâàííÿ ïå-

ðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ïiä ÷àñ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïðîiëþñòðîâàíî

ïðèêëàäàìè.



73

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ

ðiâíÿííÿìè, ùî äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Öi ïåðåòâî-

ðåííÿ âèêîðèñòàíî äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ âèõiäíîãî

êëàñó, à òàêîæ êëàñiâ-îáðàçiâ, âiäíîñíî âñiõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü.

Ñòðóêòóðó ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi-îáðàçi äëÿ âè-

ïàäêiâ m 6= 0, 1, 2 âè÷åðïíî îïèñàíî ó ïiäðîçäiëi 4.5.

Ïiäðîçäië 4.6 ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi ëi¨âñüêèõ òà íåëi¨âñüêèõ òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç âèõiäíîãî êëàñó òà êëàñiâ-îáðàçiâ. Ïðè öüîìó âèêî-

ðèñòàíî ðiçíi òåõíiêè: ó ïóíêòi 4.6.1 � ìåòîä ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨, ó ïóíê-

òàõ 4.6.2 òà 4.6.3 � ðîçìíîæåííÿ âiäîìèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç âèêîðèñòàííÿì

âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè òà äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó ïiäðîçäiëi 4.7 ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà âiäîáðàæåííÿõ ìiæ êëàñàìè,

ïîøèðåíî íà äîñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié. Çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä

äî êëàñèôiêàöi¨ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü ç êëàñó (4.1). Òàêîæ âè-

äiëåíî äåÿêi ïiäêëàñè, äëÿ ÿêèõ îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ îòðèìàíî ç âæå âi-

äîìèõ îïåðàòîðiâ ðiâíÿíü (4.1) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

4.1. Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi òà âiäîáðàæåííÿ

ìiæ êëàñàìè

ßê i ó ïiäðîçäiëi 3.1 øóêàòèìåìî çâè÷àéíó òà óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (4.1), âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä [85].

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñôîðìóëüîâàíî ó íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ.

Òåîðåìà 4.1. Êëàñ ðiâíÿíü (4.1) äîïóñêà¹ çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåí-

òíîñòi G∼, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = δ3u,

f̃ =
δ0δ1

δ3ϕx
f, g̃ =

δ0ϕx
δ3

g, h̃ =
δ0

δm3 ϕx
h, m̃ = m,

äå δj, j = 0, 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, δ0δ1δ3 6= 0, ϕ � äîâiëüíà ãëàäêà

ôóíêöiÿ çìiííî¨ x, ϕx 6= 0.
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Òåîðåìà 4.2. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ êëà-

ñó (4.1) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u,

f̃ =
δ0δ1

ϕxψ2
f, g̃ =

δ0ϕx
ψ2

g, h̃ =
δ0

ϕxψm+1
h, m̃ = m,

äå δj, j = 0, 1, 2, � äîâiëüíi ñòàëi, δ0δ1 6= 0; ϕ � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ

ñâî¹¨ çìiííî¨, ϕx 6= 0 òà ψ = ψ(x) � íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíîãî

çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó(
gψx
ψ2

)
x

= 0. (4.2)

Çàóâàæåííÿ 4.1. Êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.2) ìà¹ âèãëÿä ψ(x) =(
δ3

∫
dx/g(x) + δ4

)−1
, äå δ3, δ4 � äîâiëüíi ñòàëi, (δ3, δ4) 6= (0, 0).

Ç òåîðåì 4.1 òà 4.2 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò m ¹ iíâàðiàíòîì

ãðóïè Ĝ∼. Öå äîçâîëÿ¹ ïðåäñòàâèòè êëàñ (4.1) ÿê îá'¹äíàííÿ éîãî ïiäêëà-

ñiâ, êîæåí ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ôiêñîâàíîìó çíà÷åííþ m. Ãðóïè åêâiâàëåí-

òíîñòi öèõ ïiäêëàñiâ ¹ óìîâíèìè ãðóïàìè åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ âñüîãî

êëàñó (4.1). Äëÿ êëàñó (4.1) iñíó¹ òiëüêè îäíà íåòðèâiàëüíà óìîâíà ãðó-

ïà åêâiâàëåíòíîñòi, à ñàìå òà, ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ m = 2. Äëÿ iíøèõ

çíà÷åíü m âiäïîâiäíi óìîâíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ¹ òðèâiàëüíèìè.

Òåîðåìà 4.3. Êëàñ ðiâíÿíü

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)u2 (4.3)

äîïóñêà¹ óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼m=2, ùî ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u+ χ(x),

f̃ =
δ0δ1

ϕxψ2
f, g̃ =

δ0ϕx
ψ2

g, h̃ =
δ0

ϕxψ3
h,
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äå δj, j = 0, 1, 2, � äîâiëüíi ñòàëi, δ0δ1 6= 0, ψ(x) � ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê

íåëiíiéíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó[
g

ψ2

(
ψ2

2h

(
gψx
ψ2

)
x

)
x

]
x

=
ψ

4h

[(
gψx
ψ2

)
x

]2

(4.4)

òà χ = −ψ
2

2h

(
gψx
ψ2

)
x

.

Ãðóïà Ĝ∼m=2 ¹ óìîâíîþ óçàãàëüíåíîþ ðîçøèðåíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåí-

òíîñòi êëàñó (4.1) çà óìîâè m = 2. Âîíà ¹ íåòðèâiàëüíîþ, îñêiëüêè ãðóïà

åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ âñüîãî êëàñó (4.1), â ïåðåòâîðåííÿõ ç ÿêî¨ ïîêëàäå-

íî m = 2, î÷åâèäíî âóæ÷à çà ãðóïó Ĝ∼m=2, òîáòî Ĝ
∼|m=2  Ĝ∼m=2. Ôóíê-

öiÿ ψ(x) =
(
δ3

∫
dx
g(x) + δ4

)−1
, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â ïåðåòâîðåííÿõ åêâiâàëåí-

òíîñòi ç ãðóïè Ĝ∼, ¹ ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.4). Çàóâàæèìî,

ùî G∼|m=2 = G∼m=2, òîáòî óìîâà m = 2 íå äà¹ ðîçøèðåííÿ çâè÷àéíî¨

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi.

Íàÿâíiñòü äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ(x) â ïåðåòâîðåííÿõ åêâiâàëåíòíîñòi ç

ãðóï G∼ òà Ĝ∼ äîçâîëÿ¹ ñïðîñòèòè çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëà-

ñó (4.1), çìåíøèâøè êiëüêiñòü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ.

Íàïðèêëàä, ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè G∼

t̃ = t, x̃ =

∫ x

x0

dy

g(y)
+ x0, ũ = u

âiäîáðàæà¹ êëàñ (4.1) íà ñâié ïiäêëàñ f̃(x̃)ũt̃ = ũx̃x̃ + h̃(x̃)ũm ç íîâèìè

äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè f̃(x̃) = f(x)g(x), g̃(x̃) = 1 òà h̃(x̃) = g(x)h(x).

Iíøèìè ñëîâàìè, âèêîíàíî êàëiáðóâàííÿ g = 1 äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

êëàñó (4.1). Âçàãàëi êàæó÷è, áóäü-ÿêi äîâiëüíi ôóíêöiîíàëüíi åëåìåíòè

f , g òà h êëàñó (4.1) ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè â îäèíèöþ ïåðåòâîðåííÿìè

ç ãðóïè G∼. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî êàëiáðóâàííÿ g = 1 çäà¹òüñÿ íàé-

áiëüø âäàëèì, çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó f(x)ut = uxx+h(x)um

çàëèøà¹òüñÿ ñêëàäíîþ. Äîðå÷íèé âèõiä ç öi¹¨ ñèòóàöi¨ � âiäîáðàçèòè

êëàñ (4.1) äåÿêèì íåâèðîäæåíèì ïåðåòâîðåííÿì çìiííèõ, ùî íå íàëå-

æèòü äî ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi G∼ òà Ĝ∼, íà êëàñ, äëÿ ÿêîãî ëåãøå ðîçâ'ÿ-
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çàòè çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âèêîíà¹ìî òàêå êàëiáðó-

âàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó (4.1), ùîá íîâi êîåôiöi¹íòè f̃ òà g̃ ñïiâ-

ïàäàëè. Ç òåîðåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî öå ìîæíà çðîáèòè ïåðåòâîðåííÿì

t′ = sign(f(x)g(x))t, x′ =

∫ x

x0

√∣∣∣∣f(y)

g(y)

∣∣∣∣ dy + x0, u′ = u (4.5)

ç äåÿêîþ ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ x0. Ïåðåòâîðåííÿ (4.5) ïîðîäæó¹ âiäîáðà-

æåííÿ êëàñó (4.1) íà ñâié ïiäêëàñ

f ′(x′)u′t′ = (f ′(x′)u′x′)x′ + h′(x′)u′ m,

äå f ′(x′) = g′(x′) = sign(g(x)) |f(x)g(x)|
1
2 , h′(x′) =

√∣∣∣∣g(x)

f(x)

∣∣∣∣h(x).

Îòæå, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, îáìåæèìîñÿ äîñëiäæåííÿì êëàñó

f(x)ut = (f(x)ux)x + h(x)um, (4.6)

îñêiëüêè âñi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ñèìåòðié òà ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî êëà-

ñó, ìîæíà ïîøèðèòè íà êëàñ (4.1) ïåðåòâîðåííÿì (4.5).

Óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (4.6) ìîæíà îäåð-

æàòè ç òåîðåìè 4.2, à óìîâíó, äëÿ çíà÷åííÿ m = 2, � ç òåîðåìè 4.3,

ïîêëàäàþ÷è ó âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåííÿõ f̃ = g̃ òà f = g. Ðåçóëüòàòè

ïiäñóìó¹ìî â íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ.

Òåîðåìà 4.4. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼f=g êëà-

ñó (4.6) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ũ = ψ(x)u,

f̃ =
δ0δ1

ψ2
f, h̃ =

δ0

δ1ψm+1
h, m̃ = m.

Òóò δj, j = 0, . . . , 3, � äîâiëüíi ñòàëi, δ0δ1 6= 0; ψ = ψ(x) � äî-

âiëüíèé (íåíóëüîâèé) ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíî-

ãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó(
fψx
ψ2

)
x

= 0. (4.7)
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Òåîðåìà 4.5. Êëàñ ðiâíÿíü

f(x)ut = (f(x)ux)x + h(x)u2 (4.8)

äîïóñêà¹ óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼f=g,m=2, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ũ = ψ(x)u+ χ(x),

f̃ =
δ0δ1

ψ2
f, h̃ =

δ0

δ1ψ3
h,

äå δj, j = 0, 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, δ0δ1 6= 0. ψ(x) � ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê

íåëiíiéíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó[
f

ψ2

(
ψ2

2h

(
fψx
ψ2

)
x

)
x

]
x

=
ψ

4h

[(
fψx
ψ2

)
x

]2

(4.9)

òà χ = −ψ
2

2h

(
fψx
ψ2

)
x

.

ßê i â ñèòóàöi¨ ç êëàñîì (4.1), óìîâíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼f=g,m=2

ïiäêëàñó (4.8) êëàñó (4.6) ¹ øèðøîþ, íiæ ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼f=g|m=2.

Âèêîðèñòàííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ç òåîðåì 4.4 òà 4.5 äîçâî-

ëÿ¹ ïîìiòíî ñïðîñòèòè ïðîöåñ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

êëàñó (4.6). Çàóâàæèìî, ùî çâè÷àéíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñiâ (4.6)

òà (4.8) îòðèìó¹ìî, ïîêëàäàþ÷è ψ = const â ïåðåòâîðåííÿõ ç ãðóï Ĝ∼f=g

òà Ĝ∼f=g,m=2, âiäïîâiäíî. Ëåãêî áà÷èòè, ùî G
∼
f=g|m=2 = G∼f=g,m=2.

Ñiì'ÿ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

v(t, x) =
√
|f(x)|u(t, x), (4.10)

ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíèì åëåìåíòîì f , ïîðîäæó¹ âiäîáðàæåííÿ êëà-

ñó (4.6) íà êëàñ

vt = vxx +H(x)vm + F (x)v. (4.11)

Íîâi äîâiëüíi åëåìåíòè F òà H âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

F (x) = −
(
√
|f(x)|)xx√
|f(x)|

, H(x) =
h(x)

(
√
|f(x)|)m+1

. (4.12)



78

Îñêiëüêè êëàñ (4.11) ¹ îáðàçîì êëàñó (4.6) âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (4.10),

òî öi êëàñè íàçèâàòèìåìî êëàñîì-îáðàçîì òà âèõiäíèì êëàñîì, âiäïîâiä-

íî.

Ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü (4.10), ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíèì åëåìåíòîì f ,

ïîðîäæó¹ ñïåöèôi÷íå êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó (4.6). À

ñàìå, êîæíà ôiêñîâàíà ïàðà (F,H) ¹ îáðàçîì íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïàð

ôóíêöié (f, h), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4.12). Êðiì òîãî, âñi ðåçóëüòàòè

ùîäî ñèìåòðié òà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ êëàñó (4.6) ìîæíà âiäíîâèòè ç

âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ äëÿ êëàñó (4.11).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä, çíàéäåíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi âñüî-

ãî êëàñó (4.11) òà éîãî ïiäêëàñó ç m = 2. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ âñiõ

çíà÷åíü m 6= 2 êëàñ (4.11) ìà¹ çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi i ëèøå

äëÿ çíà÷åííÿ m = 2 � óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó. Iíòåðïðåòàöiþ öèõ ðå-

çóëüòàòiâ ïðåäñòàâëåíî ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

Òåîðåìà 4.6. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼FH êëàñó (4.11) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ṽ = δ4v,

F̃ =
F

δ1
2 , H̃ =

H

δ1
2δ4

m−1 , m̃ = m,

äå δj, j = 1, ..., 4, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ4 6= 0.

Òåîðåìà 4.7. Êëàñ ðiâíÿíü

vt = vxx +H(x)v2 + F (x)v (4.13)

äîïóñêà¹ óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼FH,m=2, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ṽ = δ4v + χ(x),

F̃ =
F

δ1
2 −

2H

δ1
2δ4

χ, H̃ =
H

δ1
2δ4

,
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äå δj, j = 1, ..., 4, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ4 6= 0, χ(x) � ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê

íåëiíiéíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

χxx =
H

δ4
χ2 − Fχ.

Àíàëîãi÷íî ñèòóàöi¨ ç êëàñàìè (4.1) òà (4.6), çíîâó îòðèìó¹ìî, ùî

G∼FH
∣∣
m=2

= G∼FH,m=2  Ĝ∼FH,m=2, äå G
∼
FH,m=2 � çâè÷àéíà ãðóïà åêâi-

âàëåíòíîñòi êëàñó (4.13).

Çðåøòîþ, ïîñëiäîâíi êàëiáðóâàííÿ çâîäÿòü çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôi-

êàöi¨ äëÿ êëàñó (4.1) ç m 6= 2 äî ïîäiáíî¨, àëå áiëüø ïðîñòî¨, çàäà÷i äëÿ

êëàñó (4.11).

Ó âèïàäêó m = 2 íåîáõiäíå äîäàòêîâå êàëiáðóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì

âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè. Öå êàëiáðóâàííÿ òðåáà îáðàòè òàêèì ÷èíîì,

ùîá ñêëàäíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ìiñòÿòü â ñîái ôóíêöiþ ψ,

âiäîáðàçèëèñü â òîòîæíi ïåðåòâîðåííÿ íà ìíîæèíi íîâèõ çìiííèõ òà äî-

âiëüíèõ åëåìåíòiâ. Öå êàëiáðóâàííÿ ìîæíà çðîáèòè ñiì'¹þ ïåðåòâîðåíü

w(t, x) = v(t, x) +
F (x)

2H(x)
, (4.14)

ùî ïîðîäæó¹ âiäîáðàæåííÿ êëàñó (4.13) íà êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó

wt = wxx +H(x)w2 +G(x). (4.15)

Íîâà äîâiëüíà ôóíêöiÿ G âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ôóíêöi¨ F òà H íàñòóïíèì

÷èíîì

G(x) = −
(
F (x)

2H(x)

)
xx

− F (x)2

4H(x)
. (4.16)

Íàçèâàòèìåìî êëàñ (4.15) äðóãèì êëàñîì-îáðàçîì. Çàóâàæèìî, ùî ïåðå-

òâîðåííÿ (4.14) ïàðàìåòðèçîâàíi äâîìà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè F òà H.

Òåîðåìà 4.8. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼HG êëàñó (4.15) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, w̃ = δ4w,

G̃ =
δ4G

δ1
2 , H̃ =

H

δ1
2δ4

,
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äå δj, j = 1, ..., 4, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ4 6= 0.

Âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñiâ (4.11), (4.15) òà (4.6) âèêîíàíî

â ïiäðîçäiëi 4.3

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.1) ñïðàâåäëèâå çàóâàæåííÿ 3.4.

4.2. Îá ðóíòóâàííÿ âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè

Ó ðàìêàõ íàâåäåíèõ ó ïiäðîçäiëi 2.2 òåîðåòè÷íèõ âiäîìîñòåé ïðîií-

òåðïðåòó¹ìî ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 4.1, ùî ñòîñóþòüñÿ çàãàëüíîãî êëà-

ñó (4.1) ç m 6= 0, 1. Iíòåðïðåòàöiÿ äëÿ ïiäêëàñó (4.3), ÿêèé âiäïîâiäà¹

îñîáëèâîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòðó m = 2, àíàëîãi÷íà, àëå áiëüø ñêëàäíà.

Ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó ïiäãðóïó óçàãàëüíåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi Ĝ∼, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü, â ÿêèõ δ1 = ±1, δ0 = 1,

δ2 = 0, ψ = 1, ϕ = x. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó çíàêó çìiííî¨ t, êîæíå

ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1) çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿííÿ ç òîãî æ êëàñó,

â ÿêîìó çíà÷åííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ f òà g ëîêàëüíî ìàþòü îäíàêîâi

çíàêè, òîáòî sign f = sign g. Âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

t̃ = sign(f(x)g(x))t, x̃ = x, ũ = u,

f̃ = sign(f(x)g(x))f, g̃ = g, h̃ = h, m̃ = m.

Ïiäêëàñ ðiâíÿíü, äîâiëüíi åëåìåíòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

sign f = sign g, ïîçíà÷èìî (4.1′). Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâà-

ëåíòíîñòi Ǧ∼ öüîãî ïiäêëàñó ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü ãðóïè Ĝ∼, â ÿêèõ

δ1 > 0. Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1) ¹ Ĝ∼-åêâiâàëåíòíèìè òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè ó êëàñi (4.1′) ¹ Ǧ∼-åêâiâàëåíòíèìè.

Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïóHx0 ãðóïè Ǧ
∼, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi, â ÿêèõ δ0 = δ1 = 1, δ2 = 0, ψ = 1 òà ϕ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó

ãëàäêèõ ôóíêöié, ùî ìàþòü äîäàòíi ïîõiäíi òà îäíàêîâó ôiêñîâàíó òî÷êó

x0. Êîæíå ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè Ǧ∼ ïîðîäæó¹ ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi

íà ñiì'¨ ïiäãðóï {Hx}. Öåé ôàêò íå ¹ òðèâiàëüíèì, îñêiëüêè öi ïåðåòâîðå-
ííÿ ñòàþòü òî÷êîâèìè ëèøå ïiñëÿ ôiêñóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ùîá
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äîâåñòè éîãî, âiçüìåìî äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi Φ âèãëÿäó,

íàâåäåíîãî â òåîðåìi 4.2, òà äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ω:

t̃ = t, x̃ = ω(x), ũ = u,

f̃ =
1

ωx
f, g̃ = ωxg, h̃ =

1

ωx
h, m̃ = m

ç ïiäãðóïè Hx0. Âiäìiòèìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ Φ̄ = Φ−1, îáåðíåíå äî ïåðå-

òâîðåííÿ Φ ç ãðóïè Ǧ∼, ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä çi çíà÷åííÿìè

δ̄0 =
1

δ0
, δ̄1 =

1

δ1
, δ̄2 = −δ2

δ1
, ϕ̄ = ϕ−1, ψ̄g̃ =

1

ψg ◦ ϕ−1
.

Òóò ϕ−1 � ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî ϕ. Âåðõíi iíäåêñè ôóíêöi¨ ψ ïîçíà÷àþòü

çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó g, ùî âèíèêà¹ ó âiäïîâiäíîìó ðiâíÿííi

âèãëÿäó (4.2). Äiéñíî,(
g̃ψ̄g̃x̄

(ψ̄g̃)2

)
x̄

= − δ0

ϕx

(
ϕx

(ψg)2
g
ψgx
ϕx

)
x

= − δ0

ϕx

(
gψgx

(ψg)2

)
x

= 0.

Ïîêàæåìî, ùî Φ−1ΩΦ ∈ Hϕ̄(x0). Ïîçíà÷èìî âåëè÷èíè, ùî çìiíþþòüñÿ

ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü Φ, ΩΦ òà Φ−1ΩΦ ïîçíà÷êàìè õâèëüêè, äàøêà òà

ãàëî÷êè âiäïîâiäíî.

ť = δ̄1t̂+ δ̄2 =
t̃− δ2

δ1
= t, x̌ = ϕ̄(x̂) = (ϕ̄ ◦ ω)(x̃) = (ϕ̄ ◦ ω ◦ ϕ)(x),

ǔ =
û

ζ̂
=
ũ

ζ̂
=
ψ

ζ̂
u = u,

f̌ =
δ̄1δ̄0

ϕ̄x̂
ζ̂2f̂ =

δ̄1δ̄0

ϕ̄x̃
ζ̂2f̃ =

δ̄1δ̄0

ϕ̄x̃

δ1δ0

ϕx

ζ̂2

ψ2
f = f,

ǧ = δ̄0ϕ̄x̂ζ̂
2ĝ = δ̄0ϕ̄x̃ζ̂

2g̃ = δ̄0δ0ϕ̄x̃ϕx
ζ̂2

ψ2
g = g,

ȟ =
δ̄0

ϕ̄x̂
ζ̂m+1ĥ =

δ̄0

ϕ̄x̃
ζ̂m+1h̃ =

δ̄0

ϕ̄x̃

δ0

ϕx

ζ̂m+1

ψm+1
h = h,

äå

ζ̂ =
1

ψ̄ĝ
=

1

ψ̄g̃ ◦ ω−1
= ψg ◦ ϕ̄ ◦ ω−1,
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òà, îòæå, ζ̂(x̂) = ψg(x). Ôóíêöiÿ ψ̄ĝ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.2) ç âiäïî-

âiäíèì çíà÷åííÿì ĝ äîâiëüíîãî åëåìåíòó, îñêiëüêè(
ĝψ̄ĝx̂

(ψ̄ĝ)2

)
x̂

=
1

ωx̃

(
ωx̃

g̃ψ̄g̃x̃
(ψ̄g̃)2

1

ωx̃

)
x̃

= 0.

Ôóíêöiÿ ϕ̄ ◦ ω ◦ ϕ ìà¹ ôiêñîâàíó òî÷êó ϕ̄(x0). Îòæå, âèùåíàâåäåíi ôîð-

ìóëè ïîêàçóþòü, ùî Φ−1ΩΦ ∈ Hϕ̄(x0).

Äëÿ êîæíîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1′) iñíó¹ ¹äèíå ïåðåòâîðåííÿ

ç ãðóïè Hx0, ÿêå âiäîáðàæà¹ éîãî â ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.6), òîá-

òî â ðiâíÿííÿ ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, íà ÿêi íàêëàäåíî îáìåæå-

ííÿ êàëiáðóâàííÿì f̃ = g̃. Öå ïåðåòâîðåííÿ âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ

ω(x) =
∫ x
x0

√
f(y)/g(y) dy + x0. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî êîæíà îðáiòà ïiä-

ãðóïè Hx0 ó ìíîæèíi äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó (4.1′) ïåðåòèíà¹ ìíî-

æèíó äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó (4.6) òî÷íî ïî îäíîìó åëåìåíòó. Öå

îçíà÷à¹, ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 2.4, ùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1′) ¹ Ǧ∼-

åêâiâàëåíòíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè ó êëàñi (4.6) ¹ Ĝ∼f=g-

åêâiâàëåíòíèìè. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ òàêîæ ìîæíà ïåðåâiðèòè áåçïîñå-

ðåäíüî.

Ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (4.5) ïîðîäæó¹ íåòðèâiàëüíå âiä-

îáðàæåííÿ ãðóïè Ǧ∼ íà óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíî-

ñòi Ĝ∼f=g êëàñó (4.6). Äiéñíî, ïåðåòâîðåííÿ, íàâåäåíå â òåîðåìi 4.2, ií-

äóêó¹ ïåðåòâîðåííÿ

t̃′ = |δ1|t′ + sign(δ1fg)δ2,

x̃′ = sign(ϕx)|δ1|
1
2x′+

sign(ϕx)|δ1|
1
2

∫ x0

ϕ−1(x0)

√∣∣∣∣f(y)

g(y)

∣∣∣∣ dy + x0 − sign(ϕx)|δ1|
1
2x0,

ũ′ = ψf
′
u′, ψf

′
(x′) = ψg(x),

f̃ ′ = sign(ϕx)
|δ1|

1
2

ψ2
f ′, h̃′ =

δ0 sign(ϕx)

|δ1|
1
2ψm+1

h′.

Ôóíêöiÿ ψf
′
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.7), â ÿêîìó äîâiëüíèé åëåìåíò f
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äîðiâíþ¹ f ′, îñêiëüêè(
f ′ψf

′

x′

(ψf
′

x′ )
2

)
x′

= sign(g)
∣∣∣g
f

∣∣∣ 12 (|fg| 12 ∣∣∣g
f

∣∣∣ 12 ψgx
(ψg)2

)
x

=
∣∣∣g
f

∣∣∣ 12 ( gψgx
(ψg)2

)
x

= 0.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 êëàñ (4.6) âiäîáðàæà¹òüñÿ íà êëàñ (4.11) ïåðåòâîðåí-

íÿì, âèçíà÷åíèì ôîðìóëàìè (4.10) òà (4.12). Ìíîæèíà ïðîîáðàçiâ êî-

æíîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.11) ñïiâïàäà¹ ç îðáiòîþ ïiäãðóïè H ′ ãðó-

ïè Ĝ∼f=g â êëàñi (4.6), äå ïiäãðóïà H ′ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü ãðó-

ïè Ĝ∼f=g (äèâ. òåîðåìó 4.4), â ÿêèõ δ0 = δ1 = 1 òà δ2 = δ3 = 0. Äiéñíî,

óìîâè

−(|f(x)| 12 )xx
|f(x)| 12

= −(|f̃(x)| 12 )xx
|f̃(x)| 12

,
h(x)

|f(x)|m+1
2

=
h̃(x)

|f̃(x)|m+1
2

îçíà÷àþòü, ùî f̃ = ζ2f òà h̃ = ζm+1h, äå ζ = δ4

∫
dx
f(x) + δ5 äëÿ äåÿêèõ

ñòàëèõ δ4 òà δ5. Áiëüø òîãî, äâà ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.6) ïîâ'ÿçàíi ïåðå-

òâîðåííÿì ç ãðóïè Ĝ∼f=g òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè â êëàñi (4.11)

ïîâ'ÿçàíi ïåðåòâîðåííÿì ç ãðóïè G∼FH .

Ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü (4.10) ïîðîäæó¹ ãîìîìîðôiçì ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó (4.6) íà ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (4.11). À ñàìå, ïåðåòâîðåííÿ,

íàâåäåíå â òåîðåìi 4.4, âiäîáðàæà¹òüñÿ â ïåðåòâîðåííÿ ç òåîðåìè 4.6, äå

íîâà ñòàëà δ4 äîðiâíþ¹
√
|δ0δ1| sign(ψ). ßäðî ãîìîìîðôiçìó ñïiâïàäà¹ ç

ïiäãðóïîþ H ′ òà ìiñòèòü, ó äåÿêîìó ñåíñi, íàéñêëàäíiøi ïåðåòâîðåííÿ

ç ãðóïè Ĝ∼f=g, ÿêi i ðîáëÿòü öþ ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi óçàãàëüíåíîþ òà

ðîçøèðåíîþ. Òîìó îáðàçîì ãðóïè Ĝ∼f=g ¹ çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíî-

ñòi G∼FH . (Öå íå òàê ó âèïàäêó ãðóïè Ĝ
∼
f=g,m=2.)

Â ðåçóëüòàòi ïîáóäîâàíî ëàíöþæîê âiäîáðàæåíü

êëàñ (4.1)→ êëàñ (4.1′)→ êëàñ (4.6)→ êëàñ (4.11).

Âiäîáðàæåííÿ êîæíîãî åëåìåíòà ëàíöþæêà â íàñòóïíèé ¹ ñþð'¹êöi¹þ.

Ðiâíÿííÿ ç âiäïîâiäíîãî âèõiäíîãî êëàñó ¹ åêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî óçà-

ãàëüíåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó òîäi i òiëüêè
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òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè ¹ åêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî âiäïîâiäíî¨ ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi êëàñó-îáðàçó. Òîäi ðåçóëüòóþ÷å âiäîáðàæåííÿ êëàñó (4.1) íà

êëàñ (4.11) äîïóñêà¹ òàêi ñàìi âëàñòèâîñòi ÿê êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü,

ùî ¨õ ìàþòü.

Ïiäñóìîâóþ÷è íàâåäåíó iíòåðïðåòàöiþ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 4.1,

ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü (4.1) âiäíîñíî óçàãàëü-

íåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ ¹ åêâiâàëåíòíîþ ãðóïî-

âié êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü (4.11) âiäíîñíî çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíî-

ñòi G∼FH öüîãî êëàñó. Êëàñèôiêàöiéíèé ïåðåëiê äëÿ êëàñó (4.1) ìîæíà

îòðèìàòè ç âiäïîâiäíîãî ïåðåëiêó äëÿ êëàñó (4.11), çíàõîäÿ÷è ïî îäíîìó

ïðîîáðàçó êîæíîãî åëåìåíòó îñòàííüîãî ïåðåëiêó âiäíîñíî ðåçóëüòóþ-

÷îãî âiäîáðàæåííÿ êëàñó (4.1) íà êëàñ (4.11).

Ó âèïàäêó m = 2 ïîäiáíèé ëàíöþæîê ¹ äîâøèì:

êëàñ (4.3)→ êëàñ (4.3′)→ êëàñ (4.8)→ êëàñ (4.13)→ êëàñ (4.15).

Îñòàòî÷íå òâåðäæåííÿ ùîäî çâ'ÿçêó ãðóïîâèõ êëàñèôiêàöié â êëà-

ñàõ (4.3) òà (4.15) ôîðìóëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî òâåðäæåííþ 4.1.

Òâåðäæåííÿ 4.2. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü (4.3) âiäíîñíî óçàãàëü-

íåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼m=2 ¹ åêâiâàëåíòíîþ ãðóïî-

âié êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü (4.15) âiäíîñíî çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíî-

ñòi G∼HG öüîãî êëàñó. Êëàñèôiêàöiéíèé ïåðåëiê äëÿ êëàñó (4.3) ìîæíà

îòðèìàòè ç âiäïîâiäíîãî ïåðåëiêó äëÿ êëàñó (4.15) âçÿòòÿì îäíîãî ïðî-

îáðàçó äëÿ êîæíîãî åëåìåíòó îñòàííüîãî ïåðåëiêó âiäíîñíî ðåçóëüòó-

þ÷îãî âiäîáðàæåííÿ êëàñó (4.3) íà êëàñ (4.15).

4.3. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨

Ó ïiäðîçäiëàõ 4.1 òà 4.2 ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ

êëàñó (4.1) çâîäèòüñÿ äî ïîäiáíèõ, àëå áiëüø ïðîñòèõ çàäà÷ äëÿ êëà-
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ñó (4.11), ÿêùî m 6= 2 òà äëÿ êëàñó (4.15), ÿêùî m = 2. Â öüîìó ïiäðîç-

äiëi ñïî÷àòêó âèêîíàíî ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñiâ (4.11) òà (4.15), à

ïîòiì îòðèìàíi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòàíî äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ãðóïîâó

êëàñèôiêàöiþ êëàñó (4.1).

4.3.1. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó-îáðàçó. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

êëàñó (4.11) âèêîíà¹ìî â ðàìêàõ êëàñè÷íîãî ïiäõîäó [21,23] ç òî÷íiñòþ äî

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ç ãðóïè G∼FH öüîãî êëàñó. Îñêiëüêè ðiâíÿí-

íÿ (4.11) ¹ êâàçiëiíiéíèì åâîëþöiéíèì ðiâíÿííÿì, òî øóêà¹ìî îïåðàòîðè

âèãëÿäó Γ = τ(t)∂t+ξ(t, x)∂x+η(t, x, v)∂v, ÿêi óòâîðþþòü îäíîïàðàìåòðè-

÷íi ãðóïè òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ðiâíÿíü ç êëàñó (4.11). Îòæå, âèìàãà¹ìî,

ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

Γ(2) (vt − vxx −H(x)vm − F (x)v) = 0 (4.17)

äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (4.11).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íòè τ , ξ òà η. Âè-

çíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü òiëüêè êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà Γ, ìàþòü

âèãëÿä ηvv = 0, τt = 2ξx, ξt = ξxx−2ηxv. Iíòåãðóþ÷è ¨õ, îòðèìó¹ìî âèðàçè

äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ξ òà η:

ξ =
1

2
τtx+ σ(t), η =

(
−1

8
τttx

2 − 1

2
σtx+ ζ(t)

)
v + η0(t, x),

äå σ òà ζ � äîâiëüíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t. Ìà¹ìî ëèøå îäíå äîäàòêîâå âè-

çíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ

ηt = ηxx− (ηv − τt)(Hvm + Fv)+ ξ(Hxv
m + Fxv)+ η(mHvm−1 + F ).

Ïiäñòàíîâêà îòðèìàíèõ ôîðì ξ òà η â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ òà ðîçùåïëåííÿ

éîãî çà çìiííîþ v äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó m 6= 0, 1, 2 ïðèçâîäèòü äî

ðiâíÿíü(1

2
τtx+ σ

)
Hx =

(m− 1

8
τttx

2 +
m− 1

2
σtx+ (1−m)ζ − τt

)
H,
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(1

2
τtx+ σ

)
Fx = −τtF −

1

8
τtttx

2 − 1

2
σttx+

1

4
τtt + ζt,

η0mH = 0, η0
t = η0

xx + η0F.

Îñêiëüêè mH 6= 0, òî ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî η0 = 0. Òîäi

÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñòà¹ òîòîæíiñòþ. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî äâà êëàñèôiêó-

þ÷èõ ðiâíÿííÿ, ÿêi ìiñòÿòü â ñîái ÿê íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà

òàê i äîâiëüíi åëåìåíòè êëàñó.

Ðîçùåïëåííÿ öèõ ðiâíÿíü çà ôóíêöiÿìè F òà H ó âèïàäêó, êîëè âîíè ¹

äîâiëüíèìè, äà¹ íàñòóïíi óìîâè τt = 0, σ = ζ = 0. Îòæå, ÿäðîì îñíîâíèõ

ãðóï êëàñó (4.6) ¹ ãðóïà çñóâiâ çà çìiííîþ ÷àñó, ç âiäïîâiäíîþ àëãåáðîþ

Ëi Aker = 〈∂t〉.
Â òàáëèöi 4.1 íàâåäåíî ïåðåëiê çíà÷åíü äîâiëüíèõ ôóíêöié F , H òà áà-

çèñè âiäïîâiäíèõ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi äëÿ âñiõ

G∼FH-íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â òàáë. 4.1, îòðèìàíî, ïðèïó-

ñêàþ÷è, ùî m 6= 2. Ó ïóíêòi 4.3.2. ïîêàçàíî, ùî ïåðåëiê Ĝ∼FH,m=2-íå-

åêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ êëàñó (4.13)

(òîáòî äëÿ êëàñó (4.11) çm = 2) âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè, ïðåäñòàâëåíè-

ìè â òàáë. 4.1. Öå ïîÿñíþ¹ íàÿâíiñòü ñïåöiàëüíîãî îáìåæåííÿ íà ñòàëó a3

ó âèïàäêó m = 2, çàçíà÷åíîãî ïiä òàáë. 4.1.

Çàóâàæåííÿ 4.3. Äåÿêi ñòàëi, ùî âèíèêàþòü ó òàáë. 4.1, ìîæíà äîäà-

òêîâî âiäêàëiáðóâàòè ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼FH . Òàê,

ó âèïàäêàõ 1 òà 2 ñòàëó q, ÿêùî âîíà íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ìîæíà ïîêëàñòè

ðiâíîþ 1 ïåðåòâîðåííÿì t̃ = q2t, x̃ = qx, ṽ = q
2

1−mv. Ïîäiáíèì ïåðåòâîðå-

ííÿì ó âèïàäêàõ 4�6 ìîæíà âèêîíàòè êàëiáðóâàííÿ p = ±1, â çàëåæíîñòi

âiä çíàêó ñòàëî¨ p. Iñíóþòü òàêîæ iíøi ìîæëèâîñòi. Íàïðèêëàä, ñòàëó a1,

ÿêùî âîíà íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ìîæíà çðîáèòè 1 àáî −1, â çàëåæíîñòi âiä

¨¨ çíàêó, ïåðåòâîðåííÿì t̃ = |a1|t, x̃ = |a1|
1
2x, ṽ = |a1|

1
1−mv. Äëÿ òîãî, ùîá

ñïðîñòèòè âèãëÿä ôóíêöi¨ F ó âèïàäêàõ 2 òà 4�6, òðåáà çðîáèòè âiäïî-

âiäíå êàëiáðóâàííÿ ñòàëèõ α àáî β. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ç
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êëàñó (4.11) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, íàâåäåíèìè ó âèïàäêó 2 òàáë. 4.1.

Ïåðåòâîðåííÿ t̃ = α2t, x̃ = αx, ṽ = α
2

1−mv âiäîáðàæà¹ éîãî â åêâiâàëåí-

òíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó ṽt̃ = ṽx̃x̃ + δe(1−m)x̃ṽm − ṽ, ÿêå äîïóñêà¹ íàñòóïíó
ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi〈

∂t, ∂x + v∂v, 2t∂t + (x− 2t)∂x +
(
x− 2t+ 2

1−m
)
v∂v
〉
.

Òàáëèöÿ 4.1

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü

vt = vxx +H(x)vm + F (x)v, m 6= 0, 1; H(x) 6= 0

� H(x) F (x) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1 δeqx a1 ∂t, ∂x + αv∂v

2 δeqx −α2 ∂t, ∂x + αv∂v,

2t∂t + (x− 2αt)∂x +
(
α(x− 2αt) + 2

1−m

)
v∂v

3 δxk a2x
−2 ∂t, 2t∂t + x∂x + k+2

1−m v∂v

4 δxkepx
2 −β2x2 + β 2k+5−m

1−m + a2x
−2 ∂t, e

4βt
[
∂t + 2βx∂x − 2β

(
βx2 − k+2

1−m

)
v∂v

]
5 δepx

2 −β2x2 + βa3 ∂t, e
2βt [∂x − βxv∂v]

6 δepx
2 −β2x2 + β 5−m

1−m ∂t, e
2βt [∂x − βxv∂v] ,

e4βt
[
∂t + 2βx∂x − 2β

(
βx2 − 2

1−m

)
v∂v

]
Òóò α, β, δ, k, p, q, a1, a2, a3 � ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìî-

âè: α = q
1−m , β = 2p

m−1 , δ = ±1 modG∼FH , p 6= 0, a1 6= −α2, k2+a2
2 6= 0,

q2 + a2
1 6= 0; a3 6= 5−m

1−m òà äîäàòêîâî a3 6= 5, ÿêùî m = 2.

Íèæ÷å íàâåäåíî ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóï Ëi, ùî âiäïîâiäàþòü àëãåáðàì

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè íàâåäåíèìè â òàáë. 4.1.

0. t′ = t+ ε1, x′ = x, v′ = v;

1. t′ = t+ ε1, x′ = x+ ε2, v′ = veαε2;
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2. t′ = te2ε3 + ε1, x′ = (x+ 2αt)eε3 − 2αte2ε3 + ε2,

v′ = veαε2e
−2α2te2ε3+α(x+2αt)eε3+

2
1−mε3−αx;

3. t′ = te2ε2 + ε1, x′ = xeε2, v′ = ve
k+2
1−mε2;

4. t′ = − 1
4β ln(e−4βt − 4βε2) + ε1, x′ = xe−2βt(e−4βt − 4βε2)

− 1
2 ,

v′ = ve2β2tx2e−4βt+2β k+2
1−mε2(e−4βt − 4βε2)

β
2x

2e−4βt;

5. t′ = t+ ε1, x′ = x+ e2βtε2, v′ = ve−βe
2βt(x+ 1

2e
2βtε2)ε2;

6. t′ = − 1
4β ln(e−4βt−4βε3)+ε1, x

′ = xe−2βt(e−4βt−4βε3)
− 1

2 +e2βtε2,

v′ = ve2β2tx2e−4βt+2β 2
1−mε3(e−4βt − 4βε3)

β
2x

2e−4βte−βe
2βt(x+ 1

2e
2βtε2)ε2.

4.3.2. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ äðóãîãî êëàñó-îáðàçó. Ó âèïàäêó

m = 2 âèêîíà¹ìî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (4.15) âiäíîñíî éîãî ãðó-

ïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼HG, à ïîòiì ïåðåíåñåìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè íà êëà-

ñè (4.11) òà (4.1).

Íåõàé îïåðàòîðè çàãàëüíîãî âèãëÿäó Γ = τ(t)∂t+ξ(t, x)∂x+η(t, x, w)∂w

ïîðîäæóþòü îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ñèìåòði¨ ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (4.15). Çàñòîñóâàâøè äî ðiâíÿíü (4.15) êðèòåðié iíôiíiòåçè-

ìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, îòðèìà¹ìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íòè

îïåðàòîðà Γ, ç ÿêèõ çíàõîäèìî

ξ =
1

2
τtx+ σ(t), η =

(
−1

8
τttx

2 − 1

2
σtx+ ζ(t)

)
w + η 0(t, x),

òà êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ, ÿêi, ç óðàõóâàííÿì îòðèìàíèõ âèðàçiâ äëÿ ξ

òà η, ìàþòü âèãëÿä(
1

2
τtx+ σ

)
Hx =

(
1

8
τttx

2 +
1

2
σtx− ζ − τt

)
H,

2η 0H = −1

8
τtttx

2 − 1

2
σttx+ ζt +

1

4
τtt,(

1

2
τtx+ σ

)
Gx = −

(
1

8
τttx

2 +
1

2
σtx− ζ + τt

)
G+ η 0

t − η 0
xx.
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ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç êëàñó (4.15)

ñïiâïàäà¹ ç îäíîâèìiðíîþ àëãåáðîþ 〈∂t〉. Âñi ìîæëèâi G∼HG-íååêâiâàëåíò-
íi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âè-

÷åðïóþòüñÿ íàâåäåíèìè ó òàáë. 4.2.

Òàáëèöÿ 4.2

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü

wt = wxx +H(x)w2 +G(x). H(x) 6= 0

� H(x) G(x) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1 δeqx b1e
−qx ∂t, ∂x − qw∂w

2 δeqx q4

4δe
−qx ∂t, ∂x − qw∂w,

2t∂t + (x+ 2qt)∂x −
(
(qx+ 2q2t+ 2)w + q2

δ e
−qx)∂w

3 δxk b2
δxk+4 ∂t, 2t∂t + x∂x − (k + 2)w∂w

4 δxkepx
2

G1(x) ∂t,

e8pt
[
∂t + 4px∂x − 4p

(
(2px2 + k + 2)w + 2p(4px2+2k+3)

δxkepx2

)
∂w

]
5 δepx

2 p2(4p2x4−20px2+b3)
δepx2

∂t, e
4pt
[
∂x − 2px

(
w + 2p

δepx2

)
∂w

]
6 δepx

2 p2(4p2x4−20px2−11)
δepx2

∂t, e
4pt
[
∂x − 2px

(
w + 2p

δepx2

)
∂w

]
,

e8pt
[
∂t + 4px∂x − 8p

(
(px2 + 1)w + p(4px2+3)

δepx2

)
∂w

]
Òóò δ = ±1, k2 + b2

2 6= 0, p 6= 0, b1 6= q4

4δ , b3 6= −11, q � äîâiëüíà

ñòàëà, q2 + b2
1 6= 0,

G1(x) =
(2p2x2 + p)(2p2x2 − 11p) + 8kp3x2 + 2k(3k − 5)p2

δxkepx2
+

k(k + 1)(2k + 3)px2 + b2

δxk+4epx2
.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (4.13) ïîòðiáíî çíà-

éòè ïî îäíîìó ïðîîáðàçó âñiõ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.15), ùî ìàþòü äîâiëüíi

åëåìåíòè H òà G, íàâåäåíi â òàáë. 4.2, âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (4.14) òà
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ïiñëÿ öüîãî ïîáóäóâàòè îïåðàòîðè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ îòðèìàíèõ ðiâíÿíü.

Áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ G ¹ îáðàçîì òàêî¨ ôóíêöi¨ F , ùî ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿç-

êîì ðiâíÿííÿ (4.16). Òîäi êîæíi äâà ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.13) ç äîâiëüíèìè

åëåìåíòàìè F1 òà F2, ÿêi ¹ ÷àñòêîâèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (4.16), òà

âiäïîâiäíèì H ¹ Ĝ∼FH,m=2-åêâiâàëåíòíèìè. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ðiâ-

íÿííÿ ç êëàñó (4.15) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè íàâåäåíèìè ó âèïàäêó 6

òàáë. 4.2, òîáòî ðiâíÿííÿ

wt = wxx + δepx
2

w2 +
p2(4p2x4 − 20px2 − 11)

δepx2
.

Äëÿ òàêèõ çíà÷åíü ôóíêöié G òà H çíàõîäèìî äâà ÷àñòêîâèõ ðîçâ'ÿçêà

çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.16), à ñàìå F1 = −2p(2px2 +3)

òà F2 = −2p(2px2 − 5). Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ

vt = vxx + δepx
2

v2 − 2p(2px2 + 3)v òà

ṽt̃ = ṽx̃x̃ + δepx̃
2

ṽ2 − 2p(2px̃2 − 5)ṽ

¹ åêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî äåÿêîãî ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè Ĝ∼FH,m=2. ßâíó

ôîðìó öüîãî ïåðåòâîðåííÿ çíàõîäèìî ç òåîðåìè 4.7. Âîíî ìà¹ âèãëÿä

t̃ = t, x̃ = x, ṽ = v− 8p

δepx2
. Ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

öèõ ðiâíÿíü ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä〈
∂t, e

4pt [∂x − 2pxv∂v] ,

e8pt

[
∂t + 4px∂x − 8p

(
(px2 + 1)v +

p(a3 + 3)

δepx2

)
∂v

]〉
,

äå a3 = −3 àáî a3 = 5, âiäïîâiäíî.

Îòðèìàíi äëÿ êîæíîãî âèïàäêó ôóíêöi¨ G ç òàáë. 4.2 ÷àñòêîâi ðîçâ'ÿç-

êè çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.16) òà âiäïîâiäíi ôóíêöi¨

H ñêëàäàþòü íàñòóïíi ïàðè ôóíêöié (F, H):

1. (F,H) = (a1, δe
qx), äå a1 = −q2 ±

√
q4 − 4δb1, a1 6= −q2.

2. (F,H) =
(
−q2, δeqx

)
.

3. (F,H) =
(
a2x

−2, δxk
)
.
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4. (F,H) =
(
−4p2x2 − 2p(2k + 3) + a2x

−2, δxkepx
2
)
,

5. (F,H) =
(
−4p2x2 + 2p a3, δe

px2
)
, äå a3 = 1±

√
5− b3, a3 6= −3, 5.

6. (F,H) = (−4p2x2 + 2p a3, δe
px2), äå a3 = −3, 5.

Ó âèïàäêàõ 3 òà 4 a2 = −(k + 2)(k + 3) ±
√

(k + 2)2(k + 3)2 − 4b2,

k2 + a2
2 6= 0.

Îòæå, ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (4.13) âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíî-

ñòi Ĝ∼FH,m=2 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ïåðåëiêîì, íàâåäåíèì ó òàáë. 4.1 (ïiñëÿ

ïiäñòàíîâêè çíà÷åííÿ m = 2 ñêðiçü, äå öå íåîáõiäíî).

4.3.3. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ âèõiäíîãî êëàñó. Ñiì'ÿ ïåðåòâî-

ðåíü (4.10), ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíèì åëåìåíòîì f , ïîðîäæó¹ âiä-

îáðàæåííÿ êëàñó (4.6) íà êëàñ (4.11). Áàçèñíi åëåìåíòè ìàêñèìàëüíèõ

àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6) ìîæíà çíàéòè ç âiä-

ïîâiäíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç êëàñó-îáðàçó (4.11) çà ôîðìó-

ëîþ

Q̃ = τ∂t + ξ∂x +

[
−ξfxu

2f
+

η√
|f |

]
∂u. (4.18)

Òóò τ , ξ òà η ¹ êîåôiöi¹íòàìè îïåðàòîðiâ ç òàáë. 4.1 áiëÿ ∂t, ∂x òà ∂v,

âiäïîâiäíî.

Ïåðåòâîðåííÿ (4.10) íå ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì, îñêiëüêè ïðîîáðàçîì

êîæíîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.11) ¹ äâîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (4.6). Êîæíà òàêà ñiì'ÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíÿíü, åêâiâàëåíòíèõ âiäíî-

ñíî ïåðåòâîðåíü, íàâåäåíèõ â òåîðåìi 4.4. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ãðó-

ïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (4.6) âiäíîñíî ãðóïè Ĝ∼f=g, äîñòàòíüî çíàéòè

ïî îäíîìó ïðåäñòàâíèêó ç êîæíî¨ ñiì'¨ ðiâíÿíü, ÿêà âiäîáðàæà¹òüñÿ ïå-

ðåòâîðåííÿì (4.10) â ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.11) ç êîåôiöi¹íòàìè F òà H,

ïðåäñòàâëåíèìè âèïàäêàìè 1�6 òàáë. 4.1. Òîáòî, äëÿ êîæíî¨ ïàðè (F,H)

ç òàáë. 4.1 íåîáõiäíî çíàéòè áóäü-ÿêó ïàðó ôóíêöi¨ (f, h), ùî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (4.12).
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Çàäà÷à âiäøóêàííÿ ïàð ôóíêöié (f, h) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ â äâà åòàïè. Ñïî-

÷àòêó òðåáà ïðîiíòåãðóâàòè íåëiíiéíå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

äðóãîãî ïîðÿäêó

(
√
|f(x)|)xx + F

√
|f(x)| = 0 (4.19)

äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ F ç òàáë. 4.1. Ïiñëÿ öüîãî âñi âiäïîâiäíi

h ëåãêî çíàéòè ç äðóãî¨ óìîâè (4.12). Íèæ÷å íàâåäåíî ïåðåëiê ôóíêöié

f òà h, ùî ñêëàäàþòü ïàðè (f, h), ïîâ'ÿçàíi ôîðìóëàìè (4.12) ç øiñòüìà

ïàðàìè ôóíêöié (F,H), ïðåäñòàâëåíèìè âèïàäêàìè 1�6 òàáë. 4.1. Â óñiõ

âèïàäêàõ c2
1 + c2

2 6= 0.

1. a1 = 0: f = (c1x+ c2)
2, h = δeqx(c1x+ c2)

m+1, q 6= 0;

a1 > 0⇒ a1 = 1 mod G∼FH :

f = (c1 sinx+ c2 cosx)2, h = δeqx(c1 sinx+ c2 cosx)m+1;

a1 < 0⇒ a1 = −1 mod G∼FH :

f = (c1 shx+ c2 chx)2, δeqx(c1 shx+ c2 chx)m+1, q 6= ±(1−m).

2. q = 0: f = (c1x+ c2)
2, h = δ(c1x+ c2)

m+1;

q 6= 0⇒ α = 1 mod G∼FH :

f = (c1 shx+ c2 chx)2, h = δe(1−m)x(c1 shx+ c2 chx)m+1, äå α = q
1−m .

3. a2 = 0: f = (c1x+ c2)
2, h = δxk(c1x+ c2)

m+1, k 6= 0,

a2 = 1
4 : f = x(c1 + c2 ln |x|)2, h = δxl(c1 + c2 ln |x|)m+1,

a2 >
1
4 : f = x(c1 sin(ρ ln |x|) + c2 cos(ρ ln |x|))2,

h = δxl(c1 sin(ρ ln |x|) + c2 cos(ρ ln |x|))m+1,

a2 <
1
4 , a2 6= 0: f = x(c1|x|ρ + c2|x|−ρ)2, h = δxl(c1|x|ρ + c2|x|−ρ)m+1,

äå ρ =

√
|1−4a2|

2 , l = 2k+m+1
2 .

4. f = x−1
(
c1Mκ,µ(βx

2) + c2Wκ,µ(βx
2)
)2
,

h = δxsepx
2 (
c1Mκ,µ(βx

2) + c2Wκ,µ(βx
2)
)m+1

,
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äå s = 2k−m−1
2 , κ = 2k+5−m

4(1−m) , µ =

√
|1−4a2|

4 . Òóò i íàäàëi β = 2p
m−1 ,

Mκ,µ òàWκ,µ � ôóíêöi¨ Óiòòåêåðà (äèâ., íàïðèêëàä, [31, Ðîçäië 16]).

5. f = x−1
(
c1Mκ,µ(βx2) + c2Wκ,µ(βx2)

)2
,

h = δx−
m+1
2 epx

2 (
c1Mκ,µ(βx2) + c2Wκ,µ(βx2)

)m+1
, äå κ = a3

4 , µ = 1
4 .

6. f = x−1
(
c1Mκ,µ(βx

2) + c2Wκ,µ(βx
2)
)2
,

h = δx−
m+1
2 epx

2 (
c1Mκ,µ(βx2) + c2Wκ,µ(βx2)

)m+1
,

äå κ = 5−m
4(1−m) , µ = 1

4 .

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, äëÿ îòðèìàííÿ ïîâíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

êëàñó (4.6) âiäíîñíî ¨¨ óçàãàëüíåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíî-

ñòi Ĝ∼f=g äîñòàòíüî âçÿòè áóäü-ÿêîãî íàéïðîñòiøîãî ïðåäñòàâíèêà ç êî-

æíî¨ ïàðè (f, h), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, íàâåäåíèõ âèùå. Ïðîiëþ-

ñòðó¹ìî öåé ôàêò íàñòóïíèìè ïðèêëàäàìè.

Ïðèêëàä 4.1 (òàáë. 4.1, âèïàäîê 3, a2 = 1
4
). Âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ç

êëàñó (4.11) ¹ îáðàçîì ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè

(f, h) =
(
x(c1 + c2 ln |x|)2, δxl(c1 + c2 ln |x|)m+1

)
, äå l = 2k+m+1

2 . Íàéïðî-

ñòiøèì ïðåäñòàâíèêîì öi¹¨ ïàðè ôóíêöié ¹ (f, h) =
(
x, δxl

)
. Ðiâíÿí-

íÿ x(c1 + c2 ln |x|)2ut = (x(c1 + c2 ln |x|)2ux)x + δxl(c1 + c2 ln |x|)m+1um

åêâiâàëåíòíî ðiâíÿííþ x̃ũt̃ = (x̃ũx̃)x̃ + δx̃lũm. Ç òåîðåìè 4.4 çíàõîäèìî,

ùî öi ðiâíÿííÿ çâîäÿòüñÿ îäíå äî îäíîãî ïåðåòâîðåííÿì t̃ = t, x̃ = x,

ũ = (c1 + c2 ln |x|)u, Îòæå, çíàþ÷è ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàði-
àíòíîñòi àáî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ, ç äîâiëüíèìè åëå-

ìåíòàìè íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó, ìîæíà îòðèìàòè ïîäiáíi ðåçóëüòàòè äëÿ

ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹íòàìè (f, h) =
(
x(c1 + c2 ln |x|)2, δxl(c1 + c2 ln |x|)m+1

)
.

Ïðèêëàä 4.2 (òàáë. 4.1, âèïàäîê 1, a1 < 0). Îñêiëüêè a1 < 0, ïåðå-

òâîðåííÿì ç ãðóïè G∼FH ìîæíà âèêîíàòè êàëiáðóâàííÿ a1 = −1 (äèâ.

çàóâàæåííÿ 4.3). Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.6), ùî âiäîáðàæàþòüñÿ ó öåé âèïà-

äîê, ìàþòü íàñòóïíó ïàðó äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ f òà g

(f, h) =
(
(c1 shx+ c2 chx)2, δeqx(c1 shx+ c2 chx)m+1

)
,
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äå q 6= ±(1 − m). Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü çñóâó òà ðîçòÿãó áóäü-

ÿêó ïàðó òàêîãî âèãëÿäó ìîæíà çâåñòè äî îäíi¹¨ ç òðüîõ íååêâiâàëåí-

òíèõ
(
e2x, δe(q+m+1)x

)
,
(
ch2x, δeqx chm+1x

)
,
(
sh2x, δeqx shm+1x

)
. Ðiâíÿííÿ

ç êëàñó (4.6) ç òàêèìè äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè ¹ Ĝ∼f=g-åêâiâàëåíòíèìè.

Äiéñíî, ç òåîðåìè 4.4 çíàõîäèìî, ùî ðiâíÿííÿ, ÿêå ìà¹ ïåðøó ïàðó äî-

âiëüíèõ åëåìåíòiâ âiäîáðàæà¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ äðóãié ïàði,

ïåðåòâîðåííÿì

t̃ = t, x̃ = x, ũ =
ex

chx
u.

Ðiâíÿííÿ, ùî ìàþòü çà äîâiëüíi åëåìåíòè äðóãó òà òðåòþ ïàðó ôóíêöié,

ïîâ'ÿçàíi ïåðåòâîðåííÿì t̃ = t, x̃ = x, ũ = u thx. Äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ó

òàáëèöi 4.3 ç òðüîõ íàâåäåíèõ ïàð îáðàíî ïåðøó òà ïîäàëüøå ñïðîùåíî

¨¨ âèãëÿä ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi t̃ = 4t, x̃ = 2x, ũ = 4
1

1−mu, ùî â

ðåçóëüòàòi äà¹ ðiâíÿííÿ ex̃ũt̃ = (ex̃ũx̃)x̃ + δe
q+m+1

2 x̃ũm. Ïîçíà÷èâøè q+m+1
2

÷åðåç r, îòðèìó¹ìî âèïàäîê 1.3 òàáë. 4.3.

Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (4.6) âiäíîñíî éî-

ãî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼f=g (àáî ãðóïè Ĝ
∼
f=g,m=2, ÿêùî m = 2) òðåáà

îáðàòè íàéïðîñòiøi ôóíêöié f, h òà ïîáóäóâàòè äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6),

ùî ìàþòü îáðàíi äîâiëüíi åëåìåíòè, âiäïîâiäíi áàçèñè ìàêñèìàëüíèõ àë-

ãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi çà ôîðìóëîþ (4.18). Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

çiáðàíî â òàáë. 4.3, äå ïåðøà öèôðà íîìåðó êîæíîãî âèïàäêó ïîêàçó¹, ç

ÿêîãî âèïàäêó òàáë. 4.1 âií áóâ âiäíîâëåíèé.

Ïðèêëàä 4.3 (òàáë. 4.1, âèïàäîê 2, q 6= 0). Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.11)

ç êîåôiöi¹íòàìè íàâåäåíèìè ó âèïàäêó 2 òàáë. 4.1, äå q 6= 0, ¹ îáðàçîì

ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè

(f, h) =
(
(c1 sh |α|x+ c2 ch |α|x)2, δeqx(c1 sh |α|x+ c2 ch |α|x)m+1

)
,

äå α = q
1−m . Íàéïðîñòiøèì ïðåäñòàâíèêîì òàêî¨ ïàðè äîâiëüíèõ åëå-

ìåíòiâ ¹ (f, h) =
(
e2|α|x, δe(q+(m+1)|α|)x). Ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi

t̃ = 4α2t, x̃ = 2|α|x, ũ = (2|α|) 2
1−mu ç ãðóïè Ĝ∼f=g ìîæíà ïîêëàñòè
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Òàáëèöÿ 4.3

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü

f(x)ut = (f(x)ux)x + h(x)um, f(x)h(x) 6= 0, m 6= 0, 1

� f(x) h(x) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1.1 1 δeqx ∂t, ∂x + αu∂u

1.2 (cosx)2 δeqx(cosx)m+1 ∂t, ∂x + (α+ tg x)u∂u

1.3 ex δerx ∂t, ∂x + r−1
1−mu∂u

2.1 1 δ ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x + 2
1−mu ∂u

2.2 ex δex ∂t, ∂x, 2t∂t + (x− t)∂x + 2
1−mu∂u

3.1 xλ δxγ ∂t, 2t∂t + x∂x + 2−λ+γ
1−m u∂u

3.2 xf0(x)2 δxlf0(x)m+1 ∂t, 2t∂t + x∂x +
(
ρ tg(ρ ln |x|) + l+1

1−m

)
u∂u

4 x−1f1(x)2 δxsepx
2
f1(x)

m+1 ∂t, e
4βt
[
∂t + 2βx∂x−

2β
(

2βx2 − 2(s+3)
1−m +

(
2µ1 + s−m+4

1−m

)
f2(x)
f1(x)

)
u∂u

]
5 x−1f3(x)2 δx−

m+1
2 epx

2
f3(x)

m+1 ∂t, e
2βt
[
∂x −

(
4βx2 − 1− a3 + (a3 + 3)f4(x)f3(x)

) u
2x
∂u

]
6 x−1f5(x)2 δx−

m+1
2 epx

2
f5(x)

m+1 ∂t, e
2βt
[
∂x −

(
2βx2 + m−3

1−m + 22−m
1−m

f6(x)
f5(x)

) u
x
∂u

]
,

e4βt
[
∂t+2βx∂x−4β

(
βx2 + m−5

2(1−m) + 2−m
1−m

f6(x)
f5(x)

)
u∂u

]
α = q

1−m , β = 2p
m−1 , δ = ±1, p 6= 0, ρ 6= 0; q, s � äîâiëüíi ñòàëi. r 6= 1,m.

Ó âèïàäêó 1.1 q 6= 0.

Ó âèïàäêó 3.1 (λ, γ) 6= {(0, 0), (2,m+ 1)}, ÿêùî m 6= 2

òà (λ, γ) 6= {(−6,−9), (0, 0), (2, 3), (8, 12)}, ÿêùî m = 2.

f0(x) = cos(ρ ln |x|)
f2i−1(x) = Mκi,µi(βx

2), f2i(x) = Mκi+1,µi(βx
2), i = 1, 2, 3, äå Mκ,µ � ôóíêöiÿ

Óiòòåêåðà.

κ1 = s+3
2(1−m)

, µ1 =
√
1−4a2
4

, κ2 = a3
4
, µ2 = µ3 = 1

4
, κ3 = 5−m

4(1−m)
.

Ó âèïàäêó 4 s 6= −m+1
2

, ÿêùî a2 = 0 (òîáòî, ÿêùî µ1 = 1
4
). Ó âèïàäêó 5 a3 6= 5−m

1−m
òà äîäàòêîâî a3 6= 5, ÿêùî m = 2.
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|α| = 1. Òîäi (f, h) = (e2x, δe2x), ÿêùî α = 1, òà (f, h) = (e2x, δe2mx),

ÿêùî α = −1. Ïåðåòâîðåííÿ t̃ = t, x̃ = −x, ũ = exu ç ãðóïè Ĝ∼f=g ïî-

ðîäæó¹ âiäîáðàæåííÿ ðiâíÿííÿ ç äðóãîþ ïàðîþ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ íà

ðiâíÿííÿ ç ïåðøîþ. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè òiëüêè ïåðøó ïàðó äîâiëüíèõ åëåìåí-

òiâ íàâåäåíî ó òàáë. 4.3 (äèâ. âèïàäîê 2.2). Ç ôîðìóëè (4.18) çíàõîäèìî

ìàêñèìàëüíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi
〈
∂t, ∂x, 2t∂t + (x − t)∂x + 2

1−mu∂u
〉

ðiâíÿííÿ exut = (exux)x + δemxum.

Çàóâàæåííÿ 4.4. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.6) çi ñòåïåíåâèìè êîåôiöi¹íòàìè

(f, h) = (xλ1, δxγ1) ¹ åêâiâàëåíòíèìè ðiâíÿííþ çi ñòåïåíåâèìè êîåôiöi¹í-

òàìè (f̃ , h̃) = (xλ2, δxγ2) âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ t̃ = t, x̃ = x, ũ = x
λ1−λ2

2 u,

ùî íàëåæèòü äî ãðóïè Ĝ∼f=g, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ2 = 2 − λ1,

γ2 = γ1 + (m+ 1)(1− λ1), (λ1, λ2) 6= (1, 1).

Ó âèïàäêó m = 2 äâà ðiâíÿííÿ (4.6) çi ñòåïåíåâèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹

åêâiâàëåíòíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ñòåïåíi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

λ2 = 2 − λ1 àáî λ2 = 1 ±
√

49 + 17λ1
2 − 24γ1λ1 − 58λ1 + 40γ1 + 8γ1

2 òà

γ2 = γ1 + 3
2(λ2 − λ1).

Êîðèñòóþ÷èñü öèìè ôîðìóëàìè, ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ðiâíÿí-

íÿ, ÿêi ìàþòü êîåôiöi¹íòè (f, h) = (xλ, δxγ) (âèïàäîê 3.1 òàáë. 4.3), äå

(λ, γ) = (2,m + 1) äëÿ m 6= 2 òà (λ, γ) = {(−6,−9), (2, 3), (8, 12)} äëÿ
m = 2 ¹ åêâiâàëåíòíèìè ðiâíÿííþ çi çíà÷åííÿì (λ, γ) = (0, 0), òîáòî ðiâ-

íÿííþ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïðåäñòàâëåíîìó ó âèïàäêó 2.1 òàáë. 4.3.

Öåé ôàêò ïîÿñíþ¹ íàÿâíiñòü îáìåæåíü íà çíà÷åííÿ λ òà γ íàâåäåíèõ

ïiä òàáëèöåþ 4.3.

Çàóâàæåííÿ 4.5. Äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ôóíêöi¨ Óiòòåêåðà

ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨. Äèâ., íàïðèêëàä, [31]. Òàê,

âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Mκ,−κ− 1
2
(z) = e

z
2z−κ, ìîæíà îòðèìàòè óìîâè

íà ïàðàìåòðè, çà ÿêèõ ôóíêöi¨, ùî âèíèêàþòü ó âèïàäêàõ 4�6 òàáë. 4.3

ÿê çíà÷åííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, ¹ åëåìåíòàðíèìè. Íèæ÷å íàâåäåíî òà-

êi óìîâè ç âiäïîâiäíèìè äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè òà ìàêñèìàëüíèìè àë-

ãåáðàìè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi.
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ßêùî ó âèïàäêó 4 s = m − 4 − 2(1 − m)µ1, äå µ1 =

√
|1−4a2|

4 òà, ÿê

íàñëiäîê, κ1 = −µ1 − 1
2 , òî â òåðìiíàõ ñòàëî¨ κ1 ìà¹ìî

(f, h) =
(
x−(1+4κ1)eβx

2

, δx−(3+4mκ1)eβmx
2
)

;

Amax =
〈
∂t, e

4βt
[
∂t + 2βx∂x − 2β(2βx2 − 4κ1)u∂u

]〉
.

Ó âèïàäêó 5 ç a3 = −3 òà, îòæå, m 6= 2 îòðèìó¹ìî

(f, h) =
(
x2eβx

2

, δxm+1eβmx
2
)

;

Amax =
〈
∂t, e

2βt
[
∂x − (2βx2 + 1)

u

x
∂u

]〉
.

Ó âèïàäêó 6 ç m = 2 ìà¹ìî

(f, h) =
(
x2e2px2, δx3e4px2

)
; Amax =

〈
∂t, e

4pt
[
∂x − (4px2 + 1)

u

x
∂u

]
,

e8pt
[
∂t + 4px∂x − 4p(4px2 + 3)u∂u

]〉
.

4.4. Äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü ç

êëàñiâ (4.6), (4.11) òà (4.1). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, â êîæíîìó ç öèõ êëàñiâ iñíóþòü

äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ íååêâiâàëåíòíèìè, âiäíîñíî

âiäïîâiäíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, âèïàäêàìè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ

àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi. Öi ïåðåòâîðåííÿ ñïðîùóþòü ïîäàëüøå çà-

ñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Ïàðè âèïàäêiâ ç òàáë. 4.1,

ùî çâîäÿòüñÿ îäèí äî îäíîãî òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè, òà âiäïîâiäíi

ïåðåòâîðåííÿ âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè:

1 7→ 1̃|(q̃,ã1)=(0,a1+α2), 2 7→ 2̃|q̃=0 :

t̃ = t, x̃ = x+ 2αt, ṽ = e−αxv, äå α = q
1−m ; (4.20)

4 7→ 3̃ :

t̃ = − 1

4β
e−4βt, x̃ = e−2βtx, ṽ = exp

(
β

2
x2 + 2β

k + 2

m− 1
t

)
v; (4.21)
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6 7→ 2̃|q̃=0 :

t̃ = − 1

4β
e−4βt, x̃ = e−2βtx, ṽ = exp

(
β

2
x2 +

4β

m− 1
t

)
v. (4.22)

Çàóâàæèìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ (4.22) âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.11)

ç êîåôiöi¹íòàìè F = −β2x2 + βa3 òà H = δepx
2

(âèïàäîê 5 òàáë. 4.1)

äî ðiâíÿííÿ ṽt̃ = ṽx̃x̃ + δṽm − 1
4t̃

(
5−m
m−1 + a3

)
ṽ, ÿêå íå íàëåæèòü äî êëà-

ñó (4.11). Ïîäiáíi äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi îòðèìàíî i äëÿ

êëàñó (4.15).

1 7→ 1̃|
(q̃, b̃1)=

(
0, b1−

q4

4δ

), 2 7→ 2̃|q̃=0 : t̃ = t, x̃ = x− 2q t, w̃ = eqxw+ q2

2δ ;

4 7→ 3̃ : t̃ = − 1
8pe
−8pt, x̃ = e−4ptx, w̃ = e4p(k+2)t

(
epx

2

w + 2p2x2+p(2k+3)
δxk

)
;

6 7→ 2̃|q̃=0 : t̃ = − 1
8pe
−8pt, x̃ = e−4ptx, w̃ = e8pt

(
epx

2

w + 2p2x2+3p
δ

)
.

Ðåçóëüòàòîì äîñëiäæåííÿ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi â

êëàñàõ (4.11) òà (4.15) ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.9. Ç òî÷íiñòþ äî ìíîæèíè òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ïåðå-

ëiê ðîçøèðåíü ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü

ç êëàñó (4.11) (âiäïîâiäíî, ç êëàñó (4.15)) âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè 0,

1|q=0, 2|q=0, 3, òà 5 òàáëèöi 4.1 (âiäïîâiäíî, òàáëèöi 4.2).

Çàäà÷à âiäøóêàííÿ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëà-

ñó (4.6) òà çàäà÷à îïèñó âñiõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â öüîìó êëàñi íàáà-

ãàòî ñêëàäíiøi, íiæ ïîäiáíi çàäà÷i äëÿ êëàñiâ-îáðàçiâ. Íàéêðàùèì ñïîñî-

áîì ïîáóäîâè äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëàñó (4.6)

¹ çíàõîäæåííÿ �ïðîîáðàçiâ� äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi â

êëàñàõ-îáðàçàõ.

Â óñiõ âèïàäêàõ íèæ÷å α = q
1−m , β = 2p

m−1 .

1.1 7→ 1̃.2|q̃=0 : t̃ = α2t, x̃ = |α|(x+ 2αt), ũ = α
2

1−me−αx sec(|α|(x+ 2αt))u;

1.2 7→ 1̃.2|q̃=0 : t̃ = ζ2t, x̃ = ζ(x+ 2αt),
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ũ = ζ
2

1−me−αx cosx sec(ζ(x+ 2αt))u, äå ζ =
√

1 + α2;

1.3||α|>1 7→ 1̃.2|q̃=0 : t̃ = ζ̂2t, x̃ = ζ̂(x+ αt),

ũ = ζ̂
2

1−me
x
2 (1−α) sec(ζ(x+ αt))u, äå ζ̂ =

√
α2−1
2 , q = 2r −m− 1;

1.3||α|<1 7→ 1̃.3|r̃=m+1
2

: t̃ = ζ̆2t, x̃ = ζ̆(x+ αt),

ũ = ζ̆
2

1−m exp
(

(1−α−ζ̆)x−αζ̆t
2

)
u, äå ζ̆ =

√
1− α2, q = 2r −m− 1;

2.2 7→ 2̃.1:

t̃ = t, x̃ = x+ t, ũ = u; (4.23)

4|a2=0 7→ 3̃.1|(λ,γ)=(0,k) : t̃ = − 1
4βe
−4βt, x̃ = e−2βtx,

ũ = 1√
x

exp
(
β
2 x

2 + 2β(k+2)
m−1 t

)
Mκ,µ(βx2)u,

äå κ = s+3
2(1−m) , µ = 1

4 , s = 2k−m−1
2 ;

4|a2= 1
4
7→ 3̃.1|(λ,γ)=(1,l) : t̃ = − 1

4βe
−4βt, x̃ = e−2βtx,

ũ = 1
x exp

(
β
2 x

2 + β 2k+m+3
m−1 t

)
Mκ,µ(βx

2)u,

äå l = 2k+m+1
2 , κ = s+3

2(1−m) , µ = 0, s = 2k−m−1
2 ;

4|a2< 1
4
7→ 3̃.1|(λ,γ)=(1+2ρ, l+(m+1)ρ) : t̃ = − 1

4βe
−4βt, x̃ = e−2βtx,

ũ = x−(1+ρ) exp
(
β
2 x

2 + β
(

2k+m+3
m−1 + 2ρ

)
t
)
Mκ,µ(βx2)u,

äå ρ =
√

1−4a2
2 , l = 2k+m+1

2 , κ = s+3
2(1−m) , µ =

√
1−4a2

4 , s = 2k−m−1
2 ;

4|a2> 1
4
7→ 3̃.2: t̃ = − 1

4βe
−4βt, x̃ = e−2βtx,

ũ = 1
x exp

(
β
2 x

2 + β 2k+m+3
m−1 t

)
Mκ,µ(βx

2) sec
(
ρ ln

(
e−2βtx

))
u,

äå ρ =
√

4a2−1
2 , κ = s+3

2(1−m) , µ =
√

4a2−1
4 , s = 2k−m−1

2 ;

6 7→ 2̃.1:

t̃ = − 1
4βe
−4βt, x̃ = e−2βtx,

ũ = 1√
x

exp
(
β
2 x

2 + 4β
m−1 t

)
Mκ,µ(βx2)u,

(4.24)
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äå κ = 5−m
4(1−m) , µ = 1

4 .

Êëàñèôiêàöiéíèé ïåðåëiê ç òàáë. 4.3 ìîæíà ñêîðîòèòè îòðèìàíèìè

äîäàòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Â ðåçóëüòàòi, ìàòèìåìî

ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü (4.1) ç òî÷íiñòþ äî âñiõ òî÷êîâèõ ïåðå-

òâîðåíü.

Òåîðåìà 4.10. Ç òî÷íiñòþ äî äîâiëüíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ïåðå-

ëiê ðîçøèðåíü ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç

êëàñó (4.1) âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè, íàâåäåíèìè â òàáëèöi 4.4.

Òàáëèöÿ 4.4

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü (4.1)

âiäíîñíî ìíîæèíè âñiõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

� f(x) h(x) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1 cos2 x δ cosm+1 x ∂t, ∂x + tg xu∂u

2 ex δe
m+1

2
x ∂t, 2 ∂x − u∂u

3 1 δ ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x + 2
1−mu ∂u

4 xλ δxγ ∂t, 2t∂t + x∂x + 2−λ+γ
1−m u∂u

5 x(cos(ρ ln |x|))2 δxl(cos(ρ ln |x|))m+1 ∂t, 2t∂t + x∂x +
(
ρ tg(ρ ln |x|) + l+1

1−m

)
u∂u

6 x−1f3(x)2 δx−
m+1

2 epx
2
f3(x)m+1 ∂t, e

2βt
[
∂x−(

4βx2 − 1− a3 + (a3 + 3)f4(x)f3(x)

) u
2x
∂u

]

δ = ±1, ρ 6= 0, β = 2p
m−1 .

Ó âèïàäêó 4 (λ, γ) 6= {(0, 0), (2,m + 1)}, ÿêùî m 6= 2, òà (λ, γ) 6=
{(−6,−9), (0, 0), (2, 3), (8, 12)}, ÿêùî m = 2.

Ó âèïàäêó 6 f3(x) = Mκ,µ(βx2), f4(x) = Mκ+1,µ(βx2), κ = a3
4 , µ = 1

4 ;

a3 6= 5−m
1−m òà äîäàòêîâî a3 6= 5, ÿêùî m = 2.
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Íàñëiäîê 4.1. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1), ùî ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-

íîñíî òðèâèìiðíî¨ àëãåáðè Ëi, çâîäèòüñÿ äåÿêèì òî÷êîâèì ïåðåòâîðå-

ííÿì äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç òîãî æ êëàñó.

4.5. Êëàñèôiêàöiÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

Çàâäÿêè ñïåöiàëüíié ôîðìi ðiâíÿíü ç êëàñó (4.1) òà ìîæëèâîñòi âiäîáðà-

æåííÿ öüîãî êëàñó íà êëàñ áiëüø ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, ìîæíà ïîâíiñòþ

îïèñàòè âñi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi (4.1).

Çàóâàæèìî, ùî îïèñ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøîþ

çàäà÷åþ, íiæ êëàñèôiêàöiÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié îñêiëüêè, ó ïåâíîìó ñåíñi,

ïåðøà çàäà÷à âêëþ÷à¹ â ñåáå äðóãó. Íàñêiëüêè âiäîìî, öå îäèí ç ïåðøèõ

ïðèêëàäiâ âèêîíàííÿ òàêîãî îïèñó ó âèïàäêó íåíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó.

Îñêiëüêè êëàñ (4.1) ìîæíà âiäîáðàçèòè ñïî÷àòêó íà éîãî ïiäêëàñ (4.6),

à ïîòiì íà êëàñ (4.11), òî äîñòàòíüî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïèñó âñiõ äîïó-

ñòèìèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ êëàñó (4.11). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïàðó ðiâíÿíü

ç êëàñó-îáðàçó, òîáòî ðiâíÿííÿ (4.11) òà

ṽt̃ = ṽx̃x̃ + H̃(x̃)ṽm̃ + F̃ (x̃)ṽ, m̃ 6= 0, 1, H̃ 6= 0, (4.25)

òà ïðèïóñòèìî, ùî öi ðiâíÿííÿ ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿì T
çàãàëüíîãî âèãëÿäó

t̃ = T (t, x, v), x̃ = X(t, x, v), ṽ = V (t, x, v),

äå |∂(T,X, V )/∂(t, x, v)| 6= 0. Ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ

íà ôóíêöi¨ T ,X òà V òà ðîçâ'ÿçàòè ¨õ â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ â ðiâíÿííÿõ (4.11) òà (4.25).

Ïiñëÿ âèêîíàííÿ çàìiíè çìiííèõ â ðiâíÿííi (4.25), îòðèìó¹ìî ðiâíÿí-

íÿ â çìiííèõ t, x òà v. Öå ðiâíÿííÿ ïîâèííî òîòîæíî äîðiâíþâàòè íóëþ

íà ìíîãîâèäi, âèçíà÷åíîìó ðiâíÿííÿì (4.11) â ïðîñòîði äæåòiâ äðóãîãî

ïîðÿäêó çìiííèõ (t, x, v), äå (t, x) òà v ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè òà çàëå-

æíîþ çìiííèìè âiäïîâiäíî. Ðîçùåïëþþ÷è öþ òîòîæíiñòü çà ïîõiäíèìè
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vx, vtt, vtx, vxx, ìà¹ìî, ïî-ïåðøå, íàñòóïíi ðiâíÿííÿ

Tx = Tv = Xv = Vvv = 0,

ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç âæå âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ êëà-

ñiâ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü [85, 102, 108]. Iíòåãðóþ÷i îñòàííi ðiâíÿííÿ òà

ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi ôîðìè ôóíêöié T, X òà V ó iíøi âèçíà÷àëüíi

ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

T = T (t), X = X(t, x), V = V 1(t, x)v + V 0(t, x),

Tt = Xx
2, 2

V 1
x

V 1
= −XtXx

Tt
+
Xxx

Xx
, (4.26)

F̃ V + H̃V m̃ =
Vv
Tt

(Fv +Hvm) +
VtXx − VxXt − VxxXx

TtXx
, (4.27)

òà TtXxV
1 6= 0. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.26), çíàõîäèìî, ùî

Tt > 0, X = ε
√
Ttx+ σ(t), V 1 = ζ(t) exp

(
−1

8

Ttt
Tt
x2 − ε

2

σt√
Tt
x

)
,

äå ζ 6= 0, ε = ±1.

Ç ðiâíÿííÿ (4.27) òà ëiíiéíîñòi ôóíêöi¨ V çà çìiííîþ v âèïëèâà¹, ùî

m̃ = m, H̃ =
(V 1)1−m

Tt
H.

Äàëi îáìåæèìîñÿ äîñëiäæåííÿì âèïàäêó m 6= 2. Öå ìîæëèâî çðîáèòè,

îñêiëüêèm ¹ iíâàðiàíòîì äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â ðîçãëÿäóâàíîìó êëà-

ñi òà éîãî ìîæíà ââàæàòè ôiêñîâàíèì. Âèïàäîê m = 2 ¹ îñîáëèâèì òà

ïîòðåáó¹ îêðåìîãî âèâ÷åííÿ ç âèêîðèñòàííÿì äîäàòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ

â iíøèé êëàñ ÿê i ó âèïàäêó ç äîñëiäæåííÿì ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié.

ßêùî m 6= 2, òî ç ðiâíÿííÿ (4.27) âèïëèâà¹, ùî V 0(t, x) = 0. Ïiñëÿ

ðîçùåïëåííÿ ðiâíÿííÿ (4.27) çà çìiííîþ v îòðèìó¹ìî âèðàç íà F̃ :

F̃ =
F

Tt
+
V 1
t Xx − V 1

xXt − V 1
xxXx

TtXxV 1
.

Ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü â ñîái âèðàçè íà ôóíêöi¨ H̃ òà F̃ , ñêëàäàþòü, ôàê-

òè÷íî, ñèñòåìó êëàñèôiêóþ÷èõ ðiâíÿíü. Öi ðiâíÿííÿ òðåáà ðîçâ'ÿçàòè

âiäíîñíî T , σ, ζ, H òà F .



103

Ëåìà 4.1. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ, ùî íå ïîðîäæóþòüñÿ ãðóïîþ

åêâiàëåíòíîñòi G∼FH , iñíóþòü òiëüêè ìiæ ðiâíÿííÿìè ç äîâiëüíèìè

åëåìåíòàìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó

H = δ|x+ ν|kepx2+qx, F = s2x
2 + s1x+ s0 +

κ

(x+ ν)2
, (4.28)

äå k, κ, δ, ν, p, q, s2, s1, s0 ¹ ñòàëèìè. Ïiäêëàñ E òàêèõ ðiâíÿíü ¹

çàìêíåíèì âiäíîñíî äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â öiëîìó êëàñi (4.11).

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ X òà V 1 â êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ,

ìà¹ìî

H̃Ttζ
m−1 exp

(
−m− 1

8

Ttt
Tt
x2 − m− 1

2ε

σt√
Tt
x

)
= H,

TtF̃ = F +
3Ttt

2 − 2TtttTt
16Tt2

x2 −
√
Tt

2ε

(
σt
Tt

)
t

x+
σt

2 + Ttt
4Tt

+
ζt
ζ
.

Äèôåðåíöiþþ÷è îñòàííi ðiâíÿííÿ çà çìiííîþ t, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ñè-

ñòåìó:(ε
2
Ttt
√
Tt x+ Ttσt

)
H̃x̃ =(

m− 1

8
Tt

(
Ttt
Tt

)
t

x2 +
m− 1

2ε
Tt

(
σt√
Tt

)
t

x− (m− 1)Tt
ζt
ζ
− Ttt

)
H̃,(ε

2
Ttt
√
Ttx+ Ttσt

)
F̃x̃ + TttF̃ =(

3Ttt
2 − 2TtttTt
16Tt2

)
t

x2 − ε

2

(√
Tt

(
σt
Tt

)
t

)
t

x+

(
σt

2 + Ttt
4Tt

+
ζt
ζ

)
t

.

Öÿ ñèñòåìà íå ìiñòèòü ôóíêöié F òà H. Çìiííó x ìîæíà âèêëþ÷èòè

ç ðiâíÿíü ñèñòåìè, ïiäñòàâèâøè x = (x̃ − σ)/
√
Tt. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

ñèñòåìó äâîõ íåçà÷åïëåíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà ôóí-

êöi¨ F̃ òà H̃, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä çìiííî¨ x̃. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

êîåôiöi¹íòè áiëÿ ïîõiäíèõ H̃x̃ òà F̃x̃ â öié ñèñòåìi ñïiâïàäàþòü.

ßêùî áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ¹ òîòîæíiñòþ âiäíîñíî âiäïîâiäíî¨

íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨, òî âñi êîåôiöi¹íòè áiëÿ ñàìî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíî¨ äî-

ðiâíþþòü íóëþ, ç ÷îãî âèïëèâà¹ Ttt = 0, σt = 0 òà, îòæå, ζt = 0, îñêiëüêè
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H̃ 6= 0. Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ îòðèìàíèõ ðiâíÿíü òà âèêîíàííÿ íåîáõiäíèõ

ïiäñòàíîâîê îòðèìó¹ìî â òî÷íîñòi ôîðìóëè ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè åêâiâà-

ëåíòíîñòi G∼FH (äèâ. òåîðåìó 4.6).

Îòæå, íåòðèâiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (òîáòî ïåðåòâîðåí-

íÿ, ÿêi íå ¹ ïîðîäæåíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼FH) iñíóþòü òiëüêè

ó âèïàäêó, êîëè êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ ¹ ñèñòåìîþ íåòîòîæíèõ ðiâíÿíü

âiäíîñíî îáîõ ôóíêöié F̃ òà H̃. Òîäi ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

(ax̃+ b)H̃x̃ = (c2x̃
2 + c1x̃+ c0)H̃,

(ax̃+ b)F̃x̃ = −2aF̃ + d2x̃
2 + d1x̃+ d0,

äå êîåôiöi¹íòè a, b, ci òà di, i = 0, 1, 2, ¹ ñòàëèìè, òà (a, b) 6= (0, 0). Áiëüøå

òîãî, c2 = d2 = 0, ÿêùî a = 0. Ïðîiíòåãðóâàâøè ñèñòåìó, îòðèìó¹ìî, ùî

ôóíêöi¨ F̃ òà H̃ ìàþòü âèãëÿä (4.28). Æîäíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ îòðèìàíi óìîâè, íå çìiíþ¹ çàãàëüíèé âèãëÿä (4.28) ôóíêöié F , H òà

ïåðåòâîðþ¹ òiëüêè ñòàëi ïàðàìåòðè. Îòæå, ïiäêëàñ E ðiâíÿíü ç äîâiëüíè-
ìè åëåìåíòàìè F òà H òàêîãî âèãëÿäó ¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî äîïóñòèìèõ

ïåðåòâîðåíü â öiëîìó êëàñi (4.11).

Ç ëåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi (4.11) ç m 6= 2

âè÷åðïóþòüñÿ äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè, ïîðîäæåíèìè ïåðåòâîðåí-

íÿìè ç ãðóïè G∼FH , òà äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè â ïiäêëàñi E . Äëÿ
çàâåðøåííÿ äîñëiäæåííÿ ïîòðiáíî îïèñàòè ìíîæèíó T(E) äîïóñòèìèõ

ïåðåòâîðåíü â ïiäêëàñi E . Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêå äîïóñòèìå ïåðåòâî-

ðåííÿ ç Ttt = 0 òà σt = 0 ¹ òðèâiàëüíèì. Îòæå, äîñòàòíüî çíàéòè âñi

åëåìåíòè ìíîæèíè T(E) ç (Ttt, σt) 6= (0, 0).

Ñòàëi k, κ, ν, p, q, δ, s2, s1 òà s0 ìîæíà ââàæàòè äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè

êëàñó E . Ðîçùåïëþþ÷è êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ (òîáòî ôîðìóëè ïåðåòâî-
ðåíü äëÿ F òà H) çà çìiííîþ x, îòðèìó¹ìî êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ (÷è

ôîðìóëè ïåðåòâîðåíü) â òåðìiíàõ íîâèõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ:

k̃ = k, κ̃ = κ; ν̃ = ε
√
Tt ν − σ, ÿêùî (k, κ) 6= (0, 0),
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p̃ =
p

Tt
+
m− 1

8

Ttt
Tt2

, q̃ + 2σp̃ =
εq√
Tt

+
m− 1

2

σt
Tt
,

δ̃ζm−1Tt
k/2+1ep̃σ

2+q̃σ = δ,

Tt
2K̃2 = K2, Tt

3/2(K̃1 + 2σK̃2) = K1, Tt(K̃0 + σK̃1 + σ2K̃2) = K0,

äå

K2 = s2 +
4p2

(m− 1)2
, K1 = s1 +

4pq

(m− 1)2
,

K0 = s0 +
q2 + 4p(k + 2)

(m− 1)2
− 2p

m− 1
.

Ñòàëi K̃2, K̃1, K̃0 âèðàæàþòüñÿ àíàëîãi÷íî äî K2, K1, K0 ÷åðåç âiäïî-

âiäíi ñòàëi ç õâèëüêàìè. Ïîçíà÷èìî êîæíå êëàñèôiêóþ÷å ðiâíÿííÿ òi¹þ

âåëè÷èíîþ, ïåðåòâîðåííÿ ÿêî¨ âîíî îïèñó¹, òîáòî (k), (κ), (ν), (p), (q),

(δ), (K2), (K1) òà (K0), âiäïîâiäíî.

Îñêiëüêè k òà κ ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî âñiõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü, òî ìîæíà ïðåäñòàâèòè êëàñ E ÿê ñiì'þ {Ekκ} ïiäêëàñiâ, ïàðàìåòðè-
çîâàíèõ ñòàëèìè k òà κ, òà ðîçãëÿäàòè êîæåí ïiäêëàñ îêðåìî. Õî÷à K2,

K1 òà K0 çìiíþþòüñÿ ïiä äi¹þ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü, ñèñòåìè K2 = 0,

K2 = K1 = 0 òà K2 = K1 = K0 = 0 òàê ÿê i ¨õ çàïåðå÷åííÿ ¹ iíâà-

ðiàíòàìè ìíîæèíè âñiõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Öi óìîâè ¹ çðó÷íèìè

äëÿ òîãî, ùîá âèîêðåìèòè ðiçíi âèïàäêè òà ïiäêëàñè ç íåòðèâiàëüíèìè

äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè.

ßêùî K2 6= 0 (âiäïîâiäíî K2 = 0 òà K1 6= 0), òîäi ç ðiâíÿííÿ (K2) (âiä-

ïîâiäíî ç (K1)) âèïëèâà¹, ùî K̃2 6= 0 (âiäïîâiäíî K̃1 6= 0) òà Tt = const.

Òîäi ç ðiâíÿííÿ (K1) (âiäïîâiäíî (K0)) îòðèìó¹ìî σ = const. Îòæå, ïiä-

êëàñ, âèîêðåìëåíèé ç êëàñó E óìîâîþ (K1, K2) 6= (0, 0), ¹ íîðìàëiçîâà-

íèì òà çàìêíåíèì âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü â öiëîìó êëàñi (4.11).

Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî ïiäêëàñó iíäóêó¹òüñÿ ãðóïîþ G∼FH .

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî K2 = K1 = 0. Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè.

Íåõàé K0 6= 0. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (K0) âèïëèâà¹, ùî K̃0 6= 0 òà

Tt = K0/K̃0 = const. ßêùî äîäàòêîâî (k, κ) 6= (0, 0), òîäi ç ðiâíÿííÿ (ν)
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îòðèìó¹ìî σ = const, òîáòî âiäïîâiäíèé ïiäêëàñ òàêîæ ¹ íîðìàëiçîâàíèì

òà äîïóñêà¹ ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêó iíäóêó¹ ãðóïà G∼FH , Öåé ïiäêëàñ

¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ó âñüîìó êëàñi (4.11). Îòæå,

óìîâà k = κ = 0 ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ äîïóñòè-

ìèõ ïåðåòâîðåíü â öüîìó âèïàäêó. Äëÿ òîãî, ùîá ïðîiíòåãðóâàòè ðiâíÿ-

ííÿ (q), íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè äâà ðiçíi âèïàäêè p = p̃ = 0 òà pp̃ 6= 0.

Çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíÿííÿ (p) âèïëèâà¹, ùî óìîâè p = 0 òà p̃ = 0 (àáî

p 6= 0 òà p̃ 6= 0) ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ îäíî÷àñíî.

Â ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî σt = const, òîáòî îñòàòî÷íî

T = δ1
2t+ δ2, σ = δ5δ1t+ δ3,

ε = sign δ1, ζ = δ4 exp

[(
− qδ5

m− 1
− δ5

2

2

)
t

]
,

äå δi, i = 1, . . . , 5, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ4 6= 0. Ïiñëÿ âèêîíàííÿ âñiõ

íåîáõiäíèõ ïiäñòàíîâîê îòðèìó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ïàð ðiâíÿíü ç ïiä-

êëàñó E1 êëàñó E ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, íà ÿêi íàêëàäåíî íàñòóïíi

óìîâè

k = κ = p = s2 = s1 = 0, s0 +
q2

(m− 1)2
6= 0.

Îñêiëüêè öi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç

ïiäêëàñó E1 òà âèðàç äëÿ ïåðåòâîðåííÿ çìiííî¨ ṽ çàëåæèòü âiä äîâiëü-

íîãî åëåìåíòà q, òî öi ïåðåòâîðåííÿ ñêëàäàþòü óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâi-

âàëåíòíîñòi Ĝ∼(E1) ïiäêëàñó E1. Ç öüîãî òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ïiäêëàñ E1

¹ íîðìàëiçîâàíèì â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

â êëàñi (4.11). Ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè Ĝ∼(E1), â ÿêèõ δ5 6= 0, íå ¹ iíäó-

êîâàíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼FH . Îòæå, Ĝ
∼(E1) ¹ íåòðèâiàëüíîþ

óìîâíîþ óçàãàëüíåíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi âñüîãî êëàñó (4.11).

Âèïàäîê pp̃ 6= 0 äîñëiäæó¹ìî àíàëîãi÷íî. Ïîâíèé íàáið îáìåæåíü íà

äîâiëüíi åëåìåíòè ¹ íàñòóïíèì

k = κ = s2 = s1 = 0, p 6= 0, s0 +
q2 + 4p(k + 2)

(m− 1)2
− 2p

m− 1
6= 0.
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Ïîçíà÷èìî ïiäêëàñ, ùî âèäiëåíî çà äîïîìîãîþ öèõ óìîâ, ÷åðåç E2. Îòðè-

ìó¹ìî

T = δ1
2t+ δ2, σ = δ5δ1 exp

4pt

m− 1
+ δ3δ1, ε = sign δ1,

ζ = δ4 exp

[
−1

m− 1

(
pδ5

2 exp
8pt

m− 1
− pδ3

2 + qδ5 exp
4pt

m− 1
+ qδ3

)
t

]
,

äå δi, i = 1, . . . , 5, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ4 6= 0. Âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ

ìîæíà çàñòîñóâàòè äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç ïiäêëàñó E2, à òàêîæ âî-

íè iñòîòíî çàëåæàòü âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ öüîãî ïiäêëàñó òà, îòæå,

ñêëàäàþòü óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼(E2) ïiäêëàñó E2. Ãðóïà

Ĝ∼(E2) ¹ íåòðèâiàëüíîþ óìîâíîþ óçàãàëüíåíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó (4.11), îñêiëüêè ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè Ĝ∼(E2), â ÿêèõ δ5 6= 0, íå

ïîðîäæóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼FH . Ïiäêëàñ E2 ¹ íîðìàëiçîâà-

íèì â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi òà çàìêíåíèì âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

ó êëàñi (4.11). Áiëüø òîãî, ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

p̃ =
p

δ1
2
, q̃ =

q

δ1
− 2

δ3

δ1
p, s̃0 = s0 + 4

δ3p

δ1
2

q − δ3p

(m− 1)2
, δ̃ =

δ1−m
4

δ1
2
δ

íå çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ δ2 òà δ5, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ

çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ç δ1 = 1 òà δ3 = 0

ñêëàäàþòü ãðóïó òî÷êîâèõ ñèìåòðié âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ (ïîðiâíÿéìî ç

âèïàäêîì 5 òàáë. 4.1). Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ïiäêëàñ E2 ¹ íàïiâíîðìàëiçî-

âàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi òà éîãî çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi iíäóêó-

¹òüñÿ ãðóïîþ G∼FH . Ôàêòè÷íî, óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ
∼(E2)

ïîðîäæó¹òüñÿ ãðóïîþ G∼FH òà òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè ñèìåòði¨ ðiâ-

íÿíü ç ïiäêëàñó E2.

Ïðèïóñòèìî, ùî K0 = 0. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (K0), îòðèìó¹ìî, ùî K̃0 = 0.

Ðiâíÿííÿ (p) òîäi ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi(
1

Tt

)
t

= −p′ 1
Tt

+ p̃′, äå p′ =
−8p

m− 1
, p̃′ =

−8p̃

m− 1
.
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Ïðîiíòåãðóâàâøè öå ðiâíÿííÿ, çàïèøåìî éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê â òà-

êié ôîðìi, ùîá íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü ïàðàìåòðiâ p òà p̃ áóëà î÷åâèäíîþ:

pp̃ 6= 0:
ep̃
′T − 1

p̃′
= δ1

2e
p′t − 1

p′
+ δ2,

p = 0, p̃ 6= 0:
ep̃
′T − 1

p̃′
= δ1

2t+ δ2,

p 6= 0, p̃ = 0: T = δ1
2e

p′t − 1

p′
+ δ2,

p = p̃ = 0: T = δ1
2t+ δ2.

Ïîõiäíó Tt ìîæíà âèðàçèòè íàñòóïíèì ÷èíîì Tt = δ1
2ep

′t−p̃′T . Âèðàç äëÿ ζ

ìîæíà ëåãêî çíàéòè ç ðiâíÿííÿ (δ), ÿêùî T òà σ âiäîìi. Íå íàâîäèìî éîãî

ÿâíèé âèãëÿä ÷åðåç ãðîìiçäêiñòü.

Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó K0 6= 0, òóò íåòðèâiàëüíi äîïóñòèìi ïåðåòâî-

ðåííÿ iñíóþòü ÿê äëÿ íóëüîâèõ òàê i äëÿ íåíóëüîâèõ çíà÷åíü (k, κ).

ßêùî (k, κ) 6= (0, 0), òî ç ðiâíÿííÿ (ν) îòðèìó¹ìî σ = ε
√
Tt ν − ν̃.

Íàêëàäàþ÷è óìîâó Ttt äëÿ òîãî, ùîá íåòðèâiàëüíi äîïóñòèìi ïåðåòâî-

ðåííÿ iñíóâàëè, ðîçùåïëþ¹ìî ðiâíÿííÿ (q) çà çìiííîþ t òà îòðèìó¹-

ìî q − 2pν = q̃ − 2p̃ν̃ = 0. Iíøèõ îáìåæåíü íà äîâiëüíi åëåìåíòè íå-

ìà¹. Ïiäêëàñ, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ ç êëàñó E óìîâàìè K2 = K1 = K0 = 0,

(k, κ) 6= (0, 0) òà q = 2pν ïîçíà÷èìî ÷åðåç E3. Ïîáóäîâàíi ïåðåòâîðåííÿ

ìîæíà çàñòîñóâàòè äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç ïiäêëàñó E3, à òàêîæ iñòîòíî

çàëåæàòü âiä éîãî äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ òà, îòæå, ñêëàäàþòü ï'ÿòèïàðìå-

òðè÷íó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼(E3) ïiäêëàñó E3. Â ÿêîñòi

ïàðàìåòðiâ ìîæíà âçÿòè δ1, δ2, p̃, ν̃ òà δ̃. ïiäêëàñ E3 ¹ íîðìàëiçîâàíèì â

óçàãàëüíåíîìó ñåíñi, à òàêîæ çàìêíåíèì âiäíîñíî òî÷êîâèõ ñèìåòðié â

êëàñi (4.11). Ïîêëàâøè p̃ = p, ν̃ = ν òà δ̃ = δ, îòðèìó¹ìî òî÷êîâi ïåðå-

òâîðåííÿ ñèìåòði¨ âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ. Îòæå, áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç ïiä-

êëàñó E3 ìà¹ äâîïàðàìåòðè÷íó ãðóïó òî÷êîâèõ ñèìåòðié òà éîãî ìîæíà

çâåñòè òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî ðiâíÿííÿ ç òîãî æ ïiäêëàñó çi çíà-

÷åííÿìè p = ν = q = 0, δ = ±1 òà òèìè æ çíà÷åííÿìè k òà κ. Äîïóñòèìi
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ïåðåòâîðåííÿ íå ïîðîäæåíi ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼FH òà òî÷êîâèìè

ïåðåòâîðåííÿìè ñèìåòði¨ ñàìèõ ðiâíÿíü òiëüêè ÿêùî p = 0 òà p̃ 6= 0 àáî,

íàâïàêè, p 6= 0 òà p̃ = 0. Ïiäêëàñè êëàñó E3, ùî âèäiëÿþòüñÿ äîäàòêîâè-

ìè óìîâàìè p 6= 0 àáî p = 0 ¹ íàïiâíîðìàëiçîâàíèìè ó çâè÷àéíîìó ñåíñi

òà ¨õ çâè÷àéíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi iíäóêóþòüñÿ ãðóïîþ G∼FH .

Íåõàé òåïåð k = κ = 0. Ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíèé ïiäêëàñ E ÷åðåç E4.

Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ (q) âiäíîñíî σ îòðèìó¹ìî, ùî

σ = δ3 exp
4p̃ T

m− 1
+


− q̃

2p̃
, p̃ 6= 0

2q̃T

m− 1
, p̃ = 0

− δ1


− q

2p
, p 6= 0

2qt

m− 1
, p = 0

 .

Àíàëîãi÷íî âæå ðîçãëÿíóòèì âèïàäêàì, ïîáóäîâàíi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà

çàñòîñóâàòè äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç ïiäêëàñó E4, òàêîæ öi ïåðåòâîðåííÿ

iñòîòíî çàëåæàòü âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ òà, îòæå, ñêëàäàþòü óçàãàëüíå-

íó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼(E4) ïiäêëàñó E4, ÿêà ìiñòèòü øiñòü ïàðàìå-

òðiâ (à ñàìå δ1, δ2, δ3, p̃, q̃ òà δ̃). Òàêèì ÷èíîì, ïiäêëàñ E4 ¹ íîðìàëiçîâàíèì

â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi òà çàìêíåíèì âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü â öi-

ëîìó êëàñi (4.11). Ïîêëàâøè p̃ = p, q̃ = q òà δ̃ = δ, îòðèìó¹ìî òî÷êîâi

ïåðåòâîðåííÿ ñèìåòði¨ âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ. Îòæå, áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ

ç ïiäêëàñó E4 äîïóñêà¹ òðèïàðàìåòðè÷íó ãðóïó òî÷êîâèõ ñèìåòðié òà,

êðiì òîãî, çâîäèòüñÿ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè ut = uxx± um. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ, ùî íå ïîðîäæåíi
ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼FH òà òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè âiäïîâiäíèõ

ðiâíÿíü, iñíóþòü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p = 0 òà p̃ 6= 0 àáî, íàâïàêè,

p 6= 0 òà p̃ = 0. Ïiäêëàñè êëàñó E4, ùî ïîâ'ÿçàíi ç äîäàòêîâèìè îáìåæå-

ííÿìè p 6= 0 àáî p = 0, ¹ íàïiâíîðìàëiçîâàíèìè ó çâè÷àéíîìó ñåíñi òà ¨õ

çâè÷àéíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi iíäóêóþòüñÿ ãðóïîþ G∼FH .

Çàóâàæèìî, ùî ïiäêëàñ E4,p=0 ìîæíà îá'¹äíàòè ç êëàñîì E1, ÿêèé ìà¹

òàêó ñàìó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü, â ÿêèõ

Ttt = σtt = 0. Îòðèìàíèì â ðåçóëüòàòi îá'¹äíàííÿ ¹ êëàñ E ′1, ùî âèäiëÿ¹-
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òüñÿ îáìåæåííÿìè k = κ = p = s2 = s1 = 0. Òiëüêè ïiñëÿ âñòàíîâëåííÿ

âiäïîâiäíîñòi ìiæ âèùåíàâåäåíîþ óìîâíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi òà

êëàñîì E ′1, öÿ ãðóïà ñòà¹ äiéñíî ìàêñèìàëüíîþ.
Ïiäñóìó¹ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4.11. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼FH êëàñó (4.11) ç

m 6= 0, 1, 2 ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ṽ = δ4v,

F̃ =
F

δ1
2 , H̃ =

H

δ1
2δ4

m−1 , m̃ = m,

äå δj, j = 1, ..., 4, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ4 6= 0. Ïàðàìåòð m iíâàðiàíòíèé

âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ ó êëàñi (4.11). Äîïóñòè-

ìi ïåðåòâîðåííÿ, ùî íå ïîðîäæóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼FH ,

iñíóþòü òiëüêè ìiæ ðiâíÿííÿìè ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè çàãàëüíîãî

âèãëÿäó

H = δ|x+ ν|kepx2+qx, F = s2x
2 + s1x+ s0 +

κ

(x+ ν)2
,

äå k, κ, δ, ν, p, q, s2, s1, s0 � ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

s2 = − 4p2

(m− 1)2
, s1 = − 4pq

(m− 1)2

ïðè÷îìó k = κ = 0 àáî K0 = q − 2pν = 0, äå

K0 := s0 +
q2 + 4p(k + 2)

(m− 1)2
− 2p

m− 1
.

Ìíîæèíó ðiâíÿíü, ùî äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi äîïóñòèìi ïåðåòâî-

ðåííÿ, ìîæíà ðîçáèòè íà ÷îòèðè ïiäêëàñè, êîæåí ç ÿêèõ ¹ íîðìàëi-

çîâàíèì â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi òà çàìêíåíèì âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðå-

òâîðåíü ó êëàñi (4.11). Äëÿ êîæíîãî ç öèõ ïiäêëàñiâ âèçíà÷åíî äîäà-

òêîâi îáìåæåííÿ íà äîâiëüíi åëåìåíòè: E1: K0 6= 0, k = κ = p = 0;

E2: K0 6= 0, k = κ = 0, p 6= 0; E3: K0 = 0, (k, κ) 6= (0, 0), q = 2pν;
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E4: K0 = k = κ = 0. Ïiäêëàñ E2 ¹ íàïiâíîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíî-

ìó ñåíñi, ïðè÷îìó éîãî (çâè÷àéíà) ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi iíäóêó¹òüñÿ

ãðóïîþ G∼FH .

Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi (4.11) ïîðîäæó¹òüñÿ çâè-

÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi G∼FH òà íåòðèâiàëüíèìè óìîâíèìè

óçàãàëüíåíèìè ãðóïàìè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼(Ej), j = 1, . . . , 4.

4.6. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíî ëi¨âñüêi òà íåëi¨âñüêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿíü ç êëàñiâ-îáðàçiâ (4.11), (4.15) òà êëàñó (4.6).

4.6.1. Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨. Îïåðàòîðè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äîçâîëÿþòü ïî-

áóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç äîñëiäæóâàíèõ êëàñiâ ìåòîäîì ðå-

äóêöi¨. Öåé ìåòîä ¹ äîáðå âiäîìèì òà äîñòàòíüî àëãîðèòìi÷íèì (äèâ.,

íàïðèêëàä, [21, 23]). Ñïî÷àòêó äëÿ êîæíîãî âèïàäêó ðîçøèðåííÿ àëãå-

áðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi áóäó¹ìî îïòèìàëüíi ñèñòåìè ïiäàëãåáð. Çà

êîæíîþ ïiäàëãåáðîþ ç îïòèìàëüíî¨ ñèñòåìè ïðîâîäèìî ðåäóêöiþ.

Çíàííÿ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿ¹ ñïðîñòèòè

öþ çàäà÷ó, çìåíøèâøè êiëüêiñòü âèïàäêiâ, ùî òðåáà ðîçãëÿíóòè. Íà-

ïðèêëàä, äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (4.11), êðàùå âèêîíàòè ðåäóêöi¨ ëèøå äëÿ íååêâiâàëåíòíèõ âiäíîñíî

òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü âèïàäêiâ, òîáòî äëÿ âèïàäêiâ 0, 1|q=0, 2|q=0, 3, òà

5 òàáë. 4.1. Ðîçìíîæóþ÷è çíàéäåíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äîäàòêîâèìè ïåðå-

òâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi (4.20)� (4.22), îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

ç êëàñó (4.11) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, íàâåäåíèìè ó âèïàäêàõ 1|q 6=0,

2|q 6=0, 4, òà 6 òi¹¨ æ òàáëèöi.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíî âèïàäîê 2|q=0 òàáë. 4.1, òîáòî ðiâíÿííÿ

vt = vxx + δvm,

ùî äîïóñêà¹ òðèâèìiðíó ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ç
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áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè

X1 = ∂t, X2 = ∂x, X3 = 2t∂t + x∂x +
2

1−m
v∂v.

Öåé íàáið îïåðàòîðiâ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = 2X1, [X2, X3] = X2.

Îïòèìàëüíó ñèñòåìó ïiäàëãåáð öi¹¨ àëãåáðè ìîæíà ïîáóäóâàòè, çàñòîñî-

âóþ÷è ñòàíäàðòíó òåõíiêó [21,23]. Iíøèì øëÿõîì ¹ âiäøóêàííÿ âiäïîâiä-

íî¨ ñèñòåìè â ïåðåëiêó îïòèìàëüíèõ ñèñòåì ïiäàëãåáð äëÿ âñiõ òðèâèìið-

íèõ àëãåáð Ëi [97]. Øóêàíà îïòèìàëüíà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç íàñòóïíèõ

îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð

〈X3〉, 〈X2〉, 〈X2 −X1〉, 〈X2 +X1〉, 〈X1〉.

Öåé íàáið ìîæíà çìåíøèòè, âèêîðèñòàâøè äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ ñè-

ìåòði¨ (t, x, v) 7→ (t,−x, v), ÿêå çâîäèòü 〈X2 +X1〉 â 〈X2−X1〉. Êiëüêiñòü
íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð çìåíøåíî, òàêèì ÷èíîì, äî ÷îòèðüîõ.

Äâîâèìiðíi ïiäàëãåáðè îïòèìàëüíî¨ ñèñòåìè âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíè-

ìè òðüîìà 〈X3, X1〉, 〈X3, X2〉, 〈X1, X2〉. Ðåäóêöiÿ çà îñòàííüîþ äâîâè-

ìiðíîþ ïiäàëãåáðîþ äà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Íèæ÷å

íàâåäåíî ïåðåëiê iíøèõ ïiäàëãåáð ç îïòèìàëüíî¨ ñèñòåìè ðàçîì ç âiäïî-

âiäíèìè àíçàöàìè òà ðåäóêîâàíèìè ðiâíÿííÿìè. Òàêîæ âêàçàíî ðîçâ'ÿç-

êè äåÿêèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü.

〈X3〉 : v = t
1

1−mϕ(ω), ω =
x√
t
, ϕωω +

1

2
ωϕω +

1

m− 1
ϕ+ δϕm = 0;

〈X2〉 : v = ϕ(ω), ω = t, ϕω = δϕm, ϕ = (δ(1−m)ω + C)
1

1−m ;

〈X2 −X1〉 : v = ϕ(ω), ω = x+ t, ϕωω − ϕω + δϕm = 0;

〈X1〉 : v = ϕ(ω), ω = x, ϕωω + δϕm = 0;

〈X3, X1〉 : v = Ĉx
2

1−m , 2(1+m)
(1−m)2 Ĉ + δĈm = 0, Ĉ =

(
−δ(1−m)2

2(1+m)

) 1
1−m

;

〈X3, X2〉 : v = Ĉt
1

1−m , 1
1−mĈ + δĈm = 0, Ĉ = (δ(1−m))

1
1−m .
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Â ðåçóëüòàòi ïîáóäîâàíî äâà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêè â ÿâíîìó âèãëÿäi, à ñàìå

v = (δ(1−m)t+ C)
1

1−m , äå C � äîâiëüíà ñòàëà, òà ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿ-

çîê v =
(
−δ(1−m)2

2(1+m)

) 1
1−m

x
2

1−m .

Íèæ÷å íàâîäèìî ëèøå òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, îòðèìàíi ìåòîäîì ðåäóêöi¨, òà

âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ áåç àíçàöiâ òà ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü.

vt = vxx + δvm + ã1v : v =
(
Ceã1(1−m)t − δ

ã1

) 1
1−m

;

vt = vxx + δxkvm + a2x
−2v : v =

(
− (k+2)(m+k+1)+a2(1−m)2

δ(1−m)2

) 1
m−1

x
k+2
1−m ;

vt = vxx+δe
px2vm+(−β2x2+βa3)v : v =

(
δ

β(1−a3) + Ce2pt(1−a3)
) 1

1−m
e−

β
2x

2

.

Çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (4.20)� (4.22), ðîçìíîæó¹ìî îòðèìàíi

ðîçâ'ÿçêè äëÿ âñiõ iíøèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.11), ùî ìàþòü äîâiëüíi åëå-

ìåíòè, íàâåäåíi â òàáë. 4.1

vt = vxx + δeqxvm + a1v : v = eαx
(
Ce(α2+a1)(1−m)t − δ

α2+a1

) 1
1−m

;

vt = vxx + δeqxvm − α2v : v = eαx
(
δ(1−m)t+ C

) 1
1−m ,

v =
(
−δ(1−m)2

2(1+m)

) 1
1−m

(x+ 2αt)
2

1−meαx;

vt = vxx + δxkepx
2

vm +
(
−β2x2 + β 2k+5−m

1−m + a2x
−2
)
v :

v =
(
− (k+2)(m+k+1)+a2(1−m)2

δ(1−m)2

) 1
m−1

x
k+2
1−me−

β
2x

2

;

vt = vxx + δepx
2

vm +
(
−β2x2 + β 5−m

1−m
)
v :

v =
(
δ(m−1)

4β + Ce4βt
) 1

1−m
e−

β
2x

2

, v =
(
−δ(1−m)2

2(1+m)

) 1
1−m

x
2

1−me−
β
2x

2

.

Ëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëàñó (4.15) ìîæíà çíàéòè áåçïîñåðå-

äíüî ìåòîäîì ðåäóêöi¨ àáî ðîçìíîæóþ÷è ïåðåòâîðåííÿì (4.14) ðîçâ'ÿçêè,

îòðèìàíi äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.11), ïîêëàâøè â íèõ m = 2. Íàâîäèìî

ðîçâ'ÿçêè, ïîáóäîâàíi ìåòîäîì ðåäóêöi¨.

wt = wxx + δeqxw2 + b1e
−qx : w = −q2+2θ th(θt)

2δeqx , w = −q2+2θ cth(θt)
2δeqx ,

w = −q2±2θ
2δeqx , äå θ = 1

2

√
q4 − 4δb1;

wt = wxx + δeqxw2 + q4

4δe
−qx : w = − q2t+2

2δteqx , w = − q2

2δeqx ;
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wt = wxx + δxkw2 + b2
δxk+4 : w =

−(k+2)(k+3)±
√

(k+2)2(k+3)2−4b2
2δxk+2 ;

wt = wxx + δxkepx
2

w2 +G1(x) :

w = −2px2(2px2+2k+3)+(k+2)(k+3)±
√

(k+2)2(k+3)2−4b2

2δxk+2epx2
;

wt = wxx + δepx
2

w2 + p2(4p2x4−20px2+b3)

δepx2
: w = −p(2px2−1±

√
5−b3)

δepx2
,

w =
pδ(1−2px2)+

√
p2δ2(b3−5) tg

(
1
δ

√
p2δ2(b3−5)(t+C)

)
δ2epx2

;

wt = wxx + δepx
2

w2 + p2(4p2x4−20px2−11)

δepx2
: w = −p(2px2+3)

δepx2
,

w = −p(2px2−5)

δepx2
, w = −px2(2px2+3)+6

δx2epx2
, w = −p((2px2−5)e−8pt+2px2+3)

δ(e−8pt+1)epx2
.

Òóò G1 = (2p2x2+p)(2p2x2−11p)x4+8kp3x6+2k(3k−5)p2x4+k(k+1)(2k+3)px2+b2
δxk+4epx2

.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6), òà-

êîæ ¹ äâi ìîæëèâîñòi, à ñàìå áåçïîñåðåäíÿ ðåäóêöiÿ çà îïåðàòîðàìè,

íàâåäåíèìè â òàáë. 4.3 àáî ðîçìíîæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ, ïîáóäîâàíèõ äëÿ

êëàñiâ-îáðàçiâ, ïåðåòâîðåííÿìè (4.10) àáî (4.14), âiäïîâiäíî. Ëåãêî áà÷è-

òè, ùî êëàñ-îáðàç (4.11) (òà (4.15)) ìà¹ ïðîñòiøó ñòðóêòóðó ðiâíÿíü òà

âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨. Îòæå, îïòèìàëüíèì øëÿõîì ¹ çàñòîñó-

âàííÿ ïåðåòâîðåíü (4.10) àáî (4.14) äî iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç

êëàñó (4.11) àáî (4.15), âiäïîâiäíî. Â ðåçóëüòàòi îòðèìàíî íàñòóïíi òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6).

ut = uxx + δeqxum : u = eαx
(
Ceαqt − δ

α2

) 1
1−m

;

cos2xut = (cos2xux)x + δeqx cosm+1xum :

u = eαx secx
(
Ce(α2+1)(1−m)t − δ

α2+1

) 1
1−m

;

exut = (exux)x + δerxum : u = e
r−1
1−mx

(
Ce

(r−1)(r−m)
1−m t − δ(1−m)2

(r−1)(r−m)

) 1
1−m

;

ut = uxx + δum : u = (C + δ(1−m)t)
1

1−m , u =
(
−δ(1−m)2

2(1+m)

) 1
1−m

x
2

1−m ;

exut = (exux)x + δexum : u = (C + δ(1−m)t)
1

1−m ,

u =
(
−δ(1−m)2

2(1+m)

) 1
1−m

(x+ t)
2

1−m ;
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xλut = (xλux)x + δxγum : u = x
2−λ+γ
1−m

(
δ(1−m)2

(2−λ+γ)(m(λ−1)−γ−1)

) 1
1−m

;

x cos2(ρ lnx)ut = (x cos2(ρ lnx)ux)x + δxl cosm+1(ρ lnx)um :

u = Ĉx
l+1
1−m sec(ρ ln |x|), äå Ĉ =

(
− 4δ(1−m)2

(2l−m+3)(2l+m+1)+(1+4ρ2)(1−m)2

) 1
1−m

;

1
xM

2
κ,µ(βx2)ut =

(
1
xM

2
κ,µ(βx2)ux

)
x

+ δxsepx
2

Mm+1
κ,µ (βx2)um :

u =
(
− 4δ(1−m)2

(2s+m+5)(2s+3m+3)+4a2(1−m)2

) 1
1−m

x
s+3
1−me−

β
2x

2

M−1
κ,µ(βx2),

äå κ = s+3
2(1−m) , µ =

√
1−4a2

4 ;

1
xM

2
κ,µ(βx2)ut =

(
1
xM

2
κ,µ(βx2)ux

)
x

+ δx−
m+1
2 epx

2

Mm+1
κ,µ (βx2)um :

u =
(

δ
β(1−a3) + Ce2pt(1−a3)

) 1
1−m

e−
β
2x

2√
xM−1

κ,µ(βx2), äå κ = a3
4 , µ = 1

4 ;

1
xM

2
κ,µ(βx2)ut =

(
1
xM

2
κ,µ(βx2)ux

)
x

+ δx−
m+1
2 epx

2

Mm+1
κ,µ (βx2)um :

u =
(
δ(m−1)

4β + Ce4βt
) 1

1−m
e−

β
2x

2√
xM−1

κ,µ(βx2),

u =
(
−δ(1−m)2

2(1+m)

) 1
1−m

x2κe−
β
2x

2

M−1
κ,µ(βx

2), äå κ = 5−m
4(1−m) , µ = 1

4 .

Ó âèïàäêóm = 2 äîäàòêîâî ïîáóäîâàíî íàñòóïíi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè

äåÿêèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6)

ut = uxx+δeqxu2 : u = −θ(1 + th(θ t))

δeqx
, u = −θ(1 + cth(θ t))

δeqx
, äå θ =

q2

2
.

cos2xut = (cos2xux)x + δeqx cos3xu2 : u = −θ(1 + th(θ t))

δeqx cosx
,

u = −θ(1 + cth(θ t))

δeqx cosx
, äå θ =

q2 + 1

2
.

ex ut = (ex ux)x + δe
q+3
2 x u2 : u = −θ(1 + th(θ t))

δe
q+1
2 x

, u = −θ(1 + cth(θ t))

δe
q+1
2 x

,

äå θ =
q2 − 1

8
.



116

Çàóâàæèìî, ùî çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà ðîçìíîæèòè ïåðåòâîðåí-

íÿìè åêâiâàëåíòíîñòi òà îòðèìàòè iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëà-

ñiâ (4.6), (4.11), (4.15) ç áiëüø ñêëàäíèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òàêîæ ðiâíÿíü

ç êëàñó (4.1).

4.6.2. Âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè òà ðîçìíîæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, ùî ¹ ñòàëèìè, äî-

ñëiäæóâàëèñü â áàãàòüîõ ðîáîòàõ. Ïåðåëiêè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâ-

íÿíü íàâåäåíî, íàïðèêëàä, â [25,78]. Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi òî÷íi

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìîæíà îòðèìàòè íîâi òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.11) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ìàþòü âè-

ãëÿä

vt = vxx + δvm + εv, (4.29)

äå δ = ±1 mod G∼FH , ε ∈ {−1, 0, 1} mod G∼FH , À ñàìå âîíè ¹ ðiâíÿííÿìè

Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñüêîãî�Ïiñêóíîâà, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ ó ÿêîñòi ìîäåëåé

â òåîðiÿõ òåïëî- òà ìàñî-ïåðåíîñó, òåîði¨ ãîðiííÿ, áiîëîãi¨ òà åêîëîãi¨.

Âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ (4.29) ìàþòü íàñòóïíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè [25]:

v = [β + C exp(λt± µx)]
2

1−m ,

v = [−β + C exp(λt± µx)]
2

1−m ,

(4.30)

äå C � äîâiëüíà ñòàëà, ïàðàìåòðè λ, µ, β âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

λ =
ε(1−m)(m+ 3)

2(m+ 1)
, µ =

√
ε(1−m)2

2(m+ 1)
, β =

√
−δ
ε
.

Ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñüêîãî�Ïiñêóíîâà (4.29) ¹ îáðàçàìè,

âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ, ïîðîäæåíîãî ñiì'¹þ ïåðåòâîðåíü (4.10), ðiâíÿíü



117

ç êëàñó (4.6), ùî ìàþòü íàñòóïíi êîåôiöi¹íòè f òà h:

ε = 0: f = (c1x+ c2)
2, h = δ(c1x+ c2)

m+1;

ε = 1: f = (c1 sinx+ c2 cosx)2, h = δ(c1 sinx+ c2 cosx)m+1;

ε = −1: f = (c1 shx+ c2 chx)2, h = δ(c1 shx+ c2 chx)m+1.

(4.31)

ßêùî, íàïðèêëàä, δ = 1, ε = −1, òî ïðîîáðàçîì ðiâíÿííÿ (4.29) ¹

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

(c1 shx+ c2 chx)2 ut =

[(c1 shx+ c2 chx)2 ux]x + (c1 shx+ c2 chx)m+1um.

Âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ (4.10) ìà¹ âèãëÿä v = (c1 shx+ c2 chx)u. Çàñòî-

ñîâóþ÷è éîãî äî ðîçâ'ÿçêiâ (4.30), îòðèìó¹ìî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè îñòàííüîãî

ðiâíÿííÿ:

u = (c1 shx+ c2 chx)−1 [1 + C exp(λt± µx)]
2

1−m ,

u = (c1 shx+ c2 chx)−1 [−1 + C exp(λt± µx)]
2

1−m ,

äå C � äîâiëüíà ñòàëà, λ = (m−1)(m+3)
2(m+1) , µ =

√
− (1−m)2

2(m+1) .

Êëàñ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñüêîãî�Ïiñêóíîâà, â çàëåæíîñòi âiä

çíà÷åíü ñòàëèõ δ, ε, m, ìiñòèòü äåÿêi öiêàâi ïiäêëàñè, ÿêi äîñëiäæóâà-

ëèñü ç ðiçíèõ òî÷îê çîðó áàãàòüìà àâòîðàìè. Â ðåçóëüòàòi çíàéäåíî òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä (4.30). Áóäóâàòèìåìî ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, íàâåäåíèìè ó (4.31), âè-

êîðèñòîâóþ÷è âiäîìi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.29).

ßêùî δ = −ε = −1 , òî ðiâíÿííÿ (4.29) íàáóâà¹ âèãëÿäó

vt = vxx + v(1− vm̂), m̂ = m− 1, (4.32)

òîáòî ¹ óçàãàëüíåííÿì äîáðå âiäîìîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà (m̂ = 1). Öå

ðiâíÿííÿ îïèñó¹, íàïðèêëàä, ïåðåíîñ ìàñè â äâîêîìïîíåíòíié íåðóõîìié
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ñóìiøi ïðè íàÿâíîñòi îá'¹ìíî¨ õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨ êâàçiïåðøîãî ïîðÿäêó. Êi-

íåòè÷íà ôóíêöiÿ f(v) = v(1 − v) òàêîæ ìîäåëþ¹ àâòîêàòîëiòè÷íå ëàí-

öþãîâå ïåðåòâîðåííÿ â òåîði¨ ãîðiííÿ.

Àâòîðè ðîáiò [77, 120] çíàéøëè íàñòóïíèé õâèëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿ-

ííÿ (4.32)

v =

[
1

2

{
1− th

(
m̂

2
√

2m̂+ 4

(
x− (m̂+ 4)t√

2m̂+ 4

))}] 2
m̂

. (4.33)

Ó âèïàäêó m̂ = 1, öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ äîáðå âiäîìèì ðîçâ'ÿçêîì, çíàéäåíèì

Ì. Àáëîâiöåì òà À. Çåïïåòåëëîþ ùå â 1979 ðîöi [40]. Çàóâàæèìî, ùî õâè-

ëüîâi ðîçâ'ÿçêè âè÷åðïóþòü ìíîæèíó âiäîìèõ ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëüíåíîãî

ðiâíÿííÿ Ôiøåðà (4.32) ìàéæå äëÿ âñiõ çíà÷åíü m̂, âêëþ÷àþ÷è m̂ = 1.

Îòæå, çàñòîñóâàâøè âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ (4.10) äî ðîçâ'ÿç-

êó (4.33), îòðèìó¹ìî íåëi¨âñüêèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(c1 sinx+ c2 cosx)2 ut =

[(c1 sinx+ c2 cosx)2 ux]x − (c1 sinx+ c2 cosx)m+1um.
(4.34)

Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

u =
1

φ(x)

[
1

2

{
1− th

(
m− 1

2
√

2(m+ 1)

(
x− (m+ 3)t√

2(m+ 1)

))}] 2
m−1

,

äå φ(x) = c1 sinx+ c2 cosx.

Äëÿ çíà÷åííÿ m̂ = 2 (m = 3) ðiâíÿííÿ (4.32) ¹ äiéñíèì âèïàäêîì

ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà, ÷è¨ òî÷íi ðîçâ'ÿçêè çíàéäåíî Ô. Êàði¹ëëî òà

Ì. Òåéáîðîì ó 1989 ðîöi [55]. Òàêîæ âîíî ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ðiâíÿííÿ

Ôiöãó�Íàãóìî vt = vxx−v(1−v)(a−v) çi çíà÷åííÿì a = −1, ÿêå âèíèêà¹

ó ãåíåòèöi ïîïóëÿöié ÿê ìîäåëü ïåðåäà÷i íåðâîâèõ iìïóëüñiâ. Ïåðåëiê

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ôiöãó�Íàãóìî íàâåäåíî, íàïðèêëàä, â [25]. Ç

öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà îòðèìàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.34) ç m = 3.

Ðiâíÿííÿ (4.29) ç m = 3 òàêîæ ¹ öiêàâèìè ç òî÷êè çîðó íåêëàñè÷íî¨

ñèìåòði¨ (äèâ. ïiäðîçäië 4.7). Áàãàòî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (4.29) ç
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m = 3 òà iíøèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi ñòàëèìè êîåôiöi-

¹íòàìè òà êóái÷íèì ÷ëåíîì, ùî âiäïîâiäà¹ íàÿâíîñòi äæåðåëà àáî ñòîêó,

ïîáóäîâàíî â ðîáîòàõ [45] òà [60] (à òàêîæ â íåÿâíîìó âèãëÿäi ó [35]) ìå-

òîäîì ðåäóêöi¨ çà íåêëàñè÷íèìè îïåðàòîðàìè ñèìåòði¨. Íà æàëü æîäíà

ç öèõ ðîáiò íå ìiñòèòü ïîâíîãî ïåðåëiêó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ìîæíà

îòðèìàòè öèì ìåòîäîì. Íàâîäèìî âïîðÿäêîâàíèé òà äîïîâíåíèé ïåðåëiê

äiéñíèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (4.29) ç m = 3 òà ε 6= 0:

δ = −1, ε = 1:

v =
C1 exp

(√
2

2 x
)
− C ′1 exp

(
−
√

2
2 x
)

C2 exp
(
−3

2t
)

+ C1 exp
(√

2
2 x
)

+ C ′1 exp
(
−
√

2
2 x
) ,

v = C1 exp
(

3
2t
)

sinh
(√

2
2 x
)

ds
(
C1 exp

(
3
2t
)

cosh
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
,

v = C1 exp
(

3
2t
)

cosh
(√

2
2 x
)

ds
(
C1 exp

(
3
2t
)

sinh
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
,

v =
C1

2
exp

(
3
2t
)

sinh
(√

2
2 x
)1 + cn

(
C1 exp

(
3
2t
)

cosh
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
sn
(
C1 exp

(
3
2t
)

cosh
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

) ,

v =
C1

2
exp

(
3
2t
)

cosh
(√

2
2 x
)1 + cn

(
C1 exp

(
3
2t
)

sinh
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
sn
(
C1 exp

(
3
2t
)

sinh
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

) ;

δ = −1, ε = −1:

v =
sin
(√

2
2 x
)

C2 exp
(

3
2t
)

+ cos
(√

2
2 x
) ,

v = C1 exp
(
−3

2t
)

sin
(√

2
2 x
)

ds
(
C1 exp

(
−3

2t
)

cos
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
,

v =
C1

2
exp

(
−3

2t
)

cos
(√

2
2 x
)1 + cn

(
C1 exp

(
−3

2t
)

sin
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
sn
(
C1 exp

(
−3

2t
)

sin
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

) ;

δ = 1, ε = 1:
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v =
C1

2
exp

(
3
2t
)

sinh
(√

2
2 x
)

sd
(
C1 exp

(
3
2t
)

cosh
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
,

v =
C1

2
exp

(
3
2t
)

cosh
(√

2
2 x
)

sd
(
C1 exp

(
3
2t
)

sinh
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
;

δ = 1, ε = −1:

v =
C1

2
exp

(
−3

2t
)

sin
(√

2
2 x
)

sd
(
C1 exp

(
−3

2t
)

cos
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
.

Òóò cn(z, k), sn(z, k), ds(z, k), òà sd(z, k) =
1

ds(z, k)
� åëiïòè÷íi ôóíê-

öi¨ ßêîái (äèâ., íàïðèêëàä, [31, Ðîçäië 22]), ôóíêöi¨ cn(z, k) òà sn(z, k)

ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì sn2(z, k) + cn2(z, k) = 1.

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.29) ç m = 3 òà ε = 0 íàâåäåíî â ïiäðîçäiëi 4.6.3

òà çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç êëàñiâ (4.6) òà (4.11) çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (4.10), ëåãêî îòðèìàòè äiéñíi òî÷íi ðîç-

âÿçêè äëÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.6) çi çíà÷åííÿì m = 3 òà êî-

åôiöi¹íòàìè, íàâåäåíèìè ó (4.31), òàê ñàìî ÿê i äëÿ âñiõ åêâiâàëåíòíèõ

äî íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè Ĝ∼f=g. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå

íàñòóïíèì ïðèêëàäîì.

Ïðèêëàä 4.4. ßêùî c1 = 0, c2 = 1, δ = 1, òà ε = −1 â ôîðìóëi (4.31),

òî (f, h) = (ch2x, ch4x), òîáòî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.6) ìà¹ âèãëÿä

ch2xut =
(
ch2xux

)
x

+ ch4xu3.

Ïåðåòâîðþþ÷è âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê ç ïåðåëiêó çà ôîðìóëîþ (4.10),

îòðèìó¹ìî íåëi¨âñüêèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ, à ñàìå

u =
C1

2 ch x
exp

(
−3

2t
)

sin
(√

2
2 x
)

sd
(
C1 exp

(
−3

2t
)

cos
(√

2
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
,

äå C1 6= 0.

Çàóâàæèìî, ùî êëàñ (4.29) ¹ ïiäêëàñîì áiëüø çàãàëüíîãî êëàñó êâàçi-

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ âèãëÿäó

ut = uxx + k
(
−(k + 1)un + λ1u+ λ2u

n+1
2 + λ3u

3−n
2 + λ4u

2−n
)
.
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Áàãàòî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü ïîáóäîâàíî â ðîáîòi [94] ç âè-

êîðèñòàííÿì àíçàöó u = zkxϕ(z), äå z = z(t, x). Ç äåÿêèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

çíàéäåíèõ ó [94], ìîæíà îòðèìàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6),

âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (4.10).

4.6.3. Ðîçìíîæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äîäàòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè

åêâiâàëåíòíîñòi. Ó ïiäðîçäiëi 4.5 âè÷åðïíî îïèñàíî ìíîæèíè äîäà-

òêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñàõ (4.11), (4.15) òà (4.6). Äåÿêi

ç öèõ ïåðåòâîðåíü âiäîáðàæàþòü ðiâíÿííÿ ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, ùî

çàëåæàòü âiä çìiííî¨ x, â ðiâíÿííÿ ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, ùî ¹ ñòàëè-

ìè. Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçêè îñòàííiõ ðiâíÿíü ÷àñòî ¹ âiäîìèìè. Íàïðèêëàä,

âèïàäêè 2|q 6=0 òà 6 òàáë. 4.1 (òà âèïàäêè 2.2, 6 ç òàáë. 4.3) åêâiâàëåíòíi

âèïàäêó 2|q=0 (2.1) ç òi¹¨ æ òàáëèöi âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü (4.20)

òà (4.22) ((4.23) òà (4.24)), âiäïîâiäíî.

Ïåðåïîçíà÷èâøè çìiííó u íà v ó âèïàäêó 2.1 òàáë. 4.3, îòðèìó¹ìî â

òî÷íîñòi âèïàäîê 2|q=0 òàáë. 4.1. Âèêîðèñòîâóþ÷è çìiííi ç õâèëüêàìè,

çàïèøåìî ¨õ ó âèãëÿäi

ṽt̃ = ṽx̃x̃ + δṽm. (4.35)

Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.35) ç m = 3 ìîæíà ïîáóäóâàòè, íàïðèêëàä,

âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ðåäóêöi¨ çà îïåðàòîðàìè ëi¨âñüêî¨ àáî íåêëàñè÷íî¨

ñèìåòði¨ [35,45,60] (äèâ. ïiäðîçäië 4.7). Ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âiä-

íîñíî ïåðåòâîðåíü çñóâiâ, ìàñøòàáíèõ ïåðåòâîðåíü òà äâîõ äèñêðåòíèõ

ïåðåòâîðåíü çàìiíè çíàêó çìiííèõ x̃ òà ṽ, âiäîìi íàñòóïíi òî÷íi íåñòàöiî-

íàðíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.35).

δ = −1: ṽ =
2
√

2 x̃

x̃2 + 6t̃
, ṽ =

√
2 x̃ ds

(
x̃2

2
+ 3t̃,

√
2

2

)
;

δ = 1: ṽ =

√
2

2
x̃ sd

(
x̃2

2
+ 3t̃,

√
2

2

)
,

(4.36)
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äå ds(z, k) òà sd(z, k) =
1

ds(z, k)
� åëiïòè÷íi ôóíêöi¨ ßêîái (äèâ., íàïðèê-

ëàä, [31, Ðîçäië 22]).

Çàñòîñîâóþ÷è äî öèõ ðîçâ'ÿçêè ïåðåòâîðåííÿ (4.20), çíàõîäèìî âiäïî-

âiäíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ vt = vxx + δeqxv3 − q2

4 v:

δ = −1: v =
2
√

2e−
qx
2 (x− qt)

(x− qt)2 + 6t
,

v =
√

2e−
qx
2 (x− qt) ds

(
(x− qt)2

2
+ 3t,

√
2

2

)
;

δ = 1: v =

√
2

2
e−

qx
2 (x− qt) sd

(
(x− qt)2

2
+ 3t,

√
2

2

)
.

Ïåðåòâîðþþ÷è ðîçâ'ÿçêè (4.36) çà ôîðìóëîþ (4.22), îòðèìó¹ìî

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ vt = vxx + δepx
2

v3 − p(px2 + 1)v

δ = −1: v =
4
√

2 p x

2px2 − 3
e−

p
2x

2

,

v =
√

2x e−
p
2x

2−4ptds

(
e−4pt

4p
(2px2 − 3),

√
2

2

)
;

δ = 1: v =

√
2

2
x e−

p
2x

2−4ptsd

(
e−4pt

4p
(2px2 − 3),

√
2

2

)
.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (4.23) òà (4.24), ç

ðîçâ'ÿçêiâ (4.36), â ÿêèõ òðåáà ïîêëàñòè ṽ = ũ, ìîæíà ïîáóäóâàòè âiäïî-

âiäíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6)

exut = (exux)x + δexu3 òà

1

x
M 2
− 1

4 ,
1
4
(px2)ut =

(
1

x
M 2
− 1

4 ,
1
4
(px2)ux

)
x

+ δx−2epx
2

M 4
− 1

4 ,
1
4
(px2)u3.

Ôóíêöiþ Óiòòåêåðà, ùî ïðèñóòíÿ â êîåôiöi¹íòàõ îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ,

ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ôóíêöiþ ïîìèëîê Erf(z) = 2√
π

∫ z
0 e
−t2dt íàñòóïíèì

÷èíîì M− 1
4 ,

1
4
(px2) = 1

2
4
√
p
√
πx e

p
2 x

2

Erf(
√
p x).



123

4.7. Ïðî ïðîöåäóðó êëàñèôiêàöi¨

íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè òà ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìî-

æóòü iñòîòíî ñïðîñòèòè çàäà÷ó âiäøóêàííÿ îïåðàòîðiâ íåêëàñè÷íî¨ ñè-

ìåòði¨. Áiëüø òîãî, ¨õ âèêîðèñòàííÿ ìîæå ñòàòè âèðiøàëüíèì êðîêîì

â ðîçâ'ÿçàííi öi¹¨ çàäà÷i. Íàïðèêëàä, çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ

êëàñó (4.1) âäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè òiëüêè ïiñëÿ êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi òà âiäîáðàæåííÿ îòðèìàíî-

ãî êëàñó â iíøi. Îñêiëüêè çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié ¹

áiëüø ñêëàäíîþ, íiæ àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié, òî ìîæíà

ñòâåðäæóâàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ êëàñó (4.1) ó iíøi êëàñè ¹ íåîáõiäíîþ

óìîâîþ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i. À ñàìå, òðåáà âèêîíàòè íàñòóïíi êðîêè.

1. Ïîäiáíî äî êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ñïî÷àòêó êàëiáðó¹ìî äî-

âiëüíi åëåìåíòè êëàñó (4.1) òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà f = g,

òîáòî çâîäèìî éîãî äî êëàñó (4.6). Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî îêðåìî âèïàäêè

m = 2 òà m 6= 2. ßêùî m = 2, òî êëàñ (4.6) âiäîáðàæà¹òüñÿ â êëàñ (4.11)

ïåðåòâîðåííÿì (4.10). ßêùî m 6= 2, òî êëàñ (4.13) âiäîáðàæà¹òüñÿ â

êëàñ (4.15) ïåðåòâîðåííÿì

w =
√
|f |u− |f |

2h

(√
|f |
)
xx
,

ùî ¹ êîìïîçèöi¹þ ïåðåòâîðåíü (4.10) òà (4.14).

2. Îñêiëüêè íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñiâ-îáðàçiâ çi ñòàëèìè êî-

åôiöi¹íòàìè âæå äîñëiäæåíî, öi ðiâíÿííÿ òðåáà âèêëþ÷èòè ç ðîçãëÿäó.

Ç ëåìè 2.3 âèïëèâà¹, ùî òàêîæ ç ðîçãëÿäó òðåáà âèêëþ÷èòè òi ðiâíÿííÿ

ç êëàñiâ (4.11) òà (4.15) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî ¹ åêâiâàëåíòíè-

ìè ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü.

Òîáòî ðiâíÿííÿ ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè íàâåäåíèìè ó âèïàäêàõ 1|q 6=0,

2|q 6=0, 4 òà 6 òàáë. 4.1 òà 4.2, à òàêîæ ðiâíÿíü, ùî çâîäÿòüñÿ äî íèõ ïåðå-

òâîðåííÿìè ç âiäïîâiäíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi.

3. Íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ñèìåòði¨ òðåáà êëàñèôiêóâàòè ç òî÷íiñòþ
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äî âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ïîðîäæåíèõ ãðóïàìè åêâiâàëåíòíîñòi àáî

ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Ïðè öüîìó òðåáà îáìåæèòèñü ïî-

øóêîì ëèøå òèõ îïåðàòîðiâ, ùî ìàþòü íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò áiëÿ ∂t,

òîäi ìîæíà ââàæàòè, ùî τ = 1. Òàêîæ ç ðåçóëüòàòiâ òðåáà âèêëþ÷èòè

âñi îòðèìàíi îïåðàòîðè, ùî åêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì.

4. Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ çíàõîäæåííÿ ïðîîáðàçiâ îòðèìàíèõ îïåðàòîðiâ

íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ òà ðiâíÿíü, ùî ¨õ äîïóñêàþòü. Ïðè öüîìó âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ îáåðíåíi ïåðåòâîðåííÿ ìiæ êëàñàìè.

Ïðîiëþñòðó¹ìî ïðîöåñ îòðèìàííÿ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié äëÿ äåÿêèõ

ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6) ç âiäîìèõ îïåðàòîðiâ äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó-

îáðàçó (4.11) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ðiâíÿííÿ ç êëàñiâ-îáðàçiâ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè íàëåæàòü äî áiëüø

øèðîêîãî êëàñó êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi ç äæåðåëîì

vt = vxx + q(u), (4.37)

÷è¨ ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ïðîêëàñèôiêîâàíî â [8]. Íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâ-

íÿíü ç öüîãî êëàñó äîñëiäæåíî â [29, 35, 45, 60]. Âiäïîâiäíi íåëi¨âñüêi òî-

÷íi ðîçâ'ÿçêè ïîáóäîâàíî â ÿâíîìó âèãëÿäi ìåòîäîì ðåäóêöi¨ â [45, 60].

Âèÿâèëîñü, ùî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ (4.37) äîïóñêàþòü íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨

ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì áiëÿ ∂t òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q ¹ êóái÷íèì

ïîëiíîìîì çà çìiííîþ v. Îòæå, ó âèïàäêó q = δv3 + εv, äå δ 6= 0, íå-

åêâiâàëåíòíi îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì

áiëÿ ∂t âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè:

δ < 0: ∂t ± 3
2

√
−2δ v∂x + 3

2(δv3 + εv)∂v,

ε = 0: ∂t − 3
x∂x −

3
x2v∂v,

ε < 0: ∂t + 3µ tg(µx)∂x − 3µ2 sec2(µx)v∂v,

ε > 0: ∂t − 3µ th(µx)∂x + 3µ2sech2(µx)v∂v,

∂t − 3µ cth(µx)∂x − 3µ2cosech2(µx)v∂v,
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äå µ =
√
|ε|/2.

Âiäøóêóþ÷è ïðîîáðàçè ðiâíÿíü ç òàêèìè çíà÷åííÿìè q âiäíîñíî ïåðå-

òâîðåííÿ (4.10) òà ïðîîáðàçè âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ çà ôîðìó-

ëîþ (4.18), îòðèìó¹ìî âèïàäêè, íàâåäåíi â òàáëèöi 4.5.

Òàáëèöÿ 4.5

Îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿíü

f(x)ut = (f(x)ux)x + δf(x)2u3, f(x) = ζ(x)2

� ζ(x) Îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨

1 c1x+ c2 ∂t ± 3
2

√
−2δζu∂x + 3

2(δζ2u∓ c1
√
−2δ)u2∂u,

∂t −
3

x
∂x −

3c2
x2ζ

u∂u

∂t ± 3
2

√
−2δζu∂x + 3

2(δζ2u2 ∓
√
−2δζxu+ ε)u∂u,

2 c1 sin(
√
εx) + c2 cos(

√
εx) ∂t − 3µ th(µx)∂x + 3µ

(
ζx
ζ th(µx) + µ sech2(µx)

)
u∂u,

∂t − 3µ cth(µx)∂x + 3µ
(
ζx
ζ cth(µx)− µ cosech2(µx)

)
u∂u

3 c1 sh(
√
|ε|x) + c2 ch(

√
|ε|x) ∂t ± 3

2

√
−2δζu∂x + 3

2(δζ2u2 ∓
√
−2δζxu+ ε)u∂u,

∂t + 3µ tg(µx)∂x − 3µ
(
ζx
ζ tg(µx) + µ sec2(µx)

)
u∂u

c2
1 + c2

2 6= 0. Ó âèïàäêó 2 ε > 0. Ó âèïàäêó 3 ε < 0, µ =
√
|ε|/2.

Çàóâàæåííÿ 4.6. Iñíóþòü äâà øëÿõè âèêîðèñòàííÿ âiäîáðàæåíü ìiæ

êëàñàìè ðiâíÿíü ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñiâ-îáðàçiâ ¹ âiäîìèìè. Ïåðøèé

øëÿõ � âçÿòè ïðîîáðàçè ïîáóäîâàíèõ îïåðàòîðiâ òà ðiâíÿíü, ùî ¨õ äî-

ïóñêàþòü. Ïîòiì ìîæíà ðåäóêóâàòè ïðîîáðàçè ðiâíÿíü çà âiäïîâiäíèìè

ïðîîáðàçàìè îïåðàòîðiâ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè íå-

ëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç âèõiäíîãî êëàñó. Öåé øëÿõ íå ¹ îïòèìàëüíèì,

îñêiëüêè êiíöåâîþ ìåòîþ äîñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié ¹ ïîáóäî-

âà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Öå ñïîñòåðåæåííÿ ïiäòâåðäæó¹òüñÿ òèì ôàêòîì,

ùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó-îáðàçó òà âiäïîâiäíi îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñèìå-

òði¨ ìàþòü, ÿê ïðàâèëî, áiëüø ïðîñòi ôîðìè òà, îòæå, ¹ áiëüø çðó÷íèìè
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äëÿ ïðîâåäåííÿ ðåäóêöi¨. Ïðè öüîìó ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ òàêîæ ¹ áiëüø

ïðîñòèìè äëÿ iíòåãðóâàííÿ. Áiëüø òîãî, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iíîäi ïðîîáðà-

çè ðiâíÿíü, ïàðàìåòðèçîâàíèõ îäíi¹þ ñòàëîþ, íàëåæàòü äî ðiçíèõ ñiìåé

ðiâíÿíü, ïàðàìåòðèçîâàíèõ äåêiëüêàìè ñòàëèìè. Â ðåçóëüòàòi, ðîáëÿ÷è

ðåäóêöi¨ â ðiâíÿííÿõ âèõiäíîãî êëàñó, äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç áàãàòüìà

ðiçíèìè àíçàöàìè òà ðåäóêîâàíèìè ðiâíÿííÿìè, â òîé ÷àñ ÿê öå åêâiâà-

ëåíòíî îäíîìó àíçàöó òà ðåäóêîâàíîìó ðiâíÿííþ â êëàñi-îáðàçi. Òîìó

äðóãèé øëÿõ, ÿêèé ïîëÿãà¹ â ïðîâåäåííi ðåäóêöié â êëàñàõ-îáðàçàõ òà

çíàõîäæåííi ïðîîáðàçiâ îòðèìàíèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ¹ êðàùèì.

4.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó öüîìó ðîçäiëi âèêîíàíî ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó (4.1). Ãðó-

ïè åêâiâàëåíòíîñòi ðiçíèõ òèïiâ çíàéäåíî äëÿ êëàñó (4.1), éîãî ïiäêëàñó

ç g = f òà êëàñiâ ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè ñïåöiàëüíèìè òî÷êîâèìè ïåðåòâî-

ðåííÿìè. Ïîáóäîâàíî âñi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïîâ'ÿçóþòü âèïàäêè

ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Öi ïåðåòâîðåííÿ ¹ äîäàòêîâèìè äî ïåðå-

òâîðåíü ç ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi. Òîáòî íàñïðàâäi ðîçâ'ÿçàíî äâi çàäà÷i

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êîæíîãî ç ðîçãëÿäóâàíèõ êëàñiâ � âiäíîñíî

âiäïîâiäíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi òà âiäíîñíî ìíîæèíè âñiõ òî÷êîâèõ

ïåðåòâîðåíü. Âè÷åðïíî îïèñàíî ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó âè-

ïàäêó m 6= 0, 1, 2. Øèðîêi ñiì'¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðîçãëÿäóâàíèõ

ðiâíÿíü îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè÷íîãî ìåòîäà ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨,

à òàêîæ ðîçìíîæåííÿì ç âæå âiäîìèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîäàòêîâèìè ïåðåòâî-

ðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ÷è âiäîáðàæåííÿìè ìiæ êëàñàìè. Ïîáóäîâàíî

äåÿêi íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.1).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 4 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [7, 119].
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ÐÎÇÄIË 5

Ãðóïîâèé àíàëiç íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

äèôóçi¨ ìiæ ïëàñòèíàìè

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ñèìåòði¨ òà çàêîíè çáåðåæåííÿ êëàñó íåëi-

íiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ìiæ ïëàñòèíàìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó

ut = (D(u)ux)x + h(x)u, (5.1)

äå Du 6= 0. Òóò u � òåìïåðàòóðà (êîíöåíòðàöiÿ), t òà x � ÷àñîâà òà ïðî-

ñòîðîâà çìiííi âiäïîâiäíî. D � êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi (äèôóçi¨),

h = −N 2f(x), äå N � ïàðàìåòð ïëàñòèíè, f � êîåôiöi¹íò òåïëî-(ìàñî-)

ïåðåíîñó.

Óìîâà Du = 0 âiäïîâiäà¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì ç êëàñó (5.1), ÿêi äî-

ñëiäæåíî ç ñèìåòðiéíî¨ òî÷êè çîðó â ðàìêàõ êëàñèôiêàöi¨ çàãàëüíèõ ëi-

íiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Äèâèñü ðîáîòó [88]

(ïåðåêëàä àíãëiéñüêîþ � [79, ñ. 473�508]) òà ìîíîãðàôiþ [23, ñ. 340�356].

Êðiì òîãî, ëiíiéíi òà íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.1) íå ïîâ'ÿçàíi òî÷êî-

âèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Òîìó ëiíiéíèé âèïàäîê âèêëþ÷åíî ç ðîçãëÿäó.

Ïiäðîçäiëi 5.1 ïðèñâÿ÷åíî ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨ íåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü (5.1). Çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà óìîâ-

íi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi. Öå äîçâîëèëî ñïðîñòèòè ðåçóëüòàòè êëàñèôi-

êàöi¨ òà ¨õ ïîäàëüøå çàñòîñóâàííÿ. Íàïðèêiíöi ïiäðîçäiëó 5.1 íàâåäåíî

ðåçóëüòàò ùîäî êëàñèôiêàöi¨ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç

êëàñó (5.1).

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 ïîáóäîâàíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó, ùî

íå çâîäÿòüñÿ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî ðiâíÿíü ç h(x) = const.
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Ó ïiäðîçäiëi 5.3 äëÿ äåÿêèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (5.1) îòðèìàíî îïåðàòîðè

ðåäóêöi¨, çà ÿêèìè ïîáóäîâàíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè.

Îäíå öiêàâå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.1) âèâ÷åíî â ïiäðîçäiëi 5.4. Ç âèêî-

ðèñòàííÿì ðiçíèõ ñèìåòðiéíèõ òåõíiê (ëi¨âñüêà ðåäóêöiÿ òà ïðèõîâàíi

ñèìåòði¨ � ïóíêò 5.4.1, íåëiíiéíå âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, óçàãàëüíåíi

óìîâíi ñèìåòði¨ � ïóíêò 5.4.2, íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ � ïóíêò 5.4.3) çíà-

éäåíî áàãàòî éîãî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

5.1. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ, ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi òà çàêîíè çáåðåæåííÿ

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (5.1) âèêîíàíî ó ðàìêàõ êëàñè÷íîãî ïiä-

õîäó. Çíàéäåíî âñi íåîáõiäíi îá'¹êòè (ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi, ÿäðî òà âñi

íååêâiâàëåíòíi ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi). Êðiì

öüîãî äîñëiäæåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà óìîâíó ãðó-

ïó åêâiâàëåíòíîñòi, çàâäÿêè ÷îìó ñïðîùåíî ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨.

Òåîðåìà 5.1. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (5.1) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3x+ δ4, ũ = δ5u, D̃ = δ−1
1 δ2

3D, h̃ = δ−1
1 h,

äå δi, i = 1, . . . , 5, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ3δ5 6= 0.

Çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi îäèíèöi â ãðóïi G∼ íàëåæàòü íåïåðåðâíi ïåðåòâî-

ðåííÿ, â ÿêèõ δ1 > 0, δ3 > 0 òà δ5 > 0. Äèñêðåòíà êîìïîíåíòà ãðóïè G∼

ïîðîäæó¹òüñÿ òðüîìà iíâîëþòèâíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çàìiíè çíàêiâ ó

íàáîðàõ {t,D, h}, {x}, {u}. Çàóâàæèìî, ùî êëàñ (5.1) íå äîïóñêà¹ ïåðå-
òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi á çàëåæàëè âiä éîãî äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ D

òà h, òîáòî âií íå ìà¹ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 5.2. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç

êëàñó (5.1) ñïiâïàäà¹ ç îäíîâèìiðíîþ àëãåáðîþ 〈∂t〉. Âñi ìîæëèâi G∼-

íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ií-

âàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ íàâåäåíèìè ó òàáëèöi 5.1.
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Òàáëèöÿ 5.1

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü

ut = (D(u)ux)x + h(x)u, Du 6= 0.

� D(u) h(x) Áàçèñ Amax

1 ∀ ∀ ∂t

2 ∀ 1 ∂t, ∂x

3 ∀ x−2 ∂t, 2t∂t + x∂x

4 un εxq ∂t, −qnt∂t + nx∂x + (q + 2)u∂u

5 un εex ∂t, −nt∂t + n∂x + u∂u

6 u−4/3 h1(x) ∂t, −4qt∂t + 4(x2 + p)∂x − 3(4x+ q)u∂u

7 ∀ 0 ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x

8 (u+ 1)−1 ε ∂t, ∂x, e
εt∂t + εeεt(u+ 1)∂u

9 eu 0 ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x, x∂x + 2∂u

10 un, n 6= −4
3 ε ∂t, ∂x, e

−εnt(∂t + εu∂u), nx∂x+ 2u∂u

11 (u+α)n, n 6= −4
3 0 ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x, nx∂x + 2(u+α)∂u

12 u−4/3 ε ∂t, ∂x, e
4
3
εt(∂t + εu∂u), 2x∂x − 3u∂u, x

2∂x − 3xu∂u

13 (u+α)−4/3 0 ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x, 2x∂x − 3(u+α)∂u, x
2∂x − 3x(u+α)∂u

h1(x) = ε exp

[∫
q

x2 + p
dx

]
; p ∈ {−1, 0, 1} mod G∼,

ε = ±1, α ∈ {0, 1} mod G∼; n 6= 0, q 6= 0.

Âèïàäîê 6 âiäñóòíié ó ðîáîòàõ [53,95,96]. Ôóíêöiÿ h1, â çàëåæíîñòi âiä

çíà÷åííÿ ñòàëî¨ p, äîðiâíþ¹ îäíié ç òàêèõ ôóíêöié:

p = −1: h1 = ε

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣q/2 , p = 0: h1 = εe−q/x,

p = 1: h1 = εe q arctg x.

Äîäàòêîâî ââàæà¹ìî q = −1 mod G∼, ÿêùî p = 0.
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Äåÿêi âèïàäêè ç òàáë. 5.1, åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü,

ùî íå íàëåæàòü ãðóïi G∼. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi íàçè-

âàþòü äîäàòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, ìîæíà ñïðîñòèòè

ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ òà ¨õ ïîäàëüøå çàñòîñóâàííÿ. Íàâåäåìî ïàðè

åêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü òà âiäïîâiäíi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ:

6p=0 7→ 5ñ=−4/3 : t̃ = t, x̃ = x−1, ũ = x3u;

6p=−1 7→ 4ñ=−4/3, q̃=q/2 : t̃ = t, x̃ =
x− 1

x+ 1
, ũ = 2−3/2(x+ 1)3u;

11α 6=0 7→ 11α=0, 13α 6=0 7→ 13α=0 : t̃ = t, x̃ = x, ũ = u+ α;

10 7→ 11α=0, 12 7→ 13α=0 (n = −4
3) : t̃ = 1

εne
εnt, x̃ = x, ũ = e−εtu.

Òðåò¹ ïåðåòâîðåííÿ ¹ î÷åâèäíèì, àëå íå íàëåæèòü ãðóïi G∼. Îñòàíí¹

ïåðåòâîðåííÿ áóëî âiäîìî ðàíiøå [78]. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïîäiáíå ïå-

ðåòâîðåííÿ

t̃ = −1
εe
−εt, x̃ = x, ũ = e−εt(u+ 1)

ïîâ'ÿçó¹ âèïàäîê 8 ç ðiâíÿííÿì ũt̃ = (ũ−1ũx̃)x̃ − ε, ÿêå íå íàëåæèòü äî

ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó. Âèïàäîê 6 ç p = 1 çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 4 òiëüêè

íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Âñi iíøi âèïàäêè ç òàáë. 5.1 íå çâîäÿòüñÿ îäèí äî îäíîãî òî÷êîâèìè

ïåðåòâîðåííÿìè. Îòæå, ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.3. Ç òî÷íiñòþ äî âñiõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ìîæëèâi âè-

ïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü (5.1) âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1�5, 6p=1, 7�9, 11α=0 òà 13α=0 ç

òàáë. 5.1.

Îñîáëèâiñòü êîåôiöi¹íòó äèôóçi¨ D = u−4/3 ïiä ÷àñ ãðóïîâî¨ êëàñè-

ôiêàöi¨ ìîæíà ïîÿñíèòè íàÿâíiñòþ íåòðèâiàëüíèõ óìîâíèõ ãðóï åêâiâà-

ëåíòíîñòi â êëàñi (5.1). Äiéñíî, ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ðîçøèðþ¹òüñÿ çà

óìîâè D = u−4/3. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 ïiäêëàñó ðiâíÿíü (5.1) ç
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D = u−4/3 ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ =
δ3x+ δ4

δ5x+ δ6
, ũ = ±δ1(δ5x+ δ6)

3u, h̃ = δ1
−1h,

äå δi, i = 1, . . . , 6, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1 > 0 òà δ3δ6 − δ4δ5 = ±1. Ãðóïà G∼1
¹ íåòðèâiàëüíîþ óìîâíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (5.1). Çàóâàæè-

ìî, ùî ïåðøi äâà äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íàëåæàòü äî

ãðóïè G∼1 .

Iíøèé ïðèêëàä óìîâíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (5.1) âèíèêà¹ çà

óìîâè h = 0. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ òîäi ðîçøèðþ¹òüñÿ ïåðåòâîðå-

ííÿì çñóâó çà çìiííîþ u, òîáòî ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼2 íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü äèôóçi¨ (h = 0) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3x+ δ4, ũ = δ5u+ δ6, D̃ = δ−1
1 δ2

3D,

äå δi, i = 1, . . . , 6, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ3δ5 6= 0. Òðåò¹ äîäàòêîâå ïåðåòâî-

ðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íàëåæèòü äî ãðóïè G∼2 .

Ïiäêëàñ ðiâíÿíü (5.1) ç êîåôiöi¹íòîì h, ùî ¹ ñòàëîþ, äîïóñêà¹ óçàãàëü-

íåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi. Òåðìií �óçàãàëüíåíà� îçíà÷à¹, ùî ïåðåòâîðå-

ííÿ çìiííèõ t, x òà u ìîæóòü çàëåæàòè âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ [19,89,90].

Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼3 ïîðîäæó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç

ãðóïè G∼ òà îñòàííiì äîäàòêîâèì ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, â ÿêî-

ìó ε òðåáà çàìiíèòè íà h.

Çíàííÿ óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿ¹ ïîâíiñòþ îïèñàòè ìíî-

æíó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi (5.1).

Ïðîêëàñèôiêîâàíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (5.1).

Äîâåäåíî, ùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.1) äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi çàêîíè

çáåðåæåííÿ òiëüêè äëÿ ñòàëèõ çíà÷åíü äîâiëüíîãî åëåìåíòà h. Âiäïîâiäíi

ïðîñòîðè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ¹ äâîâèìiðíèìè i ìàþòü áàçèñíi åëåìåíòè

ç òàêèìè âåêòîðàìè ãóñòèíè i õàðàêòåðèñòèêàìè:(
xe−htu, e−ht

(
−xDux +

∫
D
) )
, xe−ht òà ( e−htu, −e−htDux ), e−ht.

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 3.8.



132

5.2. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

Âèïàäêè 7�13 òàáë. 5.1 ïðåäñòàâëåíi ðiâíÿííÿìè ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi ñòà-

ëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Êðiì öüîãî ðiâíÿííÿ ç òàêèìè êîåôiöi¹íòàìè àáî

¹ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè äèôóçi¨ (òîáòî ìàþòü h = 0), àáî çâîäÿòüñÿ

äî òàêèõ äîäàòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Áàãàòî ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿíü ðåàêöi¨ äèôóçi¨ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè çíàéäåíî â ðîáî-

òàõ [9, 25, 72, 78]. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè ðåäóêöi¨ ïðîâîäèòèìåìî ëèøå äëÿ âè-

ïàäêiâ 4�6 òàáë. 5.1, òîáòî äëÿ ðiâíÿíü, ÿêi íå çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü çi

ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëàñó (5.1).

Â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ

ut = (u−4/3ux)x + h1(x)u (5.2)

(âèïàäîê 6 òàáë. 5.1) äîïóñêà¹ äâîâèìiðíó íåàáåëåâó àëãåáðó g ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi ïîðîäæåíó îïåðàòîðàìè

X1 = ∂t, X2 = −4qt∂t + 4(x2 + p)∂x − 3(4x+ q)u∂u.

Ïîâíèé ïåðåëiê íååêâiâàëåíòíèõ îäíîâèìiðíèõ òà äâîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð

àëãåáðè g âè÷åðïó¹òüñÿ àëãåáðàìè 〈X1〉, 〈X2〉 òà 〈X1, X2〉.
Ðåçóëüòàòîì ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (5.2) çà äâîâèìiðíîþ ïiäàëãåá-

ðîþ 〈X1, X2〉 ¹ àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ. Â òîé æå ÷àñ, ðåäóêóþ÷è éîãî çà

äâîìà îäíîâèìiðíèìè ïiäàëãåáðàìè, îòðèìó¹ìî çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ.

Íèæ÷å íàâåäåíî ïåðåëiê âèêîíàíèõ ðåäóêöié, êîæåí ïóíêò ÿêîãî ìi-

ñòèòü ïiäàëãåáðó, çà ÿêîþ ïðîâåäåíî ðåäóêöiþ, âiäïîâiäíèé àíçàö òà ðå-

äóêîâàíå ðiâíÿííÿ. Ïåðøèé íîìåð âèïàäêiâ ó ñïèñêó ñïiâïàäà¹ ç íîìåðîì

âèïàäêiâ ç òàáë. 5.1.

6.0. 〈X1, X2〉: u = C(x2 + p)−3/2
(
h1(x)

)−3/4
, C4/3 =

3

16
(q2 + 16p).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâ'ÿçîê

C = ±33/4

8
(q2 + 16p)3/4
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ðåäóêîâàíîãî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ ó âiäïîâiäíèé àíçàö, áóäó¹ìî òî-

÷íèé ðîçâ'ÿçîê

u = ±33/4

8
(q2 + 16p)3/4(x2 + p)−3/2

(
h1(x)

)−3/4

ðiâíÿííÿ (5.2).

6.1. 〈X1〉: u = (ϕ(ω))−3, ω = x; 3ϕωω = h1(ω)ϕ−3;

6.2. 〈X2〉: u =
(
(x2 + p)1/2(h1(x))1/4ϕ(ω)

)−3
, ω = th1(x);

3q2ω2ϕωω + 9
2q

2ωϕω − 3ϕ−4ϕω + 3
16(q2 + 16p)ϕ− εϕ−3 = 0.

Îòðèìàíi ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi äàþòü

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.2), ïîáóäîâàíèé ðåäóêöi¹þ çà äâîâèìiðíîþ ïiäàë-

ãåáðîþ äî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè

iíøi ðîçâ'ÿçêè. Íà æàëü, âäàëîñÿ ëèøå ïîíèçèòè ïîðÿäîê ðåäóêîâàíîãî

ðiâíÿííÿ ç âèïàäêó 6.1. À ñàìå, ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ

y = (ω2 + p)−1/2(h1(ω))−1/4ϕ,

ψ = (ω2 + p)−1/2(h1(ω))−1/4((ω2 + p)ϕω − ωϕ),

çíàéäåíî¨ ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàòîðà ñèìåòði¨ 4(ω2 + p)∂ω + (4ω+ q)ϕ∂ϕ

ðiâíÿííÿ 6.1 íàáóâà¹ âèãëÿäó (4ψ − qy)ψy + qψ + 4py = 4
3εy

−3. Íàéêðà-

ùèì ñïîñîáîì âiäøóêàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç âèïàäêó 6, â ÿêèõ

p 6 0, ¹ âiäîáðàæåííÿ òàêèõ ðiâíÿíü ó âèïàäîê 4 (àáî 5, ÿêùî p = 0)

äîäàòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi òà äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ-

îáðàçó.

Äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ 4 òà 5 òàáë. 5.1. ïîçíà÷èìî áàçèñíi îïåðàòîðè

ñèìåòði¨ ÷åðåç X1 òà X2. Îïòèìàëüíà ñèñòåìà ïiäàëãåáð ó öüîìó âèïàäêó

ñïiâïàäà¹ ç îïòèìàëüíîþ ñèñòåìîþ äëÿ âèïàäêó 6. Âiäïîâiäíi àíçàöè òà

ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü òàêèé âèãëÿä (ε′ = sign t):

4.0. 〈X1, X2〉: u = Cx
q+2
n , (q + 2)(nq + n+ q + 2)Cn+1 + εn2C = 0;
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4.1. 〈X1〉: u = (ϕ(ω))
1

n+1 , ω = x,

ϕωω + ε(n+ 1)ωqϕ
1

n+1 = 0, ÿêùî n 6= −1;

u = exp(ϕ(ω)), ω = x, ϕωω + εωqeϕ = 0, ÿêùî n = −1;

4.2. 〈X2〉: u = |t|−
q+2
nq ϕ(ω), ω = |t|

1
qx,

(ϕnϕω)ω + εωqϕ+ ε′
q + 2

nq
ϕ− ε′1

q
ωϕω = 0;

5.0. 〈X1, X2〉: u = Ce
x
n , (n+ 1)Cn+1 + εn2C = 0;

5.1. 〈X1〉: u = (ϕ(ω))
1

n+1 , ω = x,

ϕωω + ε(n+ 1)eωϕ
1

n+1 = 0, ÿêùî n 6= −1;

u = exp(ϕ(ω)), ω = x, ϕωω + εeϕ+ω = 0, ÿêùî n = −1;

5.2. 〈X2〉: u = |t|− 1
nϕ(ω), ω = x+ ln |t|,

(ϕnϕω)ω + εeωϕ+ ε′n−1ϕ− ε′ϕω = 0.

Ðåäóêöiÿ äî àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü äà¹ íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç

âèïàäêiâ 4 òà 5:

4. u =

(
−q + 2

εn2
(nq + n+ q + 2)

)− 1
n

x
q+2
n ;

5. u =

(
−n+ 1

εn2

)− 1
n

e
x
n .

Ðåäóêîâàíi çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿìè Åìäåíà�

Ôàóëåðà òà Ëàíå�Åìäåíà àáî ¨õ ìîäèôiêàöiÿìè. Ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü

âiäîìi äëÿ áàãàòüîõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [24]). Âiäïî-

âiäíî, äëÿ áàãàòüîõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ n òà q ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç âèïàäêiâ 4 òà 5 òàáë. 5.1.

5.3. Ïðî íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ äåÿêèõ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (5.1). ßê çàçíà÷àëîñÿ ó ïiäðîçäiëi 2.4, çàäà÷à âiäøóêàííÿ îïåðàòîðiâ
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ðåäóêöi¨ ç íóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì áiëÿ ∂t çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîãî

ðiâíÿííÿ, ÿêå åêâiâàëåíòíå âèõiäíîìó ðiâíÿííþ. Äîñèòü ÷àñòî âäà¹òüñÿ

çíàéòè ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè òàêîãî ðiâíÿííÿ, ïðèïóñêàþ÷è, íàïðèêëàä, ùî

êîåôiöi¹íò îïåðàòîðà ðåäóêöi¨ áiëÿ ∂u ¹ ïîëiíîìîì çìiííî¨ u. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è öåé ïiäõiä, çíàéäåíî, ùî ðiâíÿííÿ

ut = (u−1ux)x + xu (5.3)

¹ óìîâíî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà ∂x + tu∂u. Âiäïîâiäíèé àíçàö

u = etxϕ(ω), ω = t, ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (5.3) äî ðiâíÿííÿ ϕω = 0. Òà-

êèì ÷èíîì, ïîáóäó¹ìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê u = Cetx ðiâíÿííÿ (5.3). Öåé

ðîçâ'ÿçîê íå ìîæíà îòðèìàòè ìåòîäîì ðåäóêöi¨ çà îïåðàòîðàìè ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨. Éîãî ìîæíà äîäàòêîâî ðîçìíîæèòè ïåðåòâîðåííÿìè ñèìåòði¨

ðiâíÿííÿ (5.3).

Çàóâàæèìî, ùî íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ íåëiíiéíèõ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ (òîá-

òî ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.1) ç h = 0) âèâ÷åíî òiëüêè ó âèïàäêó ñòåïåíåâèõ òà

åêñïîíåíöiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ [44]. Îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñè-

ìåòði¨, ÿêi ìàþòü íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò ïðè ∂t òà íå ¹ åêâiâàëåíòíèìè

îïåðàòîðàì ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, çíàéäåíî òiëüêè ó âèïàäêàõ, êîëè êîåôi-

öi¹íò äèôóçi¨ D ¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ (âèïàäîê 9 òàáë. 5.1 òà

åêâiâàëåíòíi éîìó ðiâíÿííÿ) àáî u−
1
2 . Áiëüø òîãî, ðîçâ'ÿçêè, ïîáóäîâà-

íi äëÿ âèïàäêó D = eu ìåòîäîì ðåäóêöi¨ çà îïåðàòîðàìè íåêëàñè÷íî¨

ñèìåòði¨, ¹ ëi¨âñüêèìè.

Ïðîòèëåæíà ñèòóàöiÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó âèïàäêó h 6= 0. Òîäi iñíóþòü

îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ç êëàñó (5.1), ÿêi ìàþòü íåíóëüîâèé êîåôi-

öi¹íò áiëÿ ∂t, íååêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì îïåðàòîðàì òà ïðèçâîäÿòü äî íå-

ëi¨âñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òàê, ðiâíÿííÿ (5.3) äîïóñêà¹ îïåðàòîð íåêëàñè÷íî¨

ñèìåòði¨ ∂t + xu∂u. Âiäïîâiäíèé àíçàö u = etxϕ(ω), ω = x, ðåäóêó¹ ðiâ-

íÿííÿ (5.3) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (ϕ−1ϕω)ω = 0 ç

çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ϕ = C1e
C2x, ùî äà¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.3), åêâi-

âàëåíòíèé ïîáóäîâàíîìó âèùå íåëi¨âñüêîìó ðîçâ'ÿçêó âiäíîñíî ïåðåòâî-

ðåíü ç ãðóïè ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (5.3).



136

5.4. Ðîçøèðåíèé àíàëiç îäíîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨

ìiæ ïëàñòèíàìè

Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ îäíîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.1) ç

êîåôiöi¹íòàìè D = u−3/2 òà h = x−1, òîáòî ðiâíÿííÿ

ut = (|u|−3/2ux)x + x−1u. (5.4)

Ç âèêîðèñòàííÿì ðiçíèõ ñèìåòðiéíèõ òåõíiê (ëi¨âñüêà ðåäóêöiÿ, íåëiíiéíå

âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, óçàãàëüíåíi óìîâíi ñèìåòði¨, ïðèõîâàíi ñèìåòði¨)

ïîáóäîâàíî áàãàòî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Ðiâíÿííÿ (5.4) íå âèäiëÿ¹òüñÿ çà ñâî¨ìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè

(ó ñåíñi Ëi) ç êëàñó (5.1). Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíî-

ñòi ðiâíÿííÿ (5.4) ¹ A1 = 〈∂t, D = t∂t +x∂x− 2
3u∂u〉, òîáòî ãðóïà G1 éîãî

ñèìåòðié ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = eδ1t+ δ0, x̃ = eδ1x, ũ = e−
2
3δ1u,

äå δ0, δ1 � äîâiëüíi ñòàëi. Â òîé ñàìèé ÷àñ, ðiâíÿííÿ (5.4) ìà¹ îñîáëèâi

âëàñòèâîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç ðiçíèìè òèïàìè íåëi¨âñüêèõ ñèìåòðié, ùî äîçâî-

ëÿ¹ ïîáóäóâàòè éîãî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè.

Çâàæàþ÷è íà ôiçè÷íèé ñåíñ ðiâíÿííÿ ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ u

¹ äîäàòíîþ òà îïóñòèòè ìîäóëü ó âèðàçi |u|−3/2.

Çàìiñòü ðiâíÿííÿ (5.4) çðó÷íî âèâ÷àòè åêâiâàëåíòíå éîìó ðiâíÿííÿ

vt = vvxx −
2

3
(vx)

2 − 3

2

v

x
, (5.5)

äå v = u−3/2, i òîìó v ¹ äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ. Â òåðìiíàõ çìiííèõ (t, x, v)

îïåðàòîð ∂t çáåðiãà¹ ñâié âèãëÿä, à îïåðàòîð äèëàòàöi¨ íàáóâà¹ âèãëÿäó

D = t∂t + x∂x + v∂v. Îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì ðiâíÿííÿ (5.5) â ðiâíÿí-

íÿ (5.4) ¹ u = v−2/3.

Äëÿ çðó÷íîñòi íàâåäåìî ñïî÷àòêó âñi ïîáóäîâàíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿííÿ (5.4), à ïîòiì îáãîâîðèìî ìåòîäè ¨õ îòðèìàííÿ. Íàâåäåíi ðîçâ'ÿçêè
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¹ G1-íååêâiâàëåíòíèìè, îòæå, ¨õ ìîæíà äîäàòêîâî ðîçìíîæèòè ïåðåòâî-

ðåííÿìè ç öi¹¨ ãðóïè.

1) u =

(
−ε2x3 + 3εx2 − 9

4
x

)−2/3

, ε ∈ {−1, 0, 1} mod G1,

2) u =

(
3

2

x2

t
− 9

4
x

)−2/3

,

3) u =

(
x3 − 3x2 tg 2t− 9

4
x

)−2/3

,

4) u =

(
−x3 + 3x2 th 2t− 9

4
x

)−2/3

,

5) u =

(
−x3 + 3x2 cth 2t− 9

4
x

)−2/3

,

6)
√
ψ − ψ2 − 1

2
arcsin(2ψ − 1) = ±1

x
+ C0,

ψ := −u
−1/2

x
, 0 < ψ < 1,

7)
√
ψ + ψ2 − 1

2
ln(2ψ + 1 +

√
ψ + ψ2) = ±1

x
+ C0,

ψ := −u
−1/2

x
, ψ < −1 àáî ψ > 0.

Ðîçâ'ÿçêè 1)�5) òðåáà ðîçãëÿäàòè òiëüêè äëÿ òèõ çíà÷åíü (t, x), äëÿ ÿêèõ

âiäïîâiäíà îñíîâà ñòåïåíi −2/3 ¹ äîäàòíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî ç ðîçâ'ÿçêiâ (5.4) ìîæíà îòðèìàòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü,

ÿêi åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííþ (5.4) âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü. Íàïðè-

êëàä, ïåðåòâîðåííÿ t̃ = t, x̃ = x−1, ũ = x2u ïîâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ (5.4) ç

ðiâíÿííÿì

x̃−1ũt̃ = (ũ−3/2ũx̃)x̃ + ũ.

Îáèäâà öi ðiâíÿííÿ íàëåæàòü äî êëàñó (3.3), ÿêèé äîñëiäæåíî ó ðîçäiëi 3.

Îòæå, âèùåíàâåäåíi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà ðîçìíîæèòè äî ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü

ç êëàñó (3.3).
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5.4.1. Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨. Ðîçïî÷íåìî îáãîâîðåííÿ ìåòîäiâ çíàõîä-

æåííÿ âèùåíàâåäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ïî÷èíàþ÷è ç êëàñè÷íîãî ìåòîäà Ëi.

Àëãåáðà A1 ¹ íåàáåëåâîþ äâîâèìiðíîþ àëãåáðîþ. Ïîâíèé ïåðåëiê íå-

åêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè A1 âè÷åðïó¹òüñÿ îäíîâèìiðíèìè ïiä-

àëãåáðàìè 〈∂t〉 òà 〈D〉, à òàêîæ ñàìîþ àëãåáðîþ A1.

Çà àëãåáðîþ A1 áóäó¹ìî àíçàö u = ϕx−2/3. Âðàõîâóþ÷è äîäàòíiñòü u,

ϕ òàêîæ ìà¹ áóòè äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ. Îñêiëüêè A1 ìà¹ òiëüêè îäèí

ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèé iíâàðiàíò, òî ϕ ¹ ñòàëîþ. Îòæå, öåé àíçàö

ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (5.4) äî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ 4ϕ−3/2 + 9 sign x = 0

íà ôóíêöiþ ϕ, ÿêå ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òiëüêè íà âiä'¹ìíié íàïiâîñi x < 0. Â

ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê 1) ç ε = 0. Âñi iíøi ðîçâ'ÿçêè 1)�5) ¹ éîãî

ìîäèôiêàöiÿìè ç äîäàòêîâèìè ÷ëåíàìè.

Ðîçâ'ÿçêè, iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ïiäàëãåáðè 〈∂t〉, ñòàöiîíàðíi. Âiäïîâiä-
íèé àíçàö u = ϕ(ω), äå ω = x, äà¹ ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

(ϕ−3/2ϕω)ω + ω−1ϕ = 0, (5.6)

ÿêå iíòåãðó¹òüñÿ â êâàäðàòóðàõ. Ðiâíÿííÿ (5.6) ïîâ'ÿçàíî ç ðiâíÿííÿìè

6.101 òà 6.205 ç [13]. Iíòåãðîâíiñòü ðiâíÿííÿ (5.6) ìîæíà ïîÿñíèòè â ðàì-

êàõ ñèìåòðiéíîãî ïiäõîäó. Àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (5.6)

ïîðîäæó¹òüñÿ îïåðàòîðàìè D̂ = 3ω∂ω − 2ϕ∂ϕ òà Π̂ = ω2∂ω − 2ωϕ∂ϕ, òîá-

òî ¹ äâîâèìiðíîþ. Öüîãî äîñòàòíüî äëÿ òîãî ùîá ïðîiíòåãðóâàòè ðiâíÿ-

ííÿ (5.6) ìåòîäîì Ëi.

Àëãåáðà A1 iíäóêó¹ òiëüêè òó ïiäàëãåáðó àëãåáðè ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (5.6), ùî ïîðîäæåíà îïåðàòîðîì D̂. Îòæå,

Π̂ ¹ ïðèõîâàíèì îïåðàòîðîì ñèìåòði¨ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (5.4). Çà-

óâàæèìî, ùî ïåðøèé íåòðèâiàëüíèé ïðèêëàä ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié,

ïîâ'ÿçàíèõ ç ðåäóêöi¹þ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè, íàâåäåíî Ë.Â. Êàïiòàíñêiì [14, 15] äëÿ ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà.

Øèðîêi êëàñè ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü Íàâ'¹�Ñòîêñà ïîáóäîâàíî â

ðîáîòàõ [64,65]. Äèâ. òàêîæ [41], äå íàâåäåíî ðiçíi îçíà÷åííÿ ïðèõîâàíèõ

ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Äëÿ òîãî, ùîá çâåñòè ðiâíÿííÿ (5.6) äî iíòåãðîâíîãî âèãëÿäó, òðåáà

âèêîíàòè òàêó çàìiíó çìiííèõ

ψ = −ϕ
−1/2

ω
, òîáòî ϕ =

1

ω2ψ2
.

Ç ðiâíÿííÿ (5.6) âèïëèâà¹, ùî ψω 6= 0 i ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (ω4ψω
2)ω =

(ψ−1)ω, ÿêó ëåãêî ïðîiíòåãðóâàòè îäèí ðàç. Iíòåãðóþ÷è äàëi îòðèìàíå

çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ω4ψω
2 = ψ−1 + C1,

äå C1 � äîâiëüíà ñòàëà, çíàõîäèìî íåÿâíèé ðîçâ'ÿçîê∫
dψ√

ψ−1 + C1

= ± 1

ω
+ C0.

Ñòàëó iíòåãðóâàííÿ C1 ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè â îäíå iç çíà÷åíü ç ìíîæè-

íè {−1, 0, 1} ìàñøòàáíèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Çàóâàæèìî, ùî âñi çíà÷åííÿ
ñòàëî¨ C0 åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî ãðóïè ïðèõîâàíî¨ ñèìåòði¨, ïîðîäæåíî¨

îïåðàòîðîì Π̂. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ ñòàëî¨ C1.

ßêùî C1 = 0, òî îáîâ'ÿçêîâî ψ > 0, òîáòî, âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ψ,

âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (5.6) iñíóþòü òiëüêè äëÿ âiä'¹ìíèõ çíà-

÷åíü ω = x. Îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê ψ = (C0 − 3
2x
−1)

2
3 âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿç-

êó 1) ðiâíÿííÿ (5.4). Ñòàëó C0 ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè â ε ∈ {−1, 0, 1}
ìàñøòàáíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, ùî âiäïîâiäàþòü îïåðàòîðó D̂.

Ç óìîâè C1 = −1 âèïëèâà¹, ùî 0 < ψ < 1, îòæå, ðîçâ'ÿçêè çíîâó

iñíóþòü òiëüêè äëÿ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ω òà ¨õ ìîæíà çàïèñàòè â íåÿâ-

íîìó âèãëÿäi ÿê ðîçâ'ÿçîê 6) ðiâíÿííÿ (5.4). Ó âèïàäêó C1 = 1 ìà¹ìî

îáìåæåííÿ ψ < −1 àáî ψ > 0 òà çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê 7).

Òàêîæ ìîæíà ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè, ùî ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ìàñ-

øòàáíèõ ïåðåòâîðåíü. Ó öüîìó âèïàäêó áiëüø çðó÷íî ïðàöþâàòè ó òåðìi-

íàõ çìiííèõ (t, x, v). Àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà ïiäàëãåáðîþ 〈D〉, ìà¹ âèãëÿä
v = tϕ(ω), äå ω = x/t, òà ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (5.5) äî íàñòóïíîãî çâè÷àé-

íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ϕϕωω −
2

3
(ϕω)2 + ωϕω −

3

2

ϕ

ω
− ϕ = 0.
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Âîíî ìà¹ äâà ïîëiíîìiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêè: ϕ = −9
4ω òà ϕ = 3

2ω
2 − 9

4ω.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ ó âèêîðèñòàíèé àíçàö, îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçêè 1)ε=0 òà 2)

ðiâíÿííÿ (5.4).

5.4.2. Íåëi¨âñüêèé àíçàö. Âèãëÿä iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ 1) i 2) ïiä-

êàçó¹ øëÿõ, ÿê ïîáóäóâàòè áiëüøå ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.5). Â ðåçóëüòàòi

îáèðà¹ìî àíçàö

v = ϕ1(t)x3 + ϕ2(t)x2 − 9

4
x,

ÿêèé ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (5.5) äî ñèñòåìè äâîõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü

ϕ1
t = 0, ϕ2

t = −6ϕ1 − 2

3
(ϕ2)2.

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ òàêi, íååêâiâàëåíòíi âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè ëi¨â-

ñüêèõ ñèìåòðié âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçêè (ϕ1, ϕ2):

(ε2, ε), (0,−3
2t), (1,−3 tg 2t), (−1, 3 th 2t), (−1, 3 cth 2t),

ÿêi âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêàì 1)�5) ðiâíÿííÿ (5.4). Ðîçâ'ÿçêè 3)�5) íå ¹

ëi¨âñüêèìè.

Âèùåíàâåäåíèé àíçàö ó òåðìiíàõ ôóíêöi¨ u ìà¹ âèãëÿä

u =

(
ϕ1(t)x3 + ϕ2(t)x2 − 9

4
x

)−2/3

.

Öåé àíçàö ìîæíà ïðîiíòåðïðåòóâàòè â ðàìêàõ áàãàòüîõ ðiçíèõ ïiäõîäiâ

çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ, òàêèõ ÿê íåëiíiéíå âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ [72], ìåòîä äè-

ôåðåíöiàëüíèõ çâ'ÿçêiâ [30], àíòèðåäóêöiÿ [69], ðåäóêöiÿ çà îïåðàòîðàìè

óçàãàëüíåíî¨ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ [62, 121].

Îòæå, äèôåðåíöiàëüíèé çâ'ÿçîê 2x3(x−2u−3/2)xx = −9, ùî âiäïîâiä-

à¹ âèêîðèñòàíîìó àíçàöó, ¹ ñóìiñíèì (òîáòî çíàõîäèòüñÿ â iíâîëþöi¨) ç

ðiâíÿííÿì (5.4). Àíòèðåäóêöiÿ ðiâíÿííÿ (5.4) àíçàöåì, ùî ìiñòèòü äâi
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íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨ îäíàêîâîãî àðãóìåíòó, äî ñèñòåìè äâîõ çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð

(8u2 + 8xuux + 5x2ux
2 − x2uuxx + 6xu7/2)∂u

¹ îïåðàòîðîì óçàãàëüíåíî¨ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (5.4).

5.4.3. Ïðî íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨. Îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (5.4)

ìàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u, äå τ , ξ òà η ¹ ôóíêöiÿìè

çìiííèõ t, x, u òà âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (τ, ξ) 6= 0. Îñêiëüêè (5.4) ¹ åâî-

ëþöiéíèì ðiâíÿííÿì, iñíó¹ äâà ïðèíöèïîâî ðiçíi âèïàäêè çíàõîäæåííÿ

îïåðàòîðà Q: τ 6= 0 òà τ = 0.

Îòðèìàâøè ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ó âèïàäêó τ 6= 0 òà ïðîií-

òåãðóâàâøè ¨¨, ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ. Áóäü-ÿêèé îïåðàòîð íåêëà-

ñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (5.4) ó âèïàäêó τ 6= 0 åêâiâàëåíòíèé îïåðàòîðó

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨.

Ó âèïàäêó τ = 0, ξ 6= 0 ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi îïå-

ðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ìîæíà ïîêëàñòè ξ = 1, òîáòî Q = ∂x + η∂u. Ç êðèòåðiþ

óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi îòðèìó¹ìî îäíå âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ íà êîåôi-

öi¹íò η

ηt =
ηxx + 2ηηxu + η2ηuu

u3/2
− 9ηηx + 6η2ηu

2u5/2
+

15η3

4u7/2
+
η − uηu

x
− u

x2
,

ÿêå çâîäèòüñÿ äåÿêèì íåòî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî ðiâíÿííÿ (5.4), äå

η ñòà¹ ïàðàìåòðîì. Çíàéäåíi ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷àëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ äàþòü îïåðàòîðè, ðåäóêöiÿ çà ÿêèìè ïðèçâîäèòü äî ïåðåðàõîâàíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.4). Íàïðèêëàä, îïåðàòîð

∂x − 2
u

x

(
1±

√
C1u− xu3/2

)
∂u

äà¹ ðîçâ'ÿçêè 1), 6) òà 7) ó âèïàäêàõ C1 = 0, C1 = −1 òà C1 = 1,

âiäïîâiäíî. Àíçàö, âèêîðèñòàíèé ó ïiäðîçäiëi 5.4.2, ïîâ'ÿçàíèé çà óìîâè

ϕ1 = C1 ç îïåðàòîðîì

∂x −
u

6x

(
4C1x

3u
3
2 + 9xu

3
2 + 8

)
∂u,
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ðåäóêöi¹þ çà ÿêèì, â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ C1, ìîæíà ïîáóäóâàòè

ðîçâ'ÿçêè 1)�5).

5.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó öüîìó ðîçäiëi âèêîíàíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+1)-

âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ìiæ ïëàñòèíàìè. Êëàñèôiêàöiþ âè-

êîíàíî çà êëàñè÷íèì àëãîðèòìîì. Ïðÿìèì ìåòîäîì çíàéäåíî ãðóïó åêâi-

âàëåíòíîñòi äîñëiäæóâàíîãî êëàñó. Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ êðèòåðiþ iíôiíi-

òåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi òà îòðèìàííÿ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, çíàéäå-

íî ñïî÷àòêó ÿäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi, à ïîòiì

óñi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ. Äàëi çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi òà âèîêðåìëåíî óìîâè, çà ÿêèõ ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó

äîïóñêà¹ ðîçøèðåííÿ, òîáòî çíàéäåíî âñi óìîâíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

ó öüîìó êëàñi ðiâíÿíü. Ïðîêëàñèôiêîâàíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ.

Äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (5.1), ùî íååêâiâàëåíòíi ëiíiéíèìè, ïî-

áóäîâàíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Äëÿ îäíîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ìiæ ïëàñòèíàìè

ç âèêîðèñòàííÿì ðiçíèõ ñèìåòðiéíèõ òåõíiê (ëi¨âñüêà ðåäóêöiÿ, íåëiíié-

íå âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ, óçàãàëüíåíi óìîâíi ñèìåòði¨, ïðèõîâàíi ñèìå-

òði¨, íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨) ïîáóäîâàíî ëi¨âñüêi, à òàêîæ íåëi¨âñüêi òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 5 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [106,118].
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ÐÎÇÄIË 6

Ïîòåíöiàëüíi íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨

ðiâíÿíü äèôóçi¨

Öåé ðîçäiëi ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ïîòåíöiàëüíèõ íåêëàñè÷íèõ ñèìåò-

ðié (1+1)-âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨

ut = (u−1ux)x. (6.1)

Ó ïiäðîçäiëi 6.1 çðîáëåíî îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî ëi¨âñüêî¨ òà ïî-

òåíöiàëüíî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (6.1). Ó ïiäðîçäiëi 6.2 íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨

âiäïîâiäíîãî ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (äèâ. ïiäðîçäië 3.1)

vt = vx
−1vxx (6.2)

ïðîêëàñèôiêîâàíî âiäíîñíî ãðóïè éîãî ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié. Â ðåçóëüòàòi

çíàéäåíî íîâi øèðîêi êëàñè ïîòåíöiàëüíèõ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié ðiâ-

íÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨. Ó ïiäðîçäiëi 6.3 äîâåäåíî, ùî äåÿêi êëàñè ïî-

òåíöiàëüíèõ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié ïîâ'ÿçàíi çi çâè÷àéíèìè íåêëàñè÷íè-

ìè ñèìåòðiÿìè íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòå-

ìè. Ïiäðîçäië 6.4 ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó âiäîìèõ òà ïîáóäîâi íîâèõ òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (6.1) òà (6.2). Â ðåçóëüòàòi çíàéäåíî íîâi òî÷íi íåëi-

¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü. Ïîêàçàíî, ùî âñi âiäîìi íåëi¨âñüêi ðîçâ'ÿç-

êè ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè, ÿêi ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ìåòîäîì ðåäóêöi¨ ç âiäøóêàíèõ îïåðàòîðiâ ïîòåíöiàëüíî¨ íåêëàñè-

÷íî¨ ñèìåòði¨. Ó ïiäðîçäiëi 6.5 îïèñàíî íåëiíiéíîñòi, ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ ç

êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨ ìàþòü íåòðèâiàëüíi íåêëàñè÷íi

ñèìåòði¨.



144

6.1. Ëi¨âñüêi òà ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ

øâèäêî¨ äèôóçi¨

Ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

Amax
1 = 〈∂t, ∂x, t∂t + u∂u, x∂x − 2u∂u〉

ðiâíÿííÿ (6.1) çíàéäåíî â ðîáîòi [22]. Ïîâíó ãðóïó G1 ñèìåòðié ðiâíÿí-

íÿ (6.1) óòâîðþþòü íåïåðåðâíi îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè ç âiäïîâiäíèìè

iíôiíiòåçèìàëüíèìè îïåðàòîðàìè ç àëãåáðè Amax
1 òà äâà iíâîëþòèâíi ïå-

ðåòâîðåííÿ çàìiíè çíàêó ó ìíîæèíàõ çìiííèõ {t, u} òà {x}. Äiþ áóäü-

ÿêîãî åëåìåíòà ç ãðóïè G1 íà ôóíêöiþ u ìîæíà çàäàòè ôîðìóëîþ

ũ(t, x) = ε−1
3 ε2

4 u(ε3t+ ε1, ε4x+ ε2),

äå ε1, . . . , ε4 � äîâiëüíi ñòàëi, ε3ε4 6= 0 [22].

Âëàñòèâîñòi ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (6.1) ¹ çâè÷àéíèìè äëÿ

ðiâíÿíü äèôóçi¨. Îñîáëèâiñòü ðiâíÿííÿ (6.1) ç ñèìåòðiéíî¨ òî÷êè çîðó

ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ïiñëÿ ââåäåííÿ ïîòåíöiàëó v òà äîñëiäæåííÿ ïîòåíöiàëüíî¨

ñèñòåìè

vx = u, vt = u−1ux (6.3)

àáî ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (6.2). Òî÷êîâi òà íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâ-

íÿííÿ (6.2) íàçèâàþòü âiäïîâiäíî ïîòåíöiàëüíèìè òà ïîòåíöiàëüíèìè

íåêëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè ðiâíÿííÿ (6.1).

Ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

Amax
2 = 〈∂t, ∂x, ∂v, t∂t + v∂v, x∂x − v∂v〉

ðiâíÿííÿ (6.2) òà âiäïîâiäíà, ïîâ'ÿçàíà ç íåþ, ãðóïà ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

äîñòàòíüî çâè÷àéíi äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨. Îäíàê, ðiâíÿí-

íÿ (6.2) âiäðiçíÿ¹òüñÿ ñâî¨ìè äèñêðåòíèìè ñèìåòðiÿìè, à ñàìå âîíî äî-

ïóñêà¹ îêðiì äâîõ çâè÷àéíèõ ïåðåòâîðåíü çàìiíè çíàêó â ìíîæèíàõ {t, v}
òà {x, v}, ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà t̃ = t, x̃ = v, ṽ = x. Öi òðè iíâîëþòèâíi
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ïåðåòâîðåííÿ ðàçîì ç îäíîïàðàìåòðè÷íèìè ãðóïàìè íåïåðåðâíèõ ïåðå-

òâîðåíü, ïîðîäæåíèõ iíôiíiòåçèìàëüíèìè îïåðàòîðàìè ç àëãåáðè Amax
2 ,

óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó G2 ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (6.2). Ïåðåòâîðåííÿ ç ãðó-

ïè G2 ìàþòü âèãëÿä

t̃ = ε3t+ ε1, x̃ = ε4x+ ε2, ṽ = ε3ε4
−1v òà

t̃ = ε3t+ ε1, x̃ = ε3ε4
−1v, ṽ = ε4x+ ε2,

äå ε1, . . . , ε4 � äîâiëüíi ñòàëi, ε3ε4 6= 0.

Ïîäiáíèé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâèé äëÿ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (6.3), ÿêà

iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = t, x̃ = v, ũ = u−1, ṽ = x, (6.4)

ùî ¹ äîäàòêîâèì äî çâè÷àéíî¨ ãðóïè G1 ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿí-

íÿ (6.1). Ïåðåòâîðåííÿ (6.4) íàçèâàòèìåìî ïîòåíöiàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì

ãîäîãðàôà ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨.

Ìíîæèíà ëi¨âñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (6.1) çàìêíåíà âiäíîñíî ïåðå-

òâîðåííÿ (6.4) [104].

6.2. Îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ôiëüòðàöi¨

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíî G2-íååêâiâàëåíòíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ïî-

òåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.2). Îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ äëÿ

öüîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi Q = τ∂t + ξ∂x + θ∂v, äå τ ,

ξ òà θ � ôóíêöi¨ çìiííèõ t, x òà v, (τ, ξ) 6= (0, 0). Îñêiëüêè (6.2) ¹ åâî-

ëþöiéíèì ðiâíÿííÿì, iñíó¹ äâà ïðèíöèïîâî ðiçíi âèïàäêè âiäøóêàííÿ

îïåðàòîðiâ Q: τ 6= 0 òà τ = 0.

Ó âèïàäêó τ = 0 ìà¹ìî ξ 6= 0 òà, ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíî¨ åêâiâàëåí-

òíîñòi îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨, ìîæåìî ïîêëàñòè ξ = 1, òîáòî Q = ∂x + θ∂v.
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Êðèòåðié óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ïðèçâîäèòü äî îäíîãî âèçíà÷àëüíîãî

ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íò θ

θθt = θxx + 2θθxv + θ2θvv − θ−1(θx)
2 − 2θxθv − θ(θv)2,

ÿêå çâîäèòüñÿ äåÿêèì íåòî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî âèõiäíîãî ðiâíÿí-

íÿ (6.2), äå θ ñòà¹ ïàðàìåòðîì. Òîìó âèïàäîê τ = 0 íàçèâàþòü �no-go�

âèïàäêîì [122,123].

Íàãàäà¹ìî, ùî òåðìií �no-go� òðåáà ðîçóìiòè ÿê íåìîæëèâiñòü âè-

÷åðïíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i âiäøóêàííÿ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ç íó-

ëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ∂t. Àëå, íàêëàäàþ÷è äîäàòêîâi îáìåæåí-

íÿ íà êîåôiöi¹íò θ, ìîæíà ïîáóäóâàòè ÷àñòêîâi ïðèêëàäè îïåðàòî-

ðiâ ç τ = 0 äëÿ òîãî, ùîá âèêîðèñòàòè ¨õ äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ. Öåé ïiäõiä çàñòîñîâàíî ó ðîáîòi [76]

äî ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.1). Îñêiëüêè âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ

ìà¹ áiëüøå íåçàëåæíèõ çìiííèõ òà, îòæå, áiëüøå ñòåïåíiâ âiëüíî-

ñòi äëÿ íàêëàäàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ, òî ÷àñòî áóâà¹ ëåãøå âãàäà-

òè ïðîñòèé ðîçâ'ÿçîê àáî ïðîñòèé àíçàö äëÿ âèçíà÷àëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ, ÿêèé ìîæå äàòè ïàðàìåòðèçîâàíó ñiì'þ ñêëàäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âè-

õiäíîãî ðiâíÿííÿ. (Ïîäiáíà ñèòóàöiÿ âèíèêà¹ ïiä ÷àñ âiäøóêàííÿ ëi-

¨âñüêèõ ñèìåòðié çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó.)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê τ 6= 0, ÿêèé äîïóñêà¹ ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ íà âiä-

ìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó. Ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ìîæåìî ïîêëàñòè τ = 1 . Âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà

êîåôiöi¹íòè ξ òà θ ìàþòü âèãëÿä

ξvv = ξξv, (6.5)

ξt = 2ξxv − θvv − θvξ + θξv − ξξx, (6.6)

θxx = θθx, (6.7)

θt = 2θxv − ξxx − ξxθ + ξθx − θθv. (6.8)

Ðîçâ'ÿçàâøè ¨õ, îòðèìó¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 6.1. G2-íååêâiâàëåíòíi íåëi¨âñüêi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ïîòåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.2) âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè:

1. ∂t + ε∂x + f(ω)∂v, äå ω = x+ εt;

2. ∂t + f(ω)(∂x + ∂v), äå ω = x+ v;

3. ∂t + ξ∂x + (ϕt + ϕxξ)∂v, äå ξ =
−2

v + ϕ
, ϕ ∈ {t+ ex, tf(x)};

4. ∂t + ξ∂x −
χt + χxξ

1 + χ2
∂v, äå ξ = −1 + χ tg(v/2)

tg(v/2)− χ
,

χ ∈ {− tg x th t, thx tg t};

5. ∂t + ξ∂x +
χt + χxξ

χ
∂v, äå ξ =

1− χev

1 + χev
,

χ ∈
{
±e

2x − e2t

2
,
e2x + e2t

2
, ±sh(x− t)

sh(x+ t)
,

sh(x− t)
ch(x+ t)

,
ch(x− t)
ch(x+ t)

}
.

Òóò ε ∈ {0, 1}, f � äîâiëüíèé íåñòàëèé ðîçâ'ÿçîê çâè÷àéíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ fωω = ffω, òîáòî

f ∈ {−2/ω, − ctg(ω/2), − th(ω/2), − cth(ω/2)} mod G2.

Ñõåìà äîâåäåííÿ òàêà. (Ïîâíèé âàðiàíò äîâåäåííÿ íàâåäåíî â äîäàò-

êó À.1.) Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ξvv = ξξv íàëåæèòü ìíîæèíi

{ϕ, −2/(v + ϕ), −2µ ctgω, −2µ thω, −2µ cthω},

äå ω = µ(v + ϕ), µ òà ϕ � äîâiëüíi ôóíêöi¨ çìiííèõ t òà x, µ 6= 0. Äðóãå

ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ¹ ëiíiéíèì íåîäíîðiäíèì çâè÷àéíèì äèôåðåíöiàëüíèì

ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó íà ôóíêöiþ θ, äå v � íåçàëåæíà çìiííà, à t

òà x ìîæíà ââàæàòè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åííÿ

ξ öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê áåç iððàöiîíàëüíèõ îñîáëèâîñòåé.

Ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ iððàöiîíàëüíi îñîáëè-

âîñòi, ÿêùî ξv 6= 0. Ç iíøèõ ðiâíÿíü ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî äîäàíêè ó

âèðàçi äëÿ θ, ÿêi ìiñòÿòü òàêi îñîáëèâîñòi, ìàþòü òîòîæíî äîðiâíþâàòè
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íóëþ. Áiëüø òîãî, µ = const, òîáòî µ = 1/2 mod G2, i ϕ çàäîâîëüíÿ¹ äå-

ÿêó ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Iíòåãðóâàííÿ

öi¹¨ ñèñòåìè äëÿ âñiõ âèùåâêàçàíèõ çíà÷åíü ξ òà êëàñèôiêàöiÿ îòðèìà-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî ãðóïè G2 ðàçîì ç

âèêëþ÷åííÿì âèïàäêiâ ëi¨âñüêèõ îïåðàòîðiâ äà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Âñi îïåðàòîðè ç òåîðåìè 6.1 � ïîòåíöiàëüíi íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿí-

íÿ (6.1).

6.3. Çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè íåêëàñè÷íèõ

òà ïîòåíöiàëüíèõ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ îïåðàòîðàìè ðåäóêöi¨ ðiâ-

íÿíü (6.1) òà (6.2).

ßê çàçíà÷àëîñÿ ó ïiäðîçäiëi 1.3 îäíi¹þ ç çàäà÷ ó ðîáîòi [76] ¹ ïîáóäîâà

÷àñòèííèõ âèïàäêiâ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ ðiâíÿíü äèôóçi¨ (1.6) ó �no-

go� âèïàäêó, êîëè îïåðàòîðè ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó ∂x + η(t, x, u)∂u.

Ì.Ë. Ãàíäàðiàñ çàïðîïîíóâàëà øóêàòè ÷àñòêîâi âèïàäêè äëÿ êîåôiöi¹í-

òó η çà äîïîìîãîþ àíçàöó

η =
η1(t, x)u+ η2(t, x)

f(u)
, (6.9)

äå f(u) ≡ u−α. Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçó (6.9) ó âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ

íà η òà éîãî ðîçùåïëåííÿ çà çìiííîþ u, îòðèìà¹ìî ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòå-

ìó íà ôóíêöi¨ η1 òà η2. Äëÿ ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.1) öÿ ñèñòåìà

ìà¹ âèãëÿä

η2
xx = η2η2

x, η2
t = η2η1

x − η1η2
x + η1

xx, η1
t = η1η1

x. (6.10)

Ñèñòåìà (6.10) âèïëèâà¹ ç ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.5)�(6.8), ÿêùî ïðîðåäóêó-

âàòè îñòàííþ çà ãðóïîþ çñóâiâ çà çìiííîþ v, òîáòî, ÿêùî ââàæàòè, ùî

ξ, θ íå çàëåæàòü âiä v òà ââåñòè ïåðåïîçíà÷åííÿ ξ = −η1, θ = η2.

Öåé ôàêò ìîæíà äîâåñòè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè ðiâíÿíü

ut = (f(u)ux)x, (6.11)
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vt = f(vx)vxx (6.12)

ç îäíàêîâîþ ôóíêöi¹þ f .

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ Q = ∂t + ξ∂x + θ∂v òà Q′ = ∂x + η∂u

ðiâíÿííÿ (6.12) i (6.11) âiäïîâiäíî. Òóò ξ, θ çàëåæàòü òiëüêè âiä t òà x, êîå-

ôiöi¹íò η âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6.9). Çàñòîñóâàâøè äî ðiâíÿííÿ (6.12)

(àáî (6.11) ) òà îïåðàòîðà Q (Q′) êðèòåðié óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, îòðè-

ìó¹ìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà ôóíêöi¨ ξ i θ (η1 i η2):

(ξξxvx
2 − (ξxθ + ξθx)vx + θθx)f

′(vx)

+((ξt + 2ξξx)vx − θt − 2θξx)f(vx) + (−ξxxvx + θxx)(f(vx))
2 = 0(

àáî (η1u+ η2)(η1
xu+ η2

x)f
′(u)−

((η1
t − 2η1η1

x)u+ η0
t − 2η0η1

x)f(u) + (η1
xxu+ η2

xx)(f(u))2 = 0
)
,

ÿêi òðåáà äîäàòêîâî ðîçùåïèòè çà çìiííîþ vx (u). Ñèñòåìè, îòðèìàíi â

îáîõ âèïàäêàõ ðîçùåïëåííÿì, ñïiâïàäàþòü, ÿêùî ïîêëàñòè η1 = −ξ, η2 =

θ. Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ Q[v] = θ − vt − ξvx = 0 ìîæíà ïåðåïèñàòè

íà ìíîãîâèäi ðîçâ'ÿçêiâ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè

vx = u, vt = f(u)ux (6.13)

ó âèãëÿäi ux −
−ξu+ θ

f(u)
= 0, à òîìó âîíî ñïiâïàäà¹ ç õàðàêòåðèñòè÷íèì

ðiâíÿííÿì Q′[u] = 0.

Îòæå, ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.1. Îïåðàòîð Q = ∂t+ξ∂x+θ∂v, äå ξ = ξ(t, x), θ = θ(t, x),

¹ îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (6.12) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîð

Q′ = ∂x +
−ξu+ θ

f(u)
∂u

¹ îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (6.11).

Ñèñòåìà (6.13) âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ âiäïîâiäíèìè ìíîæèíàìè

iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
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6.4. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü øâèäêî¨ äèôóçi¨

òà íåëiíiéíî¨ ôiëüòðàöi¨

Âñi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (6.1) òà (6.2), ïîáóäîâàíi â ÿâíié ôîðìi

êëàñè÷íèì ëi¨âñüêèì ìåòîäîì, çiáðàíî, íàïðèêëàä, â [25, 104]. Ïîâíèé

ïåðåëiê G1-íååêâiâàëåíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêîãî òèïó âè÷åðïó¹òüñÿ òàêèìè:

1) u =
1

1 + εex+t
, v = − ln |e−x + εet|;

2) u = ex, v = ex + t;

3) u =
1

x− t+ µte−x/t
, v = ln |t|+

∫
dϑ

ϑ− 1 + µe−ϑ

∣∣∣∣
ϑ=x/t

;

4) u =
2t

x2 + εt2
, v

∣∣
ε=0

= −2t

x
,

v
∣∣
ε=1

= 2 arctg
x

t
, v

∣∣
ε=−1

= ln

∣∣∣∣x− tx+ t

∣∣∣∣ ;
5) u =

2t

cos2 x
, v = 2t tg x;

6) u = − 2t

ch2 x
, v = −2t thx;

7) u =
2t

sh2 x
, v = −2t cthx.

(6.14)

Òóò ε òà µ � äîâiëüíi ñòàëi, ε ∈ {−1, 0, 1} mod G1. Íèæ÷å ñòðiëî÷êà-

ìè ïîêàçàíî ìîæëèâi ïåðåòâîðåííÿ ó ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ (6.14) ïiä äi-

¹þ ïîòåíöiàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (6.4) ç òî÷íiñòþ äî çñóâiâ çà

çìiííîþ x [104]:

� 1)ε=0 ; 1)ε=1 ←→ 1)ε=−1, x+t<0 ; � 1)ε=−1, x+t>0 ;

2)←→ 3)µ=0, x>t ; � 4)ε=0 ; 5)←→ 4)ε=4 ;

6)←→ 4)ε=−4, |x|<2|t| ; 7)←→ 4)ε=−4, |x|>2|t| .
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Øîñòèé çâ'ÿçîê áóâ âiäîìèé ðàíiøå [36, 67, 109]. ßêùî µ 6= 0, ðîçâ'ÿçîê

3) çi ñïèñêó (6.14) âiäîáðàæà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì (6.4) ó ðîçâ'ÿçîê

8) u = tϑ(ω)− t+ µte−ϑ(ω), ω = x− ln |t|,

ÿêèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî àëãåáðè 〈t∂t + ∂x + u∂u〉. Òóò ϑ � ôóíêöiÿ,

âèçíà÷åíà íåÿâíî ôîðìóëîþ
∫

(ϑ− 1 + µe−ϑ)−1dϑ = ω.

Äåÿêi êëàñè íåëi¨âñüêèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (6.1) ïîáóäîâà-

íî â [76, 110, 111]. Öi ðîçâ'ÿçêè òà ïîäiáíi äî íèõ ìîæíà óíiâåðñàëüíî

ïðåäñòàâèòè íàä êîìïëåêñíèì ïîëåì ÿê ñóìó äâîõ ïðîñòèõ õâèëü, ùî

ðóõàþòüñÿ ç îäíàêîâèìè �øâèäêîñòÿìè� ó ðiçíèõ íàïðÿìêàõ:

u =
α2

β
(− ctg(αx+ βt+ γ) + ctg(αx− βt+ δ))

=
α2

β

2 sin(2βt+ γ − δ)
cos(2βt+ γ − δ)− cos(2αx+ γ + δ)

,

(6.15)

äå α, β, γ òà δ � êîìïëåêñíi ñòàëi, αβ 6= 0. Ìîæíà äîâåñòè, ùî ôóí-

êöiÿ (6.15) ¹ äiéñíîçíà÷íîþ (äëÿ äiéñíèõ t òà x) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè,

ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè G1, ñòàëi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ

(α, β, γ, δ) ∈ {(1, 1, 0, 0), (i, i, 0, 0), (i, i, π/2, 0),

(i, i, π/2, π/2), (i, 1, 0, 0), (1, i, 0, 0)}.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (6.15) òà âèùåâêàçàíi çíà÷åííÿ (α, β, γ, δ),

îòðèìó¹ìî íàñòóïíi (äiéñíi) ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.1)

òà ðiâíÿííÿ íåëiíiéíî¨ ôiëüòðàöi¨ (6.2):

1′) u = ctg(x− t)− ctg(x+ t) =
2 sin 2t

cos 2t− cos 2x
, v = ln

∣∣∣∣sin(x− t)
sin(x+ t)

∣∣∣∣ ;
2′) u = cth(x− t)− cth(x+ t) =

2 sh 2t

ch 2x− ch 2t
, v = ln

∣∣∣∣sh(x− t)
sh(x+ t)

∣∣∣∣ ;
3′) u = cth(x− t)− th(x+ t) =

2 ch 2t

sh 2x− sh 2t
, v = ln

∣∣∣∣sh(x− t)
ch(x+ t)

∣∣∣∣ ;
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4′) u = th(x− t)− th(x+ t) = − 2 sh 2t

ch 2x+ ch 2t
, v = ln

ch(x− t)
ch(x+ t)

;

5′) u = ctg(ix+ t)− ctg(ix− t) =
2 sin 2t

ch 2x− cos 2t
,

v = 2 arctg(ctg t thx);

6′) u = i ctg(x+ it)− i ctg(x− it) =
2 sh 2t

ch 2t− cos 2x
,

v = 2 arctg(cth t tg x).

(Âñi äâiéêè â îñòàííiõ âèðàçàõ äëÿ u ìîæíà ïðèáðàòè ìàñøòàáíèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G1.)

Ïåðåòâîðåííÿ (6.4) äi¹ íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ 1′)�6′) íàñòóïíèì ÷èíîì:

1′)cos 2t<cos 2x ←→ 5′)|t→t+π/2, x→x/2, v→2v;

1′)cos 2t>cos 2x ←→ 5′)|x→x/2, v→2v−π ; � 6′)|x→x/2, v→2v;

2′)|x|<|t| ←→ 4′)|x→x/2, v→2v; � 2′)|x|>|t||x→x/2, v→2v ;

� 3′)x<t|x→x/2, v→2v; 3′)x>t ←→ 3′)x>t|x→−x/2, v→−2v.

Ó ðîáîòi [111] Ô. Ðîçåíî âèêîðèñòàâ àäèòèâíå ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ

ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.2) òà ïîáóäóâàâ ðîçâ'ÿçîê

4′). Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä óçàãàëüíåíèõ óìîâíèõ ñèìåòðié, ×. ×ó [110]

çíàéøîâ ðîçâ'ÿçêè, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìàõ 1′) òà 6′). Ïiñëÿ âèïðàâ-

ëåííÿ íåòî÷íîñòåé ó äâîõ âèïàäêàõ ç [110], ìîæíà òàêîæ çíàéòè ðîçâ'ÿç-

êè 2′) òà 5′). Ðîçâ'ÿçêè 1′), 3′) òà 4′) îòðèìàíî ó ðîáîòi [76] ïðèíàéìíi â

îäíié ç íàâåäåíèõ ôîðì, àëå åêâiâàëåíòíiñòü öèõ ôîðì íå ïîêàçàíî.

Îäèí ç ìåòîäiâ, ÿêèé ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ çíàõîäæåííÿ âèùåâêàçà-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, � öå ðåäóêöiÿ çà îïåðàòîðàìè óìîâíî¨ ñèìåòði¨ âèãëÿäó

Q = ∂x + (η1(t, x)u+ η2(t, x))u∂u (äèâ. [76]). À ñàìå, ðîçâ'ÿçêè 1′), 3′) òà

4′) ìîæíà îòðèìàòè ìåòîäîì ðåäóêöi¨ çà îïåðàòîðàìè

∂x + (u2 − 2 ctg(x− t)u)∂u, ∂x + (u2 − 2 cth(x− t)u)∂u,

∂x + (u2 − 2 th(x− t)u)∂u.
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Ñóêóïíèé ïåðåëiê ðîçâ'ÿçêiâ ç [76,110,111] äîïîâíåíî ïîäiáíèìè, à ñàìå,

ðîçâ'ÿçêàìè 2′) òà 5′). Ðîçâ'ÿçîê 2′) òàêîæ ìîæíà ïîáóäóâàòè ðåäóêöi¹þ

çà äðóãèì ç íàâåäåíèõ îïåðàòîðiâ. Äiéñíi ðîçâ'ÿçêè 5′) i 6′) âiäïîâiäàþòü

ïîäiáíèì îïåðàòîðàì

∂x + (iu2 − 2 cth(x− it)u)∂u òà ∂x − (iu2 − 2i cth(t− ix)u)∂u

ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Âñi ðåäóêöi¨ çà îïåðàòîðàìè ç òåîðåìè 6.1 àáî åêâiâàëåíòíèìè äî íèõ

ïðèâîäÿòü äî ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹ åêâiâàëåíòíèìè ïåðåëi÷åíèì ëi¨âñüêèì

ðîçâ'ÿçêàì 1)�7) àáî ðîçâ'ÿçêàì 1′)�6′). Íàïðèêëàä, îïåðàòîðè

∂t − ∂x − 2 ctg(x− t)∂v, ∂t − ∂x − 2 cth(x− t)∂v,

∂t − ∂x − 2 th(x− t)∂v

ïðèâîäÿòü äî ðîçâ'ÿçêiâ 1′), 3′), 4′) âiäïîâiäíî (äèâ. òàêîæ ïiäðîçäië 6.3).

6.5. Êëàñèôiêàöiÿ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié êëàñó

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨

Òåîðåìà 6.2. Íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ôiëüòðàöi¨ (6.12) äîïóñêàþòü íåëi¨â-

ñüêi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ∂t òiëüêè ó

âèïàäêó íåëiíiéíîñòåé òèïó Ôóäæèòè

f(vx) =
1

avx2 + bvx + c
,

äå a, b, c � äîâiëüíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåðåìè ìiñòèòüñÿ ó äîäàòêó À.2.

Çàóâàæèìî, ùî iñíóþòü òî÷íî òðè G∼-íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè íåëiíié-

íîñòåé òèïó Ôóäæèòè:

f(vx) = 1, f(vx) =
1

vx
, f(vx) =

1

v2
x + 1

.
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Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (6.12) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = ε1t+ ε2, x̃ = ε′1x+ ε′2v + ε′3,

ṽ = ε′′1x+ ε′′2v + ε′′3, f̃ = ε−1
1 (ε′1 + ε′2vx)

2 f,

äå ε1, ε2, ε
′
i, ε
′′
i , i = 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ε1(ε

′
1ε
′′
2−ε′2ε′′1) 6= 0. Íåêëàñè÷íi

ñèìåòði¨ (1 + 1)-âèìiðíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (f = 1)

âè÷åðïíî äîñëiäæåíî â [68]. Àíàëîãi÷íå äîñëiäæåííÿ äðóãîãî âèïàäêó

(f = v−1
x ) âèêîíàíî ó ïiäðîçäiëi 6.5. Îòæå, äëÿ òîãî, ùîá çàâåðøèòè

êëàñèôiêàöiþ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ â êëàñi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ôiëüòðà-

öi¨ (6.12) âiäíîñíî ãðóïè G∼ (äèâ. îçíà÷åííÿ 2.15), äîñòàòíüî îïèñàòè

îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ ç îñòàííüîþ íåëiíiéíiñòþ. Çàóâàæèìî, ùî

ðiâíÿííÿ ç íåëiíiéíiñòþ f =
1

v2
x + 1

çâîäèòüñÿ äî ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.2) (f̃ = ṽ−1
x̃ ) íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çà

äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ t̃ = t, x̃ = x + iv, ṽ = x − iv. Òîìó ìîæëè-

âèì ìåòîäîì âèâ÷åííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ âèêîíàííÿ âêàçàíî¨ êîìïëåêñíî¨

çàìiíè â îïåðàòîðàõ ðåäóêöi¨ ç òåîðåìè 6.1 òà ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ ¨õ

äiéñíî¨ ôîðìè.

6.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî êëàñèôiêàöiþ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ íåëi-

íiéíîãî ðiâíÿííÿ ôiëüòðàöi¨ (6.2), à òàêîæ ñõåìó äîâåäåííÿ òà ïåðåëiê ïî-

áóäîâàíèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âêëþ÷àþ÷è ëi¨âñüêi òà íåëi¨âñüêi. Îñêiëüêè

ðiâíÿííÿ (6.2) ¹ ïîòåíöiàëüíîþ ôîðìîþ ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.1),

âñi îòðèìàíi îïåðàòîðè ¹ ïîòåíöiàëüíèìè íåêëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè ðiâ-

íÿííÿ (6.1). Òàêîæ äîñëiäæåíî íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ó êëàñi ðiâíÿíü ôiëü-

òðàöi¨, à ñàìå äîâåäåíî, ùî öi ðiâíÿííÿ äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi îïåðàòî-

ðè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ òiëüêè ó âèïàäêó íåëiíiéíîñòåé òèïó Ôóäæèòè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 6 îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [107,116].
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Âèñíîâêè

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæíà ïiäñóìóâàòè òàêèì ÷èíîì.

1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íîâèé ïiäõiä äî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ùî áàçó-

¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi ïåðåòâîðåíü ç óçàãàëüíåíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðó-

ïè åêâiâàëåíòíîñòi òà âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè ðiâíÿíü, ïîâíiñòþ

ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòåïåíåâèìè íåëiíié-

íîñòÿìè. Çà çíàéäåíèìè ñèìåòðiÿìè ìåòîäîì ðåäóêöi¨ ïîáóäîâàíi

íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç äîñëiäæóâàíîãî êëàñó.

2. Îïèñàíî ìíîæèíè âñiõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñàõ (1+1)-âè-

ìiðíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòåïå-

íåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè.

3. Ïðîêëàñèôiêîâàíî âñi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ (1+1)-âèìiðíèõ

ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòåïåíåâèìè

íåëiíiéíîñòÿìè.

4. Âèêîíàíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ìiæ ïëà-

ñòèíàìè, à òàêîæ ïðîêëàñèôiêîâàíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó. Ïîáóäîâàíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü.

5. Ïðîêëàñèôiêîâàíî ïîòåíöiàëüíi íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ (1+1)-âèìiðíî-

ãî ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨. Äîâåäåíî, ùî äåÿêi êëàñè òàêèõ ñèìå-

òðié ïîâ'ÿçàíi çi çâè÷àéíèìè íåêëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè íà ìíîæèíi

ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè. Çíàéäåíî íîâi òî÷íi

íåëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè. Ïîêàçàíî, ùî âiäîìi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

øâèäêî¨ äèôóçi¨ âè÷åðïóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè, ÿêi ìîæíà ïîáóäóâàòè

çà çíàéäåíèìè îïåðàòîðàìè ïîòåíöiàëüíî¨ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨.
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6. Îïèñàíî íåëiíiéíîñòi, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ ç êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ

ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨ äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ ðÿäó êîíêðåòíèõ çàäà÷ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, à òàêîæ â ìàòåìàòè÷íié áiîëîãi¨,

õiìi¨ òà òåîðåòè÷íié ôiçèöi.
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Äîäàòîê A

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü ç ðîçäiëó 6

A.1. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ïîòåíöiàëüíi

íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨

Ó öüîìó ðîçäiëi âèêîíàíî ïîâíå äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.1, ÿêå îïóùåíî â

ðîçäiëi 6 ÷åðåç éîãî ãðîìiçäêiñòü.

Äëÿ çðó÷íîñòi íàâåäåìî ùå ðàç ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êî-

åôiöi¹íòè ξ = ξ(t, x, v), θ = θ(t, x, v) îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ïîòåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨ (6.2).

ξvv = ξξv, (A.1)

ξt = 2ξxv − θvv − θvξ + θξv − ξξx, (A.2)

θxx = θθx, (A.3)

θt = 2θxv − ξxx − ξxθ + ξθx − θθv. (A.4)

Ñïî÷àòêó ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (A.1). Éîãî ðîçâ'ÿçêè ïðîáiãàþòü

çíà÷åííÿ

ξ ∈ {0, ξ(t, x),−2/ω, −2µ ctg µω, −2µ thµω, −2µ cthµω},

äå µ = µ(t, x), ω = v + ϕ(t, x). Îòæå, ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi ôîðìè ξ â

ðiâíÿííÿ (A.2)�(A.4) òà ïîñëiäîâíî iíòåãðóþ÷è ¨õ, çíàõîäèìî ôóíêöi¨ µ,

ϕ òà θ.

Ðîçãëÿíåìî êîæåí âèïàäîê îêðåìî.



172

I. ξ = 0.

Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (A.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó θvv = 0. Îòæå,

θ = α(t, x)v + β(t, x). Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè öi¹¨ ôîðìè θ äî ðiâíÿíü (A.3)

i (A.4) ¨õ ïðàâi òà ëiâi ÷àñòèíè ñòàþòü ïîëiíîìàìè çìiííî¨ v. Çáèðàþ-

÷è êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ v òà ïðèðiâíþþ÷è ¨õ äî íóëÿ,

îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

αx = 0, αβx = 0, βxx = ββx, αt = −α2, βt = −αβ

íà ôóíêöi¨ α = α(t, x) òà β = β(t, x). Ïîäàëüøå iíòåãðóâàííÿ çàëåæèòü

âiä çíà÷åííÿ α.

1. ßêùî α = 0, òî β ¹ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ x, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

βxx = ββx. (A.5)

Íàñ öiêàâëÿòü íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ (îñêiëüêè iíàêøå

ξ = θ = 0), ÿêi âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè

β ∈ {c,−2/x, − ctg(x/2), − th(x/2), − cth(x/2)} mod G′2, (A.6)

äå G′2 : x̃ = ε1x + ε2, β̃ = ε−1
1 β, ε1 6= 0 � ãðóïà òî÷êîâèõ ñèìåòðié

ðiâíÿííÿ (A.5), ùî iíäóêîâàíà ãðóïîþ G2; c 6= 0.

Âiäïîâiäíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ìàþòü âèãëÿä

Q1.1 = ∂t + c∂v, Q1.2 = ∂t − 2/x ∂v, Q1.3 = ∂t − ctg(x/2)∂v,

Q1.4 = ∂t − th(x/2)∂v, Q1.5 = ∂t − cth(x/2)∂v.

Îïåðàòîð Q1.1 ¹ ëi¨âñüêèì, à òîìó òðèâiàëüíèì. Îïåðàòîðè Q1.j, j = 2, 5,

íàâåäåíî ó òåîðåìi 6.1 (âèïàäîê 1 ç ε = 0).

2. Ç óìîâè α 6= 0 âèïëèâà¹, ùî

α =
1

t+ c1
, β =

c2

t+ c1
.
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Îòæå, îòðèìó¹ìî òàêèé îïåðàòîð ðåäóêöi¨

Q1.6 = ∂t +
v + c2

t+ c1
∂v.

Öåé îïåðàòîð åêâiâàëåíòíèé îïåðàòîðó ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (6.2)

ó ñåíñi îçíà÷åíü 2.13 òà 2.14, íàâåäåíèõ ó ðîçäiëi 2.4 Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî

îïåðàòîðè

Q1.6, Q′1.6 = (t+ c1)∂t + (v + c2)∂v, Q̃1.6 = t∂t + v∂v.

Îïåðàòîðè Q1.6, Q′1.6 åêâiâàëåíòíi ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.13 ç âiäïîâiäíîþ

ôóíêöi¹þ λ = t + c1. Â ñâîþ ÷åðãó îïåðàòîðè Q′1.6 òà Q̃1.6 åêâiâàëåíòíi

âiäíîñíî ãðóïèG2 ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (6.2), ÿêà ìiñòèòü çñóâè çà çìiííèìè

t òà v. Îñêiëüêè îïåðàòîð Q̃1.6 íàëåæèòü äî ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè Amax
2

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (6.2) òà åêâiâàëåíòíèé îïåðàòîðó Q1.6,

îñòàííié ¹ òðèâiàëüíèì i éîãî òðåáà âèêëþ÷èòè ç êëàñèôiêàöi¨. Äàëi â

òàêèõ âèïàäêàõ áóäåìî ïèñàòè Q ∼ Q̃ ∈ Amax
2 .

II. ξ 6= 0, ξ = ξ(t, x).

Iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (A.2) äà¹ θ = α(t, x)e−ξv + β(t, x) + γ(t, x)v, äå

γ(t, x) = −ξt/ξ − ξx.
Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíó ôîðìó θ â ðiâíÿííÿ (A.3) òà (A.4) òà ðîçùå-

ïëþþ÷è ¨õ çà çìiííîþ v, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ íà ôóíêöi¨ α, β, ξ òà γ. Ç öi¹¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî

α = 0 òà γx = 0. Äàëi òðåáà ðîçãëÿíóòè äâà ñóòò¹âî ðiçíi âèïàäêè, ùî

âèíèêàþòü â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÷è äîðiâíþ¹ ôóíêöiÿ γ íóëþ.

1. ßêùî γ = γ(t) 6= 0, ðåçóëüòóþ÷à ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

βx = 0, γt = −ξxγ − γ2, βt = −βξx − ξxx − βγ.

Iíòåãðó¹ìî öþ ñèñòåìó, âðàõîâóþ÷è çâ'ÿçîê γ = −ξt/ξ − ξx:

β =
c2

c0t+ c1
, γ =

1

c0t+ c1
, ξ =

(c0 − 1)x+ c3

c0t+ c1
.
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Îòæå,

Q2.1 = ∂t +
(c0 − 1)x+ c3

c0t+ c1
∂x +

v + c2

c0t+ c1
∂v ∼ Q̃2.1 ∈ Amax

2 .

2. ßêùî γ = 0, òî θ = θ(t, x). Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (A.2) òà (A.4)

íàáóâàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿäó

ξt + ξξx = 0, (A.7)

θt = −ξxx − ξxθ + ξθx. (A.8)

Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (A.3), (A.7), (A.8) íà ôóíêöi¨ ξ i θ,

êîæíà ç ÿêèõ çàëåæèòü âiä çìiííèõ t òà x. Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ (A.3) òà

âðàõîâóþ÷è éîãî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, îòðèìó¹ìî

θ ∈ {0, θ(t),−2/ω, −2ν ctg νω, −2ν th νω, −2ν cth νω},

äå ν = ν(t), ω = x+ϕ(t). Ïiäñòàíîâêà öèõ çíà÷åíü θ â ðiâíÿííÿ (A.7) òà

(A.8) äîçâîëÿ¹ âiäøóêàòè âiäïîâiäíi ôîðìè ξ. Ðîçãëÿíåìî êîæåí ïiäâè-

ïàäîê îêðåìî.

2.a. θ = 0.

Iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (A.8) äà¹, ùî ξ = α(t)x+β(t). Âðàõîâóþ÷è öåé

âèðàç äëÿ ξ òà ðîçùåïëþþ÷è ðiâíÿííÿ (A.7) çà çìiííîþ x, îòðèìó¹ìî

ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü αt + α2 = 0, βt + αβ = 0.

Çâiäêè ìà¹ìî α =
1

t+ c3
, β =

c1

t+ c3
òà, îòæå, ξ =

x+ c1

t+ c3
. Âiäïîâiäíèé

îïåðàòîð ðåäóêöi¨ ìà¹ âèãëÿä

Q2.2 = ∂t +
x+ c1

t+ c3
∂x ∼ Q̃2.2 ∈ Amax

2 .

Îñîáëèâèé ðîçâ'ÿçîê (α, β) = (0, c), c 6= 0, òàêîæ ïðèçâîäèòü äî òðèâi-

àëüíîãî îïåðàòîðà ðåäóêöi¨.

2.b. θ = θ(t) 6= 0.

Îñêiëüêè θ çàëåæèòü òiëüêè âiä çìiííî¨ t, iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (A.8)

äà¹ òàêèé âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòà ξ :

ξ = α(t)e−θx + β(t)− θt
θ
x.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è éîãî â ðiâíÿííÿ (A.7), ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ çà çìiííîþ x

çíàõîäèìî, ùî α = 0, à ôóíêöi¨ β òà θ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

βtθ
2 − βθθt = 0, θθtt − 2θt

2 = 0.

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê β =
c1

t+ c3
, θ =

c2

t+ c3
òà îñîáëèâèé

β = c1, θ = c2 ç c2 6= 0. Âiäïîâiäíi îïåðàòîðè

Q2.3 = ∂t +
x+ c1

t+ c3
∂x +

c2

t+ c3
∂v, Q2.4 = ∂t + c1∂x + c2∂v

¹ òðèâiàëüíèìè.

2.c. θ = −2/ω, äå ω = x+ ϕ(t).

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ θ â ðiâíÿííÿ (A.8), îòðèìó¹ìî ëiíiéíå íåîäíî-

ðiäíå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

ω2ξωω − 2ωξω − 2ξ = −2ϕt, (A.9)

äå çìiííà t âèñòóïà¹ ó ÿêîñòi ïàðàìåòðà.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (A.9) øóêà¹ìî ÿê ñóìó áóäü-ÿêîãî éîãî

÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó òà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî

ðiâíÿííÿ ω2ξωω−2ωξω−2ξ = 0, ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì Åéëåðà. Îòæå, çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (A.9) ìà¹ âèãëÿä

ξ = κi(t)|ω|λi + ϕt,

äå λ1,2 =
3±
√

17

2
, κ1,2(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨. Ç ðiâíÿííÿ (A.7)

âèïëèâà¹, ùî κi(t) = 0 (i = 1, 2) òà ϕtt = 0, à òîìó ϕ = c1t+ c2.

Çíàõîäèìî îïåðàòîð ðåäóêöi¨

Q = ∂t + c1∂x −
2

x+ c1t+ c2
∂v.

Îïåðàòîð Q åêâiâàëåíòíèé âiäíîñíî ãðóïè G2 iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿí-

íÿ (6.2) îïåðàòîðó

Q2.5 = ∂t + ε∂x −
2

x+ εt
∂v,
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äå ε = 1, ÿêùî c1 6= 0, ε = 0 â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Îïåðàòîð Q2.5

íàâåäåíèé ó âèïàäêó 1 òåîðåìè 6.1.

2.d. θ = −2ν(t) ctg η, äå η = ν(t)(x+ ϕ(t)).

Ïiäñòàâëÿþ÷è âêàçàíó ôîðìó θ â ðiâíÿííÿ (A.8), îòðèìó¹ìî çâè÷àéíå

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ ξ(η), â ÿêîìó ôóíêöi¨, ùî çàëåæàòü

âiä t, âèñòóïàþòü ó ÿêîñòi ïàðàìåòðiâ:

ξηη − 2 ctg ηξη −
2

sin2 η
ξ =

2νt
ν2

ctg η − 2νtη

ν2 sin2 η
− 2ϕt

sin2 η
.

Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

ξ = κi(t)|η|λiψi(η)− νt
ν2

sin η cos η +
νt
ν2
η + ϕt, äå λ1,2 =

3±
√

17

2
,

ψ1,2(η) � äåÿêi ôiêñîâàíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨, κ1,2(t) � äîâiëüíi ãëàäêi

ôóíêöi¨ [2]. Ç ðiâíÿííÿ (A.7) âèïëèâà¹, ùî κi(t) = 0 (i = 1, 2), ηt = 0 òà

ϕtt = 0. Îòæå, η = c, ϕ = c1t+ c2.

Öå äà¹ îïåðàòîð íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨

Q = ∂t + c1∂x − 2c ctg c(x+ c1t+ c2)∂v,

ÿêèé ¹ îïåðàòîðîì ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ïðè c = 0. Îòæå, ââàæà¹ìî c 6= 0.

Ñïðîñòèâøè âèãëÿä îïåðàòîðà ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G2 (ïîêëàâøè

c = 1
2 , c1 = ε ∈ {0, 1}, c2 = 0), ìà¹ìî îäèí ç îïåðàòîðiâ, íàâåäåíèõ ó

âèïàäêó 1 òåîðåìè 6.1, à ñàìå

Q2.6 = ∂t + ε∂x − ctg(x/2 + εt/2)∂v.

2.e. θ = −2ν(t) th η, äå η = ν(t)(x+ ϕ(t)).

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ θ â ðiâíÿííÿ (A.8), îòðèìó¹ìî ëiíiéíå íåîäíî-

ðiäíå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

ξηη − 2 th ηξη +
2

ch2 η
ξ =

2νt
ν2

th η +
2νtη

ν2 ch2 η
+

2ϕt

ch2 η
.

Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

ξ = κi(t)|η|λiψi(η) +
νt
ν2

sh η ch η +
νt
ν2
η + ϕt, äå λ1,2 =

3±
√

17

2
,
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ψ1,2(η) � äåÿêi ôiêñîâàíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨, κ1,2(t) � äîâiëüíi ãëàäêi

ôóíêöi¨. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè äëÿ ξ i θ ó ðiâíÿííÿ (A.7), çíîâó çíàõî-

äèìî κi(t) = 0 (i = 1, 2), ηt = 0 òà ϕtt = 0. Òîáòî η = c, ϕ = c1t + c2 òà

òîìó

Q = ∂t + c1∂x − 2c th c(x+ c1t+ c2)∂v.

Q ∼ Q2.7 mod G2, äå Q2.7 = ∂t + ε∂x − th(x/2 + εt/2)∂v, ε ∈ {0, 1}.

2.f. θ = −2ν(t) cth η, äå η = ν(t)(x+ ϕ(t)).

Äëÿ öüîãî çíà÷åííÿ θ ðiâíÿííÿ (A.8) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ξηη − 2 cth ηξη −
2

sh2 η
ξ =

2νt
ν2

cth η − 2νtη

ν2 sh2 η
− 2ϕt

sh2 η
.

Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

ξ = κi(t)|η|λiψi(η)− νt
ν2

sh η ch η +
νt
ν2
η + ϕt, äå λ1,2 =

3±
√

17

2
,

ψ1,2(η) � äåÿêi ôiêñîâàíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨, κ1,2(t) � äîâiëüíi ãëàäêi

ôóíêöi¨. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (A.7) âèïëèâà¹, ùî κi(t) = 0 (i = 1, 2), ηt = 0

òà ϕtt = 0, îòæå η = c, ϕ = c1t + c2. Â ðåçóëüòàòi ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð

ðåäóêöi¨

Q = ∂t + c1∂x − 2c cth c(x+ c1t+ c2)∂v.

Q ∼ Q2.8 mod G2, äå Q2.8 = ∂t + ε∂x − cth(x/2 + εt/2)∂v, ε ∈ {0, 1}.
Òàêèì ÷èíîì âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íò ξ 6= 0 íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨

v, îõîïëþ¹ óñi G2-íååêâiâàëåíòíi íåòðèâiàëüíi îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñè-

ìåòði¨, íàâåäåíi ó ïóíêòi 1 òåîðåìè 6.1.

III. ξ = − 2

ω
, ω = v + ϕ(t, x).

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ξ = −2/ω â ðiâíÿííÿ (A.2) âîíî íàáóâà¹ âèãëÿäó

ω2θωω − 2ωθω − 2θ = −2ϕt − 4ϕxω.
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Iíòåãðóþ÷è éîãî, ìà¹ìî

θ = κi(t, x)|ω|λi + ϕt −
2ϕx
ω
,

äå λ1,2 =
3±
√

17

2
, κ1,2(t, x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨. Ç ðiâíÿíü (A.3)

òà (A.4) âèïëèâà¹, ùî κi(t, x) = 0 (i = 1, 2) òà ϕtt = 0, ϕtϕx = ϕxx. Ç ïåð-

øîãî ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ ϕ ìà¹ìî ϕ = β(x)t+α(x). Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé

âèðàç ó äðóãå ðiâíÿííÿ òà ðîçùåïëþþ÷è éîãî çà çìiííîþ t, îòðèìó¹ìî

ñèñòåìó

ββx = βxx, βαx = αxx.

ßêùî β = 0, òî α = c1x + c2. ßêùî β 6= 0, òî âîíî ïðîáiãà¹ ìíîæèíó

çíà÷åíü (A.6). Ðîçâ'ÿçàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ îñòàííüî¨ ñèñòåìè äëÿ âñiõ

çíà÷åíü β ç (A.6), çíàõîäèìî, ùî ϕ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó çíà÷åíü (íååêâiâà-

ëåíòíèõ âiäíîñíî çñóâiâ çà çìiííèìè t, x, ϕ)

S0 = {εx, t+ εex, −2t/x, −t ctg(x/2), −t th(x/2), −t cth(x/2)},

äå ε ∈ {0, 1} mod G2. Îòæå, îòðèìó¹ìî îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨

âèãëÿäó

Q = ∂t −
2

v + ϕ
∂x +

(
ϕt −

2ϕx
v + ϕ

)
∂v, (A.10)

äå ϕ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó çíà÷åíü S0.

Q3.1 = ∂t − 2/v ∂x ∼ Q1.2 mod G2,

Q3.2 = ∂t −
2

v + x
(∂x + ∂v),

Q3.3 = ∂t −
2

v + t
∂x + ∂v ∼ Q2.5(ε = 1) mod G2,

Q3.4 = ∂t −
2

v + t+ ex
∂x +

v + t− ex

v + t+ ex
∂v,

Q3.5 = ∂t −
2

v − 2t/x
∂x −

2

x− 2t/v
∂v,
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Q3.6 = ∂t −
2

v − t ctg(x/2)
∂x −

t+ v ctg(x/2)

v − t ctg(x/2)
∂v,

Q3.7 = ∂t −
2

v − t th(x/2)
∂x +

t− v th(x/2)

v − t th(x/2)
∂v,

Q3.8 = ∂t −
2

v − t cth(x/2)
∂x +

t− v cth(x/2)

v − t cth(x/2)
∂v.

Îòæå, îòðèìàëè âñi îïåðàòîðè, íàâåäåíi ó âèïàäêó 3 òåîðåìè 6.1 (Q3.j,

j = 4, 5, . . . , 8), à òàêîæ îäèí ç îïåðàòîðiâ ç ïóíêòó 2 (Q3.2).

IV. ξ = −2µ(t, x) ctg µ(t, x)(v + ϕ(t, x)).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ η = µ(t, x)(v+ϕ(t, x)). Ïiäñòàâëÿþ÷è âêàçàíó ôîð-

ìó ξ â ðiâíÿííÿ (A.2), îòðèìó¹ìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íà

ôóíêöiþ θ(η), â ÿêîìó ôóíêöi¨, ùî çàëåæàòü âiä t i x, âèñòóïàþòü ó

ÿêîñòi ïàðàìåòðiâ:

sin2 ηθηη − 2 sin η cos ηθη − 2θ = −2ϕt − 4µϕx ctg η+

4µx
µ

(
1 + sin2 η − η ctg η

)
− 2µt

µ2
(η − sin η cos η) .

Éîãî ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

θ = κi(t, x)|η|λiψi(η) + ϕt − 2µϕx ctg η+

2µx
µ

(
1− sin2 η − η ctg η

)
+
µt
µ2

(η − sin η cos η) ,

äå λ1,2 =
3±
√

17

2
, ψ1,2(η) � äåÿêi ôiêñîâàíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨,

κ1,2(t, x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.

Ïiäñòàíîâêà çíàéäåíèõ ôîðì ξ, θ â ðiâíÿííÿ (A.3) i (A.4) äîçâîëÿ¹

çíàéòè, ùî κi(t, x) = 0 (i = 1, 2), µ(t, x) = m, à ôóíêöiÿ ϕ çàäîâîëüíÿ¹

ñèñòåìó ðiâíÿíü

ϕtt + 4m2ϕxx = 0, ϕtϕx = ϕxx.

Îòæå, îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ó öüîìó âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä

Q = ∂t − 2m ctgm(v + ϕ)∂x + (ϕt − 2mϕx ctgm(v + ϕ))∂v,
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äå ôóíêöiÿ ϕ ¹ ðîçâ'ÿçêîì îñòàííüî¨ ñèñòåìè.

Ñòàëà m íå äîðiâíþ¹ íóëþ, áî òîäi ìàòèìåìî òðèâiàëüíèé îïåðàòîð

ðåäóêöi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè G2, à ñàìå ïåðåòâîðåííÿ

îäíîðiäíîãî ðîçòÿãó çà çìiííèìè (t, v), ïîêëàäåìî ñòàëóm ðiâíîþ 1
2 . Òîäi

îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ íàáóâàþòü âèãëÿäó

Q = ∂t − ctg(v/2 + ϕ/2)∂x + (ϕt − ϕx ctg(v/2 + ϕ/2))∂v, (A.11)

äå ôóíêöiÿ ϕ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

ϕtt + ϕxx = 0, ϕtϕx = ϕxx. (A.12)

Iíòåãðóþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (A.12), îòðèìó¹ìî, ùî ϕ = φ(y) +

φ̄(ȳ), äå y = x+ it, ȳ = x− it. Áóäåìî øóêàòè äiéñíîçíà÷íó ôóíêöiþ ϕ,

ÿêà ¹ ñóìîþ äâîõ ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié φ òà φ̄ (ñïðÿ-

æåíiñòü îñòàííiõ äâîõ ôóíêöié ãàðàíòó¹ òå, ùî ϕ áóäå äiéñíîçíà÷íîþ).

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíèé âèðàç äëÿ ϕ ó äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, îòðè-

ìó¹ìî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè

φyy − i (φy)
2 = −

(
φ̄ȳȳ + i

(
φ̄ȳ
)2
)
.

Îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi äîðiâíþþòü òié ñàìié êîìïëåêñíié ñòà-

ëié k. Ëåãêî áà÷èòè, ùî k = −k̄, îòæå, âîíà ¹ ñóòî óÿâíîþ. Äëÿ çðó÷-

íîñòi ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç iλ, äå λ ∈ R. Âèêîíà¹ìî òàêîæ çàìiíó çàëåæíî¨

çìiííî¨ φ(y) = iz(y). Òîäi ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

zyy + (zy)
2 = λ, (A.13)

Íååêâiâàëåíòíi âiäíîñíî çñóâiâ çà y òà z ðîçâ'ÿçêè ¹ òàêi

1. λ = 0: z ∈ {0, ln y},

2. λ < 0⇒ λ = −1 mod G′′2 : z ∈ {iy, ln cos y},

3. λ > 0⇒ λ = 1 mod G′′2 : z ∈ {y, ln ch y},
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äå G′′2 � ãðóïà iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (A.13), ùî iíäóêîâàíà ãðóïîþ G2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó lnW = ln |W |+ iargW , äåW = W1 + iW2 �

äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî, argW = arctg
W2

W1
, çíàõîäèìî, ùî ôóíêöiÿ ϕ

ïðîáiãà¹ ìíîæèíó çíà÷åíü

S1 =
{

0, x, t, −2 arctg
t

x
, 2 arctg(tg x th t), −2 arctg(thx tg t)

}
.

Ïiäñòàâèâøè ôóíêöi¨ ϕ ç ìíîæèíè S1 ó ôîðìóëó (A.11), ïîáóäó¹ìî îïå-

ðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (1.9).

Q4.1 = ∂t − ctg(v/2)∂x ∼ Q1.3 mod G2;

Q4.2 = ∂t − ctg(v/2 + x/2)(∂x + ∂v);

Q4.3 = ∂t − ctg(v/2 + t/2)∂x + ∂v ∼ Q2.6 mod G2;

Q4.4 = ∂t −
x+ tg(v/2)t

x tg(v/2)− t
∂x −

2

x− t ctg(v/2)
∂v ∼ Q3.6 mod G2;

Q4.j = ∂t + ξ∂x −
χt + χxξ

1 + χ2
∂v, äå ξ = −1 + tg(v/2)χ

tg(v/2)− χ
,

χ ∈ {− tg x th t, thx tg t}, j = 5, 6.

Îòæå, îòðèìàëè îïåðàòîðè, íàâåäåíi ó ïóíêòi 4 òåîðåìè 6.1 (Q4.5, Q4.6)

òà îäèí ç îïåðàòîðiâ, íàâåäåíèõ ó ïóíêòi 2 öi¹¨ æ òåîðåìè (Q4.2).

V�VI. ξ = −2µ(t, x) th η àáî ξ = −2µ(t, x) cth η,

äå η = µ(t, x)(v + ϕ(t, x)). Âèïàäêè 5 òà 6 äîöiëüíî ðîçãëÿäàòè ðàçîì.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âêàçàíi ôîðìè ξ â ðiâíÿííÿ (A.2), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

ch2 ηθηη − 2 sh η ch η θη + 2 θ = 2ϕt + 4µϕx th η+

2µt
µ2

(η + sh η ch η)− 4µx
µ

(
1 + ch2 η − η th η

)
àáî

sh2 ηθηη − 2 sh η ch η θη − 2 θ = −2ϕt − 4µϕx cth η+

2µt
µ2

(sh η ch η − η)− 4µx
µ

(
sh2 η − 1 + η cth η

)
.



182

�õ ðîçâ'ÿçêè ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä

θ = κi(t, x)|η|λiψi(η) + ϕt − 2µϕx th η+

+
2µx
µ

(
1− ch2 η − η th η

)
+
µt
µ2

(η + sh η ch η)

òà

θ = κi(t, x)|η|λiψi(η) + ϕt − 2µϕx cth η+

2µx
µ

(
1 + sh2 η − η cth η

)
+
µt
µ2

(η − sh η ch η) ,

äå λ1,2 =
3±
√

17

2
, ψ1,2(η) � äåÿêi ôiêñîâàíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨,

κ1,2(t, x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.

Â îáîõ âèïàäêàõ ç ðiâíÿíü (A.3) òà (A.4) âèïëèâà¹, ùî κi(t, x) = 0

(i = 1, 2), µ(t, x) = m, à ôóíêöiÿ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü

ϕtt = 4m2ϕxx, ϕtϕx = ϕxx.

Îòæå, îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ìàþòü âèãëÿä

Q = ∂t − 2m thm(v + ϕ)∂x + (ϕt − 2mϕx thm(v + ϕ))∂v,

Q = ∂t − 2m cthm(v + ϕ)∂x + (ϕt − 2mϕx cthm(v + ϕ))∂v,

äå ôóíêöiÿ ϕ ¹ ðîçâ'ÿçêîì îñòàííüî¨ ñèñòåìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâî-

ðåííÿ ç ãðóïè G2, à ñàìå ïåðåòâîðåííÿ îäíîðiäíîãî ðîçòÿãó çà çìiííèìè

(t, v), ïîêëàäåìî ñòàëó m ðiâíîþ 1
2 . Òîäi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ íàáóâàþòü

âèãëÿäó

Q = ∂t − th(v/2 + ϕ/2)∂x + (ϕt − ϕx th(v/2 + ϕ/2))∂v, (A.14)

Q = ∂t − cth(v/2 + ϕ/2)∂x + (ϕt − ϕx cth(v/2 + ϕ/2))∂v, (A.15)

äå ôóíêöiÿ ϕ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

ϕtt = ϕxx, ϕtϕx = ϕxx. (A.16)
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Ñèñòåìà (A.16) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî çñóâiâ çà çìiííèìè t, x, ϕ, ïåðå-

òâîðåííÿ îäíîðiäíîãî ðîçòÿãó çà çìiííèìè (t, x) òà iíâîëþòèâíèõ ïåðå-

òâîðåíü çàìiíè çíàêó ó ìíîæèíàõ çìiííèõ {t, x}, {x, ϕ}.
Iíòåãðóþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî, ùî ϕ = φ1(y1) + φ2(y2), äå

y1 = x + t, y2 = x − t. Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíó ôîðìó ó äðóãå ðiâíÿííÿ

ñèñòåìè, îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè

φ1
y1y1
−
(
φ1
y1

)2
= −φ2

y2y2
−
(
φ2
y2

)2
.

Îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äîðiâíþþòü òié ñàìié ñòàëié, ÿêó ïîçíà÷èìî λ.

Îòæå, ìà¹ìî ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü

φ1
y1y1
−
(
φ1
y1

)2
= λ, φ2

y2y2
+
(
φ2
y2

)2
= −λ. (A.17)

Iíòåãðóþ÷è îòðèìàíi ðiâíÿííÿ â çàëåæíîñòi âiä çíàêó λ, çíàõîäèìî íà-

ñòóïíi íååêâiâàëåíòíi ðîçâ'ÿçêè

1. λ = 0: φ1 ∈ {0, − ln |y1|}, φ2 ∈ {0, ln |y2|};

2. λ > 0⇒ λ = 1 mod G′2 : φ1 = − ln | sin y1|, φ2 = ln | sin y2|;

3. λ < 0⇒ λ = −1 mod G′2 : φ1 ∈ {y1, − ln | sh y1|, − ln ch y1},

φ2 ∈ {y2, ln | sh y2|, ln ch y2}.

Òóò G′2 � ãðóïà iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (A.17), ùî iíäóêîâàíà ãðóïîþ G2.

Çíàõîäèìî, ùî ôóíêöiÿ ϕ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè

S2 =

{
0, x, t, ln |x− t|, − ln |x+ t|, ln

∣∣∣∣x− tx+ t

∣∣∣∣ ,
ln sh |x− t|+ x+ t, ln ch(x− t) + x+ t,

− ln sh |x+ t|+ x− t, − ln ch(x+ t) + x− t,

ln

∣∣∣∣sin(x− t)
sin(x+ t)

∣∣∣∣ , ln

∣∣∣∣sh(x− t)
sh(x+ t)

∣∣∣∣ , ln

∣∣∣∣sh(x− t)
ch(x+ t)

∣∣∣∣ ,
ln

∣∣∣∣ch(x− t)
sh(x+ t)

∣∣∣∣ , ln
ch(x− t)
ch(x+ t)

}
.
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Ïîáóäó¹ìî îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ (A.14), (A.15) äëÿ ïåðøèõ òðüîõ çíà÷åíü

ôóíêöi¨ ϕ ç ìíîæèíè S2.

Q5.1 = ∂t − th(v/2)∂x ∼ Q1.4 mod G2;

Q6.1 = ∂t − cth(v/2)∂x ∼ Q1.5 mod G2;

Q5.2 = ∂t − th (v/2 + x/2) (∂x + ∂v);

Q6.2 = ∂t − cth (v/2 + x/2) (∂x + ∂v);

Q5.3 = ∂t − th (v/2 + t/2) ∂x + ∂v ∼ Q2.7(ε = 1) mod G2;

Q6.3 = ∂t − cth (v/2 + t/2) ∂x + ∂v ∼ Q2.8(ε = 1) mod G2.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïiäñòàíîâêà ïåðøîãî òà òðåòüîãî åëåìåíòà ìíîæèíè S2

äà¹ îïåðàòîðè ðåäóêöi¨, ÿêi åêâiâàëåíòíi ïîáóäîâàíèì ðàíiøå. Ïiäñòàâèâ-

øè äðóãèé åëåìåíò öi¹¨ ìíîæèíè, à ñàìå ϕ = x, îòðèìó¹ìî äâà îïåðàòîðè

(Q5.2, Q6.2), íàâåäåíi ó ïóíêòi 2 òåîðåìè 6.1.

Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ðåøòè çíà÷åíü ϕ ç ìíîæèíè S2, äëÿ çðó÷íîñòi

âèðàçèìî ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨, ùî ìiñòÿòüñÿ â êîåôiöi¹íòàõ îïåðàòî-

ðiâ (A.14) òà (A.15), ÷åðåç åêñïîíåíòè. Òîäi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ìîæíà

çàïèñàòè îäíi¹þ ôîðìóëîþ

Q = ∂t + ξ∂x +
χt + χxξ

χ
∂v, äå ξ =

1∓ evχ
1± evχ

(A.18)

òà χ = eϕ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó çíà÷åíü (ìîäóëi òåïåð ìîæíà îïóñòèòè)

χ ∈
{
x− t, (x+ t)−1,

x− t
x+ t

, sh(x− t)ex+t, ch(x− t)ex+t,

sh(x+ t)−1ex−t, ch(x+ t)−1ex−t,
sin(x− t)
sin(x+ t)

,
sh(x− t)
sh(x+ t)

,

sh(x− t)
ch(x+ t)

,
ch(x− t)
sh(x+ t)

,
ch(x− t)
ch(x+ t)

}
.

Äàëi íàâîäèìî ïåðåëiê îïåðàòîðiâ, îòðèìàíèõ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âiä-

ïîâiäíèõ çíà÷åíü χ ó ôîðìóëó (A.18).

Q1 = ∂t +
1∓ ev(x− t)
1± ev(x− t)

∂x ∓
2

e−v ± (x− t)
∂v ∼ Q3.4 mod G2;
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Q2 = ∂t +
x+ t∓ ev

x+ t± ev
∂x −

2

x+ t± ev
∂v ∼ Q3.4 mod G2;

Q3 = ∂t +
x+ t∓ ev(x− t)
x+ t± ev(x− t)

∂x −
2(1± ev)

x+ t± ev(x− t)
∂v,

Q3a ∼ Q3.7 mod G2, Q3b ∼ Q3.8 mod G2;

Òóò i íàäàëi ëiòåðè a òà b áiëÿ íîìåðó îïåðàòîðà ïîêàçóþòü, âåðõíié ÷è

íèæíié çíàê ó âèðàçàõ ±, ∓ òðåáà áðàòè.

Q4 = ∂t +
2∓ ev(e2x − e2t)

2± ev(e2x − e2t)
∂x + 2

2∓ ev(e2x + e2t)

2± ev(e2x − e2t)
∂v;

Q5 = ∂t +
2∓ ev(e2x + e2t)

2± ev(e2x + e2t)
∂x + 2

2∓ ev(e2x − e2t)

2± ev(e2x + e2t)
∂v,

Q5b ∼ Q4b mod G2;

Q6 = ∂t +
e2t − e−2x ∓ 2ev

e2t − e−2x ± 2ev
∂x − 2

e2t + e−2x ± 2ev

e2t − e−2x ± 2ev
∂v,

Q6a ∼ Q4b mod G2, Q6b ∼ Q4a mod G2;

Q7 = ∂t +
e2t + e−2x ∓ 2ev

e2t + e−2x ± 2ev
∂x − 2

e2t − e−2x ± 2ev

e2t + e−2x ± 2ev
∂v,

Q7a ∼ Q5a mod G2, Q7b ∼ Q5b mod G2;

Q8 = ∂t +
sin(x+ t)∓ ev sin(x− t)
sin(x+ t)± ev sin(x− t)

∂x − 2
cos(x+ t)± ev cos(x− t)
sin(x+ t)± ev sin(x− t)

∂v,

Q8 ∼ Q4.6 mod G2;

Q9 = ∂t +
sh(x+ t)∓ ev sh(x− t)
sh(x+ t)± ev sh(x− t)

∂x − 2
ch(x+ t)± ev ch(x− t)
sh(x+ t)± ev sh(x− t)

∂v;

Q10 = ∂t +
ch(x+ t)∓ ev sh(x− t)
ch(x+ t)± ev sh(x− t)

∂x − 2
sh(x+ t)± ev ch(x− t)
ch(x+ t)± ev sh(x− t)

∂v,

Q10b ∼ Q10a mod G2;

Q11 = ∂t +
sh(x+ t)∓ ev ch(x− t)
sh(x+ t)± ev ch(x− t)

∂x − 2
ch(x+ t)± ev sh(x− t)
sh(x+ t)± ev ch(x− t)

∂v,

Q11 ∼ Q10 mod G2;
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Q12 = ∂t +
ch(x+ t)∓ ev ch(x− t)
ch(x+ t)± ev ch(x− t)

∂x − 2
sh(x+ t)± ev sh(x− t)
ch(x+ t)± ev ch(x− t)

∂v,

Q12b ∼ Q9a mod G2.

Íååêâiâàëåíòíi âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè G2 îïåðàòîðè ç öüîãî

ïåðåëiêó, à ñàìå îïåðàòîðè Q4, Q5a, Q9, Q10a, Q12a, íàâåäåíî ó ïóíêòi 5

òåîðåìè 6.1.

Òåîðåìó ïîâíiñòþ äîâåäåíî.

A.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî êëàñèôiêàöiþ

íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ôiëüòðàöi¨

Îïèøåìî îñíîâíi åòàïè äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2, ÿêå òàêîæ îïóùåíî â

ðîçäiëi 6 ÷åðåç éîãî ãðîìiçäêiñòü.

Ðîçãëÿíåìî êëàñ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨ çàãàëüíîãî âèãëÿ-

äó (6.12),

vt = f(vx)vxx, (A.19)

äå f = f(vx) � äîâiëüíà íåíóëüîâà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííî¨ y = vx ïðîäîâ-

æåíîãî ïðîñòîðó (�äîâiëüíèé åëåìåíò öüîãî êëàñó�). Òî÷íå ôîðìóëþâàí-

íÿ òîãî, ùî ïîòðiáíî âèêîíàòè, íàñòóïíå: çíàéòè âñi G∼-íååêâiâàëåíòíi

çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà f , ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ (A.19) äîïóñêàþòü

íåòðèâiàëüíi îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi-

¹íòàìè ïðè ∂t. Ïåðåòâîðåííÿ, ùî ñêëàäàþòü ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼

êëàñó (A.19), íàâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 6.5. �õ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÿê

êîìïîçèöiþ àôiííèõ ïåðåòâîðåíü ó ïðîñòîðàõ çìiííèõ t òà (x, v), çà÷åïëå-

íèõ ÷åðåç ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà f . Êëàñèôiêàöi¨ ïiäëÿãàþòü

òiëüêè îïåðàòîðè ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ∂t, îñêiëüêè âè÷åð-

ïíèé îïèñ îïåðàòîðiâ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ç íóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ïðè
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∂t âæå âèêîíàíî äëÿ çàãàëüíîãî êëàñó (1 + 1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâ-

íÿíü [26,122,123]. Ïiä íåòðèâiàëüíèìè ðîçóìi¹ìî îïåðàòîðè íåêëàñè÷íî¨

ñèìåòði¨, ùî íååêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì îïåðàòîðàì.

Ðiâíÿííÿ (A.19) çðó÷íî ïåðåïèñàòè â åêâiâàëåíòíié ôîðìi

vxx = g(vx)vt, (A.20)

äå g(vx) = 1/f(vx).

Áóäü-ÿêèé îïåðàòîð íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (A.20) ç íåíó-

ëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ∂t ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíîãî âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi îïåðàòîðiâ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ öüîãî ðiâ-

íÿííÿ ìà¹ çîáðàæåííÿ

Q = ∂t + ξ∂x + θ∂v,

äå êîåôiöi¹íòè ξ òà θ çàëåæàòü âiä t, x òà v. Êðèòåðié óìîâíî¨ iíâàðiàí-

òíîñòi äà¹ òàêå âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ[
ξξvy

3 + (ξξx − ξθv − ξvθ)y2 + (θθv − ξθx − ξxθ)y + θθx
]
gy+[

−2ξξvy
2 + (2ξvθ − ξt − 2ξξx)y + 2ξxθ + θt

]
g+ (A.21)

ξvvy
3 + (2ξvx − θvv)y2 + (ξxx − 2θvx)y − θxx = 0,

äå y = vx. Ðiâíÿííÿ (A.21) ìà¹ äâî¨ñòó ïðèðîäó: öå îäíî÷àñíî i ðiâ-

íÿííÿ íà ξ òà θ, ùî ¹ êîåôiöi¹íòàìè îïåðàòîðà íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨

ðiâíÿííÿ (A.20), i óìîâà íà çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g, äëÿ ÿêèõ

òàêi îïåðàòîðè iñíóþòü. Äëÿ àíàëiçó ðiâíÿííÿ (A.21) çàñòîñó¹ìî ìåòîä,

çàïðîïîíîâàíèé â [20]. Óìîâè òàêîãî òèïó âèíèêàþòü, ÿê ïðàâèëî, ïðè

ðîçâ'ÿçàííÿ êëàñè÷íèõ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó êëàñàõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, ùî çàëåæàòü âiä íåâåëèêî¨

êiëüêîñòi çìiííèõ ïðîäîâæåíîãî ïðîñòîðó (îäíi¹¨ àáî äâîõ). Íàïðèêëàä,

â [20] çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ó êëàñi

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà ç íåëiíiéíiñòþ, ùî çàëåæèòü âiä íåâiäî-

ìî¨ ôóíêöi¨ i ôóíêöi¨, ñïðÿæåíî¨ äî íå¨.



188

Ðiâíÿííÿ (A.21) ÿê óìîâà âiäíîñíî g � öå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ ç ïîëiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äå y = vx âiäiãðà¹ ðîëü íå-

çàëåæíî¨ çìiííî¨, à t, x i v � ðîëü ïàðàìåòðiâ:

P̂ gy + Q̂g + R̂ = 0, (A.22)

äå

P̂ = ξξvy
3 + (ξξx − ξθv − ξvθ)y2 + (θθv − ξθx − ξxθ)y + θθx,

Q̂ = −2ξξvy
2 + (2ξvθ − ξt − 2ξξx)y + 2ξxθ + θt,

R̂ = ξvvy
3 + (2ξvx − θvv)y2 + (ξxx − 2θvx)y − θxx,

Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìiâ:

P̂ =
3∑
j=0

α̂jy
j, Q̂ = −2α̂3y

2 + β̂1y + β̂0, R̂ =
3∑
j=0

γ̂jy
j.

äå

α̂3 = ξξv, α̂2 = ξ(ξx − θv)− ξvθ,

α̂1 = −θ(ξx − θv)− ξθx, α̂0 = θθx,

β̂1 = 2ξvθ − ξt − 2ξξx, β̂0 = 2ξxθ + θt,

γ̂3 = ξvv, γ̂2 = 2ξvx − θvv, γ̂1 = ξxx − 2θvx, γ̂0 = −θxx.

Êîæíå ðiâíÿííÿ, îòðèìàíå ç (A.22) ôiêñóâàííÿì äîâiëüíèõ çíà÷åíü ïà-

ðàìåòðiâ, ìà¹ âèãëÿä

Pgy +Qg +R = 0, (A.23)

äå

P =
3∑
j=0

αjy
j, Q = −2α3y

2 + β1y + β0, R =
3∑
j=0

γjy
j,

αj, β1, β0, γj � ñòàëi. Êiëüêiñòü k íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (A.23),

ÿêi çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ g, íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè äâà.
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(Òóò ïiä íåçàëåæíiñòþ ðiâíÿíü ðîçóìi¹ìî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü íàáîðiâ

¨õ êîåôiöi¹íòiâ íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä çìiííî¨ y = vx.)

Ùîá ïîêàçàòè öå, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ïiäìíîæèíó ç òðüîõ òàêèõ ðiâ-

íÿíü ÿê ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî g i gy.

Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (A.19) iíäóêó¹

ãðóïó G∼det ïåðåòâîðåíü ó ïðîñòîði (y, g), ùî äiþòü íà ðiâíÿííÿõ âèãëÿ-

äó (A.22). Ãðóïà G∼det ïîðîäæåíà çñóâàìè ïî y òà iíâåðñi¹þ ỹ = 1/y,

g̃ = g/y2. Ïðîåêöiÿ ãðóïè G∼det íà ïðîñòið çìiííî¨ y � öå çâè÷àéíà ãðó-

ïà äðîáîâî-ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü íà ïðÿìié, ïðè÷îìó G∼det içîìîðôíà öié

ãðóïi. Îòæå, ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (A.22) ïîòðiáíî âèâ÷èòè ç òî÷íiñòþ äî

G∼det-åêâiâàëåíòíîñòi.

ßêùî k = 0, òî ç (A.22) âèïëèâà¹, ùî P̂ = 0, Q̂ = 0, R̂ = 0. Ïiñëÿ

ðîçùåïëåííÿ öèõ ðiâíÿíü ïî çìiííié y, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

ξv = 0, θx = 0, ξx = θv, θt + 2θvθ = 0, ξt + 2ξξx = 0.

Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó, ùî åêâiâàëåí-

òíèé äåÿêîìó îïåðàòîðó ç ÿäðà Aker ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü ç êëàñó (A.20) (àáî (A.19)). Çàóâàæèìî, ùî áàçèñ àëãåáðè Aker

óòâîðþþòü îïåðàòîðè ∂t, ∂x, ∂v i 2t∂t +x∂x + v∂v. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

ðiâíÿíü ç êëàñó (A.19) âèêîíàíî ó ðîáîòi [3].

Ïðèïóñòèìî, ùî k = 1, òîáòî ¹ ëèøå îäíå íåçàëåæíå ðiâíÿííÿ, i íåõàé

(A.23) ¹ öèì íåçàëåæíèì ðiâíÿííÿì. ßêùî ìíîãî÷ëåíè P , Q, R ìàþòü

ñïiëüíèé ìíîæíèê íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òî íà íüîãî ìîæíà ñêîðîòèòè.

Òîìó íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî ÍÑÄ(P,Q,R) = 1. Òàêîæ ç òî÷íiñòþ äî G∼det-

åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî α3 = 0, àëå ïðè öüîìó P 6= 0, îñêiëü-

êè iíàêøå k = 2. Íàáið (P̂ , Q̂, R̂) ïîâèíåí áóòè ïðîïîðöiéíèì íàáîðó

(P,Q,R) ç äåÿêèì êîåôiöi¹íòîì λ = λ(t, x, v, y): (P̂ , Q̂, R̂) = λ(P,Q,R),

à òîìó

PQ̂ = QP̂ , QR̂ = RQ̂, RP̂ = PR̂.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî P äiëèòü P̂ , à òîìó λ = P̂ /P � ìíîãî÷ëåí ïî çìií-
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íié y, ïðè÷îìó éîãî ñòåïåíü íå ïåðåâèùó¹ 1, îñêiëüêè iíàêøå k = 2.

Âèïàäêè degy λ = 1 òà degy λ = 0 íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè îêðåìî. Ïå-

ðåáið óñiõ ìîæëèâîñòåé ó öèõ âèïàäêàõ äà¹ ó öiëîìó ëèøå òðè òè-

ïè íååêâiâàëåíòíèõ íåëiíiéíîñòåé � ñòåïåíåâó, ïîêàçíèêîâó i âèãëÿäó

g = µ(y2 + 1)eν arctg y � i ëèøå îïåðàòîðè, åêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî k = 2. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó, óòâîðåíó äâîìà íåçàëå-

æíèì ðiâíÿííÿìè ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî g i gy. Â ðå-

çóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò g ¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ:

g = N/D, äå N i D � ìíîãî÷ëåíè çìiííî¨ y, degN 6 4, degD 6 6, ïðè-

÷îìó ìîæíà ââàæàòè, ùî N i D � âçà¹ìíî ïðîñòi. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ

g = N/D ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè õî÷à á îäíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (A.23). Ïå-

ðåáèðàþ÷è ìîæëèâi âàðiàíòè N i D ç òî÷íiñòþ äî G∼det-åêâiâàëåíòíîñòi,

îòðèìà¹ìî òàêi âèðàçè äëÿ ôóíêöi¨ g:

g = y4 + n2y
2 + n1y + n0, g = y3 + n1y + n0,

g = y3 + n3y
2 + n2y + n1 + n0y

−1,

g =
y4 + n3y

3 + n2y
2 + n1y + n0

y2 + 1
, (n1, n2) 6= (n3, n0 + 1),

g =
y2 + n2y + n1

y2 + 1
y, (n1, n2) 6= (1, 0), g =

y2

y2 + 1
,

g = 1, g = y, g = y2 + 1,

äå n0, n1, n2, n3 � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíi îáìåæåí-

íÿ. Ïiäñòàâèìî öi âèðàçè ó ðiâíÿííÿ (A.22), ðîçùåïèìî çà çìiííîþ y i

ïðîiíòåãðó¹ìî çíàéäåíi ñèñòåìè ðiâíÿíü íà ôóíêöi¨ ξ i θ. Äëÿ âñiõ âèùå-

íàâåäåíèõ âèïàäêiâ çíà÷åíü äîâiëüíîãî åëåìåíòà g êðiì òðüîõ îñòàííiõ,

îïåðàòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêàì öèõ ñèñòåì, åêâiâàëåíòíi ëi¨â-

ñüêèì îïåðàòîðàì ðiâíÿíü (A.20) ç òàêèìè çíà÷åííÿìè g.


