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Àíîòàöiÿ

Âàí¹¹âà Î.Î. Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi â çàäà÷àõ ãðóïîâî¨ êëà-

ñèôiêàöi¨. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷-

íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.03 �ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà� (111 � ìàòåìà-

òèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2020.

Äèñåðòàöiþ ïðèñâÿ÷åíî ðîçâèòêó òåîði¨ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi êëà-

ñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ñòâîðåííþ íîâèõ ìåòîäiâ i àëãîðèòìiâ ãðó-

ïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ðîçâ'ÿçàííþ íèçêè êëà-

ñèôiêàöiéíèõ çàäà÷ ãðóïîâîãî àíàëiçó, âêëþ÷àþ÷è êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ

i íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ òà çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Îñíîâíó óâà-

ãó â äèñåðòàöi¨ çîñåðåäæåíî íà çàñòîñóâàííi ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi äî

çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ i ïîøóêó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ìàòåìà-

òè÷íî¨ ôiçèêè, áiîëîãi¨ òà ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ óçàãàëüíåíî i ïîëiïøåíî òåîðiþ ãðóïîâî-

ãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðìiíîëîãiþ ãðó-

ïî¨äiâ âèçíà÷åíî, çîêðåìà, ïîíÿòòÿ çâè÷àéíî¨, óçàãàëüíåíî¨, ðîçøèðåíî¨,

ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ òà óìîâíî¨ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, ãðóï òî÷êîâèõ

ñèìåòðié ñèñòåì ç êëàñó, íîðìàëiçîâàíîãî é íàïiâíîðìàëiçîâàíîãî êëà-

ñiâ. Òàêîæ ââåäåíî ðiçíi òèïè åêâiâàëåíòíîñòi äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü òà

çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ ïîðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè òàêèõ ïåðåòâîðåíü, à

òàêîæ ái¹êòèâíèõ ôóíêòîðiâ ìiæ ãðóïî¨äàìè åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó ïiäðîçäiëi 1.1 íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ ùîäî äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü â êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ðàçîì iç iíøèìè ïîíÿòòÿìè

ãðóïîâîãî àíàëiçó ïåðåôîðìóëüîâàíî ó òåðìiíîëîãi¨ ãðóïî¨äiâ ó ïiäðîçäi-

ëi 1.2. Ìåòîäè êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü òà ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

ïðåäñòàâëåíî ó ïiäðîçäiëi 1.3. Óïåðøå ââåäåíî ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíèõ òà ñèí-

ãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i

çàïðîïîíîâàíî ìîäèôiêàöiþ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó äëÿ íåíîðìàëiçîâàíèõ

êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ïîøóêó ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíò-

íîñòi é êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ i íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ â êëàñàõ

(1+1)- i (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 äîñëiäæåíî òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi çàãàëüíîãî

êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó

ut = H(t, x, u, ux, uxx), Huxx 6= 0, i ïîáóäîâàíî ëàíöþæîê éîãî âêëàäåíèõ

íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ. Çíàéäåíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi öèõ ïiäêëà-

ñiâ. Îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëåíî âàæëèâîìó äëÿ çàñòîñóâàíü êëàñó ðiâíÿíü

òèïó ðåàêöi¨�äèôóçi¨�êîíâåêöi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç åêñïîíåíöiàëü-

íèìè íåëiíiéíîñòÿìè f(x)ut = (g(x)enuux)x + h(x)emu âèêîíàíî â ïiä-

ðîçäiëi 2.2. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó âè÷åðïíî îïèñàíî ÷åðåç

ðîçáèòòÿ íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè é ìàêñèìàëüíi óìîâíi ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi. Äîñëiäæåíî ãðàíè÷íi ïåðåõîäè (êîíòðàêöi¨) ìiæ ðiâíÿííÿ-

ìè ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi ñòåïåíåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè i òàêèìè ðiâíÿííÿìè

ç åêñïîíåíöiàëüíèìè íåëiíiéíîñòÿìè, à òàêîæ ìiæ ¨õ àëãåáðàìè ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨, âiäïîâiäíèìè àíçàöàìè ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨, òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè

òà çàêîíàìè çáåðåæåííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ïðîêëàñèôiêîâàíî çàêîíè çáåðåæåííÿ i ïîòåíöiàëüíi

ñèìåòði¨ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi ut = ((un)x + f(x)um)x .

Êëàñ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Ôiøåðà ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòà-

ìè, ut = b(t)uxx + a(t)u(1− u), ab 6= 0, äîñëiäæåíî ç òî÷êè çîðó ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ â ïiäðîçäiëi 2.4. Çíàéäåíî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi òà âèêîíàíî

âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ öüîãî êëàñó. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ïîáóäîâàíî

çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ åêâiâàëåíòíîñòi é âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè.

Êëàñ ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ, ut = a2(t)uxx + b(t)u− c(t)u3,

ac 6= 0, ÿêi òàêîæ íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèìè ðiâíÿííÿìè Ôiøåðà àáî ðiâ-

íÿííÿìè Íüþåëà�Âàéòõåäà, äîñëiäæåíî ç òî÷êè çîðó ëi¨âñüêî¨ é �íåêëà-

ñè÷íî¨ � ñèìåòði¨ â ïiäðîçäiëi 2.5. Âèêîíàíî êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ i ðå-

ãóëÿðíèõ íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨. Âè÷åðïíî îïèñàíî äîïóñòè-
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ìi ïåðåòâîðåííÿ êëàñó. Çíàéäåíî êðèòåðié çâiäíîñòi ðiâíÿíü Íüþåëà�

Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè äî ïîäiáíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïîáóäîâàíî øèðîêi ñiì'¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿíü

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç öüîãî êëàñó.

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 âèêîíàíî ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ äâîõ êëàñiâ óçàãàëüíå-

íèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà. Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó óçàãàëüíå-

íèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà çi çìiííîþ â'ÿçêiñòþ ut + a(un)x = g(t)uxx, ag 6= 0,

n > 2, çàñòîñîâàíî äî ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü, à

òàêîæ äëÿ îòðèìàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Áþðãåðñà ç ëiíiéíèì óïîâiëüíåííÿì i çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè

ut+unux+h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî îðèãiíàëüíèé

ìåòîä åêâiâàëåíòíîñòi.

Ïiäðîçäië 2.7 ïðèñâÿ÷åíî ãðóïîâîìó àíàëiçó êëàñó (2+1)-âèìiðíèõ íå-

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà ut = f(t)uyy − g(t)[K(u)]x , fgKuu 6= 0.

Êëàñèôiêàöiéíi ïåðåëiêè îòðèìàíî äëÿ äâîõ ìîæëèâèõ êàëiáðóâàíü äî-

âiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ïîêàçàíî, ùî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó é, çîêðåìà,

¨¨ òèï ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âèáîðó îïòèìàëüíîãî êàëiáðóâàííÿ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi çàñòîñîâàíî äî

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, à òàêîæ äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâ-

íîñòi ðiâíÿíü òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà é ïîâ'ÿçàíèõ ìîäåëåé.

Ïiäðîçäië 3.1 ïðèñâÿ÷åíî îïèñó ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñi ðiâ-

íÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + f(t, x)uux +

g(t, x)uxxx = 0, fg 6= 0. Äîâåäåíî, ùî öåé êëàñ íåíîðìàëiçîâàíèé, àëå

éîãî ìîæíà çîáðàçèòè ÿê îá'¹äíàííÿ øåñòè íåïåðåòèííèõ íîðìàëiçîâà-

íèõ ïiäêëàñiâ. Çíàéäåíî ìàêñèìàëüíî øèðîêi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ

êîæíîãî ïiäêëàñó, ÿêi âèÿâèëèñü ðîçøèðåíèìè óçàãàëüíåíèìè â ï'ÿòè âè-

ïàäêàõ. Çàïðîïîíîâàíî ñïîñîáè ïîëiïøåííÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâî-

ñòåé ïiäêëàñiâ ç âèêîðèñòàííÿì êàëiáðóâàíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ i ìåòîäó

âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ îäíîãî ç âèêîðåìëåíèõ

ïiäêëàñiâ íàâåäåíî â ÿêîñòi iëþñòðàòèâíîãî ïðèêëàäó.



5

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïîáóäîâàíî i¹ðàðõiþ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ çàãàëü-

íîãî êëàñó (1 + 1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó, ÿêi

ìiñòÿòü ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà é ¨õíi óçàãàëüíåííÿ. Öå äà¹ ïîâíèé

îïèñ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi â öèõ êëàñàõ. Äëÿ äâîõ êëàñiâ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (ÊäÔ) i ìîäèôiêîâàíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

(ìÊäÔ) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè îòðèìàíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè

çâiäíîñòi òàêèõ ðiâíÿíü äî ñòàíäàðòíèõ ðiâíÿíü ÊäÔ i ìÊäÔ, âiäïîâiäíî.

Òàêîæ âèêîíàíî âè÷åðïíèé ãðóïîâèé àíàëiç íîðìàëiçîâàíîãî êëàñó ðiâ-

íÿíü ÊäÔ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + f(t)uux + g(t)uxxx = 0, fg 6= 0.

Ïiäðîçäië 3.3 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êàâàõà-

ðè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + α(t)unux + β(t)uxxx + σ(t)uxxxxx = 0.

Âèêîíàíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ öèõ ðiâíÿíü é ïðîâåäåíî âiäïî-

âiäíi ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü Êàâàõàðè äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü. Ïîáóäîâàíî ïåâíi òî÷íi é ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè, çîêðåìà, äëÿ ðiâ-

íÿííÿ Êàâàõàðè, ùî îïèñó¹ õâèëi â ìîði, âêðèòîìó êðèãîþ, òîâùèíà ÿêî¨

çáiëüøó¹òüñÿ ç ÷àñîì. Ó ïiäðîçäiëi 3.4 äîñëiäæåíî ðiâíÿííÿ Áåíäæàìiíà�

Áîíà�Ìàõîíi (ÁÁÌ), ÿêi ìîäåëþþòü ïîøèðåííÿ ïîìiðíî äîâãèõ õâèëü ç

íåâåëèêîþ àìïëiòóäîþ â ñèñòåìàõ ç íåëiíiéíèìè é äèñïåðñiéíèìè åôåêòà-

ìè. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü ÁÁÌ ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹í-

òàìè ut + f(t)ux + g(t)uux + h(t)uxxt = 0, gh 6= 0, çäiéñíåíî çà äîïîìîãîþ

ìåòîäó âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè. Òàêîæ çíàéäåíî çàêîíè çáåðåæåííÿ

òàêèõ ðiâíÿíü.

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ïîêàçàíî, ÿê òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà âèêîðèñòî-

âóâàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi, çîêðåìà, äëÿ âèîêðåìëåííÿ êëàñiâ

iíòåãðîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíà-

éäåíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi äåêiëüêîõ âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiä-

êëàñiâ êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü n-ãî ïîðÿäêó. Â ðàì-

êàõ çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó äîñëiäæåíî êëàñ ðiâíÿíü òèïó ÊäÔ ï'ÿòîãî

ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âèîêðåìëåíî éîãî ïiäêëàñè, ùî ¹

iíòåãðîâíèìè é ïîáóäîâàíî ïàðè Ëàêñà äëÿ íèõ.
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×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî àëãåáðà¨÷íîìó ìåòîäó ãðó-

ïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ùî çàçâè÷àé çàñòîñîâóþòü äî íîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñiâ ðiâíÿíü ìÊäÔ

ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè ut + u2ux + g(t)uxxx + h(t)u = 0,

g 6= 0, ïðîâåäåíî â ðîçäiëi 4.1 ñòàíäàðòíèì àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì. Ïîòiì

ìåòîä åêâiâàëåíòíîñòi âèêîðèñòàíî äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

ïîäiáíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü òèïó ìÊäÔ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîøèðåíî

íà íåíîðìàëiçîâàíi êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçøèðþþ÷è é iñòî-

òíî óçàãàëüíþþ÷è ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ùîäî êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ íå-

ëiíiéíèõ õâèëüîâèõ i åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, âè÷åðïíî îïèñàíî éîãî ãðóïî¨ä

åêâiâàëåíòíîñòi çàâäÿêè ïîáóäîâi ïîðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ

ïåðåòâîðåíü. Çàäà÷ó ïîâíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äîñëiäæóâàíîãî êëà-

ñó ðîçâ'ÿçàíî ç òî÷íiñòþ ÿê äî çâè÷àéíî¨, òàê i äî çàãàëüíî¨ òî÷êîâî¨

åêâiâàëåíòíîñòi. Ðîçâ'ÿçàííÿ âêëþ÷à¹ ïîâíó ïîïåðåäíþ ãðóïîâó êëàñè-

ôiêàöiþ êëàñó i ïîáóäîâó ñèíãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, íå

ïîâ'ÿçàíèõ ç ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi.

Ïîïåðåäí¹ äîñëiäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ó êëàñi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Äiðàêà ç äâîìà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ïðîâåäåíî â ðîçäiëi 4.3 ç âèêîðèñ-

òàííÿì àëãåáðà¨÷íî¨ òåõíiêè. Íàâåäåíî ñïèñîê íåëèíåéíîñòåé, äëÿ ÿêèõ

òàêi ðiâíÿííÿ äîïóñêàþòü îäíîâèìiðíå ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi. Ïîáóäîâàíî êiëüêà ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü.

Ó äîäàòêó À íàâåäåíî ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ é íå-

êëàñè÷íèõ (óìîâíèõ i ïîòåíöiàëüíèõ) îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ êëàñiâ

(1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè

âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Ïiäðîçäië A.1 ïðèñâÿ÷åíî ãðóïîâié êëàñèôi-

êàöi¨ íåíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó ðiâíÿíü äèôóçi¨ ç íåëiíiéíèì äæåðåëîì

ut = uxx + h(x)B(u), hBuu 6= 0. Äëÿ îòðèìàííÿ âè÷åðïíî¨ êëàñèôiêàöi¨

âèêîðèñòàíî óìîâíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, çíàéäåíó â ïðîöåñi âèâ÷åííÿ

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó öüîìó êëàñi.
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Ó ïiäðîçäiëi A.2 ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè äî-

ñëiäæåíî ëi¨âñüêi é íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç åêñïîíåíöiàëüíèì äæåðåëîì i çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

f(x)ut = (g(x)ux)x+h(x)emu, fghm 6= 0. Ðåçóëüòàòè àíàëîãi÷íîãî äîñëiä-

æåííÿ ùîäî íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü çi ñòåïå-

íåâèì äæåðåëîì f(x)ut = (g(x)ux)x+h(x)um, fgh 6= 0,m 6= 0, 1, íàâåäåíî

â ïiäðîçäiëi A.3. Çíàéäåíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó ïiäðîçäiëi A.4 äîñëiäæåíî ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ íå-

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè f(x)ut = (g(x)unux)x,

fgn 6= 0.

Ó äîäàòêó Á íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ãðóïîâîãî àíàëiçó ðiâíÿíü K(m,n),

ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà òà óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òðåòüîãî é ï'ÿòîãî ïîðÿäêiâ.

Ó ïiäðîçäiëi B.1 âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ Ãàðäíåðà

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + k(t)uux + f(t)u2ux + g(t)uxxx = 0, fg 6= 0.

Ìè ïîêàæåìî, ùî âèêîðèñòàííÿ íàâiòü çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ïîâíèé ðåçóëüòàò. Àëå âèêîðèñòàííÿ áiëüø øèðîêî¨,

à ñàìå ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, äà¹ ùå áiëüøå

ñïðîùåííÿ, à òîìó áiëüø ïåðñïåêòèâíå.

Âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòå-

âåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut +unux +h(t)u+ g(t)uxxx = 0,

ng 6= 0, íàâåäåíî â ïiäðîçäiëi B.2. Çíàéäåíi ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ çàñòîñîâàíî

äëÿ ðåäóêöi¨ çàäà÷i ç ïî÷àòêîâèìè é êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ óçàãàëüíå-

íîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà äî çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî çâè-

÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó.

Ïiäðîçäiëè B.3 i B.4 ïðèñâÿ÷åíî âè÷åðïíié ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨ óçà-

ãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó ç êîåôiöi¹íòàìè,

ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó, çàãàëüíîãî âèãëÿäó ut+unux+α(t)u+β(t)uxxxxx = 0,

nβ 6= 0. Âèïàäêè n = 1 òà n 6= 1 âiäðiçíÿþòüñÿ òðàíñôîðìàöiéíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè, òîìó ¨õ ðîçãëÿíóòî îêðåìî â ðîçäiëàõ B.3 i B.4, âiäïîâiäíî.
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Ó ïiäðîçäiëi B.5 äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü

K(m,n) âèãëÿäó ut + g(t)(um)x + f(t)(un)xxx = 0, fn 6= 0. Ãðóïîâó êëàñè-

ôiêàöiþ íàâåäåíî ç òî÷íiñòþ äî íàéøèðøèõ ìîæëèâèõ ãðóï åêâiâàëåíò-

íîñòi: çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi âñüîãî êëàñó äëÿ çàãàëüíîãî âè-

ïàäêó òà óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ îêðåìèõ çíà÷åíü ïîêàçíèêiâ

ñòåïåíÿ m òà n.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè, â ïiäðîçäiëi B.6

íàâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�

Ìàõîíi�Áþðãåðñà ut+f(t)ux+g(t)uux+k(t)uxx+h(t)uxxt = 0, ghk 6= 0. ßê

ïîái÷íèé ïðîäóêò öüîãî ïiäõîäó òàêîæ îòðèìàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

ïîâ'ÿçàíîãî êëàñó ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà ç äæåðå-

ëîì ut + uux +K(t)uxx +H(t)uxxt = F (t), HK 6= 0.

Äëÿ áàãàòüîõ ðiâíÿíü ç ðîçãëÿíóòèõ êëàñiâ òàêîæ ïîáóäîâàíî òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãðóïîâèé àíàëiç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ãðóïî¨ä

åêâiâàëåíòíîñòi, ëi¨âñüêà ñèìåòðiÿ, íåêëàñè÷íà ñèìåòðiÿ, îïåðàòîð ðåäóê-

öi¨, ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi, çàêîí çáåðåæåííÿ.
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Abstract

Vaneeva O.O. Equivalence groupoids in group classification prob-

lems. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Scien-

ces, speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 — Mathematics). —

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to the development of the theory of equivalence

groupoids of classes of differential equations, to the creation of new methods

and algorithms of group analysis of differential equations and to solving a

wide range of group analysis problems, including classifications of Lie and

nonclassical reduction operators and local conservation laws. The main

attention is paid to the application of equivalence groupoids to group clas-

sification problems, studying integrability and finding solutions of equations

of mathematical physics, mathematical biology and financial mathematics.

We firstly describe the basic notions on admissible transformations in

classes of differential equations in section 1.1. Then in section 1.2 we re-

late existing notions and results from group analysis of differential equa-

tions to the groupoid-relevant terminology. The procedures for classifying

admissible transformations and Lie symmetries for non-normalized classes

of differential equations are presented in section 1.3. We develop a new

version of the algebraic method of group classification for non-normalized

classes of differential equations, which is based on classifying admissible

transformations of the class under study up to their equivalence generated

by the equivalence group of this class. We revisit the general framework

of the classification of admissible transformations via modifying its basic

notion of equivalent admissible transformations and introducing the notion

of generating sets for equivalence groupoids. Several new techniques for

classifying admissible transformations of non-normalized classes are also

suggested. More specifically, we show that the method of furcate splitting
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and the algebraic method for computing the complete point or contact sym-

metry groups of single systems of differential equations and the complete

equivalence groups of classes of such systems (including discrete symmetry

and equivalence transformations) can be extended to admissible transforma-

tions. We also use the opportunity of describing admissible transformations

via establishing a functor between the equivalence groupoids of classes that

are not related by families of point transformations. Revisiting the alge-

braic method of group classification, we introduce the notions of regular

and singular Lie-symmetry extensions for a class of differential equations.

In section 2.1 we study transformation properties of the general class of

evolution equations ut = H(t, x, u, ux, uxx), Huxx 6= 0 and construct a chain

of its nested normalized subclasses. A special attention is paid to a class

of variable coefficient equations of reaction-diffusion–convection type. The

obtained equivalence groups can further be used in group analysis of such

classes of nonlinear evolution equations.

The group classification of a class of variable coefficient reaction–

diffusion equations with exponential nonlinearities f(x)ut = (g(x)enuux)x+

h(x)emu is carried in section 2.2. The equivalence groupoid of this class is

exhaustively described via finding the complete family of maximal normal-

ized subclasses and associated conditional equivalence groups. Limit pro-

cesses between variable coefficient reaction–diffusion equations with power

nonlinearities and those with exponential nonlinearities are simultaneously

studied with limit processes between objects related to these equations (in-

cluding Lie symmetries, exact solutions and conservation laws).

The class of generalized Fisher equations with time dependent coeffi-

cients, ut = b(t)uxx + a(t)u(1 − u), ab 6= 0 is studied from Lie symmetry

point of view in section 2.3. We find the associated equivalence groupoid

and perform the exhaustive group classification of this class. Exact so-

lutions are constructed using the equivalence method and the method of

mapping between classes.
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A class of the Newell–Whitehead–Segel equations ut = a2(t)uxx+b(t)u−
c(t)u3, ac 6= 0, is studied with Lie and “nonclassical” symmetry points of

view in Section 2.4. The classifications of Lie reduction operators and of

regular nonclassical reduction operators are performed. The set of admis-

sible transformations (the equivalence groupoid) of the class is described

exhaustively. The criterion of reducibility of variable coefficient Newell–

Whitehead–Segel equations to their constant coefficient counterparts is de-

rived. Wide families of exact solutions for variable coefficient equations

from the class are constructed.

In section 2.5 we consider two classes of generalized Burgers equations

with the Lie symmetry point of view. At we first we solve the group clas-

sification of a class of generalized Burgers equations with time-dependent

viscosity ut + a(un)x = g(t)uxx, agn 6= 0, is performed we solve an asso-

ciated boundary-value problem using the symmetries obtained. Then the

group classification of the generalized Burgers equations with linear damp-

ing ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0, is derived using the equivalence

method suggested in [299].

In section 2.6 the complete group classification a class of (2+1)-

dimensional nonlinear Kolmogorov equations ut = f(t)uyy − g(t)[K(u)]x ,

fgKuu 6= 0, is achieved using a gauging of arbitrary elements (i.e. via reduc-

ing the number of variable coefficients) with the application of equivalence

transformations. Two possible gaugings are discussed in order to show how

equivalence groups serve in making the optimal choice.

The third section of the thesis is devoted to applications of equivalence

groupoids to solving group classification problems and the study of integra-

bility of Korteweg–de Vries (KdV) equations and related models.

In section 3.1 we completely describe the equivalence groupoid in a class

of variable coefficient KdV equations ut + f(t, x)uux + g(t, x)uxxx = 0,

fg 6= 0. As a result, full description of the structure of the equivalence

groupoid of the class is given. The class under study is partitioned into
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six disjoint normalized subclasses. The widest possible equivalence group

for each subclass is found which appears to be generalized extended in five

of six cases. Ways for improvement of transformational properties of the

subclasses are proposed using gaugings of arbitrary elements and mapping

between classes. The group classification of one of the subclasses is carried

out as an illustrative example.

In section 3.2 we construct a hierarchy of normalized classes of third

order (1 + 1)-dimensional evolution equations, which is related to the

Korteweg–de Vries equations and their generalizations. This gives the com-

plete description of equivalence groupoids within such classes. For two wide

subclasses of the variable-coefficient KdV and mKdV equations we derive

the necessary and sufficient condition of similarity of such equations to the

standard KdV and mKdV equations, respectively. We also carry out ex-

haustive group analysis of a normalized class of variable-coefficient KdV

equations ut + f(t)uux + g(t)uxxx = 0, fg 6= 0.

Section 3.3 is devoted to the study of variable coefficient generalized

Kawahara equations ut+α(t)unux+β(t)uxxx+σ(t)uxxxxx = 0. An exhaustive

group classification of these equations is carried out. All inequivalent Lie re-

ductions of these equations to ordinary differential equations are performed.

We also present some examples on the construction of exact and numeri-

cal solutions. In section 3.4 we investigate Benjamin–Bona–Mahony (BBM)

equations that is similarly to KdV equation model the unidirectional propa-

gation of moderately long waves with small finite amplitude in systems that

manifest nonlinear and dispersive effects. Group classification of BBM equa-

tions with time dependent coefficients ut + f(t)ux + g(t)uux + h(t)uxxt = 0,

gh 6= 0, is carried out using the method of mapping between classes. As

by-product of this approach the complete group classification of a class of

variable-coefficient BBM equations with forcing term is derived.

In section 3.5 we discuss how point transformations can be used for the

study of integrability, in particular, for deriving classes of integrable variable
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coefficient differential equations. The procedure of finding the equivalence

groupoid is specified for the case of nth-order evolution equations. A class

of fifth-order variable-coefficient KdV-like equations is studied within the

framework suggested.

The fourth chapter of the thesis is devoted to applications of the alge-

braic method and its extensions to solving group classification problems.

Group classification of the class of mKdV equations with time-dependent

coefficients ut + u2ux + g(t)uxxx + h(t)u = 0, g 6= 0, is carried out in sec-

tion 4.1 using the standard algebraic method. Then the equivalence method

is utilized to perform the group classification of a related classes of mKdV-

like equations. We prove that the class under consideration is normalized.

This allows us to formulate the classification results in three ways: up to

two kinds of equivalence (which are generated by transformations from the

corresponding equivalence groups and all admissible point transformations)

and using no equivalence. Some exact solutions of mKdV-like equations are

also constructed.

In section 4.2 we extend the algebraic method of group classification to

non-normalized classes of differential equations. Enhancing and essentially

generalizing previous results on a class on (1+1)-dimensional nonlinear wave

and elliptic equations, we exhaustively describe its equivalence groupoid.

Then the complete group classification problem for the class under study

is achieved up to both usual and general point equivalences. The solution

includes the complete preliminary group classification of the class and the

construction of singular Lie-symmetry extensions, which are not related to

subalgebras of the equivalence algebra. The complete preliminary group

classification is based on classifying appropriate subalgebras of the entire

infinite-dimensional equivalence algebra whose projections are qualified as

maximal extensions of the kernel invariance algebra.

A preliminary study of Lie symmetries in a class of nonlinear Dirac

equations in two spatial dimensions is given in section 4.3, using a version
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of algebraic technique. A list of nonlinearities for which such equations

admit one-dimensional extension of the maximal Lie invariance algebras is

presented. Some solutions for the equations under study are constructed.

In appendix A we collect the results on classification of Lie and nonclas-

sical (conditional and potential) reduction operators for classes of (1+1)-

dimensional reaction–diffusion equations with spatial dependent coeffi-

cients. Section A.1 is devoted to the group classification of diffusion equa-

tions with a nonlinear source ut = uxx + h(x)B(u), hBuu 6= 0. The achieve

complete classification we use a conditional equivalence group found in the

course of the study of admissible point transformation within the class.

In section A.2 Lie and nonclassical reduction operators of variable co-

efficient semilinear reaction–diffusion equations with exponential source

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)emu, fghm 6= 0, are investigated using the algo-

rithm involving a mapping between classes of differential equations, which

is generated by a family of point transformations. Special attention is paid

to check whether reduction operators are inequivalent to Lie symmetry op-

erators. The derived reduction operators are applied to construction of

closed-form solutions. The similar study on nonclassical reduction ope-

rators of variable coefficient semilinear reaction–diffusion equations with

power source f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)um is performed in section A.3.

In section A.4 we derive potential symmetries of variable coefficient non-

linear diffusion equations of the form f(x)ut = (g(x)unux)x, fgn 6= 0.

In appendix B the results on group analysis of K(m,n), Benjamin–

Bona–Mahony–Burgers and generalized KdV equations of third and fifth

orders are presented.

In section B.1 we perform the group classification of the variable coef-

ficient Gardner equations ut + k(t)uux + f(t)u2ux + g(t)uxxx = 0, fg 6= 0.

We show that even the use of usual equivalence group allows one to get

the complete result. At the same time utilizing wider generalized extended

equivalence group provides more simplification and therefore is preferable.
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The exhaustive group classification of a class of variable coefficient gen-

eralized KdV equations ut+u
nux+h(t)u+g(t)uxxx = 0, ng 6= 0, is presented

in section B.2. The found Lie symmetries are applied in order to reduce

the initial and boundary value problem for the generalized KdV equations

to an initial value problem for nonlinear third-order ODEs.

Sections B.3 and B.4 are devoted to the exhaustive group classification of

generalized fKdV equations with time dependent coefficients of the general

form ut+unux+α(t)u+β(t)uxxxxx = 0, nβ 6= 0. The cases n = 1 and n 6= 1

differ by their transformational properties and therefore treated separately

in sections B.3 and B.4, respectively.

In section B.5 we investigate Lie symmetry properties of variable coef-

ficient K(m,n) equations ut + g(t)(um)x + f(t)(un)xxx = 0, fn 6= 0. Group

classification is presented up to widest possible equivalence groups, the usual

equivalence group of the whole class for the general case and the conditional

equivalence groups for special values of the exponents m and n.

Using the method of mapping between classes we present the complete

group classification of BBMB equations ut + f(t)ux + g(t)uux + k(t)uxx +

h(t)uxxt = 0, ghk 6= 0, in section B.6. As a by-product of this approach we

also get the group classification of a related class of BBMB equations with

a forcing term ut + uux +K(t)uxx +H(t)uxxt = F (t), HK 6= 0.

For many equations from the considered classes exact solutions are con-

structed.

Key words: group analysis of differential equations, equivalence groupoid,

Lie symmetry, nonclassical symmetry, reduction operator, equivalence

group, conservation law.
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Á.1. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü Ãàðäíåðà ç çàëåæíèìè

âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350

Á.2. Çàñòîñóâàííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äî êðàéîâèõ çàäà÷

äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356

Á.3. Ãðóïîâèé àíàëiç ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè . . . . . . . . . 365

Á.4. Ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó . . . . . . . . . . . . . 372

Á.5. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü K(m,n)

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379

Á.6. Ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó ðiâíÿíü

Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà . . . . . . . . . . . . . 387

Äîäàòîê Â
Ñïèñîê ïóáëiêàöié i àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ 395



26

ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

Lθ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç íàáîðîì ïàðàìåòð-ôóíêöié

θ = (θ1, . . . , θk) â ÿêîñòi äîâiëüíîãî åëåìåíòà

Lθ äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ, ùî ¹ ëiâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíÿííÿ Lθ

J (k) ïðîñòið ñòðóìåíiâ ïîðÿäêó k

L(p) ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé ðiâíÿííÿì L ó ïðîñòîði J (p)

G∼ ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó

G∼ çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó

Ĝ∼ óçàãàëüíåíà (óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà) ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó

∂t, ∂x, ∂u îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííèìè t, x, u

Dt, Dx îïåðàòîðè ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ çà çìiííèìè t, x

gθ, A
max ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ Lθ

g∩, Aker ÿäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

u(p) ìíîæèíà âñiõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöié u

çà çìiííèìè x ïîðÿäêiâ íå áiëüøèõ çà p

Q(2) äðóãå ïðîäîâæåííÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Q
g∼ âiäíîøåííÿ êàëiáðóâàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïîëü Äiðàê, ëàóðåàò Íîáåëiâñüêî¨ ïðåìi¨ ç ôiçèêè

é îäèí iç òâîðöiâ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, çàçíà÷àâ: �Ôiçè÷íèé çàêîí ìà¹ áóòè

ìàòåìàòè÷íî êðàñèâèì�. Ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ôiçè÷íèõ çàêîíiâ ÷à-

ñòî âèñòóïàþòü äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿê çâè÷àéíi, òàê i ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî

êðàñèâi. Ç äàâíiõ ÷àñiâ ñàìå ñèìåòðiþ àñîöiþâàëè ç êðàñîþ â àðõiòåêòó-

ði, äèçàéíi, à òàêîæ ââàæàëè âàæëèâîþ ðèñîþ îñîáèñòî¨ ïðèâàáëèâîñòi.

Ïiñëÿ ïîÿâè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîáiò Ñ. Ëi ñòàëî çðîçóìiëî, ùî ñèìåòðiþ

ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîæ ÿê ìiðó êðàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñèìå-

òði¹þ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿ çìií-

íèõ ñèñòåìè, ùî âiäîáðàæà¹ êîæåí ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ó ðîçâ'ÿçîê öi¹¨

ñàìî¨ ñèñòåìè. Äî òîãî æ, íàÿâíiñòü íåòðèâiàëüíèõ ñèìåòðiéíèõ âëàñòè-

âîñòåé � öå îäíà ç îñîáëèâîñòåé, ÿêi âèðiçíÿþòü äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿí-

íÿ, ùî îïèñóþòü ðåàëüíi ôiçè÷íi ïðîöåñè, ç ìíîæèíè âñiõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü. Îñíîâíi ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, çîêðåìà ðiâíÿí-

íÿ Íüþòîíà, Ëàïëàñà, Äàëàìáåðà, Åéëåðà�Ëàãðàíæà, Ãàìiëüòîíà�ßêîái,

Ìàêñâåëëà, Äiðàêà, Øðåäiíãåðà, iíâàðiàíòíi âiäíîñíî áàãàòîïàðàìåòðè-

÷íèõ ãðóï íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü. Îòæå, ðåçóëüòàòîì êëàñèôiêàöi¨ ëi¨â-

ñüêèõ àáî íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié (óìîâíèõ, ïîòåíöiàëüíèõ, óçàãàëüíåíèõ)

ó ïåâíîìó êëàñi ðiâíÿíü ¹ âèîêðåìëåííÿ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü iç íåòðèâi-

àëüíèìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ÿêi ïîòåíöiàëüíî öiêàâiøi äëÿ çà-

ñòîñóâàíü. Çàäà÷ó êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ãðóï ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié íà-

çèâàþòü çàäà÷åþ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Çâàæàþ÷è íà àêòóàëüíiñòü öi¹¨

òåìàòèêè, ãðóïîâèì àíàëiçîì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çàéìàþòüñÿ ó áà-

ãàòüîõ êðà¨íàõ ñâiòó, çîêðåìà â Àâñòðàëi¨ (Ô. Áðîàäáðèäæ, Äæ. �îàðä),

Àâñòði¨ (Ì. Êóíöèí åð), Âåëèêîáðèòàíi¨ (Ï. Ãàéäîí, Î. Ìèõàéëîâ), Iòà-

ëi¨ (Ê. Íó÷÷i, Å. Ïó÷÷i, Äæ. Ñàêîìàíäi, Ð. Òðà÷èíà), Iñïàíi¨ (Ì. Áðó-
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çîí, Ì. Ãàíäàðiàñ), Êàíàäi (Ñ. Àíêî, À. Áiëî, Äæ. Áëþìàí, Ï. Âiíòåðíiö,

Ì. �ðþíäëàíä, Í. Êàìðàí, Î. Øåâÿêîâ), Êèòà¨ (Ä. Õóàí , ×. ×ó), Íiìå÷-

÷èíi (Ì. Îáåðëàê), Ðîñi¨ (Â.Ê. Àíäð¹¹â, Î.Â. Áîðîâñüêèõ, Ð.Ê. Ãàçiçîâ,

Â.À. Äîðîäíiöèí, Î.Â. Êàïöîâ, Â.Â. Ïóõíà÷üîâ, Â.Â. Ñîêîëîâ, I.Â. Ñò¹-

ïàíîâà, Ñ.Â. Õàáiðîâ), ÑØÀ (Á. Àáðàãàì-Øðàóíåð, Ä. Àðði î, Ï. Îëâåð,

Â. Ìiëëåð), Òà¨ëàíäi (Ñ. Ìåëåøêî), ×åõi¨ (Ì. Ìàðâàí, Ñ. Ïîøòà, À. Ñåð-

ã¹¹â) i íà Êiïði (Ï. Ëi÷, Ê. Ñîôîêëåóñ). Óêðà¨íñüêà øêîëà ãðóïîâîãî

àíàëiçó, ÿêó çàïî÷àòêóâàâ Â.I. Ôóùè÷, íàðàçi ìà¹ ïðîâiäíi ïîçèöi¨ ó ñâiòi

çàâäÿêè ôóíäàìåíòàëüíîìó âíåñêó â ðîçâèòîê ìåòîäiâ ãðóïîâîãî àíàëiçó

éîãî ó÷íiâ, çîêðåìà À.Ã. Íiêiòiíà, Â.Ì. Áîéêà, Ð.Ç. Æäàíîâà, Â.I. Ëàãíà,

Ð.Î. Ïîïîâè÷à, Ì.I. Ñ¹ðîâà, Â.À. Òè÷èíiíà, I.Ì. Öèôðè. Òàê, ó ðîáîòàõ

Ð.Î. Ïîïîâè÷à i éîãî ó÷íiâ áóëî ââåäåíî ïîíÿòòÿ ãðóïî¨äà åêâiâàëåíò-

íîñòi, ðîçøèðåíèõ i ðîçøèðåíèõ óçàãàëüíåíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, íîð-

ìàëiçîâàíîãî êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìîäóëiâ ðåäóêöi¨, à òàêîæ

çàïðîïîíîâàíî òàêi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ÿê

ðîçáèòòÿ êëàñó íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè, ìåòîä ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåï-

ëåííÿ é ìåòîä âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Iùå îäíèì âàæëèâèì çàñòîñóâàííÿì ñèìåòðié ¹ òå, ùî âîíè äàþòü çìî-

ãó àëãîðèòìi÷íî áóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Òàêi ðiâíÿííÿ ìîäåëþþòü íàéðiçíîìà-

íiòíiøi ïðîöåñè ðåàëüíîãî ñâiòó é âèíèêàþòü, çîêðåìà, ó ìàòåìàòè÷íié

ôiçèöi, ìàòåìàòè÷íié áiîëîãi¨, ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi. Âèâ÷åííÿ íåëiíié-

íèõ ìîäåëåé ¹ ñêëàäíîþ çàäà÷åþ, îñêiëüêè çàãàëüíî¨ òåîði¨ iíòåãðóâàííÿ

äëÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü íå iñíó¹. Áiëüøiñòü âèïàäêiâ çíàõîäæåííÿ òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîâ'ÿçàíi çi âäàëèì

äîáîðîì çàìiíè çìiííèõ ó ðiâíÿííi. Ïðè öüîìó íåâèðîäæåíi òî÷êîâi ïå-

ðåòâîðåííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ëi¨âñüêèì ñèìåòðiÿì, ¹ íàéóæèâàíiøèìè.

Ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi íåâèðîäæåíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâî-

ðåíü, � îäíi ç íàéåôåêòèâíiøèõ àíàëiòè÷íèõ iíñòðóìåíòiâ äëÿ äîñëiä-

æåííÿ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.
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Ìîäåëüíi ðiâíÿííÿ, ùî çóñòði÷àþòüñÿ ó çàñòîñóâàííÿõ, ÷àñòî ìiñòÿòü

ñòàëi àáî ôóíêöiîíàëüíi ïàðàìåòðè, à îòæå, ñêëàäàþòü êëàñè ðiâíÿíü.

Âàæëèâîþ çàäà÷åþ ¹ äîñëiäæåííÿ ¨õíiõ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâî-

ñòåé, à ñàìå � îïèñ íåâèðîäæåíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ìiæ ðiâíÿí-

íÿìè (ñèñòåìàìè ðiâíÿíü) ç êëàñó. ßêùî äâi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ïîâ'ÿçàíi òàêèì ïåðåòâîðåííÿì, òî ¨õ íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè

àáî (ó òåðìiíîëîãi¨ Ë.Â. Îâñÿííèêîâà) ïîäiáíèìè. Âiäïîâiäíî åêâiâàëåí-

òíi ìiæ ñîáîþ ïðîñòîðè ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, àëãåáðè ñèìåòðié

ðiçíèõ òèïiâ i ñiì'¨ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ñèñòåì. Çîêðåìà, ìå-

òîä åêâiâàëåíòíîñòi äà¹ çìîãó ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè iç âiäîìèõ

ðîçâ'ÿçêiâ åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè. Ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ òðàíñôîð-

ìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé êëàñiâ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iíiöiþâà-

ëè Äæ. Êií ñòîí i Ê. Ñîôîêëåóñ 1991 ðîêó. Âîíè íàçâàëè ïåðåòâîðåííÿ,

ùî ïîâ'ÿçóþòü ðiâíÿííÿ ó êëàñi, ôîðìîçáåðiãàþ÷èìè, îñêiëüêè òàêi ïå-

ðåòâîðåííÿ çáåðiãàþòü ñòðóêòóðó ðiâíÿíü êëàñó i çìiíþþòü ëèøå âèãëÿä

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. 1992 ðîêó Æ.-Ï. �àçî i Ï. Âiíòåðíiö òàêîæ ïî÷àëè

äîñëiäæóâàòè òàêi ïåðåòâîðåííÿ, íàçâàâøè ¨õ äîçâîëåíèìè. Àíàëîãi÷íi

ïåðåòâîðåííÿ ó êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîñëiäæóâàëèñü, çîêðå-

ìà, ó ðîáîòàõ Ï. Áàñàðàáà-Ãîðâàòà, Á.Ì. Âà àíàíà, Ë. �à íîíà, Ô. �óí î-

ðà, Ñ. Îçåìiðà, Ì.I. Ñ¹ðîâà é Ð.Ì. ×åðíiãè.

Ðîçâèíåíó òåîðiþ ïåðåòâîðåíü ó êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ñôîðìóëüîâàíî â ðîáîòàõ Ð.Î. Ïîïîâè÷à òà éîãî ñïiâàâòîðiâ, äå çàïðîïî-

íîâàíî òåðìií �äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ�. Äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ ó êëà-

ñi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � öå âïîðÿäêîâàíà òðiéêà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

äâîõ ðiâíÿíü öüîãî êëàñó é íåâèðîäæåíîãî òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ, ùî

âiäîáðàæà¹ ïåðøå ç öèõ ðiâíÿíü ó äðóãå. Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü ìà¹ ñòðóêòóðó ãðóïî¨äà âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü, à

òîìó ¨¨ íàçèâàþòü ãðóïî¨äîì åêâiâàëåíòíîñòi. Êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi ÿêîãî ïîðîäæåíî ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó, íàçèâàþòü íîðìàëiçîâàíèì. Âèêîðèñòàííÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-
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ðåíü äà¹ ìîæëèâiñòü ñóòò¹âî ñïðîñòèòè êëàñèôiêàöiéíi çàäà÷i ãðóïîâîãî

àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, êëàñèôiêàöi¨ ðiçíèõ òèïiâ ñè-

ìåòðié, ïîáóäîâó ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ i òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à òà-

êîæ äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi. Òàêîæ âàæëèâî, ùî íîðìàëiçîâàíi êëàñè

ìàþòü ïðîñòiøi òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi é çðó÷íiøi äëÿ äîñëiäæåí-

íÿ. Îòæå, âàæëèâèìè çàäà÷àìè ãðóïîâîãî àíàëiçó, êðiì áåçïîñåðåäíüîãî

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ïîøóêó ðiçíèõ òèïiâ ñèìåòðié i

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ¹ òàêîæ ïîáóäîâà ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëàñiâ

ðiâíÿíü, öiêàâèõ äëÿ çàñòîñóâàíü, i äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòi íîðìàëiçî-

âàíîñòi òàêèõ êëàñiâ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî ó âiääiëi ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè Iíñòèòóòó ìàòåìà-

òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ òåì �Ñèìåòðiÿ òà iíòåãðîâíiñòü íåëiíié-

íèõ ìîäåëåé� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0106U000436), �Ñèìåòðiÿ, ñóïåðñè-

ìåòðiÿ òà iíòåãðîâíiñòü äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü� (íîìåð äåðæðå¹ñòðà-

öi¨ 0110U008615), �Ñèìåòðiÿ, ñóïåðñèìåòðiÿ òà ñóïåðiíòåãðîâíiñòü ðiâ-

íÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0116U003059), �Àíà-

ëiòè÷íi òà ãðóïîâi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñó÷àñíî-

ãî ïðèðîäîçíàâñòâà� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0117U002119), �Êëàñèôiêà-

öiÿ ñèìåòðié òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíèõ ìîäåëåé ôiçè÷íèõ òà áiîëîãi-

÷íèõ ïðîöåñiâ� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0118U003803), �Ñèìåòðiÿ òà iíòå-

ãðîâíiñòü ðiâíÿíü ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨

0120U100173).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè � ðîç-

âèòîê òåîði¨ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ñòâîðåííÿ íîâèõ ìåòîäiâ i àëãîðèòìiâ ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ðîçâ'ÿçàííÿ íèçêè êëàñèôiêàöiéíèõ çàäà÷ ãðóïîâîãî

àíàëiçó, çîêðåìà çàäà÷ êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ i íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Îñíîâíó óâàãó â äèñåðòàöi¨ çîñåðåäæåíî

íà çàñòîñóâàííi ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi äî äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi,
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êëàñèôiêàöi¨ ñèìåòðié i ïîøóêó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó êëàñàõ ðiâíÿíü ìàòå-

ìàòè÷íî¨ ôiçèêè, áiîëîãi¨ é ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ (1+1)-âèìiðíi íåëiíiéíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ

i ñïåöiàëüíi êëàñè òàêèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, çîêðåìà,

ðiâíÿííÿ òèïó ðåàêöi¨�äèôóçi¨, Ôiøåðà, Áþðãåðñà, Êîðòåâåãà�äå Ôði-

çà, Êàâàõàðè, à òàêîæ (1+1)-âèìiðíi íåëiíiéíi õâèëüîâi é åëiïòè÷íi ðiâ-

íÿííÿ, ðiâíÿííÿ Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi é Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�

Áþðãåðñà, (2+1)-âèìiðíi ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà é Äiðàêà.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ãðóïè i ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñiâ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ, ëi¨âñüêi, íåêëàñè÷íi é

ïîòåíöiàëüíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨, çàêîíè çáåðåæåííÿ òà ðîçâ'ÿçêè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ êîíòðàêöi¨ ðiâíÿíü, àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàði-

àíòíîñòi, ðîçâ'ÿçêiâ i çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Iíôiíiòåçèìàëüíèé ìåòîä Ëi�Îâñÿííèêîâà ðîç-

â'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ âèêîðèñòàíî ðàçîì iç òåõíiêàìè êà-

ëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, ðîçãà-

ëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ, ðîçáèòòÿ êëàñiâ íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè, à òà-

êîæ äîïîâíåíî ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ (êîíòðàêöié). Àëãåáðà¨÷íèé

ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðîçøèðåíî íà íåíîðìàëiçîâàíi êëàñè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü âèêîðè-

ñòàíî óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ é àëãåáðà¨÷íîãî

ìåòîäó Ãàéäîíà, à òàêîæ îðèãiíàëüíi ìåòîäè âñòàíîâëåííÿ içîìîðôiçìiâ

ìiæ ãðóïî¨äàìè åêâiâàëåíòíîñòi é ïîáóäîâè ïîðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè äî-

ïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Äëÿ ïîøóêó îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ âèêîðèñòàíî ìå-

òîä ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

çíàéäåíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ëi¨âñüêî¨ é íåêëàñè÷íî¨ ðåäóêöi¨, à òàêîæ

ìåòîäó åêâiâàëåíòíîñòi.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi

âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, òàêi:
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1. Äîñëiäæåíî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ çàãàëüíîãî êëàñó (1+1)-

âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïîáóäî-

âàíî ëàíöþæîê âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ öüîãî êëàñó, äëÿ

êîæíîãî ç ÿêèõ îïèñàíî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi.

2. Ïðîâåäåíî ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç êiëüêîõ êëàñiâ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ãðàíè÷íi ïåðåõîäè (êîí-

òðàêöi¨) çàñòîñîâàíî äëÿ îòðèìàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, çíàõî-

äæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ i êëàñèôiêàöi¨ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ êëàñó

ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç åêñïîíåíöiàëüíèìè íåëiíiéíîñòÿìè.

3. Äëÿ äâîõ ðiçíèõ êàëiáðóâàíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ âèêîíàíî ãðóïî-

âó êëàñèôiêàöiþ (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïîêàçàíî, ùî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi é,

çîêðåìà, ¨¨ òèï ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê êðèòåðié îïòèìàëüíîãî

êàëiáðóâàííÿ.

4. Çíàéäåíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi òà âèêîíàíî ãðóïîâèé àíàëiç íèç-

êè êëàñiâ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà, Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òðå-

òüîãî i ï'ÿòîãî ïîðÿäêiâ, Êàâàõàðè é K(m,n). Ðîçâ'ÿçàíî êiëüêà ãðà-

íè÷íèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü. Çà äîïîìîãîþ îðèãiíàëüíîãî àëãî-

ðèòìó âñi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ó çãàäàíèõ êëàñàõ

âiäíîâëåíî çi ñïèñêiâ, ïîáóäîâàíèõ ç òî÷íiñòþ äî âiäïîâiäíèõ ãðóï

åêâiâàëåíòíîñòi.

5. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè çàñòîñîâàíî äî äî-

ñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi öèõ ðiâíÿíü. Çàâäÿêè öüîìó çíàéäåíî âñi ií-

òåãðîâíi âèïàäêè, äëÿ ÿêèõ ïîáóäîâàíî ïàðè Ëàêñà.

6. Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ïðîêëàñèôiêîâàíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü Ãàðäíåðà,

Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi òà Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òàêîæ çíàéäåíî íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðå-

äóêöi¨ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨.
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7. Ïîáóäîâàíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ êiëüêîõ êëàñiâ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ é ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi çi çìiííèìè êî-

åôiöi¹íòàìè.

8. Ìåòîä ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ é àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä Ãàéäîíà

óçàãàëüíåíî äëÿ êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Ðîçâèíóòî òà-

êi íîâi òåõíiêè ïîøóêó ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿê âñòàíîâëåííÿ içî-

ìîðôiçìiâ ìiæ öèìè ãðóïî¨äàìè é ïîáóäîâà ïîðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíèõ i ñèíãóëÿðíèõ

ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðîçøèðåíî íà íåíîðìàëiçîâàíi êëàñè äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü.

9. Çàïðîïîíîâàíi ïîíÿòòÿ i ìåòîäè çàñòîñîâàíî äëÿ âè÷åðïíîãî îïèñó

ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi é âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ íåíîðìà-

ëiçîâàíîãî êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ i åëiïòè÷íèõ

ðiâíÿíü.

10. Äîñëiäæåíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Äi-

ðàêà. Çîêðåìà, çíàéäåíî âñi òàêi ðiâíÿííÿ, ùî äîïóñêàþòü ÷îòèðèâè-

ìiðíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà

ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè òà çàïðîïîíîâàíi ìåòî-

äè ìîæíà âèêîðèñòàòè â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ íåëiíiéíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, ìîäåëåé ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ìàòåìàòè÷íî¨

áiîëîãi¨, ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷êè. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çà-

õèñò, äèñåðòàíòêà îäåðæàëà ñàìîñòiéíî. Ó ðîáîòàõ, ÿêi îïóáëiêîâàíî ðà-

çîì iç iíøèìè àâòîðàìè, ðîçïîäië îñîáèñòèõ âíåñêiâ òàêèé.

Ó ñòàòòÿõ [2,4�6,8�11,13�17,20,23,29] ñïiâàâòîðè äèñåðòàíòêè íåçàëå-

æíî âèêîíóâàëè îáðàõóíêè àáî ïåðåâiðÿëè ¨õ, à òàêîæ áðàëè ó÷àñòü ó

¨õíüîìó îáãîâîðåííi. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ó öèõ ðîáîòàõ, âèáið ìåòîäiâ äëÿ
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¨õíüîãî ðîçâ'ÿçàííÿ é äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàëåæàòü äèñåðòàíòöi. Ó ðî-

áîòàõ [2,5,6,10,16,17,29] iç öüîãî ïåðåëiêó Ê. Ñîôîêëåóñó òàêîæ íàëåæèòü

ïî÷àòêîâèé âèáið êëàñiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ.

Ó ñòàòòi [7] ïîñòàíîâêà çàäà÷i, çàãàëüíèé ïëàí äîñëiäæåííÿ é äîâåäå-

ííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ íàëåæèòü Ì.Î. Íåñòåðåíêî, äèñåðòàíòêà ïîêà-

çàëà, ùî ïåâíi ðiâíÿííÿ òèïó Áþðãåðñà, Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òðåòüîãî é

ï'ÿòîãî ïîðÿäêiâ, Êàâàõàðè òà ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî

àëãåáð Ãàëiëåÿ ÷è ¨õíiõ äåôîðìàöié, à òàêîæ ïåðåâiðèëà îñíîâíi ðåçóëü-

òàòè ùîäî ðåàëiçàöié, Ñ. Ïîøòà áðàâ ó÷àñòü ó îá÷èñëåííi ðåàëiçàöié i

îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ.

Ó ðîáîòi [12] Ê. Ñîôîêëåóñó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i, Í. Ïàïàíi-

êîëàó é Ì. Êðiñòî � ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i é ïîáóäîâà

ãðàôiêiâ îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, äèñåðòàíòöi � äîâåäåííÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ

ðîáîòè ùîäî äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü, ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ïîáóäîâè

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ðåäóêöi¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i.

Ó ñòàòòÿõ [22,24,27,30] óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè i ¨õí¹ äîâåäåííÿ äèñåð-

òàíòêà îòðèìàëà ñàìîñòiéíî, Ð.Î. Ïîïîâè÷ó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i

é çàãàëüíèé ïëàí äîñëiäæåííÿ. Ê. Ñîôîêëåóñ ó ðîáîòàõ [22,30] òà À. Áiëî

â ðîáîòi [27] áðàëè ó÷àñòü ó îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ i ïåðåâiðöi äîâåäåíü.

Ó ñòàòòi [18] äèñåðòàíòöi íàëåæèòü ïî÷àòêîâèé âèáið êëàñó óçàãàëü-

íåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà äëÿ äîñëiäæåííÿ, à òàêîæ ïîáóäîâà ãðàôiêiâ

ðîçâ'ÿçêiâ. Óñi îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñÿ äèñåðòàíòêîþ é Î.À. Ïî÷åêåòîþ

íåçàëåæíî ç ìåòîþ ¨õ ïîäàëüøîãî ïîðiâíÿííÿ òà ïåðåâiðêè. Ð.Î. Ïîïîâè-

÷ó íàëåæèòü çàãàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i é îöiíêà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ðîáîòi [25] äèñåðòàíòêà âèêîíàëà îñíîâíèé îáñÿã îá÷èñëåíü ùîäî

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, îá÷èñëåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ i ïîòåíöiàëüíèõ

ñèìåòðié iç ìåòîþ ïåðåâiðêè é ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ. Ê. Ñîôîêëåóñó â

öié ðîáîòi íàëåæèòü âèáið êëàñiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ i ïåðåâiðêà ðåçóëüòà-

òiâ, Ð.Î. Ïîïîâè÷ó � ïîñòàíîâêà çàäà÷i é ðîçðîáêà ìåòîäiâ äîñëiäæåíü, à

òàêîæ ïîáóäîâà i¹ðàðõi¨ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ i ïîòåíöiàëü-
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íèõ ñèìåòðié ëiíiéíèõ i ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü iç äîñëiäæóâàíèõ êëàñiâ,

ïîøóê äîäàòêîâèõ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ âèïàä-

êàìè êëàñèôiêàöi¨.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiä-

àëèñÿ íà ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ �Bogolyubov Kyiv Conference:

Problems of Theoretical and Mathematical Physics� (Êè¨â, 2019),

�Mathematical Physics Meeting: School and Conference on Modern

Mathematical Physics� (Áåëãðàä, Ñåðáiÿ, 2012, 2019), �XVII Geometrical

Seminar� (Çëàòèáîð, Ñåðáiÿ, 2012), �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ìàòå-

ìàòèêè� (Ëüâiâ, 2018), �Ñó÷àñíi íàóêîâî-ìåòîäè÷íi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè

ó âèùié øêîëi� (Êè¨â, 2018); ìiæíàðîäíèõ ñèìïîçióìàõ �Group Analysis of

Differential Equations and Integrable Systems� (Ïðîòàðàñ, Êiïð, 2012; Ëàð-

íàêà, Êiïð, 2014, 2016, 2018), �Lie Theory and Its Applications in Physics�

(Âàðíà, Áîëãàðiÿ, 2011, 2013, 2015, 2019), �Supersymmetries and Quantum

Symmetries� (Äóáíà, Ðîñiÿ, 2013), �The Sixth Petrov International Symposi-

um on High Energy Physics, Cosmology and Gravity� (Êè¨â, 2013), �Young

Women in PDEs� (Áîíí, Íiìå÷÷èíà, 2012); ìiæíàðîäíèõ ñåìiíàðàõ �Ñè-

ìåòðiÿ òà iíòåãðîâíiñòü ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (Êè¨â, 2011, 2013,

2015, 2016, 2018), à òàêîæ íà ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ ìîëîäèõ ìàòå-

ìàòèêiâ (Êè¨â, 2015, 2017, 2019) i êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ �Ïiäñòðè-

ãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ� (Ëüâiâ, 2015).

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íåîäíîðàçîâî äîïîâiäàëèñÿ é îáãî-

âîðþâàëèñÿ íà íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè Iíñòè-

òóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò

ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîð À.Ã. Íiêiòií, 2008�2020), Â÷åíié ðàäi Iíñòèòóòó

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (2015, 2017, 2018). Òàêîæ ðåçóëüòàòè äèñåðòà-

öi¨ áóëè ïðåäìåòîì äîïîâiäåé íà çàñiäàííi Âiääiëåííÿ ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè (2015) i çàñiäàííi Ïðåçèäi¨ ÍÀÍ Óêðà¨íè (2017), íàóêîâîìó ñå-

ìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòèêè i ñòàòèñòèêè óíiâåðñèòåòó Ñàñêà÷åâàíà (Ñà-

ñêàòóí, Êàíàäà, 2010), íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòèêè ×åñüêîãî
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òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó ó Ïðàçi (Ïðàãà, ×åõiÿ, 2013), íàóêîâîìó ñåìiíà-

ði êàôåäðè ìàòåìàòèêè i ñòàòèñòèêè óíiâåðñèòåòó Êiïðó (Íiêîñiÿ, Êiïð,

2013).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âèñâiòëåíî ó 52 íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíî ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ Óêðà¨íè

[1,3,11] i íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ iíøèõ äåðæàâ [2,4�10,12�26], ùî

ïðîiíäåêñîâàíi ó ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàçàõ Scopus àáî Web of

Science i íàëi÷óþòü, âiäïîâiäíî, 249 i 229 öèòóâàíü â öèõ áàçàõ. Ðåçóëüòàòè

äèñåðòàöi¨ äîäàòêîâî âiäîáðàæåíî â ïóáëiêàöiÿõ [27�30], à òàêîæ ó òåçàõ

äîïîâiäåé ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [31�52]. Êîæíà çi ñòà-

òåé [2,4,5,7,8,10,12,13,17,18,21,22,24,25] ÿê îïóáëiêîâàíà ó âèäàííi ç êâàð-

òèëÿ Q1 àáî Q2 âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal and Country

Rank ïðèðiâíþ¹òüñÿ äî òðüîõ ïóáëiêàöié, à êîæíà ç ðîáiò [9,15,16] ÿê

îïóáëiêîâàíà ó âèäàííi ç êâàðòèëÿ Q3 � äî äâîõ ïóáëiêàöié (ï. 2 Íàêàçó

� 1220 ÌÎÍ Óêðà¨íè âiä 23.09.2019), îòæå, 26 ñòàòåé, ó ÿêèõ âiäîáðàæåíî

îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, çàðàõîâóþòüñÿ ÿê 57 ôàõîâèõ ïóáëiêàöié.

Ðîáîòè [1�8,10�14,16,18,19,21�25,29,30] ïðîiíäåêñîâàíî ó áàçàõ Zentrablatt

Math àáî MathSciNet. Ïóáëiêàöi¨ [1,3,19,21,26,28] îäíîîñiáíi.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi çìiñòó,

âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî

ìiñòèòü 344 íàéìåíóâàíü, i òðüîõ äîäàòêiâ. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòà-

íîâèòü 399 ñòîðiíîê, iç íèõ ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ìiñòèòüñÿ íà 35

ñòîðiíêàõ, à äîäàòêè � íà 80 ñòîðiíêàõ.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, ïðîàíàëiçîâàíî ñó÷àñíèé

ñòàí ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåðòàöi¨ ïðîáëåì, ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷i äîñëiä-

æåííÿ é êîðîòêî âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ðîáîòè. Îñíîâíó ÷àñòèíó ðîáîòè

ñêëàäàþòü ÷îòèðè ðîçäiëè. Íà ïî÷àòêó êîæíîãî ðîçäiëó ñòèñëî îïèñàíî

ðåçóëüòàòè, ùî ìiñòÿòüñÿ â íüîìó.
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Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ é íåîáõiäíi

òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî ãðóï i ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi é ïîâ'ÿçàíèõ

ïîíÿòü ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çàóâàæèìî, ùî áiëü-

øiñòü iç öèõ ïîíÿòü îïèñàíî â òåðìiíîëîãi¨ ãðóïî¨äiâ óïåðøå.

Ðîçãëÿíüìî êëàñ L|S = {Lθ | θ ∈ S} ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü Lθ ç çàëåæíèìè çìiííèìè u = (u1, . . . , um) i íåçàëåæíèìè çìiííèìè

x = (x1, . . . , xn), äå θ = (θ1, . . . , θk) � íàáið äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó.

Òóò Lθ � ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèäó L(x, u(r), θ(x, u(r))) = 0

iç ôiêñîâàíèì íàáîðîì L äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié âiä u ïîðÿäêó r,

ïàðàìåòðèçîâàíèõ θ, çíà÷åííÿ ÿêèõ ïðîáiãàþòü ìíîæèíó S, u(r) �

íàáið ïîõiäíèõ çàëåæíèõ çìiííèõ u çà íåçàëåæíèìè çìiííèìè x àæ

äî ïîðÿäêó r (ðàçîì iç u ÿê ïîõiäíèìè íóëüîâîãî ïîðÿäêó). Ìíîæè-

íó S ñêëàäàþòü ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

S(x, u(r), θ(q)) = 0 i íåðiâíîñòåé Σ(x, u(r), θ(q)) 6= 0 íà θ, äå çìiííi (x, u(r)) ç

ïðîñòîðó ñòðóìåíiâ ïîðÿäêó r ¹ íåçàëåæíèìè çìiííèìè, à íàáið θ(q) óòâî-

ðåíî ïîõiäíèìè θ çà çìiííèìè (x, u(r)) àæ äî ïîðÿäêó q. Ç òî÷íiñòþ äî

êàëiáðóâàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåì ç êëàñó L|S , ÿêà çàçâè÷àé ¹ òðèâi-
àëüíîþ, âiäîáðàæåííÿ θ 7→ Lθ ç S ó L|S ái¹êòèâíå.

Ãðóïî¨äîì åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó L|S íàçèâàþòü ìàëó êàòåãîðiþ
ç ìíîæèíîþ îá'¹êòiâ L|S àáî S i ìíîæèíîþ ñòðiëîê, óòâîðåíîþ (ëîêàëü-

íèìè) äèôåîìîðôiçìàìè ó ïðîñòîði ç êîîðäèíàòàìè (x, u) ìiæ ïàðàìè

ñèñòåì iç L|S :

G∼ =
{
T = (θ,Φ, θ̃) | θ, θ̃ ∈ S, Φ ∈ Diff loc

(x,u) : Φ∗Lθ = Lθ̃
}
.

Åëåìåíòè ãðóïî¨äó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ íàçèâàþòü äîïóñòèìèìè (òî÷êî-

âèìè) ïåðåòâîðåííÿìè êëàñó L|S . Ïiäíÿòòÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó θ ïåðå-
òâîðåííÿì Φ âèçíà÷åíî ÿê Φ∗θ = θ̃, ÿêùî Φ∗Lθ = Lθ̃.

Ç âèêîðèñòàííÿì òåðìiíîëîãi¨ ãðóïî¨äiâ âèçíà÷åíî, çîêðåìà, ïîíÿòòÿ

çâè÷àéíî¨, óçàãàëüíåíî¨, ðîçøèðåíî¨, ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ é óìîâíî¨

ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, ãðóï òî÷êîâèõ ñèìåòðié ñèñòåì iç êëàñó, íîðìàëi-

çîâàíîãî i íàïiâíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó. Òàêîæ ââåäåíî ðiçíi òèïè åêâi-
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âàëåíòíîñòi äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü òà çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ ïîðîäæó-

âàëüíî¨ ìíîæèíè òàêèõ ïåðåòâîðåíü. Îáãîâîðåíî ìåòîäè ïîøóêó i êëà-

ñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü, à ñàìå ïðÿìèé ìåòîä, ìåòîä ðîçãà-

ëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ, ìåòîä ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü, ðîçáèòòÿ êëàñó íà ïiäêëàñè ç êðàùèìè òðàíñôîðìàöiéíèìè

âëàñòèâîñòÿìè, âñòàíîâëåííÿ ái¹êòèâíèõ ôóíêòîðiâ ìiæ ãðóïî¨äàìè åêâi-

âàëåíòíîñòi.

Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

¹ çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Òàêà çàäà÷à äëÿ êëàñó L|S iç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi (àáî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi) ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ÿäðà
ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi g∩ i âè÷åðïíîãî ñïèñêó G∼-

íååêâiâàëåíòíèõ (àáî G∼-íååêâiâàëåíòíèõ) çíà÷åíü θ ðàçîì iç ìàêñèìàëü-

íèìè àëãåáðàìè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi gθ, äëÿ ÿêèõ gθ 6= g∩.

Ñòàíäàðòíèé àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äà¹ ïîâíèé

ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i ëèøå äëÿ íîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü, òîáòî äëÿ êëàñiâ, ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi ÿêèõ ïîðîäæåíî

ïåðåòâîðåííÿìè ç âiäïîâiäíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi. ßêùî êëàñ L|S íå-

íîðìàëiçîâàíèé, òî ïåâíi âèïàäêè ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â öüîìó

êëàñi íå ïîâ'ÿçàíi ç ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼ öüîãî êëàñó.

Ââåäåíî òàêi ïîíÿòòÿ ($ ïîçíà÷à¹ ïðîåêöiþ ïðîñòîðó ç êîîðäèíàòàìè

(x, u(r), θ) íà ïðîñòið iç êîîðäèíàòàìè (x, u)):

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi gθ ñèñòå-

ìè Lθ iç êëàñó L|S íàçèâàþòü ðåãóëÿðíîþ â öüîìó êëàñi, ÿêùî iñíó¹ òàêà

ïiäàëãåáðà s àëãåáðè g∼, ùî gθ = $∗s, i ñèíãóëÿðíîþ ó êëàñi L|S â iíøîìó
ðàçi.

Ìíîæèíó B = {Tγ ∈ G∼ | γ ∈ Γ}, äå Γ � ìíîæèíà iíäåêñiâ, íàçèâà-

þòü ïîðîäæóâàëüíîþ ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi L|S
iç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêùî áóäü-ÿêå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåí-

íÿ êëàñó ìîæíà îïèñàòè ÿê êîìïîçèöiþ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ

ìíîæèíè B ∪ B̂ ∪ GG∼, äå B̂ := {T −1 | T ∈ B} � ìíîæèíà îáåðíåíèõ
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ïåðåòâîðåíü. Ìiíiìàëüíà ìíîæèíà B � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè G∼ \ GG∼.
Ç âèêîðèñòàííÿì öèõ ïîíÿòü àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨ ðîçøèðåíî íà íåíîðìàëiçîâàíi êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ãðóïî¨äàì åêâiâàëåíòíîñòi

(1+1)- i (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿä-

êó é ¨õíüîìó çàñòîñóâàííþ äî çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Çîêðåìà, äî-

ñëiäæåíî òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi çàãàëüíîãî êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ

íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïîáóäîâàíî ëàíöþæîê

âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ öüîãî êëàñó:

ut = G(t, x, u, ux)uxx +H(t, x, u, ux),

ut = G(t, x, u)uxx +H(t, x, u, ux),

ut = G(t, x, u)uxx +
n∑
k=0

F k(t, x, u)ukx, n ≥ 2,

ut = G(t, x, u)uxx + F 1(t, x, u)ux + F 0(t, x, u),

S(t, x)ut = (G(t, x, u)ux)x +K(t, x, u)ux + P (t, x, u), (1.1)

äå ôóíêöi¨ G, H, S, K, P, F k, k = 0, 1, 2, . . . , � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨

ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, GS 6= 0. Äëÿ âñiõ òàêèõ ïiäêëàñiâ çíàéäåíî ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi, ïåðåòâîðåííÿ ç ÿêèõ ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi ãðóïî¨äè åêâi-

âàëåíòíîñòi. Çîêðåìà, äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.10. Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (1.1) ñêëàäàþòü ïåðåòâî-

ðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U 1(t, x)u+ U 0(t, x),

S̃ = Z(t, x, S), G̃ =
X2
x

Tt

G

S
Z,

K̃ =
XxZ

TtS

[
K−

(
Xxx

Xx
+2

U 1
x

U 1

)
G−2UGu

U 1
−Xt

Xx
S

]
−GXx

Tt

(
Z

S

)
x

,

P̃ =
Z

TtS

[
U 1P +

U2

U 1
Gu − U(K +Gx) + (U 1

t u+ U 0
t )S

+

(
2
U 1
x

U 1
U − U 1

xxu− U 0
xx

)
G

]
,
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äå U = U 1
xu+U 0

x , T,X, U
1, U0, Z � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåí-

òiâ, ïðè÷îìó TtXxU
1ZS 6= 0. Êëàñ (1.1) íîðìàëiçîâàíèé.

Ïiäðîçäië 2.2 ïðèñâÿ÷åíî ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�

äèôóçi¨ ç åêñïîíåíöiàëüíèìè íåëiíiéíîñòÿìè é êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëå-

æàòü âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨, à ñàìå êëàñó

f(x)ut = (g(x)enuux)x + h(x)emu, (2.2)

äå f, g, h � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x, n i m � äîâiëüíi ñòàëi,

ïðè÷îìó fgn 6= 0. Äîâåäåíî, ùî öåé êëàñ íå ¹ íîðìàëiçîâàíèì, âè÷åðïíî

îïèñàíî éîãî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi ó òåðìiíàõ ìàêñèìàëüíèõ óìîâíèõ

ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ öüîãî êëàñó.

Òåîðåìà 2.16. Êëàñ (2.2) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê îá'¹äíàííÿ éîãî òðüîõ

íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ, âèîêðåìëåíèõ óìîâàìè:

1. (h 6= 0, m 6= 0, n) àáî (m = 0, (h/f)x 6= 0);

2. m = 0, (h/f)x = 0; 3. m = n.

Äðóãèé i òðåòié ïiäêëàñè ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí � íîðìàëiçîâà-

íèé ïiäêëàñ êëàñó (2.2) ç h = 0.

Òàêîæ ïðîêëàñèôiêîâàíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü iç öüîãî êëàñó ç êà-

ëiáðóâàííÿì g = 1. Ðîçìiðíiñòü ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíò-

íîñòi ðiâíÿíü ç êëàñó (2.2) íå ïåðåâèùó¹ ÷îòèðüîõ. Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ:

ÿêùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.2) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî ÷îòèðèâèìiðíî¨ àëãåá-

ðè Ëi, òî âîíî òî÷êîâî-åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ ut = (euux)x iç öüîãî êëàñó.

ßêùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.2) ç m 6= 0, n äîïóñêà¹ òðèâèìiðíó àëãåáðó

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi, òî ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi éîãî ìîæíà

çâåñòè äî ðiâíÿííÿ ut = (euux)x ± emu.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié, òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, çàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (2.2) âèêîðèñòàíî ìåòîä ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ

(êîíòðàêöié). Ïîêàçàíî, ùî öèì ìåòîäîì òàêîæ ìîæíà îòðèìàòè ïîâ-

íó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ, âèêîðèñòàâøè âiäîìi ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâíÿíü
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çi ñòåïåíåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè âèäó f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)um, äå

fg 6= 0 i (n,mh) 6= (0, 0).

Ó äðóãîìó ðîçäiëi òàêîæ ïðîêëàñèôiêîâàíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåí-

íÿ i ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨

ut = ((un)x + f(x)um)x , n 6= 0, (2.3)

ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ òàêèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 2.28. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ (2.40) äîïóñêà¹ çàêîí çáåðåæåííÿ

DtF +DxG = 0, äå

1. F = u, G = −nun−1ux − fum. (2.4)

Ïîâíèé ïåðåëiê G∼-íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü (2.40), ùî ìàþòü äîäàòêî-

âi (ëiíiéíî íåçàëåæíi ç (4)) çàêîíè çáåðåæåííÿ, âè÷åðïóþòü òàêi âè-

ïàäêè:

2. m = n 6= 1: F = u
∫

Φ dx, G = −
∫

Φ dx (nun−1ux+fun) + Φun,

3. n 6= 1, m = 0: F = xu, G = −x(nun−1ux + f) + un +
∫
fdx,

4. n 6= 1, m = 1, f = 1: F = (t+x)u, G = −(t+x)(nun−1ux+u) + un,

5. n 6= 1, m = 1, f = εx : F = eεtxu, G = −eεtx(nun−1ux+ xu) + eεtun,

6. n = 1, m = 0: F = αu, G = −α(ux + f) + αxu+
∫
αxfdx,

7. n = 1, m = 1: F = βu, G = −β(ux + fu) + βxu,

äå ε = ±1 mod G∼, Φ = e
∫
fdx, α = α(t, x), β = β(t, x) çàäîâîëüíÿþòü

ëiíiéíi ðiâíÿííÿ αt + αxx = 0 i βt + βxx − fβx = 0.

Çíàéäåíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äàëè çìîãó âè÷åðïíî ïðîêëàñèôiêóâàòè

ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü (2.40).

Òàêîæ ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi êëàñiâ

ðiâíÿíü Ôiøåðà ut = b(t)uxx + a(t)u(1 − u), ab 6= 0, Íüþåëà�Âàéòõåäà�

Ñåãåëÿ ut = a2(t)uxx + b(t)u − c(t)u3, ac 6= 0, é óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Áþðãåðñà ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0, ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëå-

æàòü âiä ÷àñó. Äëÿ êîæíîãî ç öèõ êëàñiâ çíàéäåíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíò-

íîñòi, âèêîíàíî âè÷åðïíi ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨, ïîáóäîâàíî ñiì'¨ òî÷íèõ
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ðîçâ'ÿçêiâ, à òàêîæ çíàéäåíî êðèòåði¨ çâiäíîñòi òàêèõ ðiâíÿíü äî ðiâíÿíü

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç òèõ ñàìèõ êëàñiâ. Êëàñè ðiâíÿíü Ôiøåðà i

Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ íîðìàëiçîâàíi, òèì÷àñîì ÿê êëàñ ðiâíÿíü Áþð-

ãåðñà íåíîðìàëiçîâàíèé, àëå éîãî ìîæíà ðîçáèòè íà íåïåðåòèííi íîðìàëi-

çîâàíi ïiäêëàñè. Ó êëàñi ðiâíÿíü Áþðãåðñà âèîêðåìëåíî ïiäêëàñ ëiíåàðè-

çîâàíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ êëàñó ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ âè÷åðïíî

ïðîêëàñèôiêîâàíî íå òiëüêè ëi¨âñüêi, à é íåêëàñè÷íi ðåãóëÿðíi îïåðàòî-

ðè ðåäóêöi¨, ùî ¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ, îñêiëüêè âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ

íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðiâ ó öüîìó âèïàäêó ¹ íåëiíiéíèìè. Ñïèñîê íååê-

âiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ i âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨ òàêèé:

ut = uxx − e±tu3 : ∂t + 3
√

2
2 e±

1
2 tu∂x − 1

2

(
3e±tu2 ∓ 1

2

)
u∂u;

ut = uxx − εetu3 : ∂t − 3
2 th

(
1
2x
)
∂x − 3

4

(
th2
(

1
2x
)
− 1

3

)
u∂u,

∂t − 3
2 cth

(
1
2x
)
∂x − 3

4

(
cth2

(
1
2x
)
− 1

3

)
u∂u;

ut = uxx − εe−tu3 : ∂t + 3
2 tg

(
1
2x
)
∂x − 3

4

(
tg2
(

1
2x
)

+ 1
3

)
u∂u;

ut = uxx − εu3 : ∂t − 3
x∂x −

3
x2u∂u.

Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi äðóãîãî ðîçäiëó âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôi-

êàöiþ ïðîâåäåíî äëÿ êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè:

ut = f(t)uyy − g(t)[K(u)]x , fgKuu 6= 0. (2.5)

Íàâåäåíî êëàñèôiêàöiéíi ïåðåëiêè äëÿ äâîõ ìîæëèâèõ êàëiáðóâàíü äî-

âiëüíèõ åëåìåíòiâ f = 1 i g = 1. Êàëiáðóâàííÿ g = 1 âèÿâèëîñü îïòèìàëü-

íèì, ñóòò¹âî ñïðîñòèâøè ÿê ïðîöåñ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôi-

êàöi¨, òàê i îòðèìàíèé ïåðåëiê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Ïîêàçàíî, ùî

ïiäêëàñ êëàñó (2.5), âèîêðåìëåíèé óìîâîþ g = 1, äîïóñêà¹ çâè÷àéíó ãðó-

ïó åêâiâàëåíòíîñòi, à ïiäêëàñ, âèîêðåìëåíèé óìîâîþ f = 1, � ðîçøèðåíó

óçàãàëüíåíó. Îòæå, ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi é, çîêðåìà, ¨¨ òèï ìîæíà âèêî-

ðèñòîâóâàòè ÿê êðèòåðié îïòèìàëüíîãî êàëiáðóâàííÿ. Öå ïiäòâåðäæåíî
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é iíøèìè ïðèêëàäàìè, íàâåäåíèìè ó äèñåðòàöi¨, çîêðåìà, êëàñiâ ðiâíÿíü

Ôiøåðà é Êàâàõàðè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî çàñòîñóâàííþ ãðóïî¨äiâ åêâi-

âàëåíòíîñòi â ãðóïîâîìó àíàëiçi é äîñëiäæåííi iíòåãðîâíîñòi ðiâíÿíü òè-

ïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òà òàêèõ ïîâ'ÿçàíèõ iç íèìè ìîäåëåé, ÿê ðiâíÿííÿ

Êàâàõàðè i ðiâíÿííÿ Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi.

Âè÷åðïíî îïèñàíî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi íåíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó

ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

L : ut + f(t, x)uux + g(t, x)uxxx = 0, fg 6= 0. (2.6)

Âèêîíàíî ðîçáèòòÿ êëàñó (2.6) íà øiñòü íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ:

L1 : ut + f(t)uux + g(t, x)uxxx = 0,

L2 : ut + p(t)e q(t)xuux +
s(t)− q̇(t)x

q(t)3
uxxx = 0,

L3 : ut + p(t)(x+ q(t))r(t)uux

+
(x+q(t))3

r(t)(r(t)2−1)

(
s(t)− ṙ(t) ln(x+q(t)) +

(1−r(t))q̇(t)
x+q(t)

)
uxxx=0,

äå r 6= 0,±1,

L4 : ut + (p(t)x+ q(t))uux + g(t, x)uxxx = 0,

L5 : ut +
k(t)

x+ c
uux + g(t, x)uxxx = 0,

i êëàñ L0 = L \
⋃5
i=1Li, ùî ¹ äîïîâíåííÿì îá'¹äíàííÿ ïiäêëàñiâ Li, i =

1, . . . , 5, ó êëàñi L.
Òåîðåìà 3.7. Êëàñè L1�L5 íîðìàëiçîâàíi ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó

ñåíñi, ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi öèõ êëàñiâ ïîðîäæåíî ïåðåòâîðåííÿìè

ç âiäïîâiäíèõ ðîçøèðåíèõ óçàãàëüíåíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼i , i =

1, . . . , 5.

Òåîðåìà 3.8. Ïiäêëàñ L0 íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Éîãî ãðóïà

åêâiâàëåíòíîñòi çáiãà¹òüñÿ çi çâè÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi G∼

óñüîãî êëàñó L.
Ïiñëÿ êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñiâ Li, i = 1, . . . , 5, âiä-

ïîâiäíi ïiäêëàñè êëàñiâ L1 òà L5 ñòàëè íîðìàëiçîâàíèìè ó çâè÷àéíîìó
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ñåíñi. Òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi iíøèõ ïiäêëàñiâ ìîæíà ïîêðàùèòè

ìåòîäîì âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè, ùî ïðîiëþñòðîâàíî íà ïðèêëàäi ïiä-

êëàñó êëàñó L4, äëÿ ÿêîãî òàêîæ âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ.

Ó öüîìó ñàìîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî ëàíöþæîê âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâà-

íèõ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ïîâ'ÿçàíèõ

iç ðiâíÿííÿìè òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà i ¨õíiìè óçàãàëüíåííÿìè. Çîêðå-

ìà, äîâåäåíî íîðìàëiçîâàíiñòü êëàñó ðiâíÿíü

ut = F (t)un +G(t, x, u0, u1, . . . , un−1), n > 2,

F 6= 0, Guiun−1 = 0, i = 1, . . . , n− 1.

Âií òî÷êîâî- é äî òîãî æ êîíòàêòíî-íîðìàëiçîâàíèé. Âëàñòèâiñòü íîðìà-

ëiçîâàíîñòi é ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó çàñòîñîâàíî äëÿ ïîøóêó

ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi íèçêè êëàñiâ ðiâíÿíü, ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåðòàöi¨.

Äëÿ äâîõ êëàñiâ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

(ÊäÔ) i ìîäèôiêîâàíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (ìÊäÔ) âñòàíîâ-

ëåíî êðèòåði¨ çâiäíîñòi äî êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ÊäÔ i ìÊäÔ. Âèêî-

íàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü ÊäÔ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut + f(t)uux + g(t)uxxx = 0, fg 6= 0, à òàêîæ êiëüêîõ êëàñiâ ðiâíÿíü,

ïîäiáíèõ äî öüîãî êëàñó âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü. Íàâåäåíî îðèãi-

íàëüíèé àëãîðèòì îòðèìàííÿ âñiõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨

ó êëàñi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ïåðåëiêó, ïîáóäîâàíîãî ç òî÷íiñòþ äî

âiäïîâiäíî¨ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi òàêîæ âèêîíàíî ðîçøèðåíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êàâàõàðè

ut + α(t)unux + β(t)uxxx + σ(t)uxxxxx = 0, αβσn 6= 0, (3.7)

ùî âêëþ÷à¹ ïîáóäîâó ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi, êëàñèôiêàöiþ ëi¨âñüêèõ

ñèìåòðié i âiäïîâiäíèõ ðåäóêöié, à òàêîæ çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåíî, ùî êëàñ (3.7) íåíîðìàëiçîâàíèé, àëå éîãî ìîæíà ðîçáèòè íà

äâà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè, âèîêðåìëåíi óìîâàìè n 6= 1 i n = 1. Ðîçìið-
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íiñòü ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi íå ïåðåâèùó¹ äâîõ ó

âèïàäêó n 6= 1 i òðüîõ ó âèïàäêó n = 1. Äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.23. Ðiâíÿííÿ (3.7) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà çâå-

ñòè òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç

öüîãî ñàìîãî êëàñó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè α, β, σ çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè(
β

α

)
t

=

(
σ

α

)
t

= 0, ÿêùî n 6= 1,(
1

α

(
β

α

)
t

)
t

= 0,

(
σα2

β3

)
t

= 0, ÿêùî n = 1.

Ïîáóäîâàíî ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ óçàãàëüíåíîãî

ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè çi ñòåïåíåâèìè êîåôiö¹íòàìè ut + uux + λt
1
2uxxx +

δt
3
2uxxxxx = 0, ùî îïèñó¹ ðóõ õâèëü ó ìîði, âêðèòîìó êðèãîþ, òîâùèíà

ÿêî¨ çáiëüøó¹òüñÿ ç ÷àñîì.

Òàêîæ ó òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ, ëi¨â-

ñüêi ñèìåòði¨ é çàêîíè çáåðåæåííÿ íîðìàëiçîâàíîãî êëàñó ðiâíÿíü

Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi ut + f(t)ux + g(t)uux + h(t)uxxt = 0, gh 6= 0, çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç öüîãî êëàñó

äîïóñêà¹ îäèí çàêîí çáåðåæåííÿ. ßêùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó ((1/h)t/g)t = 0 àáî óìîâó ((f/g)t/g)t = 0, òî âîíî ìà¹ äâà

çàêîíè çáåðåæåííÿ. ßêùî æ êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿþòü îáèäâi íàâåäåíi

óìîâè, òî òàêå ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ òðè çàêîíè çáåðåæåííÿ.

Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi òðåòüîãî ðîçäiëó ïîêàçàíî, ÿê ãðóïî¨äè åêâi-

âàëåíòíîñòi ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi. Äëÿ ïðè-

êëàäó ðîçãëÿíóòî êëàñ

ut + a(t)uuxxx + b(t)uxuxx + c(t)u2ux + f(t)uux

+ g(t)uxxxxx + h(t)uxxx +m(t)u+ n(t)ux + k(t)xux = 0,

äå ôóíêöi¨ a, b, c, f, g, h, m, n, k � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t,

ïðè÷îìó g(a2 + b2 + c2) 6= 0.
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Ñåðåä âèîêðåìëåíèõ iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü ¹, çîêðåìà, ðiâíÿííÿ

ut + 10gΥuuxxx + 25gΥuxuxx + 20gΥ2u2ux + guxxxxx

+mu+ nux + kxux = 0,

äå Υ = νe
∫

(m−2k) dt ç äîâiëüíîþ íåíóëüîâîþ ñòàëîþ ν. Äëÿ íüîãî ïîáóäî-

âàíî ïàðó Ëàêñà

L = e3
∫
k dt(∂x

3 + 2Υu∂x + Υux),

P = 9g∂x
5 + 30gΥu∂x

3 + 45gΥux∂x
2

+(35gΥuxx + 20gΥ2u2 − kx− n)∂x + 10gΥuxxx + 20gΥ2uux.

×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî àëãåáðà¨÷íîìó ìåòîäó ãðó-

ïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ùî çàçâè÷àé çàñòîñîâóþòü äî íîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

íîðìàëiçîâàíîãî êëàñó ìîäèôiêîâàíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ut + u2ux + g(t)uxxx + h(t)u = 0, g 6= 0, (3.8)

âèêîíàíî iç çàñòîñóâàííÿì àëãåáðà¨÷íî¨ òåõíiêè. Ñïî÷àòêó çíàéäåíî ãðó-

ïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó i çäiéñíåíî êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåí-

òiâ h = 0. Áàçèñ àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼ íîðìàëiçîâàíîãî ïiäêëà-

ñó ut + u2ux + g(t)uxxx = 0 êëàñó (3.8) ñêëàäàþòü îïåðàòîðè

∂t, ∂x, t∂t −
1

2
u∂u − g∂g, t∂t + x∂x + 2g∂g.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ öüîãî êëàñó âèêîíàíî àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì. Çà

äîïîìîãîþ ìåòîäó åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîâëåíî êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê ëi-

¨âñüêèõ ñèìåòðié ó êëàñi (3.8), à òàêîæ âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

ùå îäíîãî ïîäiáíîãî êëàñó ðiâíÿíü iç øiñòüìà êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè

âiä ÷àñó.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 âè÷åðïíî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ

íåíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ i åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü

utt = f(x, u)uxx + g(x, u), (fu, guu) 6= (0, 0). (3.9)
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Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàíî íîâó âåðñiþ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó ãðóïîâî¨ êëà-

ñèôiêàöi¨ äëÿ íåíîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî áà-

çó¹òüñÿ íà êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi ç òî÷íiñòþ äî

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó, é ïîáóäîâi ïîðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Çàóâàæèìî, ùî êëàñ (3.9) íå ìîæíà ïðèðîäíî

ðîçáèòè íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè. Âè÷åðïíå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ âêëþ÷à¹ âèêîíàííÿ ïîâíî¨ ïîïåðåäíüî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨, à òàêîæ ïîáóäîâó ñèíãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, ÿêi íå

ïîâ'ÿçàíi ç ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó.

Òåîðåìà 4.9. Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.9) ñêëàäàþòü ïåðå-

òâîðåííÿ

t̃ = c1t+ c0, x̃ = ϕ(x), ũ = c2|ϕx|1/2u+ ψ(x), f̃ =
ϕ2
x

c2
1

f,

g̃ =
c2

c2
1

|ϕx|1/2g −
1

c2
1

(
c2

2ϕxxxϕx − 3ϕ 2
xx

4|ϕx|3/2
u+ ψxx −

ϕxx
ϕx

ψx

)
f,

äå c0, c1, c2 � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó c1c2 6= 0; ϕ, ψ �

äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x, ïðè÷îìó ϕx 6= 0.

Ïîáóäîâàíî ïîðîäæóâàëüíó ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü öüîãî

êëàñó ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 4.12. Ïîðîäæóâàëüíó ìíîæèíó B äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

êëàñó (3.9), ùî ¹ ìiíiìàëüíîþ i âíóòðiøíüî ñóìiñíîþ ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, óòâîðþþòü òàêi ñiì'¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

(äå ε, ε′, ε′′ = ±1):

T1. fx = gx = 0, fu 6= 0 àáî f = 1, f̃ = 1/f, g̃ = −g/f,

Φ: t̃ = x, x̃ = t, ũ = u;

T2. f = εu−4, g = µ(x)u−3 +σu, σ ∈ {−1, 0, 1}, f̃ = εũ−4, g̃ = µ(x̃)ũ−3,

µ = µ(x) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó µx 6= 0,

à. Φ: t̃ = t−1, x̃ = x, ũ = t−1u, ÿêùî σ = 0;
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á. Φ: t̃ = 1
2e

2t, x̃ = x, ũ = etu, ÿêùî σ = 1;

â. Φ: t̃ = tg t, x̃ = x, ũ = u cos t, ÿêùî σ = −1;

T3. f = 1, g = e−2xg2(u), f̃ = 1, g̃ = g2(ũ),

Φ: t̃ = e−x sh t, x̃ = e−x ch t, ũ = u;

T4. f = 1, g = g1(x)g2(u), f̃ = 1, g̃ = x̃−2g2(ũ),

à. g1(x) = x−2, Φ: t̃ =
t

x2 − t2
, x̃ =

x

x2 − t2
, ũ = u;

á. g1(x) = cos−2 x, Φ: t̃ =
cos t

sin t+ sinx
, x̃ =

cosx

sin t+ sinx
, ũ = u;

â. g1(x) = − ch−2 x, Φ: t̃ = et shx, x̃ = et chx, ũ = u;

ã. g1(x) = sh−2 x, Φ: t̃ = et chx, x̃ = et shx, ũ = u;

T5. f = −1, g = e−2xg2(u), f̃ = −1, g̃ = g2(ũ),

Φ: t̃ = e−x sin t, x̃ = e−x cos t, ũ = u;

T6. f = −1, g = g1(x)g2(u), f̃ = −1, g̃ = x̃−2g2(ũ),

à. g1(x) = x−2, Φ: t̃ =
t

x2 + t2
, x̃ =

x

x2 + t2
, ũ = u;

á. g1(x) = cos−2 x, Φ: t̃ = et sinx, x̃ = et cosx, ũ = u;

â. g1(x) = sh−2 x, Φ: t̃ =
sin t

cos t+ chx
, x̃ =

shx

cos t+ chx
, ũ = u;

T7. f = −1, g = g2(u) ch−2 x, f̃ = −1, g̃ = g2(ũ) ch−2 x̃,

Φ: t̃ = arctg
sin γ shx+ cos γ sin t

cos t
,

x̃ = arcth
cos γ shx− sin γ sin t

chx
, ũ = u, γ ∈ (0, 2π);

T8. à. f = f̃ = 1, gx = 0, g̃ = g,

Φ: t̃ = t ch γ + x sh γ, x̃ = t sh γ + x ch γ, ũ = u, γ ∈ R 6=0;

á. f = f̃ = −1, gx = 0, g̃ = g, Φ: t̃ = t cos γ − x sin γ,

x̃ = t sin γ + x cos γ, ũ = u, γ ∈ (0, 2π);



49

T9. f = ε, g = ε′eu, f̃ = ε, g̃ = ε′eũ, Φ: t̃ = T (t, x), x̃ = X(t, x),

ũ = u + ln |T 2
t − εT 2

x |, äå ε, ε′ = ±1, ïðè÷îìó ε′ = 1, ÿêùî ε = 1,

(T,X) ïðîáiãàþòü ìíîæèíó ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Tt = Xx, Xt = εTx iç (Ttt, Tx) 6= (0, 0) çà äi¹þ

ãðóïè, ÿêó ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ t̂ = c1t + c0, x̂ = c1x + c2, T̂ =

c̃1T + c̃0, X̂ = c̃1X + c̃2, äå c0, c1, c2, c̃0, c̃1, c̃2 � äîâiëüíi ñòàëi, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó c1c̃1 6= 0.

Àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì ñïî÷àòêó çíàéäåíî âñi ðåãóëÿðíi âèïàäêè ðîç-

øèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, ùî àñîöiéîâàíi ç ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè åêâi-

âàëåíòíîñòi êëàñó. Òàêîæ çíàéäåíî âñi ñèíãóëÿðíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨.

Ëåìà 4.18. Ïîâíèé ïåðåëiê G∼-íååêâiâàëåíòíèõ ñèíãóëÿðíèõ ðîçøè-

ðåíü àëãåáðè g∩ = 〈∂t〉 ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿíü

ç êëàñó (3.9) âè÷åðïóþòü âèïàäêè ðiâíÿíü iç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè

âèäó f = ε = ±1, g = g1(x)g2(u), íàâåäåíèìè â òàáë. 1.

Îá'¹äíàííÿ ðåãóëÿðíèõ i ñèíãóëÿðíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ ó êëàñi (3.9) äà¹ ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

äëÿ öüîãî êëàñó.

Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó äîñëiäæåíî ëi¨âñüêi ñèìåò-

ði¨ (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Äiðàêà

(iσ2∂t + σ1∂x − σ3∂y)Ψ = Φ, äå Ψ =

(
u

v

)
, Φ =

(
F

G

)
, (4.10)

u = u(t, x, y), v = v(t, x, y) � çàëåæíi çìiííi, F = F (u, v), G = G(u, v) �

äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ùî âîäíî÷àñ íå ¹ ëiíiéíèìè çà ñâî¨ìè àðãóìåí-

òàìè, σ1, σ2, σ3 � ìàòðèöi Ïàóëi:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.
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Òàáë. 1: Ñèíãóëÿðíi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ó êëàñi (3.9).

f g Áàçèñ ðîçøèðåííÿ

ε ĝ(u) ∂x, x∂t + εt∂x

1 ĝ(u)e−2x R(ex+t), R(ex−t)

−1 ĝ(u)e−2x R(ex cos t), R(ex sin t)

ε ĝ(u)x−2 t∂t + x∂x, (t2 + εx2)∂t + 2tx∂x

1 ĝ(u) cos−2 x R(cos t cosx), R(sin t cosx)

1 −ĝ(u) ch−2 x R(et chx), R(e−t chx)

1 ĝ(u) sh−2 x R(et shx), R(e−t shx)

−1 ĝ(u) cos−2 x R(et cosx), R(e−t cosx)

−1 ĝ(u) sh−2 x R(cos t shx), R(sin t shx)

−1 ĝ(u) ch−2 x R(cos t chx), R(sin t chx)

ε ε′|u|q ∂x, t∂x + εx∂t, (q − 1)t∂t + (q − 1)x∂x − 2u∂u

1 ε′|u|qe−2x R(ex+t), R(ex−t), (q − 1)∂x + 2u∂u

−1 ε′|u|qe−2x R(ex cos t), R(ex sin t), (q − 1)∂x + 2u∂u

ε ε′eu τ∂t + ξ∂x − 2τt∂u

Òóò ε, ε′ = ±1 mod G∼, q � äîâiëüíà ñòàëà, ïðè÷îìó q 6= 0, 1,

R(Φ) := Φx∂t + Φt∂x; τ = τ(t, x), ξ = ξ(t, x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨,

ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó τt = ξx, ξt = ετx.

Âñòàíîâëåíî, ùî àëãåáðà ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ðiâíÿíü Äiðàêà (4.10) � öå

òðèâèìiðíà àëãåáðà 〈∂t, ∂x, ∂y〉. Çíàéäåíî âñi íåëiíiéíîñòi, äëÿ ÿêèõ ðiâ-

íÿííÿ ç êëàñó (4.10) äîïóñêàþòü ÷îòèðèâèìiðíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàði-

àíòíîñòi. Ïðîâåäåíî ëi¨âñüêó ðåäóêöiþ é ïîáóäîâàíî ïåâíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

òàêèõ ðiâíÿíü.

Íàïðèêiíöi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè é âèñíîâêè.

Ðåçóëüòàòè, ùî iëþñòðóþòü i äîïîâíþþòü ðåçóëüòàòè îñíîâíî¨ ÷àñòè-
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íè, âèîêðåìëåíî ó äâà äîäàòêè. Ó äîäàòêó A çiáðàíî ðåçóëüòàòè ùîäî

êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ i íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ òðüîõ ïiäêëàñiâ

êëàñó êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ f(x)ut = g(x)uxx+h(x)B(u),

fghBuu 6= 0. Çîêðåìà, íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ïîáóäîâàíî ìåòîäîì

ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äëÿ âèïàäêiâ, êîëè B(u) � öå ñòåïåíåâà àáî åêñ-

ïîíåíöiàëüíà ôóíêöiÿ. Âè÷åðïíèé ãðóïîâèé àíàëiç ïðîâåäåíî äëÿ äâîõ

ïiäêëàñiâ, âèîêðåìëåíèõ, âiäïîâiäíî, óìîâàìè f = g = 1 àáî B = emu, äå

m 6= 0. Òàêîæ äîäàòîê À ìiñòèòü êëàñèôiêàöiþ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ f(x)ut = (g(x)unux)x, fgn 6= 0.

Ó äîäàòêó Á íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ãðóïîâîãî àíàëiçó êëàñó óçàãàëü-

íåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òðåòüîãî i ï'ÿòîãî ïîðÿäêiâ, à òàêîæ

óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Ãàðäíåðà, K(m,n) òà Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�

Áþðãåðñà ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä ÷àñó. Çíàéäåíi ëi¨âñüêi ñèìåòði¨

çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ðîçâ'ÿçàííÿ ïåâíèõ ãðàíè-

÷íèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü. Ó âñiõ âèïàäêàõ ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ñòàëî ìîæëèâèì çàâäÿêè âèêîðèñòàííþ ãðóïî¨äiâ

åêâiâàëåíòíîñòi.

Ñïèñîê íàóêîâèõ ïðàöü, äå îïóáëiêîâàíî ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, é ií-

ôîðìàöiþ ùîäî ¨õíüî¨ àïðîáàöi¨ íàâåäåíî ó äîäàòêó Â.

Ïîäÿêè. Àâòîðêà âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó

äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Ðîìàíó Îìåëÿíîâè÷ó Ïî-

ïîâè÷ó òà çàâiäóâà÷ó âiääiëó ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÷ëåíó-êîðåñïîíäåíòó

ÍÀÍ Óêðà¨íè, äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Àíàòîëiþ

Ãëiáîâè÷ó Íiêiòiíó çà ïîñòiéíó óâàãó é äîïîìîãó â ðîáîòi, äîêòîðó ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Âÿ÷åñëàâó Ìèêîëàéîâè÷ó Áîéêó, äîêòîðó ôiëîñîôi¨,

ïðîôåñîðó Êðiñòîäóëîñó Ñîôîêëåóñó é iíøèì ñâî¨ì ñïiâàâòîðàì çà ïëi-

äíó äîâãîëiòíþ ñïiâïðàöþ, à òàêîæ ñïiâðîáiòíèêàì âiääiëó ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè çà ïiäòðèìàííÿ òâîð÷î¨ àòìîñôåðè â âiääiëi.



52

Ðîçäië 1

Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi

â êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Âiäîìî, ùî çàãàëüíî¨ òåîði¨ iíòåãðóâàííÿ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íå iñíó¹. Ïðîòå áiëüøiñòü âèïàäêiâ ïîâ-

íîãî iíòåãðóâàííÿ àáî ïîøóêó êîíêðåòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîâ'ÿçàíî ç âiäïîâiä-

íèìè çàìiíàìè çìiííèõ. Íåâèðîäæåíi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi çàëèøà-

þòü äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ iíâàðiàíòíèì i óòâîðþþòü çâ'ÿçíó ãðóïó Ëi,

íàçèâàþòü ëi¨âñüêèìè ñèìåòðiÿìè öüîãî ðiâíÿííÿ. Ñàìå öi ïåðåòâîðåííÿ ¹

íàéáiëüø âæèâàíèìè. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ àëãîðèòìi÷íèé ìåòîä ëi¨âñüêî¨

ðåäóêöi¨ ïðèçâîäèòü äî ïîáóäîâè iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿäóâàíî-

ãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi

íåâèðîäæåíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, íàðàçi ¹ îäíèìè ç íàéïîòóæíiøèõ

àíàëiòè÷íèõ iíñòðóìåíòiâ, äîñòóïíèõ äëÿ äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè [285].

Ùå îäíà îñîáëèâiñòü ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíè äîçâî-

ëÿþòü âèîêðåìèòè âàæëèâi äëÿ çàñòîñóâàíü ðiâíÿííÿ. Äiéñíî, âñi îñíîâ-

íi ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, çîêðåìà ðiâíÿííÿ Íüþòîíà, Ëàïëà-

ñà, Åéëåðà�Ëàãðàíæà, ä'Àëàìáåðà, Ëàìå, Ãàìiëüòîíà�ßêîái, Ìàêñâåë-

ëà, Øðåäiíãåðà, âîëîäiþòü íåòðèâiàëüíèìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè [31]. Öÿ âëàñòèâiñòü âèðiçíÿ¹ ¨õ ç-ïîìiæ iíøèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü. Âèíèêà¹ âàæëèâà çàäà÷à âèîêðåìëåííÿ ç êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü òèõ, ùî äîïóñêàþòü àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðàíòíîñòi ìàêñèìàëüíî

âèñîêèõ ðîçìiðíîñòåé. Öþ çàäà÷ó íàçèâàþòü çàäà÷åþ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨. Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïåðåäáà÷à¹ âèêîíàííÿ òàêèõ
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êðîêiâ: 1) ïîáóäîâà ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi çàäàíîãî êëàñó äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü; 2) âiäøóêàííÿ ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï (îñíîâíî¨ ãðóïè, ÿêó äî-

ïóñêà¹ áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç êëàñó); 3) çíàõîäæåííÿ âñiõ íååêâiâàëåíòíèõ

âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóþòü

iíôiíiòåçèìàëüíèé ïiäõiä, ðîçâèíóòèé ó ðîáîòàõ Ñ. Ëi: çàìiñòü ãðóïè Ëi

òî÷êîâèõ ñèìåòðié äîñëiäæóâàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ øóêàþòü

âiäïîâiäíó àëãåáðó Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ [18,23,154].

Iíøîþ âàæëèâîþ çàäà÷åþ ¹ äîñëiäæåííÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòè-

âîñòåé êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òîáòî çíàõîäæåííÿ íåâèðîäæå-

íèõ (òî÷êîâèõ) ïåðåòâîðåíü, ùî ïîâ'ÿçóþòü ÷ëåíiâ äàíîãî êëàñó. Òàêi ïå-

ðåòâîðåííÿ íàçèâàþòü ôîðìîçáåðiãàþ÷èìè [184], äîçâîëåíèìè [324] àáî

äîïóñòèìèìè [254]. Äiéñíî, ÿêùî äâà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ ïîâ'ÿçàíi

öèì ïåðåòâîðåííÿì, òî ¨õíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

òà ñèìåòði¨ òàêîæ ïîâ'ÿçàíi íèì. Òàêi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíè-

ìè àáî, â òåðìiíîëîãi¨ Ë.Â. Îâñÿííèêîâà, ïîäiáíèìè [23]. Çíàííÿ òî÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó äëÿ îäíîãî ç äâîõ åêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè

âiäïîâiäíèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ iíøîãî ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïå-

ðåòâîðåííÿ, ùî ¨õ ïîâ'ÿçó¹. Íèçêó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿíü çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè ïîáóäîâàíî ìåòîäîì åêâiâàëåíòíîñòi, äèâ., íàïðè-

êëàä, [195,264,309]. Ïðè öüîìó íåâiäðîäæåíi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ¹ åôå-

êòèâíèìè iíñòðóìåíòàìè íå òiëüêè äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à

é äëÿ âè÷åðïíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ (äèâ., çîêðåìà,

ðîáîòè [54,195,261] òà ïîñèëàííÿ â íèõ), ðîçðîáêè ñõåì ôiçè÷íî¨ ïàðàìå-

òðèçàöi¨ [256] òà äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi [78, 137,192,192,313].

Ó ïiäðîçäiëi 1.1 íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ ùîäî äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü ó êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ðàçîì iç iíøèìè ïîíÿòòÿìè

ãðóïîâîãî àíàëiçó ïåðåôîðìóëüîâàíî ó òåðìiíîëîãi¨ ãðóïî¨äiâ ó ïiäðîçäi-

ëi 1.2. Ìåòîäè êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü òà ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

ïðåäñòàâëåíî â ïiäðîçäiëi 1.3. Óïåðøå ââåäåíî ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíèõ òà ñèí-

ãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
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òà çàïðîïîíîâàíî ìîäèôiêàöiþ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó äëÿ íåíîðìàëiçîâà-

íèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [195,301,315].

1.1. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ: çàãàëüíi âiäîìîñòi

Ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé êëàñiâ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçïî÷àëè â 1991 ðîöi Äæ. Êiíãñòîí i Ê. Ñîôî-

êëåóñ [182, 183, 285]. Ïiçíiøå âîíè íàçâàëè ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïîâ'ÿçóþòü

äâà ðiâíÿííÿ â êëàñi, ôîðìîçáåðiãàþ÷èìè [184], îñêiëüêè âîíè çáåðiãà-

þòü ôîðìó ðiâíÿííÿ â êëàñi òà çìiíþþòü ëèøå éîãî äîâiëüíi åëåìåí-

òè. Ó 1992 ðîöi Æ.-Ï. Ãàçî òà Ï. Âiíòåðíiö òàêîæ ïî÷àëè äîñëiäæóâàòè

òàêi ïåðåòâîðåííÿ ó êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, íàçèâàþ÷è ¨õ äî-

çâîëåíèìè [126, 324]. Ñòðîãi îçíà÷åííÿ òà ðîçâèíåíó òåîðiþ ðîçðîáëåíî

ïiçíiøå Ð.Î. Ïîïîâè÷åì [254, 261]; íèì çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ äîïóñòè-

ìèõ ïåðåòâîðåíü. Äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ � öå âïîðÿäêîâàíà òðiéêà,

ÿêó ñêëàäàþòü äâà ôiêñîâàíèõ ðiâíÿííÿ êëàñó é ïåðåòâîðåííÿ, ùî ¨õ

ïîâ'ÿçó¹. Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ðàçîì iç ñòàíäàðòíîþ îïå-

ðàöi¹þ êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü ìà¹ ñòðóêòóðó ãðóïî¨äà; ¨¨ íàçèâàþòü ãðó-

ïî¨äîì åêâiâàëåíòíîñòi [256].

Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè äîïóñòè-

ìèõ ïåðåòâîðåíü. Âàæëèâî, ùî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ íå îáîâ'ÿçêîâî

ïîâ'ÿçàíi ç ãðóïîâîþ ñòðóêòóðîþ, òîäi ÿê ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

çàâæäè óòâîðþþòü ãðóïó. Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, çàñòîñîâàíå äî

áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó, çàâæäè âiäîáðàæà¹ éîãî â iíøå ðiâíÿííÿ ç

òîãî æ êëàñó. Iíøèìè ñëîâàìè, ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çáåðiãàþòü

äèôåðåíöiàëüíó ñòðóêòóðó âñüîãî êëàñó, òîäi ÿê äîïóñòèìå ïåðåòâîðåí-

íÿ ìîæëèâî iñíó¹ ëèøå äëÿ ïåâíî¨ ïàðè ðiâíÿíü ç ðîçãëÿíóòîãî êëàñó.

Íàïðèêëàä, òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ τ : t′ = ebt/b, x′ = x, u′ = u − bt

ïîâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ ut = (eu)xx + aeu + b i u′t′ = (eu
′
)x′x′ + aeu

′
, äå a, b �
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äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó b 6= 0 [154]. Îáèäâà öi ðiâíÿííÿ ¹ ÷ëåíàìè êëà-

ñó L : ut = (eu)xx + K(u), äå K � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííî¨ u.

Äiÿ ïåðåòâîðåííÿ τ íà iíøå ðiâíÿííÿ êëàñó, à ñàìå ut = (eu)xx + e2u + b

ïðèçâîäèòü äî ðiâíÿííÿ u′t′ = (eu
′
)x′x′ + b t′e2u′, ùî íå íàëåæèòü êëàñó L.

Çà îçíà÷åííÿì Ë.Â. Îâñÿííiêîâà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ñêëàäà¹òüñÿ ç íåâèðîäæåíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

íåçàëåæíèõ òà çàëåæíèõ çìiííèõ, ÿêi âõîäÿòü äî ðiâíÿííÿ, òà äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ (ñòàëèõ òà/àáî ôóíêöié) êëàñó, ùî çáåðiãàþòü äèôåðåíöiàëüíó

ñòðóêòóðó êëàñó, àëå ìîæóòü çìiíþâàòè äîâiëüíi åëåìåíòè. Ïðè öüîìó

ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ íå çàëåæàòü âiä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ [23]. Òåïåð

òàêó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi íàçèâàþòü çâè÷àéíîþ. Ïiçíiøå áóëî ââåäåíî

ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi [212, 261], ïåðåòâîðåííÿ íå-

çàëåæíèõ òà çàëåæíèõ çìiííèõ ç ÿêî¨ ìîæóòü ìiñòèòè äîâiëüíi åëåìåíòè

êëàñó. Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, â ÿêèõ ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

¹ íåëîêàëüíèìè (íàïðèêëàä, íîâi äîâiëüíi ôóíêöi¨ ¹ iíòåãðàëàìè âiä ñòà-

ðèõ äîâiëüíèõ ôóíêöié), íàçèâàþòü ðîçøèðåíèìè [161, 261]. Ðîçøèðåíà

óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ìà¹ îáèäâi âèùåçàçíà÷åíi âëàñòèâî-

ñòi. Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ ðiçíèõ òèïiâ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi íàâåäåíî,

çîêðåìà, ó [162,311]. ßêùî áóäü-ÿêå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîðîäæåíî ïåðåòâîðåííÿì ç éîãî ãðóïè åêâiâàëåíò-

íîñòi (çâè÷àéíî¨ / óçàãàëüíåíî¨ / ðîçøèðåíî¨ / ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨),

òî öåé êëàñ íàçèâàþòü íîðìàëiçîâàíèì ó âiäïîâiäíîìó ñåíñi.

Ðîçâèíåíó òåîðiþ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi çàïðîïîíîâàíî ó ðîáî-

òi [301], ùî ñóòò¹âî ïîêðàùó¹ ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ùîäî äîïóñòèìèõ ïå-

ðåòâîðåíü ó êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ êëàñèôiêàöi¨ àëãåáðà¨-

÷íèì ìåòîäîì, íàâåäåíi, çîêðåìà, â [50,54,57,102,121,126,198,240,254,261].

Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi iñíóþ÷i ïîíÿòòÿ ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ïîâ'ÿçàíî ç òåðìiíîëîãi¹þ ãðóïî¨äiâ.
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1.2. Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi

Ðîçãëÿíåìî êëàñ L|S = {Lθ | θ ∈ S} ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü Lθ ç çàëåæíèìè çìiííèìè u = (u1, . . . , um) òà íåçàëåæíèìè çìií-

íèìè x = (x1, . . . , xn), äå θ = (θ1, . . . , θk) � íàáið äîâiëüíèõ åëå-

ìåíòiâ êëàñó. Òóò Lθ � ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

L(x, u(r), θ(x, u(r))) = 0 ç ôiêñîâàíèì íàáîðîì L äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíê-

öié âiä u ïîðÿäêó r, ïàðàìåòðèçîâàíèõ θ, çíà÷åííÿ ÿêèõ ïðîáiãàþòü ìíî-

æèíó S, u(r) � íàáið ïîõiäíèõ çàëåæíèõ çìiííèõ u çà íåçàëåæíèìè çìií-

íèìè x äî ïîðÿäêó r âêëþ÷íî (ðàçîì ç u ÿê ïîõiäíèìè íóëüîâîãî ïî-

ðÿäêó). Ìíîæèíó S ñêëàäàþòü ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü S(x, u(r), θ(q)) = 0 i íåðiâíîñòåé Σ(x, u(r), θ(q)) 6= 0 íà θ,

äå çìiííi (x, u(r)) ç ïðîñòîðó ñòðóìåíiâ ïîðÿäêó r ¹ íåçàëåæíèìè çìií-

íèìè, à íàáið θ(q) óòâîðåíî ïîõiäíèìè θ çà çìiííèìè (x, u(r)) äî ïîðÿäêó

q âêëþ÷íî. Ç òî÷íiñòþ äî êàëiáðóâàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåì ç êëà-

ñó L|S [261], ÿêà çàçâè÷àé ¹ òðèâiàëüíîþ, âiäîáðàæåííÿ θ 7→ Lθ ç S ó L|S
¹ ái¹êòèâíèì.

Ãðóïî¨äîì åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó L|S íàçèâàþòü ìàëó êàòåãîðiþ ç

ìíîæèíîþ îá'¹êòiâ L|S (àáî S) i ìíîæèíîþ ñòðiëîê, óòâîðåíîþ (ëîêàëü-

íèìè) äèôåîìîðôiçìàìè ó ïðîñòîði ç êîîðäèíàòàìè (x, u) ìiæ ïàðàìè

ñèñòåì ç L|S :

G∼ =
{
T = (θ,Φ, θ̃) | θ, θ̃ ∈ S, Φ ∈ Diff loc

(x,u) : Φ∗Lθ = Lθ̃
}
.

Åëåìåíòè ãðóïî¨äó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ íàçèâàþòü äîïóñòèìèìè (òî÷êî-

âèìè) ïåðåòâîðåííÿìè êëàñó L|S . Ïiäíÿòòÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó θ ïåðå-
òâîðåííÿì Φ âèçíà÷åíî ÿê Φ∗θ = θ̃, ÿêùî Φ∗Lθ = Lθ̃.

Ïåðåôîðìóëþ¹ìî ïîíÿòòÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ãðóïî¨äàìè åêâiâàëåíòíîñòi, â

òåðìiíàõ òåîði¨ êàòåãîðié (äèâ., íàïðèêëàä, [19]). Âiäîáðàæåííÿ ïî÷àòêó

(iíiöiàëüíå) é êiíöÿ (òàðãåòàëüíå) s, t : G∼ → S âèçíà÷àþòü ÿê s(T ) = θ

i t(T ) = θ̃ äëÿ áóäü-ÿêîãî T = (θ,Φ, θ̃) ∈ G∼, ùî ïîðîäæó¹ ïîçíà÷åí-

íÿ G∼ ⇒ S, äå ñèìâîë �⇒� ïîçíà÷à¹ ïàðó âiäîáðàæåíü ïî÷àòêó é êií-



57

öÿ. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ T i T ′ = (θ′,Φ′, θ̃′) íàçèâàþòü êîìïîíîâíè-

ìè (àáî ïåðåìíîæóâàíèìè), ÿêùî θ̃ = θ′, i ¨õ êîìïîçèöi¹þ ¹ äîïóñòèìå

ïåðåòâîðåííÿ T ? T ′ = (θ,Φ′ ◦ Φ, θ̃′). Öå âèçíà÷à¹ ÷àñòêîâå ìíîæåííÿ

íà G∼. Äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ S îäèíèöÿ â θ � öå äîïóñòèìèì ïåðåòâîðåí-

íÿ idθ := (θ, id(x,u), θ), äå id(x,u) � òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (x, u).

Öå âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ îá'¹êòiâ S 3 θ 7→ idθ ∈ G∼ ó ãðó-

ïî¨ä G∼. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíà îá'¹êòiâ S ñïiâïàäà¹ ç áàçîâèì

ãðóïî¨äîì S ⇒ S := {idθ | θ ∈ S}. Îáåðíåíèì äî T ¹ äîïóñòèìå ïå-

ðåòâîðåííÿ T −1 := (θ̃,Φ−1, θ), äå Φ−1 � ïåðåòâîðåííÿ, îáåðíåíå äî Φ.

Î÷åâèäíî âèêîíóþòüñÿ âñi íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi, çîêðåìà, àñîöiàòèâíiñòü

÷àñòêîâîãî ìíîæåííÿ, éîãî óçãîäæåíiñòü iç âiäîáðàæåííÿìè ïî÷àòêó i

êiíöÿ, âëàñòèâîñòi îäèíè÷íèõ i îáåðíåíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ìíîæèíó ìîæëèâèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi L|S ç ïî÷àòêîì θ
íàçèâàþòü s-øàðîì íàä θ ∈ S, s−1(θ) ⊆ G∼. Àíàëîãi÷íî t-øàð íàä θ ∈ S,
t−1(θ) ⊆ G∼, � ìíîæèíà ìîæëèâèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi L|S
ç êiíöåì θ. Ïiäìíîæèíà G(θ, θ̃) := s−1(θ) ∩ t−1(θ̃) ãðóïî¨äà G∼ ç θ, θ̃ ∈ S
âiäïîâiäà¹ ìíîæèíi òî÷êîâèõ ïåðòâîðåíü, ùî âiäîáðàæàþòü ñèñòåìó Lθ â
ñèñòåìó Lθ̃. Âåðòåêñíó ãðóïó Gθ := G(θ, θ) = s−1(θ) ∩ t−1(θ) àñîöiéîâàíî

ç ãðóïîþ òî÷êîâèõ ñèìåòðié Gθ ñèñòåìè Lθ:

Gθ =
{

Φ ∈ Diff loc
(x,u) | (θ,Φ, θ) ∈ Gθ

}
.

Îðáiòîþ Oθ := t
(
s−1(θ)

)
ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ íàáîðó äîâiëüíèõ åëåìåí-

òiâ θ íàçèâàþòü òàêó ïiäìíîæèíó çíà÷åíü öüîãî íàáîðó, ùî âiäïîâiäíi

ñèñòåìè â êëàñi L|S ¹ ïîäiáíèìè ñèñòåìi Lθ âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâî-

ðåíü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç $ i $r ïðî¹êöi¨ ïðîñòîðó ç êîîðäèíàòàìè (x, u(r), θ)

íà ïðîñòîðè ç êîîðäèíàòàìè (x, u) i (x, u(r)) âiäïîâiäíî.

Çâè÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó L|S íàçèâàþòü (ïñåâ-

äî)ãðóïó òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü T ó ïðîñòîði ç êîîðäèíàòàìè (x, u(r), θ),

ùî ¹ ïðî¹êòîâíèìè íà ïðîñòîðè ç êîîðäèíàòàìè (x, u) i (x, u(r)), ïðè÷îìó

ñòàíäàðòíi ïðîäîâæåííÿ $r
∗T ïåðåòâîðåíü $∗T íà ñòðóìåíi (x, u(r)) r-ãî
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ïîðÿäêó âiäîáðàæàþòü êëàñ L|S íà ñåáå. ßêùî íàáið äîâiëüíèõ åëåìåí-

òiâ çàëåæèòü ëèøå âiä (x, u(r′)), òî ìîæíà ââàæàòè, ùî ãðóïà G∼ äi¹ â

ïðîñòîði ç êîîðäèíàòàìè (x, u(r′), θ), äå r′ < r. Ïîíÿòòÿ çâè÷àéíî¨ ãðó-

ïè åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà óçàãàëüíèòè êiëüêîìà ñïîñîáàìè, ïîñëàáëþ-

þ÷è óìîâè íà ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, à ñàìå óìîâó ïðî¹êòîâ-

íîñòi íà ïðîñòið çìiííèõ ñèñòåìè é óìîâó ëîêàëüíîñòi âiäíîñíî äîâiëü-

íèõ åëåìåíòiâ. Öå ïðèçâîäèòü, âiäïîâiäíî, äî ïîíÿòü óçàãàëüíåíî¨ òà ðîç-

øèðåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, àáî äî ïîíÿòòÿ ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíå-

íî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ó âèïàäêó, ÿêùî îáèäâi öi óìîâè íå âèêîíó-

þòüñÿ [162,213,240,254,261,303,309].

Ãðóïî¨ä äi¨

GG∼:=
{

(θ,$∗T,T∗θ) | θ ∈ S, T ∈ G∼
}

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó L|S ¹ ïiäãðóïî¨äîì ãðóïî¨äó åêâiâàëåíò-

íîñòi G∼ öüîãî êëàñó (GG∼⊆ G∼) ç òi¹þ æ ìíîæèíîþ îá'¹êòiâ S. ßêùî
T ∈ GG∼, êàæóòü, ùî äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ T ó êëàñi L|S ïîðîäæåíî
ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó.

Ôóíäàìåíòàëüíèì ãðóïî¨äîì Gf êëàñó L|S ¹ íåïåðåòèííå îá'¹äíàííÿ
âåðòåêñíèõ ãðóï Gθ çà âñiìà θ ∈ S, à ñàìå Gf = tθ∈SGθ. Îñêiëüêè âií

ìà¹ òó ñàìó ìíîæèíó îá'¹êòiâ S i òi ñàìi âåðòåêñíi ãðóïè, ÿê i ãðóïî-

¨ä G∼, òà T −1Gθ̃T = Gθ äëÿ áóäü-ÿêèõ T ∈ G(θ, θ̃), òî âií ¹ íîðìàëü-

íèì ïiäãðóïî¨äîì ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi G∼, ÿêèé òàêîæ íàçèâàþòü

ôóíäàìåíòàëüíèì ïiäãðóïî¨äîì ãðóïî¨äà G∼. Iíøèìè ñëîâàìè, ãðóïî-

¨ä Gf :=
{

(θ,Φ, θ) | θ ∈ S, Φ ∈ Gθ

}
ñêëàäàþòü äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ,

ïîðîäæåíi ïåðåòâîðåííÿìè òî÷êîâî¨ ñèìåòði¨ ñèñòåì êëàñó L|S .
ßäðî ãðóï òî÷êîâèõ ñèìåòðié G∩ := ∩θ∈SGθ ñèñòåì ç êëàñó L|S , ÿêå

ñêëàäàþòü ñïiëüíi òî÷êîâi ñèìåòði¨ öèõ ñèñòåì, ìîæíà àñîöiþâàòè ç íîð-

ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ G̃∩ ãðóïè G∼, ÷è¨ åëåìåíòè îòðèìàíî ç åëåìåíòiâ

ãðóïè G∩ ñòàíäàðòíèì ïðîäîâæåííÿì íà ñòðóìåíi (x, u(r′)) ïîðÿäêó r′

i òðèâiàëüíèì ïðîäîâæåííÿì íà ìíîæèíó äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ, òîáòî

G∩ = $∗G̃
∩.
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Âèçíà÷èìî s-äiþ, t-äiþ òà äiþ ñïðÿæåííÿ ãðóïè G∼ íà ãðóïî¨äi G∼

âiäïîâiäíî ÿê T = (θ,Φ, θ̃)
T7→ (T∗θ,Φ ◦ ($∗T)−1, θ̃), (θ, ($∗T) ◦

Φ,T∗θ̃), (T∗θ, ($∗T) ◦ Φ ◦ ($∗T)−1,T∗θ̃) äëÿ áóäü-ÿêèõ T ∈ G∼ i

T = (θ,Φ, θ̃) ∈ G∼. Öi äi¨ ïîðîäæóþòü äåêiëüêà âiäíîøåíü åêâiâàëåíò-

íîñòi íà G∼ (s-G∼-åêâiâàëåíòíiñòü, t-G∼-åêâiâàëåíòíiñòü, G∼-ñïðÿæåííÿ i

G∼-åêâiâàëåíòíiñòü).

Îçíà÷åííÿ 1.1. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ T 1 = (θ1,Φ1, θ̃1) i T 2 =

(θ2,Φ2, θ̃2) ó êëàñi L|S íàçèâàþòü ñïðÿæåíèìè âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíò-

íîñòi G∼ öüîãî êëàñó, ÿêùî iñíó¹ òàêå T ∈ G∼, ùî θ2 = T∗θ
1, θ̃2 = T∗θ̃

1

i Φ2 = ($∗T) ◦ Φ1 ◦ ($∗T)−1. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ T 1 i T 2 íàçèâà-

þòü G∼-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêi T, T̃ ∈ G∼, ùî θ2 = T∗θ
1,

θ̃2 = T̃∗θ̃
1 i Φ2 = ($∗T̃) ◦ Φ1 ◦ ($∗T)−1. ßêùî äîäàòêîâî T̃ = id(x,u(r),θ)

(àáî T = id(x,u(r),θ)), òî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ T 1 i T 2 íàçèâàþòü s-G∼-

åêâiâàëåíòíèìè (àáî t-G∼-åêâiâàëåíòíèìè).

Äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi L|S íàëåæèòü GG
∼
òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè öå ïåðåòâîðåííÿ ¹ G∼-åêâiâàëåíòíèì ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 1.1 òîòîæíî-

ìó äîïóñòèìîìó ïåðåòâîðåííþ ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè.

Îñêiëüêè ôóíäàìåíòàëüíèé ïiäãðóïî¨ä Gf ¹ íîðìàëüíèì ïiäãðóïî¨äîì

ãðóïî¨äà G∼, äîáóòîê Ôðîáåíióñà Gf ? GG∼ =
{
T ? T ′ | T ∈ Gf , T ′ ∈

GG∼, t(T ) = s(T ′)
}
òàêîæ ¹ ïiäãðóïî¨äîì öüîãî ãðóïî¨äà, ùî ñïiâïàäà¹ ç

îáðàçîì ãðóïî¨äà Gf âiäíîñíî s-äi¨ (àáî t-äi¨) ãðóïè G∼ íà ãðóïî¨ä G∼.
Iñíóþòü êiëüêà òèïiâ êëàñiâ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñè-

ôiêàöi¨ çðó÷íî ðîçâ'ÿçóâàòè àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì [54,198,254,261].

Îçíà÷åííÿ 1.2. Êëàñ L|S íàçèâàþòü íîðìàëiçîâàíèì, ÿêùî GG
∼
= G∼,

i íàïiâíîðìàëiçîâàíèì, ÿêùî Gf ? GG∼ = G∼. Çàëåæíî âiä òèïó ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi G∼ (çâè÷àéíà, óçàãàëüíåíà, ðîçøèðåíà, ðîçøèðåíà óçà-

ãàëüíåíà) êëàñó L|S , ðîçðiçíÿþòü (íàïiâ-)íîðìàëiçîâàíiñòü ó çâè÷àéíîìó,
óçàãàëüíåíîìó, ðîçøèðåíîìó, ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Íåõàé GH � ãðóïî¨ä äi¨ ïiäãðóïè H ãðóïè G∼, à ñiì'ÿ

ïiäãðóï NS := {Nθ < Gθ | θ ∈ S} ãðóï òî÷êîâî¨ ñèìåòði¨ Gθ ç âiäïîâiä-
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íèìè ïiäãðóïàìè Nθ := {(θ,Φ, θ) | θ ∈ S, Φ ∈ Nθ} âåðòåêñíèõ ãðóï Gθ
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü T Nθ = NT θT äëÿ âñiõ òàêèõ θ ∈ S i T ∈ GH ,
ùî s(T ) = θ. Òîäi äîáóòîê Ôðîáåíióñà

N f ? GH =
{
T ? T ′ | T ∈ N f , T ′ ∈ GH , t(T ) = s(T ′)

}
,

¹ ïiäãðóïî¨äîì ãðóïî¨äà G∼, ÿêèé ñïiâïàäà¹ ç îáðàçîì N f := tθ∈SNθ

ïiäãðóïî¨äà N f âiäíîñíî s-äi¨ (àáî t-äi¨) ïiäãðóïè H íà G∼. ßêùî

N f ? GH = G∼, òî êëàñ L|S íàçèâàþòü íàïiâíîðìàëiçîâàíèì âiäíîñíî

ïiäãðóïè H ãðóïè G∼ i ñiì'¨ ïiäãðóï NS ãðóï òî÷êîâî¨ ñèìåòði¨. ßêùî

äîäàòêîâî GH ∩N f = S ⇒ S, òî êëàñ L|S íàçèâàþòü íåïåðåòèííî íàïiâ-
íîðìàëiçîâàíèì âiäíîñíî ïiäãðóïè H ãðóïè G∼ i ñiì'¨ ïiäãðóï NS ãðóï

òî÷êîâî¨ ñèìåòði¨.

ßêùî H = G∼ i Nθ = {id(x,u)} äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ S, òî êëàñ, (íåïå-
ðåòèííî) íàïiâíîðìàëiçîâàíèé âiäíîñíî äi¨ ãðóïè H i ñiì'¨ NS , ¹ ïðîñòî

íîðìàëiçîâàíèì. ßêùî H = G∼ i Nθ = Gθ äëÿ áóäü ÿêîãî θ ∈ S, òî êëàñ,
íàïiâíîðìàëiçîâàíèé âiäíîñíî äi¨ ãðóïè H i ñiì'¨ NS , ¹ ïðîñòî íàïiâíîð-

ìàëiçîâàíèì. Î÷åâèäíî, ùî íîðìàëiçîâàíi êëàñè ¹ íàïiâíîðìàëiçîâàíèìè.

Íèæ÷å îïèñàíî ìåòîäè êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü i ëi¨â-

ñüêèõ ñèìåòðié, çîêðåìà, çàïðîïîíîâàíî íîâi òåõíiêè äëÿ íåíîðìàëiçîâà-

íèõ êëàñiâ.

1.3. Êëàñèôiêàöiÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü i çàäà÷i

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

Íàéïîòóæíiøèì ìåòîäîì âiäøóêàííÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîñi çàëèøà¹òüñÿ ïðÿìèé ìåòîä. Çàñòîñóâàí-

íÿ öüîãî ìåòîäó äëÿ êëàñó L|S ïåðåäáà÷à¹ äîñëiäæåííÿ ïàðè äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ (θ, θ̃) ∈ S × S i òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (x, u) íàéçà-

ãàëüíiøîãî âèãëÿäó Φ: x̃ = X(x, u), ũ = U(x, u) ç óìîâîþ íåâèðîäæåíîñòi

|∂(X,U)/∂(x, u)| i ïðèïóùåííÿ, ùî Φ∗Lθ = Lθ̃. Äàëi òðåáà âèðàçèòè ïî-

õiäíi ũ çà x̃ ÷åðåç ïîõiäíi u çà x, âèêîðèñòàâøè ëàíöþãîâå ïðàâèëî, i
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ïiäñòàâèòè çíàéäåíi âèðàçè â ñèñòåìó Lθ̃, îòðèìàâøè â ðåçóëüòàòi ñèñ-

òåìó (Φ−1)∗Lθ̃, ùî ìà¹ áóòè òîòîæíiñòþ íà ðîçâ'ÿçêàõ ñèñòåìè Lθ. Ùîá

óðàõóâàòè öþ óìîâó, ðàíæó¹ìî òi ïîõiäíi u, ùî ñóìiñíi çi ñòðóêòóðîþ Lθ,
ïiäñòàâëÿ¹ìî âèðàçè äëÿ ãîëîâíèõ ïîõiäíèõ u ñèñòåìè Lθ i ¨ ¨ äèôåðåíöi-
àëüíèõ íàñëiäêiâ â (Φ−1)∗Lθ̃ i ðîçùåïëþ¹ìî ðåçóëüòóþ÷ó ñèñòåìó âiäíîñ-
íî ïàðàìåòðè÷íèõ ïîõiäíèõ u. Îòðèìó¹ìî ñèñòåìó äëÿ âèðàçiâ äîâiëü-

íèõ åëåìåíòiâ θ̃ ÷åðåç (θ,X, U) i ñèñòåìó DE âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà

êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåííÿ Φ. Ñèñòåìà DE ìiñòèòü òiëüêè íàáið äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ θ (âiäïîâiäíî, (Φ−1)∗θ̃).

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî θ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó çíà÷åíü S, ç óðàõóâàííÿì äî-

ïîìiæíî¨ ñèñòåìè íà S ðîçùåïëþ¹ìî ðiâíÿííÿ ç ñèñòåìè DE çà ïîõiäíè-

ìè θ. Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî ñèñòåìó DE∼ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà

(x, u)-êîìïîíåíòè çâè÷àéíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ïiñëÿ çíàõî-

äæåííÿ (x, u)-êîìïîíåíò ç ñèñòåìè DE∼, θ-êîìïîíåíòè çâè÷àéíèõ ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi îòðèìó¹ìî ç ðiâíÿíü, ùî ïîâ'ÿçóþòü θ i θ̃. Öå

ïðèçâîäèòü äî ïîáóäîâè çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó L|S .
ßêùî ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì DE i DE∼ ñïiâïàäàþòü, òî G∼ = GG∼,

òîáòî êëàñ L|S ¹ íîðìàëiçîâàíèì, ùî çàâåðøó¹ îïèñ ãðóïî¨äà åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼. Ïåðøèé ïðèêëàä òàêîãî îïèñó â ëiòåðàòóði ïðåäñòàâ-

ëåíî íîðìàëiçîâàíèì êëàñîì óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà âèãëÿäó

ut + uux + f(t, x)uxx = 0 ó ðîáîòi [183], õî÷à âëàñòèâiñòü íîðìàëiçîâà-

íîñòi íå áóëî âèêîðèñòàíî ÿâíî.

Ó iíøèõ âèïàäêàõ êëàñ L|S íå ¹ íîðìàëiçîâàíèì, é iíòåãðóâàííÿ ñèñ-

òåìè DE, ÿêå ìîæíà âèêîíóâàòè ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi äî-

ïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü, ¹ ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Äëÿ ñïðîùåííÿ öi¹¨ çàäà÷i

iñíóþòü ðiçíîìàíiòíi òåõíiêè, íàâåäåìî äåÿêi ç íèõ.

Ðîçáèòòÿ êëàñiâ íà ïiäêëàñè. Íåõàé ìíîæèíó S ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê

íåïåðåòèííå (äèç'þíêòíå) îá'¹äíàííÿ ¨¨ ïiäìíîæèí, S = tγ∈ΓSγ, äå Γ �

ìíîæèíà iíäåêñiâ, ïðè÷îìó êîæíó ïiäìíîæèíó Sγ âèîêðåìëåíî ñåðåä S
äîäàòêîâèìè óìîâàìè, ùî ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè àáî íåðiâíî-
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ñòÿìè. Ðîçáèòòÿ S åêâiâàëåíòíî ðîçáèòòþ êëàñó L|S íà ïiäêëàñè L|Sγ ç
iíäåêñîì γ, ùî ïðîáiãà¹ ìíîæèíó çíà÷åíü Γ, à ñàìå L|S = tγ∈ΓL|Sγ . Ïî-
çíà÷èìî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi i ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó L|Sγ
÷åðåç G∼γ i G∼γ âiäïîâiäíî.

ßêùî ñèñòåìè ç ðiçíèõ ïiäêëàñiâ ðîçáèòòÿ íå ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè, òî ðîçáèòòÿ êëàñó L|S ïîðîäæó¹ ðîçáèòòÿ G∼ = tγ∈ΓG∼γ
ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi. Ïðè öüîìó ñòðóêòóðà ãðóïî¨äà ïåâíîãî ïiäêëà-

ñó ìîæå áóòè ñêëàäíiøîþ çà ñòðóêòóðó âñüîãî êëàñó.

Ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåìè DE ïîòðiáåí äëÿ çðó÷íîãî ðîçáèòòÿ êëà-

ñó L|S , ùîá äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ ñòðóêòóðà ãðóïî¨äà G∼γ áóëà ïðîñòiøîþ

çà ñòðóêòóðó ãðóïî¨äà G∼. Òîäi ìîæíà îêðåìî çíàéòè G∼γ òà îá'¹äíàòè

¨õ. Ðîçáèòòÿ íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè ¹ íàéêðàùèì, îñêiëüêè äëÿ íèõ

G∼γ = GG∼γ , à îòæå G∼ = tγ∈ΓGG
∼
γ [254,261,315].

� êiëüêà óçàãàëüíåíü òåõíiêè ðîçáèòòÿ. Çîêðåìà, íåïåðåòèííi ïiäêëàñè

ìîæóòü áóòè ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè i òîäi ðîçáèòòÿ êëàñó

íà ïiäêëàñè L|Sγ íå ïðèçâîäèòü äî âiäïîâiäíîãî ðîçáèòòÿ ãðóïî¨äà G∼ íà

ãðóïî¨äè G∼γ . Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ¹ ðîçáèòòÿ êëàñó L|S íà íîðìà-
ëiçîâàíi ïiäêëàñè L|Sγ , γ ∈ Γ, i äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ γ0 ∈ Γ, γ ∈ Γ

iñíó¹ òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ Φγ, ùî âiäîáðàæà¹ êëàñ L|Sγ íà êëàñ L|Sγ0 .
Ïðè öüîìó ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî Φγ0 = id(x,u). Äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ∈ Γ

íîðìàëiçîâàíiñòü êëàñó L|Sγ âèïëèâà¹ ç íîðìàëiçîâàíîñòi êëàñó L|Sγ0 é

iñíóâàíííÿ ïåðåòâîðåííÿ Φγ, ïðè÷îìó

G∼ =
{(

(Φ−1
γ )∗θ,Φ

−1
γ′ ◦ ($T) ◦ Φγ, (Φγ′)∗(T∗θ)

) ∣∣
θ ∈ Sγ0, T ∈ G∼γ0, γ, γ

′ ∈ Γ
}
.

(1.1)

Çîêðåìà, òàêó ñòðóêòóðó ìà¹ ãðóïî¨ä êëàñó (4.43), äå ïàðàìåòð σ âèñòóïà¹

ó ÿêîñòi γ.

Óìîâó, ùî êëàñ L|S ¹ íåïåðåòèííèì îá'¹äíàííÿì âiäïîâiäíèõ ïiäêëà-

ñiâ, ìîæíà ïîñëàáèòè, äîçâîëèâøè ïåðåòèíè â ïiäêëàñàõ îá'¹äíàííÿ. Ïðè-

êëàäè ðîçáèòòÿ íåíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè, ùî
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ìàþòü ñïiëüíó ÷àñòèíó, íàâåäåíî â ðîáîòàõ [303, 311] (äèâèñü òàêîæ ïiä-

ðîçäië 2.2 äèñåðòàöi¨). Ó öèõ ðîáîòàõ êëàñè ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòåïåíåâèìè àáî åêñïîíåíöiàëüíèìè íåëiíié-

íîñòÿìè ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ íîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ, äåÿêi

ç ÿêèõ ïåðåòèíàþòüñÿ. Ãðóïî¨äè öèõ êëàñiâ ñêëàäàþòü äîïóñòèìi ïåðå-

òâîðåííÿ ç ãðóïî¨äiâ äi¨ ïiäêëàñiâ ç ðîçáèòòÿ, à òàêîæ êîìïîçèöié êîì-

ïîíîâíèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ç ãðóïî¨äiâ äi¨ ðiçíèõ ïiäêëàñiâ, ùî

ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ïîáóäîâà óçàãàëüíåíî¨ / ðîçøèðåíî¨ / ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóï åêâi-

âàëåíòíîñòi. ßêùî êëàñ L|S íå ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåí-

ñi, ìîæíà ñïðîáóâàòè îïèñàòè ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼, ðîçãëÿíóâøè
iñíóþ÷i óçàãàëüíåííÿ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, äëÿ ÿêèõ êëàñ L|S ¹ íîðìà-
ëiçîâàíèì ó âiäïîâiäíîìó ñåíñi [240,261,315].

Ïåðåòâîðåííÿ ìiæ êëàñàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ êëàñ L′|S ′ (ñèñòåì)
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òèìè ñàìèìè íåçàëåæíèìè i çàëåæíèìè çìií-

íèìè x, u, ÿê i ñèñòåìè êëàñó L|S , i òàêà ñiì'ÿ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

F = {Ψθ | θ ∈ S}, ùî Ψθ
∗Lθ ∈ L′|S ′ äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ S, à òàêîæ äëÿ

áóäü-ÿêîãî θ′ ∈ S ′ iñíó¹ òàêèé åëåìåíò θ ∈ S, äëÿ ÿêîãî Ψθ
∗Lθ = L′θ′.

Òîäi ñiì'ÿ F ïîðîäæó¹ âiäîáðàæåííÿ F∗ êëàñó L|S ó êëàñ L′|S ′, ïðè÷îìó
F∗Lθ := Ψθ

∗Lθ, àáî, åêâiâàëåíòíî, âiäîáðàæåííÿ F∗ : S → S ′ ç óìîâîþ

F∗θ = θ′, ÿêùî Ψθ
∗Lθ = L′θ′ [261, 309]. Ñiì'ÿ F òàêîæ ïîðîäæó¹ âiäîáðà-

æåííÿ F∗ : G∼ → G∼′ ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó L|S â ãðóïî¨ä

åêâiâàëåíòíîñòi G∼′ êëàñó L′|S ′, âèçíà÷åíå ÿê

G∼ 3 T = (θ,Φ, θ̃)
F∗7→
(
(Ψθ)∗θ,Ψ

θ̃ ◦ Φ ◦ (Ψθ)−1, (Ψθ̃)∗θ̃
)
∈ G∼′.

Ôàêòè÷íî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóïî¨äiâ, îñêiëüêè

F∗(T1 ? T2) = (F∗T1) ? (F∗T2), F∗(idθ) = idF∗θ, F∗(T −1) = (F∗T )−1

äëÿ áóäü-ÿêèõ T1, T2 ∈ G∼, θ ∈ S, T ∈ G∼. Öåé ãîìîìîðôiçì ¹

ñþð'¹êòèâíèì. Äiéñíî, âiçüìåìî áóäü-ÿêå T ′ = (θ′,Φ′, θ̃′) ∈ G∼′. Çàâäÿêè
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âèáîðó ñiì'¨ F iñíóþòü òàêi θ, θ̃ ∈ S, ùî F∗(θ) = θ′, ïðè÷îìó F∗(θ̃) = θ̃′.

Òðiéêà T = (θ,Φ, θ̃) ç Φ = (Ψθ̃)−1◦Φ′◦Ψθ íàëåæèòü ãðóïî¨äó G∼, ïðè÷îìó
F∗T = T ′. Ïðè âäàëîìó âèáîði F , ñòðóêòóðà ãðóïî¨äà G∼′ ïðîñòiøà, íiæ
ãðóïî¨äà G∼. Òîäi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ãðóïî¨äà G∼′ ìîæíà âiäîáðà-
çèòè ñiì'¹þ ïåðåòâîðåíü F i òàêèì ÷èíîì îäåðæàòè ðåçóëüòàòè äëÿ G∼.
Iíêîëè çðó÷íå ðîçáèòòÿ êëàñó íà ïiäêëàñè ñòà¹ î÷åâèäíèì ëèøå ïiñëÿ

âiäîáðàæåííÿ öüîãî êëàñó â iíøèé [241]. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó L|S
ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà îòðèìàòè ç ïîäiáíî¨ êëàñèôi-

êàöi¨ äëÿ êëàñó L|S ′, âèêîðèñòàâøè îáåðíåíi äî F ïåðåòâîðåííÿ. Òàêèì

÷èíîì áóëî ïðîêëàñèôiêîâàíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ â êëàñàõ (1+1)-âèìiðíèõ

ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà é Ôîêêåðà�Ïëàíêà ç òî÷íiñòþ äî çàãàëüíî¨ òî÷êîâî¨

åêâiâàëåíòíîñòi, âèêîðèñòàâøè êëàñèôiêàöiþ äëÿ êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi ç ïîòåíöiàëàìè [262]. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïåðå-

òâîðåíü ìiæ êëàñàìè äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ¹ ñêëàäíiøîþ çàäà÷åþ, îäíàê öåé ìåòîä äîçâîëèâ âè-

÷åðïíî ïðîêëàñèôiêóâàòè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�

äèôóçi¨ çi ñòåïåíåâîþ òà åêñïîíåíöiàëüíîþ íåëiíiéíîñòÿìè [298,309].

Âàæëèâèì ÷àñòèííèì âèïàäêîì âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè ¹ âiäîáðà-

æåííÿ êëàñiâ íà ¨õíi ïiäêëàñè. Òàêi âiäîáðàæåííÿ ïîðîäæåíî ïiäãðóïàìè

âiäïîâiäíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó. Íåõàé S ′ ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíî-

æèíè S, ÿêó âèîêðåìëåíî ç S äîäàòêîâèìè ðiâíÿííÿìè àáî íåðiâíîñòÿ-

ìè íà θ. Òîäi L|S ′ ¹ ïiäêëàñîì êëàñó L|S , à éîãî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíò-

íîñòi G∼′ ¹ ïiäãðóïî¨äîì ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó L|S . Ïðè-
ïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ ïiäãðóïè H ãðóïè G∼ êîæíà îðáiòà ãðóïî¨äà

äi¨ GH ïåðåòèíà¹ S ′ òiëüêè äëÿ îäíîãî θ′. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ψθ òàêå òî÷-

êîâå ïåðåòâîðåííÿ $∗T ç T ∈ H, ùî T∗θ ∈ S ′. Òîäi ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü

F = {Ψθ | θ ∈ S} çàäîâîëüíÿ¹ íåîáõiäíi óìîâè äëÿ ãåíåðóâàííÿ âiäïî-

âiäíîãî âiäîáðàæåííÿ F∗ : L|S → L|S ′ i âiäïîâiäíîãî ñþð'¹êòèâíîãî ãî-

ìîìîðôiçìó F∗ : G∼ → G∼′. Öi âiäîáðàæåííÿ ðåàëiçóþòü êàëiáðóâàííÿ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó.
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Óìîâíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi. Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñiâ êëà-

ñó L|S íàçèâàþòü óìîâíèìè ãðóïàìè åêâiâàëåíòíîñòi. Óìîâíó ãðóïó åêâi-
âàëåíòíîñòi G∼′ ïiäêëàñó L|S ′ êëàñó L|S íàçèâàþòü ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî ïiäêëàñó êëàñó L|S , ùî ìiñòèòü L|S ′, éîãî ãðóïà åêâi-

âàëåíòíîñòi íå ìiñòèòü G∼′ ó ÿêîñòi ïiäãðóïè. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼

âñüîãî êëàñó L|S äi¹ íà ïiäêëàñàõ êëàñó L|S îäíî÷àñíî ç ¨õíiìè ãðóïà-

ìè åêâiâàëåíòíîñòi, i ìíîæèíà ìàêñèìàëüíèõ óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíò-

íîñòi êëàñó L|S çàìêíåíà ïiä äi¹þ öi¹¨ ãðóïè. Îòæå, ìàêñèìàëüíi óìîâ-

íi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó L|S ìîæíà êëàñèôiêóâàòè ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi. Òàêà êëàñèôiêàöiÿ ìîæå áóòè êðîêîì â îïèñi ãðóïî-

¨äà G∼ [261]. Äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ öåé ¹äèíèé êðîê äà¹ ïîâíèé îïèñ [239,240].
Êëàñèôiêàöiþ ìàêñèìàëüíèõ óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó L|S
ìîæíà êîìáiíóâàòè ç ðîçáèòòÿì L|S íà ïiäêëàñè, ñóìiñíi çi ñòðóêòóðîþ
ìíîæèíè òàêèõ ãðóïî¨äiâ. Òàêîæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåíi âåðñi¨

óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi [239,315].

Ïîðîäæóâàëüíà ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Ìíîæèíó B =

{Tγ ∈ G∼ | γ ∈ Γ}, äå Γ � ìíîæèíà iíäåêñiâ, íàçèâàþòü ïîðîäæó-

âàëüíîþ ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi L|S ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêùî áóäü-ÿêå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ êëàñó ìîæ-

íà ïðåäñòàâèòè ÿê êîìïîçèöiþ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ìíîæè-

íè B∪ B̂ ∪GG∼, äå B̂ := {T −1 | T ∈ B} � ìíîæèíà îáåðíåíèõ ïåðåòâîðåíü

ç ãåíåðóþ÷î¨ ìíîæèíè. Ùîá çàáåçïå÷èòè ìiíiìàëüíiñòü ìíîæèíè B, ¨¨
òðåáà âèáðàòè ÿê ïiäìíîæèíó ìíîæèíè G∼ \ GG∼.

ßêùî äëÿ äåÿêîãî êëàñó G∼-åêâiâàëåíòíèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

ìîæíà âèáðàòè ¨õ êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâíèêà, òî ñàìå öüîãî ïðåäñòàâíèêà

òðåáà âêëþ÷èòè â ìíîæèíó B.
Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ T1, T2 â êëàñi L|S íàçèâàþòü êîìïîíîâíè-

ìè ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêùî äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ,

ùî ¹ G∼-åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííþ T1, ¹ êîìïîíîâíèì ç ïåðåòâîðåí-

íÿì T2, àáî ÿêùî T1 ¹ êîìïîíîâíèì ç äîïóñòèìèì ïåðåòâîðåííÿì, ùî ¹
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G∼-åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííþ T2. Öå ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êî-

ëè iñíó¹ òàêå T ∈ G∼, ùî T∗
(
t(T1)

)
= s(T2). Ïiäìíîæèíó B ãðóïî¨äà G∼

íàçèâàþòü âíóòðiøíüî ñóìiñíîþ âiäíîñíî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêùî ç

êîìïîíîâíîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè B∪B̂ ç òî÷íiñòþ äîG∼-åêâiâàëåíòíîñòi

âèïëèâà¹ ¨õ çâè÷àéíà êîìïîíîâíiñòü. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ âíóòðiøíüî¨ ñó-

ìiñíîñòi ìíîæèíè B ¹ ðiâíiñòü(
s(B)× t(B)

)
∩ (s× t)

(
GG∼\ Gf

)
= ∅,

ÿêà îçíà÷à¹, ùî íåìà¹ òàêîãî åëåìåíòà ãðóïî¨äà äi¨ GG∼ó ìíîæèíi ç ðiçíè-
ìè ïî÷àòêîì i êiíöåì. ßêùî B ¹ âíóòðiøíüî ñóìiñíîþ ìíîæèíîþ ãðóïî-

¨äà G∼ âiäíîñíî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, òî áóäü-ÿêèé åëåìåíò ãðóïî¨äà G∼

¹ G∼-åêâiâàëåíòíèì êîìïîçèöi¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ìíîæè-

íè B ∪ B̂. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî T ∈ G∼ iñíó¹ n ∈ N ∪ {0}, T0, Tn+1 ∈ GG
∼
i

òàêi T1, . . . , Tn ∈ B ∪ B̂, ùî T = T0 ? T1 ? · · · ? Tn ? Tn+1. ßêùî äîäàòêîâî

ãåíåðóþ÷à ìíîæèíà B ¹ ìiíiìàëüíîþ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi,

òî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ T ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

T̃0 = T0 ? T̆ , T̃n+1 = T −1
n ? · · · ? T −1

1 ? T̆ −1 ? T1 ? · · · ? Tn ? Tn+1

ç äîâiëüíèì T̆ ∈ Gt(T0), ÿêùî n > 0, i ç óìîâîþ Tn+1 = idt(T0), ÿêùî n = 0.

Ìåòîä ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ. Öåé ìåòîä çàïðîïîíîâàíî â ðîáî-

òi [20] ÿê ïîêðàùåíèé âàðiàíò ïðÿìîãî ìåòîäó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Âií

ïîëÿãà¹ ó ñïåöiàëüíîìó ðîçãëÿäi ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîå-

ôiöi¹íòè îïåðàòîðiâ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ñèñòåì ç ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó â

çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ îáìåæåíü íà äîâiëüíi åëåìåíòè θ,

ïîðîäæåíèõ öi¹þ ñèñòåìîþ. Òîìó öåé ïiäõiä ìîæíà ïîøèðèòè íà äîñëiä-

æåííÿ iíøèõ îá'¹êòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç êëàñàìè ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, çîêðåìà çàêîíiâ çáåðåæåííÿ [58], óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi [240]

i ïîðîäæóâàëüíèõ ìíîæèí äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü [301]. Ìåòîä ðîçãàëó-

æåíîãî ðîçùåïëåííÿ ìîæíà âäîñêîíàëèòè ïåâíèìè àëãåáðà¨÷íèìè òåõíi-

êàìè [56,58].
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Ái¹êòèâíi ôóíêòîðè ìiæ ãðóïî¨äàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ içîìîðôiçì

ìiæ ãðóïî¨äîì G∼ i ãðóïî¨äîì åêâiâàëåíòíîñòi G̃∼ êëàñó L̃|S̃ , i ïðè öüî-

ìó ãðóïî¨ä G̃∼ âiäîìèé àáî éîãî ïðîñòiøå çíàéòè, íiæ ãðóïî¨ä G∼. Ïðè
öüîìó êëàñè L|S i L̃|S̃ íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿ-
ìè, àëå îïèñ ãðóïî¨äà G̃∼ ïðèçâîäèòü äî îïèñó ãðóïî¨äà G∼. Öþ òåõíiêó

âïåðøå óñïiøíî çàñòîñîâàíî äëÿ äîñëiäæåííÿ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi

ó ðîáîòi [301] (äèâ. òàêîæ ïiäðîçäië 4.2).

Ãðóïàì Gθ, G∩ i G∼ âiäïîâiäàþòü àëãåáðè Ëi gθ, g∩ i g∼, óòâîðåíi îïå-

ðàòîðàìè ëîêàëüíèõ îäíîïàðìåòðè÷íèõ ïiäãðóï âiäïîâiäíèõ ãðóï, ÿêi íà-

çèâàþòü ìàêñèìàëüíèìè àëãåáðàìè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåì Lθ,
àëãåáðîþ ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï àáî ÿäðîì ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåì ç êëàñó L|S òà àëãåáðîþ åêâiâàëåíòíîñòi êëà-

ñó L|S âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó g∩ = ∩θ∈Sgθ.
Çàäà÷à (ïîâíî¨) ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó L|S ç òî÷íiñòþ äîG∼-

åêâiâàëåíòíîñòi (àáî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi) ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi àëãåáðè
ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï g∩ òà âè÷åðïíîãî ñïèñêóG∼-íååêâiâàëåíòíèõ (àáî G∼-
íååêâiâàëåíòíèõ) çíà÷åíü θ ðàçîì iç ìàêñèìàëüíèìè àëãåáðàìè ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ gθ, äëÿ ÿêèõ gθ 6= g∩.

Äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïî¨äà G∼\GG∼ìiæ ñèñòåìàìè ç êëàñèôi-

êàöiéíîãî ïåðåëiêó, îòðèìàíîãî ç òî÷íiñòþ äîG∼-åêâiâàëåíòíîñòi, íàçèâà-

þòü äîäàòêîâèì ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Äîïîâíåííÿ ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨, âèêîíàíî¨ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, óñiìà äîäàòêî-

âèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ïðèçâîäèòü äî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.
Áóäü-ÿêà âåðñiÿ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïåðåäáà-

÷à¹ êëàñèôiêàöiþ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ïåâíèõ ïiäàëãåáð, ùî

ìiñòÿòüñÿ â îáîëîíöi g〈 〉 := 〈gθ, θ ∈ S〉. Åôåêòèâíiñòü àëãåáðà¨÷íîãî ìå-

òîäó çàëåæèòü âiä äîäàòêîâèõ óìîâ, íàêëàäåíèõ íà êëàñ L|S , çîêðåìà,
íàñêiëüêè îáîëîíêà g〈 〉 ñóìiñíà ç G∼-åêâiâàëåíòíiñòþ [54, � 12]. Íîðìà-

ëiçîâàíi êëàñè ¹ íàéáiëüø çðó÷íèìè äëÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ àëãåáðà-



68

¨÷íèì ìåòîäîì. ßêùî êëàñ L|S íîðìàëiçîâàíèé, òî g〈 〉 ⊆ $∗g
∼, i ïîâíå

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ íüîãî âèïëèâà¹ ç êëàñèôi-

êàöi¨ ïiäõîäÿùèõ ïiäàëãåáð g∼, ÷è¨ ïiäíÿòòÿ ïåðåòâîðåííÿì $ ¹ ìàêñè-

ìàëüíèìè àëãåáðàìè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåì êëàñó L|S . Îñêiëüêè
â òàêîìó âèïàäêó G∼-åêâiâàëåíòíiñòü ñïiâïàäà¹ iç G∼-åêâiâàëåíòíiñòþ,
i äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ âèïàäêàìè êëàñèôiêàöi¨,

âèêîíàíî¨ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi íå âèíèêà¹.

Öå òàêîæ ñïðàâåäëèâî, ÿêùî êëàñ L|S ¹ íàïiâíîðìàëiçîâàíèì âiäíîñ-

íî ïiäãðóïè H ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ i ñiì'¨ ïiäãðóï NS ãðóï òî÷êî-

âî¨ ñèìåòði¨, i äîäàòêîâî ïiäãðóïà H i ñiì'ÿ NS âiäîìi. Ó öüîìó âèïàä-

êó êëàñ L|S íàçèâàþòü âèçíà÷åíî íàïiâíîðìàëiçîâàíèì. Òîäi ïîøóê G∼-
íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð g∼ â àëãåáðà¨÷íîìó ìåòîäi ìîæíà çàìiíèòè íà

ïîøóê H-íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð iíôiíiòåçèìàëüíîãî âiäïîâiäíèêà h

ïiäãðóïè H [198]. Íàïiâíîðìàëiçîâàíiñòü êëàñó L|S ùîíàéìåíøå ãàðàí-

òó¹, ùî ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó L|S ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi

ñïiâïàäà¹ ç êëàñèôiêàöi¹þ öüîãî êëàñó ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.
ßêùî êëàñ L|S ¹ íåíîðìàëiçîâàíèì, òî äåÿêi âèïàäêè ðîçøèðåíü ëi-

¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â öüîìó êëàñi íå ïîâ'ÿçàíi ç ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè åêâi-

âàëåíòíîñòi g∼ öüîãî êëàñó.
Îçíà÷åííÿ 1.4. Ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi gθ ñèñòå-

ìè Lθ ç êëàñó L|S íàçèâàþòü ðåãóëÿðíîþ â öüîìó êëàñi, ÿêùî iñíó¹ òàêà

ïiäàëãåáðà s àëãåáðè g∼, ùî gθ = $∗s, i ñèíãóëÿðíîþ â êëàñi L|S â iíøîìó
âèïàäêó.

ßêùî gθ = g∩, òî ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi gθ
¹ ðåãóëÿðíîþ â êëàñi L|S îñêiëüêè g∩ ⊆ $∗g

∼. Ïðîäîâæåííÿ àëãåáðè

ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï g∩ íà çìiííi u(r) i äîâiëüíi åëåìåíòè θ [102] ïðèðîäíî

âêëàäà¹òüñÿ â àëãåáðó åêâiâàëåíòíîñòi g∼. ßêùî gθ 6= g∩ i gθ � ðåãóëÿð-

íà (âiäïîâiäíî, ñèíãóëÿðíà) ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

äëÿ ïåâíî¨ ñèñòåìè êëàñó L|S , òî ïàðó, ÿêó ñêëàäàþòü çíà÷åííÿ íàáîðó

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ i àëãåáðà ñèìåòði¨ gθ, íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèì (ñèíãó-

ëÿðíèì) ðîçøèðåííÿì ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï g∩ ó öüîìó êëàñi.
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Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ç ìíîæèí ðåãóëÿðíèõ i ñèíãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ îêðåìî ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî äi¨ ãðóïè åêâiâàëåíò-

íîñòi G∼, àëå íå âiäíîñíî äi¨ G∼. Iíøèìè ñëîâàìè, ðåãóëÿðíi ðîçøèðåí-

íÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ G∼-íååêâiâàëåíòíi ñèíãóëÿðíèì, àëå ìîæóòü áóòè

G∼-åêâiâàëåíòíi íèì (äèâ., íàïðèêëàä, çàóâàæåííÿ 4.14). Öå òàêîæ îçíà-

÷à¹, ùî ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ñèñòåìè Lθ ç äîâiëüíèìè åëåìåí-

òàìè θ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó s−1(θ) 6= s−1(θ)∩GG∼ àáî, åêâiâàëåíòíî,
t−1(θ) 6= t−1(θ)∩GG∼ (òîáòî äëÿ ñèñòåìè, ùî ¹ ïî÷àòêîì àáî êiíöåì äîïó-

ñòèìîãî ïåðåòâîðåííÿ, íå ïîðîäæåíîãî ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi â

êëàñi L|S) òàêîæ ìîæå áóòè ðåãóëÿðíèì. Çîêðåìà, öå ìà¹ ìiñöå ó âèïàä-

êó, êîëè ôàêòîð-ìíîæèíà ìíîæèíè s−1(θ) ïî âiäíîøåííþ åêâiâàëåíòíîñòi

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü t-G∼ ¹ äèñêðåòíîþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 1.4, çàïðîïîíîâàíî ïðîöåäóðó ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ äëÿ íåíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó L|S äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ó ðàìêàõ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ êðîêiâ:

1. Îïèñ ãðóïî¨äó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó L|S ç òî÷íiñòþ äî G∼-

åêâiâàëåíòíîñòi, íàïðèêëàä, ÷åðåç ïîáóäîâó ãåíåðóþ÷î¨ ìíîæèíè B
äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Ïîäàëüøèé ðîçãëÿä ñïðîùó¹òüñÿ, ÿêùî

ìíîæèíà B ¹ ìiíiìàëüíîþ i âíóòðiøíüî ñóìiñíîþ âiäíîñíî G∼-

åêâiâàëåíòíîñòi.

2. Êëàñèôiêàöiÿ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

ñèñòåì Lθ ç θ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó s−1(θ) 6= s−1(θ) ∩ GG∼ àáî

t−1(θ) 6= t−1(θ)∩GG∼. Öå äà¹ ïîâíèé ñïèñîê G∼-íååêâiâàëåíòíèõ ðîç-
øèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi L|S , ùî ¹ ñèíãóëÿðíèìè àáî ðåãó-

ëÿðíèìè, àëå ïîâ'ÿçàíèìè ç iíøèìè ðîçøèðåííÿìè ëi¨âñüêî¨ ñèìåò-

ði¨, ùî íàëåæàòü G∼ \ GG∼. Íà öüîìó êðîöi ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿê

ïðÿìèé, òàê i àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨.

3. Âèêîíàííÿ (ïîâíî¨) ïîïåðåäíüî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó L|S .
Îïòèìiçîâàíà âåðñiÿ òàêî¨ êëàñèôiêàöi¨ âêëþ÷à¹ êëàñèôiêàöiþ êàí-

äèäàòiâ íà ïiäõîäÿùi ïiäàëãåáðè àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼ ç òî÷-
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íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi i ïîáóäîâó, ÿêùî öå ìîæëèâî, ñèñòåì

iç êëàñó L|S , ùî äîïóñêàþòü ïðî¹êöi¨ çíàéäåíèõ êàíäèäàòiâ çà äî-

ïîìîãîþ $∗ ó ÿêîñòi ñâî¨õ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi. Äëÿ êî-

æíî¨ îäåðæàíî¨ ñèñòåìè âèáèðà¹ìî êàíäèäàòà, ùî ¹ ìàêñèìàëüíèì

çà âêëþ÷åííÿì. Òàêèé êàíäèäàò çàâæäè iñíó¹.

4. Îá'¹äíàííÿ ïåðåëiêiâ, îòðèìàíèõ íà êðîêàõ 2 i 3, òà âèêëþ÷åí-

íÿ ïîâòîðåíü ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi äàþòü ïîâíèé ñïè-

ñîê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi L|S ç òî÷íiñòþ äî G∼-
åêâiâàëåíòíîñòi.

5. Ðîçøèðåííÿ ÷àñòèíè îòðèìàíîãî íà êðîöi 4 ïåðåëiêó, ùî ñòîñó¹òüñÿ

âèïàäêiâ ç êðîêó 2, êîìïîçèöiÿìè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ç ìíîæè-

íè B ç òî÷íiñòþ äîG∼-åêâiâàëåíòíîñòi. Öå äà¹ ïîâíèé ïåðåëiê ðîçøè-

ðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi L|S ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

Âñi ìîæëèâi äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ âèïàäêàìè

öüîãî ïåðåëiêó ïîðîäæåíî åëåìåíòàìè ç ìíîæèíè B ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

Ïîðÿäîê êðîêiâ àáî íàâiòü îêðåìèõ îïåðàöié ìîæå çìiíþâàòèñü ó çà-

ëåæíîñòi âiä êîíêðåòíîãî êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ òåõíiêè ïðîäåìîíñòðîâàíî â ïiäðîçäiëi 4.2.
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Ðîçäië 2

Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi â ãðóïîâîìó àíàëiçi

íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

äðóãîãî ïîðÿäêó

Åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â ðîçìiðíîñòi 1+1 ìîäåëþþòü ÷è-

ìàëî ôiçè÷íèõ i áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ òà âèíèêàþòü ó íàéðiçíîìàíiòíiøèõ

ãàëóçÿõ íàóêè, çîêðåìà ó êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ [108, ñ. 294�341], ôiçèöi íà-

íîäðîòîâèõ ïðèñòðî¨â i íàïiâïðîâiäíèêiâ [95], ïîïóëÿöiéíié ãåíåòèöi [221].

Ìîäåëüíi ðiâíÿííÿ, ùî çóñòði÷àþòüñÿ ó çàñòîñóâàííÿõ, ÷àñòî ìiñòÿòü

ñòàëi àáî ôóíêöiîíàëüíi ïàðàìåòðè, à îòæå ñêëàäàþòü êëàñè ðiâíÿíü.

Âàæëèâîþ çàäà÷åþ ¹ äîñëiäæåííÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé òà-

êèõ êëàñiâ, à ñàìå îïèñ íåâèðîäæåíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ìiæ ÷ëåíà-

ìè êëàñó. ßêùî äâi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîâ'ÿçàíi òàêèì

ïåðåòâîðåííÿì, òî ¨õ íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè àáî ïîäiáíèìè [23]. Âiä-

ïîâiäíî ¹ åêâiâàëåíòíèìè ìiæ ñîáîþ ïðîñòîðè ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðå-

æåííÿ, ñèìåòði¨ ðiçíèõ òèïiâ i ñiì'¨ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ñèñòåì.

Çîêðåìà, ìåòîä åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ç

âiäîìèõ ðîçâ'ÿçêiâ åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè [299,300,302]. Âèêîðèñòàííÿ äî-

ïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî ñïðîñòèòè êëàñèôiêàöiéíi çàäà÷i

ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [198, 242, 261, 299, 300, 302],

çîêðåìà êëàñèôiêàöi¨ ðiçíèõ òèïiâ ñèìåòðié, ïîáóäîâó ëîêàëüíèõ çàêî-

íiâ çáåðåæåííÿ i òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à òàêîæ äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâíî-

ñòi [78, 172, 192, 313]. Òàêîæ âàæëèâî, ùî íîðìàëiçîâàíi êëàñè ìàþòü

ïðîñòiøi òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi òà ¹ çðó÷íiøèìè äëÿ äîñëiäæåí-

íÿ. Îòæå, âàæëèâèìè çàäà÷àìè ãðóïîâîãî àíàëiçó, îêðiì áåçïîñåðåäíüîãî
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ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ïîøóêó ðiçíèõ òèïiâ ñèìåòðié

òà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ¹ òàêîæ ïîáóäîâà ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëà-

ñiâ ðiâíÿíü, ùî ¹ öiêàâèìè äëÿ çàñòîñóâàíü, òà äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòi

íîðìàëiçîâàíîñòi òàêèõ êëàñiâ.

Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

¹ êëàñèôiêàöiÿ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [175]. Ó âè-

ïàäêó ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié öþ çàäà÷ó íàçèâàþòü êëàñèôiêàöi¹þ îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨. Îïåðàòîð ðåäóêöi¨ (1+1)-âèìiðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç íåçàëåæíèìè çìiííèìè t, x i çàëåæíîþ çìií-

íîþ u � öå òàêèé ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïåðøîãî ïîðÿäêó

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u ç (τ, ξ) 6= (0, 0), ùî çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ óìîâè iíâàðiàíòíî¨ ïîâåðõíiQ[u] := η−τut−ξux = 0

¹ àíçàöîì, ÿêèé ðåäóêó¹ êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ çìiííèõ íà îäíó çìiííó. Ó

âèïàäêó (1+1)-âèìiðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè âiäáóâà¹òüñÿ ðåäóêöiÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Àëãîðèòìi÷íèé ìåòîä ðåäóêöi¨ ¹ äi¹âèì iíñòðóìåíòîì ïîøóêó òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè, çàãàëüíî¨ òåîði¨ iíòåãðóâàííÿ ÿêèõ íå iñíó¹. Íàéâiäîìiøèìè ìåòîäàìè

ðåäóêöi¨ ¹ ìåòîä ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨, ùî ïîõîäèòü ç ðîáiò Ñ. Ëi, i íåêëà-

ñè÷íèé ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòàõ [61, 68]. Êðèòåðié íåêëàñè÷íî¨

iíâàðiàíòíîñòi âïåðøå ñôîðìóëüîâàíî ó ðîáîòi Â.I. Ôóùè÷à é I.Ì. Öè-

ôðè [118], òåîðiþ ñèíãóëÿðíèõ i ðåãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ðîçâèíóòî

â [75]. Íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ òàêîæ íàçèâàþòü íåêëàñè÷íèìè ñè-

ìåòðiÿìè [236], óìîâíèìè ñèìåòðiÿìè [203], à òàêîæ Q-óìîâíèìè ñèìå-

òðiÿìè [33] (äèâ. îãëÿä [194], à òàêîæ ñòàòòi [115,116,119,132,230,237,331]

i ìîíîãðàôiþ [88]).

Iñíó¹ òàêîæ ïðÿìèé ìåòîä ðåäóêöi¨, ùî ïåðåäáà÷à¹ áåçïîñåðåäíþ ïiä-

ñòàíîâêó àíçàöó â ðiâíÿííÿ [29, 92]. Ó ðîáîòàõ [75, 343] çàïðîïîíîâàíî

ñòðîãå îçíà÷åííÿ ðåäóêöi¨ òà äîâåäåíî, ùî íàéáiëüø çàãàëüíèé ïðÿìèé

ìåòîä ðåäóêöi¨ åêâiâàëåíòíèé ìåòîäó íåêëàñè÷íî¨ (óìîâíî¨) ðåäóêöi¨ [75].
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Îòæå, âèíèêà¹ çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ âàæëèâèõ

ó çàñòîñóâàííÿõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè. Ãîëîâíà ïåðåâàãà ëi¨âñüêîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèçíà÷àëüíi

ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íòè ëi¨âñüêèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ¹ ëiíiéíèìè. Òîìó

ïîáóäîâà îïåðàòîðiâ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ ôiêñîâàíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ðóòèí-

íîþ çàäà÷åþ, ÿêó â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè iç âèêîðèñòàí-

íÿì ïàêåòiâ ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü, íàïðèêëàä ïàêåòó GEM [89, 90] àáî

êîìàíäè In�nitesimals ïàêåòó PDEtools ïðîãðàìè Maple. Íà æàëü, çàäà-

÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ÿêi ñòîñóþòüñÿ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè iç âèêîðèñòàííÿì ïàêåòiâ ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü òiëüêè

äëÿ íàéïðîñòiøèõ êëàñiâ. Áiëüøiñòü êëàñiâ ïîòðåáó¹ çàñòîñóâàííÿ òàêèõ

ìåòîäiâ ñó÷àñíîãî ãðóïîâîãî àíàëiçó, ÿê êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåí-

òiâ êëàñó, âèêîðèñòàííÿ ïåðåòâîðåíü ç óçàãàëüíåíèõ òà ðîçøèðåíèõ ãðóï

åêâiâàëåíòíîñòi, ìåòîäó ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè, ìåòîä ðîçáèòòÿ íà íîð-

ìàëiçîâàíi ïiäêëàñè òà iíøèõ (äèâ., íàïðèêëàä, [195,242,258,309,311]).

Êëàñèôiêàöiÿ íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ¹ ñêëàäíiøîþ çàäà÷åþ,

îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ ¹ íåëiíiéíèìè. Ðîçðiçíÿ-

þòü ðåãóëÿðíi é ñèíãóëÿðíi íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨. Çàäà÷à âiäøó-

êàííÿ ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü ¹ �no-go� ïðîáëåìîþ, îñêiëüêè âîíà çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ âè-

õiäíîãî ðiâíÿííÿ, òîìó çàçâè÷àé ðîçãëÿä îáìåæóþòü ðåãóëÿðíèìè íåêëà-

ñè÷íèìè îïåðàòîðàìè ðåäóêöi¨ [75,117,193,253,255,341]. Àëå, çâàæàþ÷è íà

íåëiíiéíiñòü âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, íàâiòü ðåãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ¹

ñêëàäíèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ. �õ âàæêî îïèñàòè íàâiòü äëÿ ôiêñîâàíèõ ðiâ-

íÿíü, íå êàæó÷è ïðî êëàñè ðiâíÿíü. Âiäîìèìè ¹ êëàñèôiêàöi¨ ðåãóëÿðíèõ

íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ êëàñiâ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ç íåëiíiéíèì

äæåðåëîì ut = uxx+f(u) [25,32,46,93], íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨

ut = (D(u)ux)x + f(u) äëÿ ñòåïåíåâèõ òà åêñïîíåíöiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ

äèôóçi¨ [45], íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ôiëüòðàöi¨ ut = f(ux)uxx [265], ðiâíÿíü

Ãàêñëi çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut = uxx + k(x)u2(1 − u) [77, 167], à
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òàêîæ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà ut = uux + f(t, x)uxx [248] (äèâ.

òàêîæ êëàñè, ðîçãëÿíóòi â [87,88]).

Öåé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ïîøóêó ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi

òà êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ òà íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ â êëàñàõ

(1+1)- i (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 äîñëiäæåíî òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi çàãàëüíîãî

êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó

ut = H(t, x, u, ux, uxx), Huxx 6= 0, òà ïîáóäîâàíî ëàíöþæîê éîãî âêëàäåíèõ

íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ. Çíàéäåíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi öèõ ïiäêëà-

ñiâ. Îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëåíî âàæëèâîìó äëÿ çàñòîñóâàíü êëàñó ðiâíÿíü

òèïó ðåàêöi¨�äèôóçi¨�êîíâåêöi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç åêñïîíåíöiàëü-

íèìè íåëiíiéíîñòÿìè f(x)ut = (g(x)enuux)x + h(x)emu âèêîíàíî ó ïiä-

ðîçäiëi 2.2. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó âè÷åðïíî îïèñàíî ÷åðåç

ðîçáèòòÿ íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè é ìàêñèìàëüíi óìîâíi ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi. Äîñëiäæåíî ãðàíè÷íi ïåðåõîäè (êîíòðàêöi¨) ìiæ ðiâíÿííÿìè

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi ñòåïåíåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè i òàêèìè ñàìèìè ðiâíÿí-

íÿìè ç åêñïîíåíöiàëüíèìè íåëiíiéíîñòÿìè, à òàêîæ ìiæ ¨õ àëãåáðàìè ëi-

¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, âiäïîâiäíèìè ëi¨âñüêèìè àíçàöàìè, òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè

òà çàêîíàìè çáåðåæåííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ïðîêëàñèôiêîâàíî çàêîíè çáåðåæåííÿ i ïîòåíöiàëüíi

ñèìåòði¨ ðiâíÿíü äèôóçi¨ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi ut = ((un)x + f(x)um)x .

Êëàñ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Ôiøåðà ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹í-

òàìè ut = b(t)uxx+a(t)u(1−u), ab 6= 0, äîñëiäæåíî ç òî÷êè çîðó ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ â ïiäðîçäiëi 2.4. Çíàéäåíî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi òà âèêîíàíî

âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ öüîãî êëàñó. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ïîáóäîâàíî

çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ åêâiâàëåíòíîñòi é âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè.

Êëàñ ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ, ut = a2(t)uxx + b(t)u− c(t)u3,

ac 6= 0, ÿêi òàêîæ íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèìè ðiâíÿííÿìè Ôiøåðà àáî ðiâ-

íÿííÿìè Íüþåëà�Âàéòõåäà, äîñëiäæåíî ç òî÷êè çîðó ëi¨âñüêî¨ é �íåêëà-



75

ñè÷íî¨ � ñèìåòði¨ â ïiäðîçäiëi 2.5. Âèêîíàíî êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ i ðå-

ãóëÿðíèõ íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨. Âè÷åðïíî îïèñàíî äîïóñòè-

ìi ïåðåòâîðåííÿ êëàñó. Çíàéäåíî êðèòåðié çâiäíîñòi ðiâíÿíü Íüþåëà�

Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè äî ïîäiáíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïîáóäîâàíî øèðîêi ñiì'¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿíü

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç öüîãî êëàñó.

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 âèêîíàíî ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ äâîõ êëàñiâ óçàãàëüíå-

íèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà. Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó óçàãàëüíå-

íèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà çi çìiííîþ â'ÿçêiñòþ ut + a(un)x = g(t)uxx, ag 6= 0,

n > 2, çàñòîñîâàíî äî ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü, à

òàêîæ äëÿ îòðèìàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Áþðãåðñà ç ëiíiéíèì óïîâiëüíåííÿì i çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòà-

ìè ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî ìåòîä

åêâiâàëåíòíîñòi, çàïðîïîíîâàíèé ó [299].

Ïiäðîçäië 2.7 ïðèñâÿ÷åíî ãðóïîâîìó àíàëiçó êëàñó (2+1)-âèìiðíèõ íå-

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà ut = f(t)uyy−g(t)[K(u)]x , fgKuu 6= 0. Êëà-

ñèôiêàöiéíi ñïèñêè îòðèìàíî äëÿ äâîõ ìîæëèâèõ êàëiáðóâàíü äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ. Ïîêàçàíî, ùî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó é, çîêðåìà, ¨¨ òèï

ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âèáîðó îïòèìàëüíîãî êàëiáðóâàííÿ.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [5,6,166,224,249,302,

305,316].

2.1. Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñiâ (1+1)-âèìiðíèõ

íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî

ïîðÿäêó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàãàëüíèé êëàñ (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó

ut = H(t, x, u, ux, uxx), Huxx 6= 0, (2.1)
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òà äîñëiäæåíî éîãî òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi. Ïîáóäîâàíî ëàíöþæîê

âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ öüîãî êëàñó òà çíàéäåíî âiäïîâiäíi

ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî êëàñè óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨, ùî ¹ ïiäêëàñàìè êëàñó (2.1), àëå ïðè öüîìó íå ¹ íîðìà-

ëiçîâàíèìè. Ïîáóäîâàíî ¨õ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi.

2.1.1. Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Äîáðå âi-

äîìî, ùî áóäü-ÿêå íåâèðîäæåíå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ T ìiæ ðiâíÿííÿ-

ìè ut = H i ũt̃ = H̃ ç êëàñó (2.1) ìà¹ âèä t̃ = T (t), x̃ = X(t, x, u),

ũ = U(t, x, u), çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Tt(XxUu −XuUx) 6= 0 i ïðîäîâæó¹òüñÿ

íà ÷àñòèííi ïîõiäíi çà ëàíöþãîâèì ïðàâèëîì:

ũt̃ =
DtUDxX −DxUDtX

TtDxX
, ũx̃ =

DxU

DxX
, ũx̃x̃ =

1

DxX
Dx

(
DxU

DxX

)
,

äåDt = ∂t+ut∂u+utt∂ut+utx∂ux+. . . ,Dx = ∂x+ux∂u+utx∂ut+uxx∂ux+. . . �

îïåðàòîðè ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ çà çìiííèìè t, x [182, 184]. Íîðìàëiçîâàíiñòü

êëàñó (2.1) âñòàíîâëåíî â ðîáîòi [263].

Òåîðåìà 2.1 ( [263]). Êëàñ (2.1) ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u), (2.2)

H̃ =
XxUu −XuUx

TtDxX
H +

UtDxX −XtDxU

TtDxX
, (2.3)

äå Tt(XxUu −XuUx) 6= 0.

Òóò i äàëi âñi ôóíêöi¨ ¹ äîâiëüíèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè ñâî¨õ àð-

ãóìåíòiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ëèøå ÿâíî âêàçàíi äîäàòêîâi óìîâè. Ïiä-

êëàñ êâàçiëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ìîæíà âèîêðåìèòè ç óñüîãî êëà-

ñó (2.1) óìîâîþ Huxxuxx = 0, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî â öüîìó âèïàäêó ìîæíà

ðåïàðàìåòðèçóâàòè êëàñ (2.1), áåðó÷è äâi iíøi ôóíêöi¨ ÿê äîâiëüíi åëå-

ìåíòè. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.2. Êëàñ êâàçiëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó

ut = G(t, x, u, ux)uxx + F (t, x, u, ux), G 6= 0, (2.4)

¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi óòâî-

ðþþòü íåâèðîäæåíi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ, äå êîìïîíåíòè äëÿ çìiííèõ

ìàþòü âèãëÿä (2.2), à äîâiëüíi åëåìåíòè ïåðåòâîðþþòüñÿ òàêèì ÷è-

íîì:

G̃ =
(DxX)2

Tt
G, F̃ =

XxUu −XuUx
TtDxX

F +
UtDxX −XtDxU

TtDxX

+
(Xxx + 2Xxuux +Xuuu

2
x)DxU − (Uxx + 2Uxuux + Uuuu

2
x)DxX

TtDxX
G.

Îñêiëüêè DxX = Xx + Xuux, ç âèãëÿäó êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåíü äëÿ

äîâiëüíîãî åëåìåíòà G âèïëèâà¹, ùî Xu = 0, ÿêùî G íå çàëåæèòü âiä ux.

Äîâåäåíî áiëüø ñòðîãå òâåðäæåííÿ, íiæ ëåìà 1, íàâåäåíà â ðîáîòi [162].

Òåîðåìà 2.3. Êëàñ ðiâíÿíü

ut = G(t, x, u)uxx + F (t, x, u, ux), G 6= 0, (2.5)

¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi ñêëà-

äàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U(t, x, u), G̃ =
X2
x

Tt
G, (2.6)

F̃ =
Uu
Tt
F +

UtXx−XtDxU

TtXx
+
XxxDxU−(Uxx+2Uxuux+Uuuu

2
x)Xx

TtXx
G,

äå TtXxUu 6= 0.

Âàæëèâèì ïiäêëàñîì êëàñó (2.5) ¹ ïiäêëàñ, äå ôóíêöiÿ F ¹ ïîëiíîìîì

ñòåïåíÿ n çà çìiííîþ ux. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4. Êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = G(t, x, u)uxx +
n∑
k=0

F k(t, x, u)ukx, G 6= 0, (2.7)
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äå n ≥ 2, ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíò-

íîñòi ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ, äå êîìïîíåíòè äëÿ çìiííèõ t, x, u i äî-

âiëüíîãî åëåìåíòà G ìàþòü âèãëÿä (2.6), à êîìïîíåíòè äëÿ äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ F k, k = 0, . . . , n, ¹ ðîçâ'ÿçêàìè àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü,

ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ n i âèíèêà¹ ïiñëÿ

ðîçùåïëåííÿ ðiâíÿííÿ
n∑
k=0

F̃ k

(
Uu
Xx

ux +
Ux
Xx

)k
=

1

TtXx

[
XxUu

n∑
k=0

F kukx + UtXx −XtDxU

+
(
XxxDxU − (Uxx + 2Uxuux + Uuuu

2
x)Xx

)
G
]
.

çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè ux.

Äëÿ ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü n óñi ôîðìóëè ïåðåòâîðåíü äîâiëüíèõ åëå-

ìåíòiâ ìîæíà âèïèñàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âàæëèâi

âèïàäêè, êîëè äîâiëüíèé åëåìåíò F â êëàñi (2.5) ¹ êâàäðàòè÷íîþ àáî ëi-

íiéíîþ ôóíêöi¹þ çà çìiííîþ ux, òîáòî ðiâíÿííÿ (2.7) ç n = 2 òà n = 1.

Òåîðåìà 2.5. Êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = G(t, x, u)uxx + F 2(t, x, u)u2
x + F 1(t, x, u)ux + F 0(t, x, u), (2.8)

äå G 6= 0, ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíò-

íîñòi ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U(t, x, u), TtXxUu 6= 0,

G̃ =
X2
x

Tt
G, F̃ 2 =

X2
x

TtU 2
u

(
UuF

2 − UuuG
)
, F̃ 1 =

1

TtUu

[
XxUuF

1

+ 2
XxUx
Uu

(UuuG− UuF 2)−XtUu + (XxxUu − 2UxuXx)G

]
,

F̃ 0 =
1

Tt

[
U 2
x

Uu
F 2−UxF 1+UuF

0+Ut+

(
2
Ux
Uu
Uxu − Uxx −

U 2
x

U 2
u

Uuu

)
G

]
.

Ðîçãëÿíåìî ïiäêëàñ êëàñó (2.8), ÿêèé âèîêðåìëåíî óìîâîþ F 2 = 0.

Éîãî ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi íîðìàëi-
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çîâàíîãî êëàñó (2.8). Îáìåæåííÿ íà ïåðåòâîðåííÿ çíàõîäèìî, ïîêëàäàþ-

÷è F̃ 2 = 0 i F 2 = 0 ó âiäïîâiäíié ôîðìóëi, íàâåäåíié ó òåîðåìi 2.5. Öå

ïðèçâîäèòü äî óìîâè Uuu = 0. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.6. Êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = G(t, x, u)uxx + F 1(t, x, u)ux + F 0(t, x, u), G 6= 0, (2.9)

¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi óòâî-

ðþþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U 1(t, x)u+ U 0(t, x), TtXxU
1 6= 0, (2.10)

G̃ =
X2
x

Tt
G, F̃ 1 =

1

TtU 1

(
XxU

1F 1 −XtU
1 + (XxxU

1 − 2U 1
xXx)G

)
,

F̃ 0 =
1

Tt

[
U 1F 0 − (U 1

xu+ U 0
x)F 1 + U 1

t u+ U 0
t

+

(
2
U 1
x

U 1
(U 1

xu+ U 0
x)− U 1

xxu− U 0
xx

)
G

]
.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ïiäêëàñ êëàñó (2.8), äëÿ ÿêîãî óìîâà Uuu = 0 òà-

êîæ âiðíà äëÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Öå ïiäêëàñ, âèîêðåìëåíèé óìî-

âîþ F 2 = Gu, âèãëÿäó

ut = (G(t, x, u)ux)x +K(t, x, u)ux + P (t, x, u), G 6= 0. (2.11)

Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.11) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ut = Guxx +Guu
2
x + (Gx +K)ux + P,

äå çâ'ÿçêè ìiæ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè öüîãî êëàñó òà êëàñó (2.8) çàäàþ-

òüñÿ ôîðìóëàìè F 2 = Gu, F 1 = Gx+K, F 0 = P . Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ç êëà-

ñó (2.11) ìiñòÿòü ïîõiäíi äîâiëüíîãî åëåìåíòà G, âîíè ïðèðîäíî âèíèêà-

þòü ó êîìïîíåíòàõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ.

Òàêó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ââàæàòè çâè÷àéíîþ, ÿêùî ðîçøèðèòè

íàáið äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ïîõiäíèìè Gu, Gx i ïðîäîâæèòè ïåðåòâîðåííÿ
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ç ãðóïè íà öi íîâi äîâiëüíi åëåìåíòè

G̃x̃ =
Xx

Tt
Gx + 2

Xxx

Tt
G, G̃ũ =

X2
x

TtU 1
Gu.

Öå ëåãêî ïîÿñíèòè, ÿêùî çîáðàçèòè êëàñ (2.11) ó âèãëÿäi

ut = Guxx +G1u2
x + (G2 +K)ux + P

ç äîäàòêîâèìè äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè G1 = Gu, G
2 = Gx. Äëÿ òàêîãî

ðåïàðàìåòðèçîâàíîãî êëàñó ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âæå íå ìiñòÿòü

ïîõiäíi äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ.

Òåîðåìà 2.7. Êëàñ (2.11) ïiñëÿ ðåïàðàìåòðèçàöi¨ ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó

çâè÷àéíîìó ñåíñi. Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U 1(t, x)u+ U 0(t, x), TtXxU
1 6= 0,

G̃ =
X2
x

Tt
G, K̃ =

Xx

Tt

[
K −

(
Xxx

Xx
+ 2

U 1
x

U 1

)
G− 2(U 1

xu+ U 0
x)
Gu

U 1
− Xt

Xx

]
,

P̃ =
1

Tt

[
U 1P +

(U 1
xu+U 0

x)2

U 1
Gu − (U 1

xu+ U 0
x)(Gx+K) + U 1

t u+ U 0
t

+

(
2
U 1
x

U 1
(U 1

xu+ U 0
x)− U 1

xxu− U 0
xx

)
G

]
.

Ïiäêëàñ êëàñó (2.11), âèîêðåìëåíèé óìîâîþ K = 0, ìà¹ âèãëÿä

ut = (G(t, x, u)ux)x + P (t, x, u), G 6= 0. (2.12)

Öåé êëàñ íå ¹ íîðìàëiçîâàíèì íà âiäìiíó âiä óñiõ êëàñiâ, ðîçãëÿíóòèõ äî

öüîãî. Îáìåæåííÿ íà âèãëÿä äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi (2.11) ìîæ-

íà îòðèìàòè, ÿêùî ïîêëàñòè K = 0 i K̃ = 0 â ïåðåòâîðåííÿõ, íàâåäåíèõ

ó òåîðåìi 2.7. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

2

(
U 1
x

U 1
u+

U 0
x

U 1

)
Gu +

(
Xxx

Xx
+ 2

U 1
x

U 1

)
G+

Xt

Xx
= 0.

Ïîäàëüøi îáìåæåííÿ íà ôóíêöi¨ X, U 1, U 0 çàëåæàòü âiä çíà÷åíü ôóíê-

öi¨ G. ßêùî öÿ ôóíêöiÿ íå çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (au+b)Gu+cG+d = 0,
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äå a, b, c, d � ôóíêöi¨, ùî çàëåæàòü âiä t i x, òî òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ìiæ

ðiâíÿííÿìè ç öüîãî êëàñó çàäîâîëüíÿþòü óìîâèXt = Xxx = U 1
x = U 0

x = 0,

à òàêèé ïiäêëàñ êëàñó (2.12) ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Äîâå-

äåíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.8. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.12) ¹ çâè÷àéíîþ i ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = U 1(t)u+ U 0(t), TtU
1δ1 6= 0,

G̃ =
δ2

1

Tt
G, P̃ =

1

Tt

(
U 1P + U 1

t u+ U 0
t

)
.

Ïîâíèé îïèñ ãðóïî¨äà åêâiàëåíòíîñòi â íåíîðìàëiçîâàíîìó êëàñi (2.12)

ïîòðåáó¹ äîäàòêîâîãî äîñëiäæåííÿ.

Êëàñè åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì áiëÿ ut ÷àñòî âè-

íèêàþòü ó çàñòîñóâàííÿõ. Òîìó ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿíü (2.11)

âèãëÿäó

S(t, x)ut = (G(t, x, u)ux)x +K(t, x, u)ux + P (t, x, u), SG 6= 0. (2.13)

Çîêðåìà, ïiäêëàñàìè öüîãî êëàñó ¹ ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

f(x)ut = (g(x)A(u)ux)x + h(x)B(u), fgA 6= 0, (2.14)

òà ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

f(x)ut = (g(x)A(u)ux)x + h(x)B(u)ux, fgA 6= 0. (2.15)

Ðiâíÿííÿ ç öèõ êëàñiâ ìîäåëþþòü áàãàòî ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ òà áiîëîãi-

÷íèõ ïðîöåñiâ ðåàëüíîãî ñâiòó. Ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó (2.15)

âèêîíàíî ó ðîáîòàõ [159,162�165].

Õî÷à êîåôiöi¹íò S(t, x) ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè â îäèíèöþ ñiì'¹þ òî÷-

êîâèõ ïåðåòâîðåíü

t̃ = t, x̃ =
∫ x
x0
S(t, y) dy, ũ = u,

êëàñ (2.13) ðîçãëÿíóòî îêðåìî, îñêiëüêè éîãî òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâî-

ñòi ¹ ñêëàäíiøèìè, íiæ ó êëàñó (2.11). Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.9. Áóäü-ÿêå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ äâîìà ðiâíÿííÿ-

ìè ç êëàñó (2.13) ìà¹ âèãëÿä (2.10). Òîäi âiäïîâiäíi äîâiëüíi åëåìåíòè

ïîâ'ÿçàíi ôîðìóëàìè

K̃+G̃x̃

S̃
=
Xx

TtS

[
K+Gx+

(
Xxx

Xx
−2

U 1
x

U 1

)
G−2(U 1

xu+U 0
x)
Gu

U 1
−Xt

Xx
S

]
,

G̃

S̃
=
X2
x

Tt

G

S
,

P̃

S̃
=

1

TtS

[
U 1P +

(U 1
xu+ U 0

x)2

U 1
Gu + (U 1

t u+ U 0
t )S

+

(
2
U 1
x

U 1
(U 1

xu+ U 0
x)− U 1

xxu− U 0
xx

)
G− (U 1

xu+ U 0
x)(K +Gx)

]
.

Áà÷èìî, ùî äëÿ êëàñó (2.13) êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ âèçíà÷åíi ëèøå äëÿ âiäíîøåíü öèõ

åëåìåíòiâ. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè íàÿâíiñòþ ñïåöèôi÷íîãî êàëiáðóâàëüíîãî

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêå íå çìiíþ¹ íåçàëåæíi i çàëåæíi çìiííi,

à çìiíþ¹ ëèøå âèãëÿä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó, à ñàìå

S̃ = Z(t, x, S), G̃ =
G

S
Z, K̃ =

K

S
Z −G

(
Z

S

)
x

, P̃ =
P

S
Z,

äå Z � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ ñâî¨õ çìiííèõ, ïðè÷îìó ZS 6= 0.

Òåîðåìà 2.10. Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.13) ñêëàäàþòü ïåðåòâî-

ðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U 1(t, x)u+ U 0(t, x), TtXxU
1 6= 0,

S̃ = Z(t, x, S), G̃ =
X2
x

Tt

G

S
Z,

K̃ =
XxZ

TtS

[
K −

(
Xxx

Xx
+ 2

U 1
x

U 1

)
G− 2UGu

U 1
− Xt

Xx
S

]
− Xx

Tt
G

(
Z

S

)
x

,

P̃ =
Z

TtS

[
U 1P +

U2

U 1
Gu − U(K +Gx) + (U 1

t u+ U 0
t )S

+

(
2
U 1
x

U 1
U − U 1

xxu− U 0
xx

)
G

]
,

äå U = U 1
xu+ U 0

x . Êëàñ (2.13) íîðìàëiçîâàíèé.
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Êëàñ (2.13) ìîæíà ââàæàòè íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi,

îñêiëüêè éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi Sut = Guxx + G1u2
x + G2ux + P

äîäàòêîâèìè äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè G1 = Gu, G
2 = K +Gx.

Çàóâàæèìî, ùî ïiäêëàñ êëàñó (2.13), ÿêèé âèîêðåìëåíî óìîâîþK = 0,

òîáòî êëàñ

S(t, x)ut = (G(t, x, u)ux)x + P (t, x, u), SG 6= 0, (2.16)

íå ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Íà âiäìiíó âiä êëàñó (2.13), äëÿ êëàñó (2.16) êîåôi-

öi¹íò S ¹ ñóòò¹âèì. Êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äîñèòü

ïðîñòi ó öüîìó âèïàäêó, à ñàìå: êîæåí êîåôiöi¹íò ìîæíà äîìíîæóâàòè

íà íåíóëüîâó ãëàäêó ôóíêöiþ çìiííî¨ t, ïîçíà÷èìî ¨¨ ψ(t). Ãðóïà åêâi-

âàëåíòíîñòi êëàñó (2.16) øèðøà çà ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi éîãî ïiäêëàñó,

âèîêðåìëåíîãî óìîâîþ S = 1.

Òåîðåìà 2.11. Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.16) ñêëàäàþòü ïåðåòâî-

ðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(x), ũ = U 1(t)u+ U 0(t), TtXxU
1 6= 0,

S̃ = ψ(t)
Tt
Xx

S, G̃ = ψ(t)XxG, P̃ =
ψ(t)

Xx

(
U 1P + (U 1

t u+ U 0
t )S
)
.

Ïîâíèé îïèñ ãðóïî¨äó åêâiàëåíòíîñòi â íåíîðìàëiçîâàíîìó êëàñi (2.16)

ïîòðåáó¹ äîäàòêîâîãî äîñëiäæåííÿ.

Îòæå, ïîáóäîâàíî ëàíöþæîê âêëàäåíèõ ïiäêëàñiâ çàãàëüíîãî êëàñó

(1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Äëÿ

öèõ ïiäêëàñiâ çíàéäåíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi. Äîâåäåíî, ùî âñi ðîçãëÿ-

íóòi ïiäêëàñè, êðiì äâîõ, ¹ íîðìàëiçîâàíèìè, à òîìó äëÿ âñiõ íîðìàëiçî-

âàíèõ ïiäêëàñiâ âè÷åðïíî îïèñàíî ¨õ ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi. Îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ó ðîçøèðåíîìó ãðóïîâîìó àíàëiçi

êëàñiâ ðiâíÿíü, ùî ¹ ïiäêëàñàìè êëàñiâ ðiâíÿíü, ðîçãëÿíóòèõ ó öüîìó

ïiäðîçäiëi.

Çàóâàæèìî, ùî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ çàãàëüíîãî êëàñó (1+1)-

âèìiðíèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó (2.4) âèêîíàíî ó [50].
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Îäíàê êëàñèôiêàöiéíi ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi ç òî÷íiñòþ äî íàéøèð-

øî¨ òî÷êîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, íåçðó÷íi äëÿ îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ ãðóïî-

âî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ ïiäêëàñiâ öüîãî êëàñó, ðîçãëÿíóòèõ ó ïiäðîçäiëàõ 2.2,

2.4�2.6. À îòæå öi ïiäêëàñè ïîòðåáóþòü îêðåìîãî äîñëiäæåííÿ ¨õ òðàíñ-

ôîðìàöiéíèõ, ó òîìó ÷èñëi é ñèìåòðiéíèõ, âëàñòèâîñòåé.

2.2. Ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç åêñïîíåíöiàëüíèìè

íåëiíiéíîñòÿìè

Ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó (2.14) ðîçïî÷àòî ó ðîáîòàõ [303,309] ç

äîñëiäæåííÿ âèïàäêó ñòåïåíåâèõ êîåôiöi¹íòiâ A i B, à ñàìå êëàñó ðiâíÿíü

f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)um, (2.17)

äå fg 6= 0 i (n,mh) 6= (0, 0). Êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äåÿêèõ

ïiäêëàñiâ êëàñó (2.17) ïðåäñòàâëåíî â ðîáîòàõ [8, 21, 113, 287], íàéáiëüø

âàæëèâi äîñëiäæåííÿ ùîäî íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ � â ðîáî-

òàõ [25,32,45,46,93,255,308,310]. Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçøèðåíîìó

ãðóïîâîìó àíàëiçó ïiäêëàñó êëàñó (2.14) ç åêñïîíåíöiàëüíèìè A i B, à

ñàìå êëàñó ðiâíÿíü âèãëÿäó

f(x)ut = (g(x)enuux)x + h(x)emu, (2.18)

äå f = f(x), g = g(x), h = h(x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x,

ïðè÷îìó fg 6= 0, n i m � äîâiëüíi ñòàëi. Âèïàäîê n = m = 0, ùî âiäïî-

âiäà¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì ç êëàñó (2.18), âèêëþ÷åíî ç ðîçãëÿäó. Ïiäêëàñ

êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2.18), âèîêðåìëåíèé óìîâàìè n = 0 i m 6= 0, äî-

ñëiäæåíî ó ðîáîòàõ [298,310], âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó äîäàòêó À

äèñåðòàöi¨. Íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.18) (âèïàäîê n 6= 0) íå ïîâ'ÿçàíi

ç ëiíiéíèìè i êâàçiëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè ç öüîãî æ êëàñó. Öåé ïiäðîçäië

ïðèñâÿ÷åíî íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì (2.18), îòæå íàäàëi ïiä êëàñîì (2.18)

áóäåìî ðîçóìiòè ñóêóïíiñòü öèõ ðiâíÿíü ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ç fgn 6= 0.
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2.2.1. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â êëà-

ñi (2.18) äîñëiäæåíî ïðÿìèì ìåòîäîì [184]. Ïðè äîñëiäæåííi âèíèêàþòü

òàêi ñóòò¹âî ðiçíi âèïàäêè

1) m 6= 0, n; 2) m = 0; 3) m = n.

Òàêîæ ñïåöiàëüíèì ¹ âèïàäîê h = 0, îñêiëüêè òîäi m íåâèçíà÷åíî, àëå

éîãî ìîæíà îá'¹äíàòè ç âèïàäêîì m = n. Òîìó ó ïåðøèõ äâîõ âèïàä-

êàõ ââàæàòèìåìî, ùî h 6= 0. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ïiäñóìîâàíî â òåîðå-

ìàõ 2.12, 2.13 i 2.14.

Òåîðåìà 2.12. Ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ êëà-

ñó (2.18) ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = δ3u+ ψ(x),

f̃ =
δ0δ1

ϕx
Ψf, g̃ = δ0ϕxΨ

2g, h̃ =
δ0δ3

ϕx
e−

m
δ3
ψΨh, ñ =

n

δ3
, m̃ =

m

δ3
,

äå ϕ � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííî¨ x, ïðè÷îìó ϕx 6= 0; ψ i Ψ âèçíà-

÷åíî ôîðìóëàìè:

ψ(x) = −δ3

n
ln |Ψ(x)| , Ψ(x) = δ4

∫
dx

g(x)
+ δ5;

δj, j = 0, . . . , 5, � äiéñíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè δ0δ1δ3 6= 0,

(δ4, δ5) 6= (0, 0).

Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (2.18) ¹ ïiäãðóïîþ ðîçøèðå-

íî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼, ÿêó ìîæíà âèîêðåìèòè óìî-

âîþ δ4 = 0.

Òåîðåìà 2.13. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼m=n êëàñó

f(x)ut = (g(x)enuux)x + h(x)enu, nfg 6= 0, (2.19)

¹ çâè÷àéíîþ. �¨ óòâîðþþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = δ3u+ ψ(x),

f̃ =
δ0δ1

ϕx
Ψf, g̃ = δ0ϕxΨ

2g, h̃ =
δ0δ3

nϕx
[nhΨ + (gΨx)x] Ψ, ñ =

n

δ3
,
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äå δj, j = 0, 1, 2, 3, � äiéñíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ0δ1δ3 6= 0,

ϕ, ψ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x, ïðè÷îìó ϕx 6= 0, Ψ(x) = e−
nψ(x)
δ3 .

Ãðóïà G∼m=n ¹ íåòðèâiàëüíîþ ìàêñèìàëüíîþ óìîâíîþ ãðóïîþ åêâi-

âàëåíòíîñòi êëàñó (2.18).

Ó âèïàäêó m = 0 íåòðèâiàëüíà óìîâíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi âèíèêà¹

ëèøå çà äîäàòêîâî¨ óìîâè (h/f)x = 0.

Òåîðåìà 2.14. Ïiäêëàñ êëàñó (2.18), âèîêðåìëåíèé óìîâàìè m = 0 i

(h/f)x = 0, äîïóñêà¹ ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi

Ĝ∼m=0,(h/f)x=0, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = ϕ(x), ũ = δ3u+ ψ(t, x),

f̃ =
δ0

ϕx
Ψf, g̃ = δ0ϕxΨ

2g, ñ =
n

δ3
,

äå ôóíêöiþ T = T (t) âèçíà÷åíî çà ôîðìóëàìè:

µµ̃ 6= 0:
eñµ̃T−1

ñµ̃
= δ1

enµt−1

nµ
+δ2, µ = 0, µ̃ 6= 0:

eñµ̃T−1

ñµ̃
= δ1t+δ2,

µ 6= 0, µ̃ = 0: T = δ1
enµt−1

nµ
+δ2, µ = µ̃ = 0: T = δ1t+δ2,

äå µ = h/f i µ̃ = h̃/f̃ � íåíóëüîâi äiéñíi ñòàëi, ϕ � äîâiëüíà ãëàäêà

ôóíêöiÿ çìiííî¨ x, ïðè÷îìó ϕx 6= 0;

ψ(t, x) = −δ3

n
ln |Tt(t)Ψ(x)| , Ψ(x) = δ4

∫
dx

g(x)
+ δ5;

δj, j = 0, . . . , 5, � äiéñíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè δ0δ1δ3 6= 0 i

(δ4, δ5) 6= (0, 0).

Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼m=0,(h/f)x=0 ¹ óçàãàëüíåíîþ íàâiòü äëÿ ôiê-

ñîâàíîãî n, îñêiëüêè êîìïîíåíòà ïåðåòâîðåíü ÷àñîâî¨ çìiííî¨ çàëåæèòü

âiä ñòàëî¨ ÷àñòêè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ h i f . Íà âiäìiíó âiä ãðóïè G∼m=n,

ÿêó áóäå âèêîðèñòàíî ïiä ÷àñ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ âiäïîâiäíîãî ïiäêëà-

ñó (2.19), ãðóïó Ĝ∼m=0,(h/f)x=0 íå áóäå çàñòîñîâàíî, îñêiëüêè ¨¨ âïëèâ íå ¹
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âèðiøàëüíèì äëÿ îäåðæàííÿ ðåçóëüòàòiâ, îäíàê ïåðåòâîðåííÿ ç öi¹¨ ãðó-

ïè çiãðàþòü ðîëü äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi â îòðèìàíîìó

êëàñèôiêàöiéíîìó ñïèñêó.

Ðåçóëüòàòè îïèñó ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.18) ïiäñóìîâàíî â

òåîðåìàõ 2.15 i 2.16.

Òåîðåìà 2.15. Íåõàé äâà ðiâíÿííÿ

f(x)ut = (g(x)enuux)x + h(x)emu i f̃(x̃)ut = (g̃(x̃)eñũux)x + h̃(x̃)em̃ũ

ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì T çìiííèõ t, x, u. Òîäi

àáî
m̃

ñ
=
m

n
, àáî (m, m̃) = (0, ñ), àáî (m, m̃) = (n, 0).

Ïåðåòâîðåííÿ T ïîðîäæåíî ïåðåòâîðåííÿì ç ãðóïè

a) Ĝ∼, ÿêùî àáî m 6= 0, n àáî m = 0, (h/f)x 6= 0;

b) G∼m=n, ÿêùî m = n i m̃ 6= 0, òîäi òàêîæ m̃ = ñ;

c) Ĝ∼m=0,(h/f)x=0, ÿêùî m = m̃ = 0, (h/f)x = 0, òîäi (h̃/f̃)x = 0.

ßêùî m = 0 i m̃ = ñ, òîäi (h/f)x = 0 i ïåðåòâîðåííÿ T ¹ êîìïîçè-

öi¹þ ïåðåòâîðåíü ç ãðóï Ĝ∼m=0,(h/f)x=0 i G
∼
m=n, ÷åðåç ïðîìiæíå ðiâíÿííÿ

ç h = 0.

Âèïàäîê m = n i m̃ = 0 ¹ ïîäiáíèì äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó.

Òåîðåìà 2.16. Êëàñ (2.18) ìîæíà ïðåäñòàâèòè, ÿê îá'¹äíàííÿ éîãî

òðüîõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ, âèîêðåìëåíèõ óìîâàìè:

1. (h 6= 0, m 6= 0, n) àáî (m = 0, (h/f)x 6= 0);

2. m = 0, (h/f)x = 0; 3. m = n.

Îñòàííi äâà ïiäêëàñè ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí, ÿêèé ¹ íîðìàëiçîâà-

íèì ïiäêëàñîì êëàñó (2.18) ç h = 0.

Óìîâè ç ïåðøîãî âèïàäêó òåîðåìè 2.16 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi îäíi-

¹¨ íåðiâíîñòi (m− n)h
(
m2 + ((h/f)x)

2
)
6= 0.
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2.2.2. Êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ç òåîðåìè 2.12 âèïëèâà¹,

ùî ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi:

t̃ = t, x̃ =

∫ x

x0

dy

g(y)
, ũ = u, (2.20)

ïàðàìåòðèçîâàíà äîâiëüíèì åëåìåíòîì g, âiäîáðàæà¹ êëàñ (2.18) íà éîãî

ïiäêëàñ ç g̃ = 1, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíÿíü âèãëÿäó f̃ ũt̃ = (eñũũx̃)x̃ + h̃em̃ũ.

Íîâi é ñòàði äîâiëüíi åëåìåíòè ïîâ'ÿçàíî ôîðìóëàìè: m̃ = m, ñ = n,

f̃ = fg, h̃ = gh. Îòæå, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà îáìåæèòè ðîç-

ãëÿä êëàñîì

f(x)ut = (enuux)x + h(x)emu, nf 6= 0, (2.21)

çàìiñòü êëàñó (2.18), îñêiëüêè âñi ðåçóëüòàòè ùîäî ñèìåòðié, ðîçâ'ÿçêiâ

òà çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, îòðèìàíi äëÿ ïiäêëàñó (2.21), ìîæíà ïîøèðèòè

íà âåñü êëàñ (2.18) ïåðåòâîðåííÿìè (2.20). Iíøèìè ñëîâàìè, ïåðåòâîðåí-

íÿìè ç ãðóïè Ĝ∼ âèêîíàíî êàëiáðóâàííÿ g = 1 äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëà-

ñó (2.18). Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò n òàêîæ ìîæíà âiäêàëiáðó-

âàòè â îäèíèöþ ïðîñòèì ìàñøòàáóâàííÿì u′ = nu, àëå äëÿ çðó÷íîñòi

ïîäàëüøîãî âèêîðèñòàííÿ ðåçóëüòàòiâ öüîãî íå ðîáèòèìåìî.

Íàñëiäêàìè òåîðåì 2.12 i 2.13 ¹ òàêi òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.17. Óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëàñó (2.21)

ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ =
δ6x+ δ7

δ4x+ δ5
, ũ = δ3u−

δ3

n
ln |δ4x+ δ5|,

f̃ =
δ1

∆2
|δ4x+ δ5|3f, h̃ =

δ3

∆2
|δ4x+ δ5|

m
n +3h, ñ =

n

δ3
, m̃ =

m

δ3
,

äå δj, j = 1, . . . , 7, � äiéñíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè δ1δ3 6= 0,

∆ = δ5δ6 − δ4δ7 6= 0, ïðè÷îìó íàáið ñòàëèõ (δ4, δ5, δ6, δ7) âèçíà÷åíî ç

òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà, òîáòî ∆ = ±1.

Íàñëiäîê 2.18. Êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó

f(x)ut = (enuux)x + h(x)enu, nf 6= 0, (2.22)
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äîïóñêà¹ óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1,m=n, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = δ3u+
δ3

2n
ln |δ2

0ϕx|, (2.23)

f̃ = δ0δ1|ϕx|−
3
2f, h̃ = δ3ϕ

−2
x h+

δ3

n
|ϕx|−

3
2 (|ϕx|−

1
2 )xx, ñ =

n

δ3
,

äå δj, j = 0, . . . , 3, � äiéñíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ0δ1δ3 6= 0,

ϕ = ϕ(x) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ ñâîãî àðãóìåíòó, ïðè÷îìó ϕx 6= 0.

Ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1,m=n êëàñ (2.22) ìîæíà âiä-

îáðàçèòè íà éîãî ïiäêëàñ ç ëèøå îäíèì äîâiëüíèì åëåìåíòîì, ùî çàëå-

æèòü âiä x. Íàéçðó÷íiøèìè êàëiáðóâàííÿìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëà-

ñó (2.22) ¹ f = 1 àáî h = 0. Ïåðøå êàëiáðóâàííÿ ðåàëiçó¹ ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = sign(f)t, x̃ =

∫ x

x0

f(y)
2
3dy, ũ = u+

1

3n
ln |f |, (2.24)

ùî âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (2.22) ó òàêi ðiâíÿííÿ òàêîãî ñàìîãî

âèãëÿäó ç f̃ = 1, òîáòî ũt̃ = (eñũũx̃)x̃ + h̃eñũ. Äîâiëüíi åëåìåíòè h i n

ïåðåòâîðþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè h̃ = f−1
(
f−

1
3h+ n−1(f−

1
3 )xx

)
, ñ = n.

Òåîðåìà 2.19. Óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼f=g=1,m=n êëàñó

ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = (enuux)x + h(x)enu, n 6= 0, (2.25)

óòâîðþþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ4x+ δ5, ũ = δ3u+
δ3

n
ln
δ2

4

δ1
, h̃ =

δ3

δ2
4

h, ñ =
n

δ3
,

äå δj, j = 1, . . . , 5 � äiéñíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè δ1δ3δ4 6= 0,

δ1 > 0.

Êàëiáðóâàííÿ h = 0 â êëàñi (2.22) ðåàëiçó¹ ïåðåòâîðåííÿ (2.23), äå

δ1 = δ3 = 1, δ2 = 0, à ôóíêöiÿ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (|ϕx|−
1
2 )xx +

nh|ϕx|−
1
2 = 0.
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Òåîðåìà 2.20. Óçàãàëüíåíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1,h=0 êëàñó ðiâ-

íÿíü âèãëÿäó

f(x)ut = (enuux)x, nf 6= 0, (2.26)

¹ ïðî¹êöiÿ ãðóïè Ĝ∼1 íà ïðîñòið çìiííèõ (t, x, u, f, n).

Ñåðåä öèõ äâîõ êàëiáðóâàíü äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëà-

ñó (2.22) çðó÷íiøèì ¹ êàëiáðóâàííÿ f = 1.

2.2.3. Êëàñèôiêàöiÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

êëàñó (2.18) âèêîíàíî êëàñè÷íèì ìåòîäîì Ëi�Îâñÿííèêîâà [23, 235], ðîç-

øèðåíîãî ìåòîäàìè ðîçáèòòÿ íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè i êàëiáðóâàííÿ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, à òàêîæ ðîçãëÿäîì óçàãàëüíåíèõ ãðóï åêâiâàëåíò-

íîñòi çàìiñòü çâè÷àéíèõ. Öå ïðèçâîäèòü äî ñïðîùåííÿ êëàñèôiêàöi¨ i

çìåíøåííÿ êiëüêîñòi íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ. Òàêîæ âèêîðèñòàíî ìåòîä

ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ [20,162]. Äåòàëi äîâåäåííÿ íàâåäåíî â [311].

Òâåðäæåííÿ 2.21. ßäðîì ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíò-

íîñòi ðiâíÿíü ç êëàñó (2.21) (i êëàñó (2.18)) ¹ îäíîâèìiðíà àëãåáðà

A∩ = 〈∂t〉.

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ (2.18) íàâåäåíî ó òàáë. 2.1. Iñíó-

þòü äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ âèïàäêàìè êëàñèôi-

êàöiéíîãî ñïèñêó. Òàê, òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

Ĝ∼m=0,(h/f)x=0

t′ =
1

εn
eεnt, x′ = x, u′ = u− εt (2.27)

ïîâ'ÿçó¹ f(x)ut = (g(x)enuux)x + εf(x) i f(x′)u′t′ = (g(x′)enu
′
u′x′)x′. Öå

ïåðåòâîðåííÿ çâîäèòü âèï. 4�6 òàáë. 2.1 ê âèïàäêàì ç m = n àáî h = 0.

Äîâåäåíî òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.22. Ç òî÷íiñòþ äî âñiõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ïîâíèé ñïè-

ñîê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi (2.18) âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêà-

ìè 1�3 i 7�10 òàáëèöi 2.1.
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Òàáë. 2.1: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (2.18) iç êàëiáðóâàííÿì g = 1.

� f(x) h(x) Áàçèñ Amax

Çàãàëüíèé âèïàäîê m

1 ∀ ∀ ∂t

2 f1(x) h1(x) ∂t, (d+ 2b− pn)t∂t + (nax2 + bx+ c)∂x + (ax+ p)∂u

3 1 ε ∂t, ∂x, 2mt∂t + (m− n)x∂x − 2∂u

m = 0, h 6= 0, (h/f)x = 0

4 ∀ εf(x) ∂t, e−εnt(∂t + ε∂u)

5 f1(x) εf1(x) ∂t, e−εnt(∂t + ε∂u), n(nax2 + bx+ c)∂x + (nax+ 2b+ d)∂u

6 1 ε ∂t, e−εnt(∂t + ε∂u), ∂x, nx∂x + 2∂u

m = n àáî h = 0

7 ∀ ∀ ∂t, nt∂t − ∂u

8 1 αx−2 ∂t, nt∂t − ∂u, nx∂x + 2∂u

9 1 ε ∂t, nt∂t − ∂u, ∂x

10 1 0 ∂t, nt∂t − ∂u, ∂x, nx∂x + 2∂u

Òóò n, α, ε � íåíóëüîâi ñòàëi, n = 1 mod Ĝ∼1 , ε = ±1 mod Ĝ∼1 ,

f1(x) = exp
(∫ −3nax+d

nax2+bx+c
dx
)
, h1(x) = ε exp

(
−
∫ (3n+m)ax+2b+(m−n)p

nax2+bx+c
dx
)
,

ïðè÷îìó, ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi, íàáið ïàðàìåòðiâ (a, b, c, d, p) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ

ç ìíîæèíè {(0, 1, 0, d̄, (q̄ + 2)/(n −m)), (0, 0, 1, 1, p̌), (0, 0, 1, 0, 1), (1/n, 0, 1, d̂, p̂)}, äå (d̄, q̄) 6=
(0, 0), (−3,−3−m/n) i ïî ìîäóëþ Ĝ∼1 ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî d̄ > −3/2 i, ÿêùî d̄ = −3/2,

òî q̄ > −3/2−m/(2n); d̂ > 0 i, ÿêùî d̂ = 0, òî p̂ > 0. Ó âèï. 5 ïàðàìåòðîì p ìîæíà çíåõòóâàòè.

Ó âèï. 7 äîâiëüíèé åëåìåíò f (àáî h) ìîæíà äîäàòêîâî âiäêàëiáðóâàòè ïåðåòâîðåííÿìè ç

ãðóïè Ĝ∼1,m=n, íàïðèêëàä, ìîæíà ïîêëàñòè f = 1.

Îòæå, ìàêñèìàëüíà ðîçìiðíiñòü àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi äëÿ

ðiâíÿíü ç êëàñó (2.18) äîðiâíþ¹ ÷îòèðüîì, à ó âèïàäêó m 6= 0, n � òðüîì.

Òâåðäæåííÿ 2.23. ßêùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.18) iíâàðiàíòíå âiäíîñ-

íî ÷îòèðèâèìiðíî¨ àëãåáðè Ëi, òî âîíî òî÷êîâî-åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

ut = (euux)x ç öüîãî êëàñó.

Òâåðäæåííÿ 2.24. ßêùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.18) ç m 6= 0, n äîïóñêà¹
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òðèâèìiðíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi, òî ïåðåòâîðåííÿìè åêâi-

âàëåíòíîñòi éîãî ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿííÿ ut = (euux)x ± emu.

2.2.4. Êîíòðàêöi¨. Ïðèêëàäè íåòðèâiàëüíèõ ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ ìiæ

ðiâíÿííÿìè, ùî äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, âiäîìi äàâ-

íî. Íàïðèêëàä, ó [72] ðiâíÿííÿ ç åêñïîíåíöiàëüíèìè íåëiíiéíîñòÿìè áóëè

âèêëþ÷åíi çi ñïèñêó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨ i

ïðîñòî ðîçãëÿäàëèñÿ ÿê ãðàíè÷íèé âèïàäîê ðiâíÿíü çi ñòåïåíåâèìè íå-

ëiíiéíîñòÿìè. Îäíàê êðàùå âêëþ÷àòè òàêi âèïàäêè äî êëàñèôiêàöiéíèõ

ñïèñêiâ, à ïîòiì âêàçóâàòè çâ'ÿçêè ìiæ ðiçíèìè âèïàäêàìè êëàñèôiêàöi¨

÷åðåç ãðàíè÷íi ïåðåõîäè. Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãiþ ç òåîði¹þ àëãåáð Ëi,

òàêi çâ'ÿçêè íàçèâàþòü êîíòðàêöiÿìè. Òåîðåòè÷íå ïiä ðóíòÿ ùîäî ðåäó-

êöié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ¨õ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ òà âiäïîâiäíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ çàïðîïîíîâàíî ó ðîáîòi [163].

Ó öié ñåêöi¨ çà äîïîìîãîþ ðåäóêöié ïîâ'ÿçàíî êëàñèôiêàöiéíi ñïè-

ñêè, îòðèìàíi äëÿ êëàñó (2.18), ç êëàñèôiêàöiéíèì ñïèñêîì äëÿ êëà-

ñó (2.17) [303, òàáë. 1]. Êîíòðàêöi¨ òàêîæ âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ i çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (2.18) ç âiäïîâiäíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ i çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (2.17).

Êîíòðàêöi¨ ðiâíÿíü i àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi. Äëÿ âèêîíà-

ííÿ êîíòðàêöi¨ ñïî÷àòêó çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δt, x̃ =
√
δx, ũ = δ(u− 1), ñ =

n

δ
, m̃ =

m

δ
, (2.28)

ïàðàìåòðèçîâàíå äîäàòíîþ ñòàëîþ δ, äî ðiâíÿíü ç êëàñó (2.17) çi çíà÷åí-

íÿìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g = 1, à f i h íàáóâàþòü çíà÷åíü, íàâåäåíèõ ó

òàáë. 1 [303]. Ñòàëi ïàðàìåòðè a, b, c, d, p, α ïåðåòâîðþþòüñÿ çà ôîðìó-

ëàìè:

ã = a, b̃ =
b√
δ
, c̃ = c, d̃ =

d√
δ
, p̃ =

√
δp, α̃ = δα (2.29)

òàì, äå âîíè âèíèêàþòü. Â îòðèìàíîìó ðiâíÿííi ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi

δ → +∞. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.21) çi çíà÷åííÿìè f
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i h, íàâåäåíèìè ó òàáë. 2.1. Òà æ ñàìà ïðîöåäóðà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçêè ìiæ

âiäïîâiäíèìè îïåðàòîðàìè ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Âè-

êîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ II.2 → I.2, äå II âiäïîâiäà¹ âèïàäêàì ç òàáë. 1

ðîáîòè [303], à I � âèïàäêàì ç òàáë. 2.1, à ÷èñëà ïiñëÿ êðàïêè ïîçíà÷à-

þòü íîìåð âèïàäêó ç âiäïîâiäíî¨ òàáëèöi. Ïîâíèé ñïèñîê êîíòðàêöié, ùî

ïîâ'ÿçó¹ âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñàõ (2.18) i (2.17) ¹

òàêèì:

II.1→ I.1, II.2→ I.2, II.3→ I.3, II.4→ I.4, II.5→ I.5,

II.6→ I.6, II.8→ I.7, II.9→ I.8, II.10→ I.9, II.11→ I.10.

Êîíòðàêöi¨ àíçàöiâ, ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü i òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó ðîáîòi [303] ïðîâåäåíî ëi¨âñüêó ðåäóêöiþ é ïîáóäîâàíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿíü (2.17) çi çíà÷åííÿìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, íàâåäåíèõ ó âèïàäêàõ 9

i 12 òàáë. 1 â ðîáîòi [303]. Öi ðiâíÿííÿ äîïóñêàþòü òðèâèìiðíi àëåãåáðè

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi. Ùîéíî ïîêàçàíî, ùî ¹ êîíòðàêöiÿ âèï. 9 ç [303,

òàáë. 1] äî âèï. 8 òàáë. 2.1, à ñàìå ìiæ ðiâíÿííÿìè âèãëÿäó

ut = (unux)x + αx−2un+1, (2.30)

ũt̃ =
(
eñũũx̃

)
x̃

+ α̃x̃−2eñũ, (2.31)

÷è¨ ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi g i g̃, ãåíåðóþòüñÿ îïå-

ðàòîðàìè X1 = ∂t, X2 = nt∂t − u∂u, X3 = nx∂x + 2u∂u, i X̃1 = ∂t̃,

X̃2 = nt̃∂t̃ − ∂ũ, X̃3 = nx̃∂x̃ + 2∂ũ, âiäïîâiäíî. Êîíòðàêöiþ II.9 → I.8

ìîæíà ðåàëiçóâàòè ïðîñòiøèì ïåðåòâîðåííÿì

t̃ = t, x̃ = x, ũ = δ(u− 1), ñ =
n

δ
, α̃ = δα, (2.32)

íiæ ïåðåòâîðåííÿ (2.28). Ïðè öüîìó àëãåáðà g êîíòðàêòó¹ â àëãåáðó g̃, à

ñàìå X1 → X̃1, X2 → X̃2, X3 → X̃3.

Âèêîíà¹ìî êîíòðàêöi¨ ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié ðiâíÿííÿ (2.30) äî òàêèõ ðå-

äóêöié ðiâíÿííÿ (2.31). Íååêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (2.31) çà

îäíîâèìiðíèìè ïiäàëãåáðàìè ç îïòèìàëüíî¨ ñèñòåìè ïiäàëãåáð íàâåäåíî
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Òàáë. 2.2: Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ âèïàäêó 8 ç òàáëèöi 2.1.

� X ω u = Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

1 X2 − µX3 x|t|µ ϕ(ω)− 1+2µ
n ln |t| (enϕ)ωω − µnεωϕω + (1 + 2µ)ε+ αnω−2enϕ = 0,

ε = sign t

2 X3 t ϕ(ω) + 2
n ln |x| nϕω − (αn+ 2)enϕ = 0

3 X3 ±X1 xe∓t ϕ(ω)± 2
n t (enϕ)ωω ± nωϕω ∓ 2 + αnω−2enϕ = 0

4 X1 x ϕ(ω) (enϕ)ωω + αnω−2enϕ = 0

â òàáë. 2.2. Ïåðåòâîðåííÿ iíâàðiàíòíèõ çìiííèõ, iíäóêîâàíå ïåðåòâîðåí-

íÿì (2.32), ¹ òàêèì ϕ̃ = δ(ϕ−1), ω̃ = ω äëÿ âñiõ âèïàäêiâ 9.1�9.4 ç òàáë. 2

â [303]. Ðîçãëÿíåìî âèï. 9.1 [303, òàáë. 2] äåòàëüíî. Àíçàö u = |t|− 1+2µ
n ϕ(ω)

ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ i êîíòðàêöi¨ ìà¹ âèãëÿä:(
1+

ũ

δ

)δñ
= |t̃|−(1+2µ)

(
1+

ϕ̃

δ

)δñ
→ eñũ = |t̃|−(1+2µ)eñϕ̃, êîëè δ → +∞.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî àíçàö âèãëÿäó ũ = ϕ̃(ω̃) − 1+2µ
ñ ln |t|. Ðåäóêîâà-

íå ðiâíÿííÿ ç âèï. 9.1 [303, òàáë. 2] ïåðåòâîðåííÿì (2.32) çâîäèòüñÿ äî

ðiâíÿííÿ

δñ

δñ+ 1

[(
1 +

ϕ̃

δ

)δñ+1
]
ω̃ω̃

− µñεω̃ϕ̃ω̃

+ (1 + 2µ)ε

(
1 +

ϕ̃

δ

)
+
α̃ñ

ω̃2

(
1 +

ϕ̃

δ

)δñ+1

= 0.

Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè δ → +∞ ïðèçâîäèòü äî ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ(
eñϕ̃
)
ω̃ω̃
− µñεω̃ϕ̃ω̃ + (1 + 2µ)ε+ α̃ñω̃−2eñϕ̃ = 0

ðiâíÿííÿ (2.31) (âèï. 1, òàáë. 2.2). Êîíòðàêöi¨ iíøèõ ðåäóêöié ïðîâîäÿòüñÿ

àíàëîãi÷íî. Äëÿ âèïàäêiâ 9.2 i 9.4 [303, òàáë. 2] ðîçâ'ÿçêè ðåäóêîâàíèõ

ðiâíÿíü ïðèçâåëè äî ïîáóäîâè òàêèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.30):

u =

∣∣∣∣ x2

C − (αn+ 2 + 4n−1)t

∣∣∣∣ 1n , (2.33)
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u =


∣∣C1

√
x lnx+ C2

√
x
∣∣ 1
n+1 , α′ = 0,∣∣C1x

κ1 + C2x
κ2
∣∣ 1
n+1 , α′ > 0,∣∣C1

√
x sin(σ lnx) + C2

√
x cos(σ lnx)

∣∣ 1
n+1 , α′ < 0,

(2.34)

äå α′ = 1−4α(n+1), κ1,2 =
1±
√
α′

2
, σ =

√
−α′
2

. Òóò i íàäàëi C, C1, C2 �

äîâiëüíi ñòàëi. Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.32) äî ðîçâ'ÿçêó (2.33), ïå-

ðåõîäèìî äî ãðàíèöi ïðè δ → +∞:(
1 +

ũ

δ

)δñ
= x̃2

(
C −

(
α̃ñ+ 2 +

4

ñδ

)
t̃

)−1

→

eñũ = x̃2
(
C − (α̃ñ+ 2) t̃

)−1
.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

ũ =
1

ñ
ln

∣∣∣∣ x̃2

C − (α̃ñ+ 2) t̃

∣∣∣∣
ðiâíÿííÿ (2.31). Êîíòðàêòóþ÷è ðîçâ'ÿçêè (2.34), îäåðæó¹ìî ñòàöiîíàðíi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.31):

ũ =


1
ñ ln

∣∣C1

√
x̃ ln x̃+ C2

√
x̃
∣∣, α̃′ = 0,

1
ñ ln

∣∣C1x̃
κ1 + C2x̃

κ2
∣∣, α̃′ > 0,

1
ñ ln

∣∣C1

√
x̃ sin(σ ln x̃) + C2

√
x̃ cos(σ ln x̃)

∣∣, α̃′ < 0,

äå α̃′ = 1− 4α̃ñ, κ1,2 =
1±
√
α̃′

2
, σ =

√
−α̃′
2

.

Êîíòðàêöi¨ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Êîíòðàêöi¨ òàêîæ ìîæíà çàñòîñó-

âàòè äëÿ ïîáóäîâè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (2.18) ç g = 1,

âèêîðèñòàâøè âiäîìi ðåçóëüòàòè ùîäî çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (2.17) ç òèì ñàìèì êàëiáðóâàííÿì, îòðèìàíi â ðîáîòi [303].

Íàãàäà¹ìî, ùî çàêîíîì çáåðåæåííÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü L íàçèâàþòü äèâåðãåíòíèé âèðàç, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ íà ìíîæèíi

ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè. Òàê ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç çà-

ëåæíîþ çìiííîþ u i äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè t, x çàãàëüíèé âèãëÿä
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çàêîíó çáåðåæåííÿ òàêèé: DtF (t, x, u(r)) + DxG(t, x, u(r)) = 0 äëÿ âñiõ u,

ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ L. Òîäi (F,G) íàçèâàþòü çáðåæåíèì ñòðóìîì.

Äâà çáåðåæåíèõ ñòðóìè (F,G) i (F ′, G′) � åêâiâàëåíòíi, ÿêùî iñíóþòü òàêi

ôóíêöi¨ F̂ , Ĝ òà H, ùî çàëåæàòü âiä t, x, u i ïîõiäíèõ u, ùî F̂ i Ĝ çàíó-

ëþþòüñÿ íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L, à òàêîæ âèêîíóþòüñÿ óìîâè

F ′ = F + F̂ +DxH, G′ = G+ Ĝ−DtH. Çáåðåæåíèé ñòðóì íàçèâàþòü òðè-

âiàëüíèì, ÿêùî âií åêâiâàëåíòíèé íóëüîâîìó çáåðåæåíîìó ñòðóìó [235].

Ó ðîáîòi [303] âñòàíîâëåíî, ùî iñíóþòü òðè ïiäêëàñè êëàñó (2.17) ç

g = 1, ðiâíÿííÿ ç ÿêèõ äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ. Êîæ-

íå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.17), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1. m = n + 1,

2. m = 1, h = µf , i 3. m = 0, äîïóñêà¹ äâà íååêâiâàëåíòíi çàêîíè çáå-

ðåæåííÿ. Öi âèïàäêè êîíòðàêòóþòü äî âèïàäêiâ 1. m = n, 2. h = 0, i 3.

m = 0 êëàñó (2.18), âiäïîâiäíî. Âèãëÿä çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (2.17) ¹ ðiçíèì â êîæíîìó ç òðüîõ âèïàäêiâ, â çàëåæíîñòi ÷è n = −1,

÷è íi. Äëÿ âèêîíàííÿ êîíòðàêöié çíà÷åííÿ n ìà¹ âàðiþâàòèñÿ, à îòæå äëÿ

êîíòðàêöié ïiäõîäÿòü ëèøå âèïàäêè n 6= −1.

� òðè ìîæëèâîñòi äëÿ êîíòðàêöi¨ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ: êîíòðàêöi¨ õà-

ðàêòåðèñòèê, êîíòðàêöi¨ çáåðåæåíèõ ñòðóìiâ, àáî êîíòðàêöi¨ çàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ ÿê äèâåðãåíòíèõ âèðàçiâ. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi. Ðîç-

ãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

f(x)ut = (unux)x + αf(x)u (2.35)

ç n 6= −1, ùî äîïóñêà¹ òàêi çàêîíè çáåðåæåííÿ

n 6= −1:

(
xe−µtfu, e−µt

(
−xunux + un+1

n+1

) )
, λ1 = xe−µt,

( e−µtfu, −e−µtunux ), λ2 = e−µt.
(2.36)

Çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = t, x̃ = x, ũ = δ(u− 1), ñ =
n

δ
, µ̃ = δ2µ (2.37)

äî ïåðøîãî çáåðåæåíîãî ñòðóìó (2.36) i äî ðiâíÿííÿ (2.35) òà âèêîíà¹ìî

ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè δ → +∞. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî êëàñ ðiâíÿíü

f(x)ut = (enuux)x, (2.38)
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òîáòî, ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.21) ç h = 0. Äëÿ îáðàçó λ̃1 õàðàêòåðèñòèêè

λ1 = xe−µt âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (2.32) ìà¹ìî λ̃1 → x, êîëè δ → +∞.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè çàêîí çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ (2.38), âèêîðè-

ñòîâóþ÷è õàðàêòåðèñòèêó ó ÿêîñòi iíòåãðóþ÷îãî ìíîæíèêà. Ïiñëÿ ìíî-

æåííÿ íà x ðiâíÿííÿ (2.38) ìîæíà çàïèñàòè ó òàêié äèâåðãåíòíié ôîðìi

Dt (xfu) +Dx

(
−xenuux +

1

n
enu
)

= 0. (2.39)

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó çàêîí çáåðåæåííÿ (2.39) ðiâíÿííÿ (2.38) ïîáó-

äîâàíî êîíòðàêöi¹þ õàðàêòåðèñòèêè çàêîíà çáåðåæåííÿ. Òàêîæ ìîæíà

êîíòðàêòóâàòè áåçïîñåðåäíüî äèâåðãåíòíèé âèðàç. Çàêîí çáåðåæåííÿ

Dt

(
xe−µtfu

)
+Dx

(
−e−µtxunux + e−µt

un+1

n+ 1

)
= 0

ðiâíÿííÿ (2.35) ç n 6= −1 ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ (2.32) ìà¹ âèãëÿä

Dt̃

(
x̃e−

µ̃

δ2
t̃f

(
ũ

δ
+ 1

))
+Dx̃

(
−e−

µ̃

δ2
t̃x̃

(
ũ

δ
+ 1

)ñδ
ũx̃
δ

+ e−
µ̃

δ2
t̃ 1

ñδ + 1

(
ũ

δ
+ 1

)ñδ+1
)

= 0.

Äîìíîæóþ÷è îòðèìàíèé âèðàç íà δ i äîäàþ÷è ÷ëåí −x̃fδ ó âèðàçi, íà

ÿêèé äi¹ Dt̃ (öå ìîæíà çðîáèòè, îñêiëüêè ÷ëåí −x̃fδ çàëåæèòü òiëüêè âiä
x̃ i âií çàíóëþ¹òüñÿ ïðè äèôåðåíöiþâàííi çà t̃), ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi,

êîëè δ → +∞, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî çàêîí çáåðåæåííÿ (2.39).

Êîíòðàêöiÿ çáåðåæåíîãî ñòðóìó âèêîíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, âè-

êîðèñòîâóþ÷è ôàêò, ùî ìîæíà äîäàòè âèðàç, ÿêèé çàëåæèòü ëèøå âiä x̃,

äî ïåðøî¨ êîìïîíåíòè çáåðåæåíîãî ñòðóìó (ãóñòèíè) ç òî÷íiñòþ äî åêâi-

âàëåíòíîñòi çáåðåæåíèõ ñòðóìiâ.

Ç êîíòðàêöié óñiõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, íàâåäåíèõ ó ðîáîòi [303], ðàçîì

iç âiäïîâiäíèìè ðiâíÿííÿìè, âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ, ÿêå ïåðåâiðåíî

òàêîæ ïðÿìèì ìåòîäîì çíàõîäæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

Òåîðåìà 2.25. Ïåðåëiê ðiâíÿíü ç êëàñó (2.2) ç g = 1, ùî äîïóñêàþòü

íåòðèâiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ, ¹ òàêèì:
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1. m = n :
(
ϕifu, −ϕienuux + 1

nϕ
i
xe
nu
)
, ϕi, i = 1, 2.

2. m = 0:
(
xfu, −xenuux + 1

ne
nu −

∫
xhdx

)
, x;

( fu, −enuux −
∫
hdx ), 1.

Òóò ôóíêöi¨ ϕi = ϕi(x), i = 1, 2, ïðîáiãàþòü ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ëiíié-

íîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ϕxx + nhϕ = 0.

Çàóâàæåííÿ 2.26. Âèïàäîê h = 0:

(xfu, −xenuux +
1

n
enu ), x; ( fu, −enuux ), 1

âèíèêà¹ ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê âèïàäêó 1 òåîðåìè 2.25.

Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié, òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, çàêîíiâ

çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (2.2) âèêîðèñòàíî ìåòîä ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ

(êîíòðàêöié). Ïîêàçàíî, ùî öèì ìåòîäîì òàêîæ ìîæíà îòðèìàòè ïîâíó

ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ öüîãî êëàñó, âèêîðèñòàâøè âiäîìi ðåçóëüòàòè äëÿ

òàêèõ ðiâíÿíü çi ñòåïåíåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè.

2.3. Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ îäíîãî êëàñó ðiâíÿíü

äèôóçi¨

Ó ðîáîòàõ Äæ. Áëóìàíà [71,72] áóëî çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä ïîøóêó

íåëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äëÿ òàêèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ∆(x, u),

ùî äîïóñêàþòü õî÷à á îäèí çàêîí çáåðåæåííÿ.

ßêùî ìè ââåäåìî ïîòåíöiàëüíi çìiííi v äëÿ ðiâíÿíü, çàïèñàíèõ ó çáå-

ðåæåíîìó âèãëÿäi, ó ÿêîñòi íîâèõ íåâiäîìèõ ôóíêöié, òî îòðèìà¹ìî ñèñ-

òåìó Z(x, u, v). Áóäü-ÿêà ëi¨âñüêà ñèìåòðiÿ ñèñòåìè Z(x, u, v) ïîðîäæó¹

ñèìåòðiþ ñèñòåìè ∆(x, u). Êîëè ïðèíàéìíi îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ ëi¨âñüêèõ

îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü çìiííèì x i u, ÿâíî çàëåæèòü âiä

ïîòåíöiàëiâ, òî ëîêàëüíà ñèìåòðiÿ ñèñòåìè Z(x, u, v) iíäóêó¹ íåëîêàëü-

íó ñèìåòðiþ ñèñòåìè ∆(x, u). Öi íåëîêàëüíi ñèìåòði¨ íàçèâàþòü ïîòåí-

öiàëüíèìè ñèìåòðiÿìè. Äåòàëüíiøå ïðî ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ òà ¨õ çà-

ñòîñóâàííÿ ìîæíà çíàéòè ó ðîáîòàõ [63, 64, 66, 71]. Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨
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äîñëiäæóâàëèñü äëÿ äîñèòü çàãàëüíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Çàäà÷ó ïîøóêó êðèòåði¨â iñíóâàííÿ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié äëÿ êëàñiâ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áóëî ïîñòàâëåíî â ðîáîòi [266], äå áóëî îòðè-

ìàíî äåÿêi êîðèñíi êðèòåði¨ äëÿ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè. Íåêëàñè÷íi ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ òàêèõ ðiâíÿíü îáãîâîðþâà-

ëèñÿ â ðîáîòi [274].

Ó ðîáîòi [123] ñòâåðäæóâàëîñü, ùî äëÿ êiëüêîõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü òèïó äèôóçi¨ ïîáóäîâàíî ïðèõîâàíi ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨. Â

ðîáîòi [166] áóëî ïîêàçàíî, ùî öi ñèìåòði¨ ¹ çâè÷àíèìè ïîòåíöiàëüíèìè

ñèìåòðiÿìè äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü.

Ïîâíó êëàñèôiêàöiþ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié ìîæíà îòðèìàòè ëèøå

øëÿõîì âðàõóâàííÿ âñiõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì, ùî âiäïîâiäàþòü çàêîíàì

çáåðåæåííÿ. Âiäîìî [258], ùî ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó ñèñòåì äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü àáî ãðóïà ñèìåòðié îäíi¹¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè ðîç-

øèðåíà äî ïîòåíöiàëüíèõ çìiííèõ. Öiëêîì ïðèðîäíî âèêîðèñòîâóâàòè öi

ïîäîâæåíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåò-

ðié. Ç îãëÿäó íà öå áóäåìî êëàñèôiêóâàòè ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü

äèôóçi¨ ç òî÷íiñòþ äî (òðèâiàëüíîãî) ïîäîâæåííÿ ¨õ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi

íà âiäïîâiäíi ïîòåíöiàëè.

Ïåðøèì êðîêîì â äîñëiäæåííi ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié ¹ âiäøóêàííÿ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Òðàäèöiéíèé ñèìåòðiéíèé ïiäõiä äëÿ öüîãî çàñíîâà-

íî íà òåîðåìi Íåòåð [227], àëå âií íå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé áåçïîñåðå-

äíüî äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, îñêiëüêè íå iñíó¹ ëàãðàíæèàíà, äëÿ ÿêîãî

åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì Åéëåðà�Ëàãðàíæà. Îòæå, çàñòîñóâàííÿ

òåîðåìè Íåòåð â öüîìó âèïàäêó ìîæëèâî òiëüêè äëÿ êîíêðåòíèõ ðiâíÿíü

i çàñòîñóâàííÿ ñïåöiàëüíèõ òåõíiê. Ó òîé æå ÷àñ ñàìå îçíà÷åííÿ çàêîíiâ

çáåðåæåííÿ ïîðîäæó¹ ìåòîä çíàõîäæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ÿêà íàçè-

âàþòü ïðÿìèì i ÿêèé ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äî áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìi äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áåç îáìåæåííÿ íà ¨¨ âèãëÿä. Ìåòîäèêà ðîçðàõóíêiâ,

ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðàìêàõ öüîãî ìåòîäó, àíàëîãi÷íà êëàñè÷íîìó ìå-
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òîäó Ëi äëÿ ïîøóêó ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó ëiòåðàòóði âè-

äiëÿþòü ÷îòèðè âåðñi¨ öüîãî ìåòîäó â çàëåæíîñòi âiä ñïîñîáó âðàõóâàííÿ

ðîçãëÿíóòèõ ñèñòåì i âèçíà÷åííÿ çáåðåæåíèõ ñòðóìiâ ÷è õàðàêòåðèñòèê

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [43,44,260], äå äîêëàäíî îïèñàíi öi

ìåòîäè). Íåîáõiäíå òåîðåòè÷íå îáãðóíòóâàííÿ äàíî â [235]. Ó ðîáîòi [166]

âèêîðèñòàíî âåðñiþ ïðÿìîãî ìåòîäó, íàâåäåíó ó ðîáîòi [260], ùî çàñíîâà-

íà íà áåçïîñåðåäíüîìó ðîçâ'ÿçàííi âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîìïîíåíòè

çáåðåæåíèõ ñòðóìiâ íà ìíîãîâèäàõ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ ñèñòåì â

ïî¹äíàííi ç ìåòîäàìè, ùî âêëþ÷àþòü ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó ðîáîòi [122] áóëî ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïîøóêó ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié

ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi âèãëÿäó

ut = ((un)x + f(x)um)x , n 6= 0, (2.40)

òà çðîáëåíî òâåðäæåííÿ, ùî âèêîíàíà ïîâíà êëàñèôiêàöiÿ òàêèõ ñèìåò-

ðié. Çàóâàæèìî, ùî

1) ó ðîáîòi [122] âèïàäîê m = 0 íå ðîçãëÿäàâñÿ, îñêiëüêè äîñëiäæó-

âàëîñü iíøå ïðåäñòàâëåííÿ (2.40). Â òîé ñàìèé ÷àñ âiäïîâiäíèé ïiäêëàñ

êëàñó (2.40) âêëþ÷à¹ âàæëèâi ðiâíÿííÿ, çîêðåìà, ðiâíÿííÿ, ùî ëiíåàðè-

çó¹òüñÿ ut = (u−2ux)x + 1. Áiëüø òîãî âèïàäêè m = 0 i m 6= 0 ïîâ'ÿçàíi

òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè;

2) îïèñ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié â ðîáîòi [122] íå ¹ êëàñèôiêàöi¹þ,

îñêiëüêè íå áóëî ââåäåíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi;

3) òiëüêè íàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨, ùî âèíèêàþòü ïðè ðîç-

ãëÿäi �ïðèðîäíèõ� ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì, áóëî çíàéäåíî.

Âèêîðèñòà¹ìî êëàñ ðiâíÿíü (2.40) ó ÿêîñòi ïðèêëàäó, ùîá íàâåñòè

îñíîâíi íåîáõiäíi êðîêè äëÿ âè÷åðïíî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîòåíöiàëüíèõ ñè-

ìåòðié. Ñïî÷àòêó øóêà¹ìî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi (2.40).

Òâåðäæåííÿ 2.27. Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (2.40) ñêëàäàþòü

ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3x+ δ4, ũ = δ1
− 1
n−1δ3

2
n−1u,
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f̃ = δ1
m−n
n−1 δ3

n−2m+1
n−1 f, ñ = n, m̃ = m,

äå δi, i = 1, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0.

Çàóâàæèìî, ùî ïiäêëàñ êëàñó (2.40), âèîêðåìëåíèé óìîâîþ m = n,

âiäîáðàæà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì

t̃ = t, x̃ =
∫
e
∫
f(x)dxdx, ũ = e

1
n

∫
f(x)dxu (2.41)

â ïiäêëàñ e−
n+1
n

∫
f(x)dxũt̃ = (ũn)x̃x̃ êëàñó (À.51), ÷è¨ çàêîíè çáåðåæåííÿ i

ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ íàâåäåíî ó äîäàòêó À.

Òåïåð ïðÿìèì ìåòîäîì çíàõîäèìî çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü (2.40).

Òåîðåìà 2.28. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ (2.40) äîïóñêà¹ çàêîí çáåðåæåííÿ

DtF +DxG = 0 iç êîìïîíåíòàìè F i G âèãëÿäó

1. F = u, G = −nun−1ux − fum. (4)

Ïîâíèé ïåðåëiê G∼-íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü (2.40), ùî ìàþòü äîäàòêî-

âi (ëiíiéíî íåçàëåæíi ç (4)) çàêîíè çáåðåæåííÿ, âè÷åðïóþòü âèïàäêè:

2. m = n 6= 1: F = u
∫

Φ dx, G = −
∫

Φ dx (nun−1ux+fun) + Φun,

3. n 6= 1, m = 0: F = xu, G = −x(nun−1ux + f) + un +
∫
fdx,

4. n 6= 1, m = 1, f = 1: F = (t+x)u, G = −(t+x)(nun−1ux+u) + un,

5. n 6= 1, m = 1, f = εx : F = eεtxu, G = −eεtx(nun−1ux+ xu) + eεtun,

6. n = 1, m = 0: F = αu, G = −α(ux + f) + αxu+
∫
αxfdx,

7. n = 1, m = 1: F = βu, G = −β(ux + fu) + βxu,

äå ε = ±1 mod G∼, Φ = e
∫
fdx, α = α(t, x), β = β(t, x) çàäîâîëüíÿþòü

ëiíiéíi ðiâíÿííÿ αt + αxx = 0 i βt + βxx − fβx = 0.

Öi çàêîíè çáåðåæåííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè ïîòåíöiàëü-

íèõ ñèñòåì, ùî ïðèçâîäÿòü äî ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü (2.40).

Ïîâ'ÿçàíi õàðàêòåðèñòèêè äîðiâíþþòü êîåôiöi¹íòàì ïðè u ó ïðåäñòàâ-

ëåíèõ âèðàçàõ äëÿ F . Òóò ìè ðîçãëÿíåìî ëèøå íàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi
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ñèñòåìè (òîáòî ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè ç îäíi¹þ ïîòåíöiàëüíîþ çìiííîþ, ïî-

áóäîâàíi iç âèêîðèñòàííÿì îäèíè÷íèõ çáåðåæåíèõ âåêòîðiâ áàçîâèõ çàêî-

íiâ çáåðåæåííÿ) ðiâíÿííÿ êëàñó (2.40), ùî ìàþòü âèãëÿä vx = F, vt = −G.
Âèïàäêè 6 i 7 òåîðåìè 2.28 ìîæíà âèêëþ÷èòè ç ðîçãëÿäó, îñêiëüêè âî-

íè ñòîñóþòüñÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, äîñëiäæåíèõ ó ðîáîòi [262]. Ðiâíÿííÿ ç

âèïàäêó 2 çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü (À.51) ïåðåòâîðåííÿì (2.41). Ðiâíÿííÿ

ç âèïàäêiâ 4 i 5 çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü äèôóçi¨ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè ũt̃ = (ũn)x̃x̃ ïåðåòâîðåííÿì Ãàëiëåÿ

t̃ = t, x̃ = x+ t, ũ = u

i ïåðåòâîðåííÿì

t̃ =

 1
ε(n+1)e

ε(n+1)t, n 6= −1,

t, n = −1,
x̃ = eεtx, ũ = e−εtu,

âiäïîâiäíî.

Îòæå, çàëèøèëîñü ðîçãëÿíóòè äâi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè

vx = u, vt = nun−1ux + fum, (2.42)

v∗x = xu, v∗t = x(nun−1ux + f)− un −
∫
fdx, (2.43)

ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì 1 i 3 òåîðåìè 2.28 (ïîçíà÷èìî ïîòåíöiàë äðóãî¨

ñèñòåìè v∗).

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ñèñòåìè (2.42) ïîðîäæóþòü íåòðèâiàëüíi ïîòåíöiàëü-

íi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (2.40) ó òàêèõ âèïàäêàõ:

1. f = x−2, n = −1, m = −2:

〈∂t, ∂v, x∂x − u∂u,
12t∂t + (3 lnx− v)x∂x + (3− 3 lnx+ xu+ v)u∂u + 2(3v − t)∂v〉;

2. f = εx ln |x|, ε = ±1, n = −1, m = 1:

〈∂t, ∂v, e−εt(x∂x − u∂u), e−εt(−εxv∂x + ε(xu2 + uv)∂u + 2∂v)〉;

3. f = x, n = −1, m = 0:
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〈∂t, ∂v, ∂x + t∂v, 2t∂t − x∂x + 2u∂u + v∂v,

t2∂t + (v − tx)∂x + (2t− u)u∂u + tv∂v〉;

4. f = 0, n = −1, m = 0:

〈∂t, ∂v, x∂x − u∂u, 2t∂t + u∂u + v∂v, vx∂x − (v + xu)u∂u + 2t∂v,

4t2∂t + (v2 − 2t)x∂x − (v2 + 2vxu− 6t)u∂u + 4tv∂v, β∂x − βvu2∂u〉;

5. f = 1, n = −1, m = 1:

〈∂t, ∂v, (x+ t)∂x − u∂u, 2t∂t + 2x∂x − u∂u + v∂v, β∂x − βvu2∂u,

v(x+ t)∂x − [(x+ t)u+ v]u∂u + 2t∂v,

4t2∂t + [(x+ t)v2 − 2tx− 6t2]∂x − [v2 − 6t+ 2(x+ t)vu]u∂u + 4tv∂v〉;

6. f = εx, ε = ±1, n = −1, m = 1:

〈∂t, ∂v, x∂x − u∂u, 2t∂t − 2εtx∂x + (1 + 2εt)u∂u + v∂v,

4t2∂t +
(
v2 − 2t− 4εt2

)
x∂x −

(
v2 − 6t+ 2xvu− 4εt2

)
u∂u + 4tv∂v,

vx∂x − (xu+ v)u∂u + 2t∂v, e
−εt(β∂x − βvu2∂u)〉;

7. n = −1, m = −1:

〈∂t, ∂v, ψ∂x − (1− fψ)u∂u, 2t∂t + u∂u + v∂v,

4t2∂t + (v2 − 2t)ψ∂x − [2ψvu+ (v2 − 2t)(1− fψ)− 4t]u∂u + 4tv∂v,

ψv∂x − ((1− fψ)v + ψu)u∂u + 2t∂v, ϕ(β∂x − (βvu
2 − fβu)∂u)〉;

8. f = 1, n = 1, m = 2:

〈∂t, ∂x, ∂v, 2t∂t+x∂x−u∂u, 4t2∂t+ 4tx∂x−2(2tu+x)∂u− (2t+x2)∂v,

2t∂x − ∂u − x∂v, e−v[(αu− αx)∂u − α∂v]〉.

Òóò α = α(t, x) i β = β(t, v) ïðîáiãàþòü ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü αt−αxx = 0, βt+βvv = 0, ϕ(x) = e−
∫
fdx, ψ(x) = e−

∫
fdx
∫
e
∫
fdxdx.

Çàóâàæåííÿ 2.29. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.40) ç n = −1, m = 0 i f ∈ {0, 1}
¹ ðiçíèìè ïðåäñòàâëåííÿì îäíàêîâèõ ðiâíÿíü. Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨, ùî

ïîâ'ÿçàíi ïåðåòâîðåííÿì ṽ = v + t ïîòåíöiàëüíî¨ çìiííî¨ v. Öå ïåðåòâî-

ðåííÿ âiäîáðàæà¹ âèïàäîê 4 ó âèïàäîê

f = 1, n = −1, m = 0:

〈∂t, ∂ṽ, x∂x − u∂u, 2t∂t + u∂u + (t+ ṽ)∂ṽ,
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4t2∂t + [(ṽ − t)2 − 2t]x∂x − [(ṽ − t)2 + 2(ṽ − t)xu− 6t]u∂u + 4tṽ∂ṽ,

(ṽ − t)x∂x − (ṽ − t+ xu)u∂u + 2t∂ṽ, e
t
4−

ṽ
2 [β̃∂x − (β̃ṽ − 1

2 β̃)u2∂u]〉,

äå ôóíêöiÿ β̃ = β̃(t, ṽ) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

β̃t + β̃ṽṽ = 0.

Çàóâàæåííÿ 2.30. Âèïàäêè 5, 6, 7 çâîäÿòüñÿ äî âèïàäêó 4 òî÷êîâèìè

ïåðåòâîðåííÿìè {x̃ = x + t, ũ = u}, {x̃ = eεtx, ũ = e−εtu} i (2.41), âiäïî-
âiäíî.

Ó ðîáîòi [122] âèïàäêè 3, 4 íå ðîçãëÿäàëèñü, à îòæå ¹ íîâèìè. Îêðiì

öüîãî ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü (2.40) àñîöiéîâàíi iç ïîòåíöiàëüíîþ

ñèñòåìîþ (2.42) òàêîæ ïðîêëàñèôiêîâàíî âïåðøå.

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ñèñòåìè (2.43) äàþòü íåòðèâiàëüíi ïîòåíöiàëüíi ñè-

ìåòði¨ ðiâíÿíü (2.40), òiëüêè â îäíîìó âèïàäêó, à ñàìå f = x, n = −1,

m = 0. Àëãåáðà Ëi ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié â öüîìó âèïàäêó:

9. f = x, n = −1, m = 0:

〈∂t, ∂v, 2t∂t − x∂x + 2u∂u, e
−v∗/2(2x∂x + (x2u− 2)u∂u − 4∂v∗)〉.

Íàâåäåìî òàêîæ ïðèêëàä ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (2.40) ç f 6= 0, ÿêi âêëþ÷àþòü äâà ïîåòåíöiàëè. �õ ìîæíà ïîáóäóâàòè

çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ (2.41) ç ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié, íàâåäåíèõ ó

ïiäðîçäiëi À.4 äîäàòêó À. Òàê, ðiâíÿííÿ x−6ut = (u−2/3ux)x ç êëàñó (À.51)

(âèïàäîê 3.4, f = x−6, n = −2/3) ïåðåòâîðåííÿì t̃ = 3
4t, x̃ = |x|−1/2,

ũ = |x|−9/2u âiäîáðàæà¹òüñÿ ó ðiâíÿííÿ

ũt̃ = ((ũ1/3)x̃ − 3x̃−1ũ1/3)x̃ (2.44)

ç êëàñó (2.40), äå ñ = m̃ = 1/3 i f̃ = −3x̃−1. Ùîá ñïðîñòèòè êîåôiöi¹íòè,

âèêîðèñòàíî êîìáiíàöiþ ïåðåòâîðåííÿ (2.41) iç ìàñøòàáíèì ïåðåòâîðåí-

íÿì. Ïîòåíöiàëüíà ñèñòåìà äðóãîãî ïîðÿäêó (2.44), ïîáóäîâàíà iç (À.53)

ïåðåòâîðåííÿì, ïðîäîâæåíèì íà ïîòåíöiàëè ṽ = −v1/2 i w̃ = w/4, ìà¹

âèãëÿä

ṽx̃ = ũ, w̃x̃ = x̃−3ṽ, w̃t̃ = x̃−3ũ1/3.
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Âiäïîâiäíà àëãáåðà ïîòåíöiàëüíî¨ ñèìåòði¨ (2.44) ìà¹ âèãëÿä

〈∂t, ∂w, 2∂v − x2∂w, 2t∂t + 3u∂u + 3v∂v + 3w∂w,

x∂x − 3u∂u − 2v∂v − 4w∂w,

x−1∂x + 3x−2u∂u + 2(2w + x−2v)∂v − 2x−2w∂w,

xw∂x − 3(x−2v + w)u∂u − (x−2v + 2w)v∂v − 2w2∂w〉.

2.4. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿííÿ Ôiøåðà

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Ôiøåðà

ut = buxx + au(1− u), ab 6= 0, (2.45)

áóëî çàïðîïîíîâàíî ó 1937 ðîöi â êîíòåêñòi äèíàìiêè ïîïóëÿöi¨, ùîá îïè-

ñàòè ïðîñòîðîâå ïîøèðåííÿ âèãiäíîãî àëåëÿ [110]. Ðîçâ'ÿçêè òèïó ái-

æó÷î¨ õâèëi ðiâíÿííÿ (2.45) áóëî ïîáóäîâàíî ó ðîáîòi [39] (äèâèñü òà-

êîæ [84, 98, 188, 226]). Òåîðåìè ùîäî iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi îáìåæåíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî êëàñó ðiâíÿíü ut = uxx + F (t, x, u) äîâå-

äåíî â ðîáîòi [15].

Ïiçíiøå áóëî çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíåíó ìîäåëü, à ñàìå ðiâíÿííÿ Ôi-

øåðà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè:

ut = b(t)uxx + a(t)u(1− u), (2.46)

äå a(t), b(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ ÷àñó [140]. Çàâäÿêè òà-

êèì êîåôiöi¹íòàì ìîæíà âçÿòè äî óâàãè äîâãîòåðìiíîâi çìiíè êëiìàòó

àáî êîðîòêîñòðîêîâó ñåçîííiñòü. Äåÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó

áóëî çíàéäåíî â ðîáîòàõ [140, 231]. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ãðóïîâó

êëàñèôiêàöiþ êëàñó (2.46) i òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü [6, 312].

2.4.1. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíàòè âè÷åð-

ïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü ç òàêîãî êëàñó, ñïî÷àòêó äîñëiäæå-
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íî äîïóñòèìi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ïðÿìèì ìåòîäîì [184]. Äîâåäåíî

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.31. Çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (2.46) ñêëà-

äàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = εu+
1− ε

2
, ã =

a

Ttε
, b̃ =

δ2
1

Tt
b,

äå T (t) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Tt 6= 0, δ1, δ2 �

äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1 6= 0 i ε = ±1.

Çàóâàæåííÿ 2.32. Ç òî÷íiñòþ äî êîìïîçèöi¨ îäíå ç iíøèì i ç íåïåðåðâ-

íèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ ìiñòèòü

òðè íåçàëåæíi äèñêðåòíi ïåðåòâîðåííÿ

T1 : (t, x, u, a, b) 7→ (−t, x, u,−a,−b),

T2 : (t, x, u, a, b) 7→ (t,−x, u, a, b),

T3 : (t, x, u, a, b) 7→ (t, x, 1− u,−a, b).

Òåîðåìà 2.33. Êëàñ (2.46) ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Éîãî ðîçøèðåíó óçàãàëü-

íåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = ω(t)u+ θ(t),

ã =
a

Ttω
, b̃ =

δ1
2

Tt
b,

äå T (t) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, Tt 6= 0, δ1, δ2 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè-

÷îìó δ1 6= 0,

ω =
(αe

∫
a dt + β)(γe

∫
a dt + δ)

(αδ − βγ)e
∫
a dt

, θ = −γαe
∫
a dt + β

αδ − βγ
,

ïàðè ñòàëèõ (α, β) òà (γ, δ) âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíî-

æíèêà òà αδ − βγ 6= 0.

Äîâåäåííÿ öèõ òâåðäæåíü íàâåäåíî ó ðîáîòi [312]. Î÷åâèäíî, ùî

iñíóþòü ðiâíÿííÿ (2.46), ùî ¹ Ĝ∼-åêâiâàëåíòíèìè, àëå ïðè öüîìó G∼-

íååêâiâàëåíòíèìè. Òîìó âèêîðèñòàííÿ ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè
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åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ ¹ êðàùèì äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëà-

ñó (2.46).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 2.33 ìîæíà âñòàíîâèòè êðèòåðié çâiäíîñòi

óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Ôiøåðà äî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà.

Íàñëiäîê 2.34. Ðiâíÿííÿ (2.46) çâîäèòüñÿ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì

äî ðiâíÿííÿ

ut = uxx + u(1− u) (2.47)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêî¨ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ λ êîåôiöi¹íòè a i b

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

λb2 − 2
btt
b

+ 3
b2
t

b2
= a2 − 2

att
a

+ 3
a2
t

a2
. (2.48)

Çàóâàæåííÿ 2.35. Äîâiëüíi åëåìåíòè êëàñó çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.48)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè b ìà¹ âèãëÿä

b =
λ(αδ − βγ)ae

∫
a dt

(αe
∫
a dt + β)(γe

∫
a dt + δ)

,

äå λ � äîäàòíà ñòàëà, ïàðè ñòàëèõ (α, β) i (γ, δ) âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî

íåíóëüîâèõ ìíîæíèêiâ i αδ − βγ 6= 0.

2.4.2. Êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi äàþòü çìîãó ñïðîñòèòè çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, âiäêà-

ëiáðóâàâøè äîâiëüíi åëåìåíòè êëàñó. Çàâäÿêè òîìó, ùî ïåðåòâîðåííÿ ç

ãðóï G∼ i Ĝ∼ ïàðàìåòðèçîâàíi äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ T (t), îäèí ç äîâiëü-

íèõ åëåìåíòiâ a, b â êëàñi (2.46) ìîæíà çâåñòè äî ñòàëîãî çíà÷åííÿ, íàïðè-

êëàä, äî îäèíèöi Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi t̃ =
∫
b dt, x̃ = x, ũ = u, ç

ãðóïè G∼ âiäîáðàæà¹ êëàñ (2.46) íà éîãî ïiäêëàñ, âèîêðåìëåíèé óìîâîþ

b = 1. �äèíèé äîâiëüíèé åëåìåíò ó êëàñi-îáðàçi âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñòàði

äîâiëüíi åëåìåíòè çà ôîðìóëîþ ã = a/b. Êàëiáðóâàííÿ a = 1 ìîæíà âè-

êîíàòè àíàëîãi÷íèì ïåðåòâîðåííÿì ç ãðóïè G∼ t̃ =
∫
a dt, x̃ = x, ũ = u.

Òîäi íîâi äîâiëüíi åëåìåíòè ìàòèìóòü âèãëÿä ã = 1, b̃ = b/a.
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Îñêiëüêè êëàñ (2.46) ¹ íîðìàëiçîâàíèì, õî÷à é ëèøå â ðîçøèðåíîìó

óçàãàëüíåíîìó ñåíñi, ëåãêî çíàéòè ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi éîãî ïiäêëàñó ç

b = 1 (àáî a = 1). Äëÿ öüîãî ïîêëàäà¹ìî b̃ = b = 1 (àáî ã = a = 1) ó ïåðå-

òâîðåííÿõ ç ãðóïè Ĝ∼ i òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî íàñëiäêè òåîðåìè 2.33.

Íàñëiäîê 2.36. Êëàñ ðiâíÿíü

ut = uxx + a(t)u(1− u), a 6= 0 (2.49)

íîðìàëiçîâàíèé ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi. Ðîçøèðåíó óçàãàëü-

íåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼a öüîãî êëàñó ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ2
1t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2, ũ = ω(t)u+ θ(t), ã =

a

δ2
1ω
,

äå δi, i = 0, 1, 2, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1 6= 0,

ω =
(αe

∫
a dt + β)(γe

∫
a dt + δ)

(αδ − βγ)e
∫
a dt

, θ = −γαe
∫
a dt + β

αδ − βγ
,

ïàðè ñòàëèõ (α, β) i (γ, δ) âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíî-

æíèêà αδ − βγ 6= 0.

Íàñëiäîê 2.37. Êëàñ ðiâíÿíü

ut = b(t)uxx + u(1− u), (2.50)

íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼b
êëàñó ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = ln
αet + β

γet + δ
, x̃ = δ1x+ δ2,

ũ =
(αet + β)(γet + δ)

(αδ − βγ)et
u− γ αe

t + β

αδ − βγ
, b̃ =

δ2
1(αet + β)(γet + δ)

(αδ − βγ)et
b,

äå δj, j = 1, 2, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1 6= 0, ÷åòâiðêà ñòà-

ëèõ (α, β, γ, δ) âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà i

αδ − βγ 6= 0.
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Çàóâàæåííÿ 2.38. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼b ìiñòèòü äâà äèñêðåòíi ïå-

ðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

T ′ : (t, x, u, b) 7→ (t,−x, u, b), T ′′ : (t, x, u, b) 7→ (−t, x, 1− u,−b).

Êëàñ (2.50) íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi, à êëàñ (2.49) � â ðîç-

øèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó. Òîìó ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî ãðóïîâó êëàñèôi-

êàöiþ ëåãøå âèêîíóâàòè äëÿ êëàñó (2.50). Êðèòåðié çâiäíîñòi ðiâíÿíü ç

öüîãî êëàñó äî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà ¹ òàêèì.

Íàñëiäîê 2.39. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.50) çâîäèòüñÿ äî êëàñè÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ Ôiøåðà (2.47) òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

êîåôiöi¹íò b ìà¹ âèãëÿä

b(t) =
λ(αδ − βγ)et

(αet + β)(γet + δ)
,

äå λ � äîäàòíà ñòàëà, ÷åòâiðêà ñòàëèõ (α, β, γ, δ) âèçíà÷åíà ç òî÷íi-

ñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà i αδ − βγ 6= 0.

2.4.3. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ. Ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè÷íîãî ïiäõî-

äó [23] âèêîíó¹ìî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (2.50). Ôiêñó¹ìî ðiâíÿí-

íÿ L ç êëàñó (2.50) i øóêà¹ìî âåêòîðíi ïîëÿ âèãëÿäó

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u,

ùî ãåíåðóþòü îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ L. Ç
êðèòåðiþ iíôiíiòåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi âèïëèâàþòü âèçíà÷àëüíi ðiâ-

íÿííÿ, ðîçâ'ÿçàâøè íàéïðîñòiøi ç íèõ îòðèìó¹ìî τ = τ(t), ξ = ξ(t, x).

Öå ïîâíiñòþ óçãîäæó¹òüñÿ iç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [184] i ïiäðîçäiëó 2.1.

Çàëèøà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè òàêi âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ

ηuu = 0, 2b ξx = (bτ)t, 2b ηxu = bξxx − ξt,

η − ηt + bηxx + (τt − 2η − ηu)u+ (ηu − τt)u2 = 0.
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Ç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü âèïëèâà¹, ùî

ξ =
(bτ)t

2b
x+ ζ(t) i η = η1(t, x)u+ η0(t, x),

äå ζ, η1, η0 � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Òîäi òðåò¹ ðiâíÿí-

íÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó(
1

2b
(bτ)t

)
t

x+ ζt + 2bη1
x = 0. (2.51)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè η = η1(t, x)u + η0(t, x) ó ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè i

ðîçùåïëåííÿ çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè u îòðèìó¹ìî

η1 = −τt, η0
t − bη0

xx − η0 = 0, 2η0 = τt + bη1
xx − η1

t .

Ç öi¹¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî η1 i η0 íå çàëåæàòü âiä x, à ñàìå

η1 = −τt, η0 = 1
2(τt + τtt). Ôóíêöiÿ τ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ τttt − τt = 0,

òîáòî τ = c1e
t+c2e

−t+c3, äå c1, c2, c3 � äîâiëüíi ñòàëi. Âðàõîâóþ÷è îòðè-

ìàíi îáìåæåííÿ íà ôîðìè êîåôiöi¹íòiâ, ðîçùåïëþ¹ìî ðiâíÿííÿ (2.51) çà

ðiçíèìè ñòåïåíÿìè x. Òàêèì ÷èíîì çíàõîäèìî ζ = c0 = const i êëàñèôi-

êóþ÷å ðiâíÿííÿ ((bτ)t/b)t = 0, ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ÿê

(c1e
t + c2e

−t + c3)bt = (−c1e
t + c2e

−t + c4)b, (2.52)

äå c4 � ùå îäíà äîâiëüíà ñòàëà. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ÿäðî îñíîâíèõ ãðóï

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi â êëàñi (2.50), ðîçùåïëþ¹ìî ðiâíÿííÿ (2.52) çà b

i bt, ùî ïðèçâîäèòü äî óìîâ ci = 0, i = 1, 2, 3, 4. �äèíà íåíóëüîâà ñòàëà c0

âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó ∂x (âèïàäîê 0 òàáë. 2.3).

Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ. Ìíîæèíà Vb íàáî-

ðiâ êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿíü âèãëÿäó (2.52) ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ôóíê-

öi¨ b ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Ðîçìiðíiñòü kb öüîãî ïðîñòîðó ñïiâïàäà¹ ç

ðîçìiðíiñòþ ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ òàêîãî ñàìîãî çíà÷åííÿ b.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî kb < 3 i, ÿêùî kb = 2, áóäü-ÿêèé åëåìåíò Vb çàäîâîëü-

íÿ¹ ðiâíÿííÿ c2
4 = c2

3 − 4c1c2.
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Ùîíàéìåíøå îäíîâèìiðíå ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ìà¹ ìi-

ñöå äëÿ ðiâíÿíü ç äîâiëüíèì êîåôiöi¹íòîì b, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (2.52) ç

(c1, c2, c3) 6= (0, 0, 0), òîáòî, ÿêùî

b(t) = c5 exp

(∫
−c1e

t + c2e
−t + c4

c1et + c2e−t + c3
dt

)
(2.53)

äëÿ äåÿêî¨ íåíóëüîâî¨ ñòàëî¨ c5. Âiäïîâiäíèé îïåðàòîð ç ðîçøèðåííÿ ìà¹

âèãëÿä

X2 = (c1e
t + c2e

−t + c3)∂t +
c4

2
x∂x +

[
(c2e

−t − c1e
t)u+ c1e

t
]
∂u.

Iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (2.53) äà¹ òàêi çíà÷åííÿ b:

b =
c5

c1et + c2e−t + c3

∣∣∣∣2c1e
t + c3 − ν

2c1et + c3 + ν

∣∣∣∣
c4
ν

, ÿêùî D > 0, c1 6= 0,

b =
c5e

c4
c3
t

(c2e−t + c3)
1− c4c3

, ÿêùî D > 0, c1 = 0,

b =
c5

c1et + c2e−t + c3
exp

(
− 2c4

2c1et + c3

)
, ÿêùî D = 0, c1 6= 0,

b = c5 exp

(
t+

c4

c2
et
)
, ÿêùî D = 0, c1 = 0,

b =
c5

c1et + c2e−t + c3
exp

(
2c4

ν
arctg

2c1e
t + c3

ν

)
, ÿêùî D < 0,

äå D = c2
3 − 4c1c2 i ν =

√
|D|. Ïåðåòâîðåííÿìè ðîçòÿãó çà çìiííîþ x,

ñòàëó c5 ìîæíà çâåñòè äî sign c5, òîáòî, c5 = ±1 mod G∼b .

Íàâåäåíi âèðàçè äëÿ b ìîæíà ñïðîñòèòè ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïèG∼b . Ç

òî÷íiñòþ äî G∼b -åêâiâàëåíòíîñòi ÷åòâiðêà ïàðàìåòðiâ (c1, c2, c3, c4) íàáóâà¹

çíà÷åíü ç ìíîæèíè

{(0, 0, 1, σ), (0, 1, 0, κ), (1, 1, 0, ρ) | σ > 0, κ = ±1, ρ ∈ R}.

Òàêèì ÷èíîì ç òî÷íiñòþ äî G∼b -åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ñïiâïàäà¹ ç çàãàëüíîþ

òî÷êîâîþ åêâiâàëåíòíiñòþ, iñíóþòü òðè ôîðìè ðiâíÿíü ç êëàñó (2.46),
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Òàáë. 2.3: Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (2.50).

� b Áàçèñ àëãåáðè Amax

0 ∀ ∂x

1 εeσt ∂x, ∂t + σ
2x∂x

2 ε exp(t+ κet) ∂x, e−t∂t + κ
2x∂x + e−tu∂u

3
ε

ch t
exp

(
ρ arctg et

)
∂x, 2 ch t ∂t + ρ

2x∂x +
(
et − 2 sh t u

)
∂u

4 εet ∂x, ∂t + 1
2x∂x, e−t(∂t + u∂u)

Òóò ε, σ, κ, ρ � ñòàëi, ε = ±1 mod G∼b , σ > 0 mod G∼b , σ 6= 1 òà κ = ±1 mod G∼b .

ùî äîïóñêàþòü äâîâèìiðíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi (âèïàäêè 1�

3 òàáë. 2.3). Ç óìîâè c2
4 = c2

3 − 4c1c2 âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé âèïàäîê

ðîçøèðåííÿ àëãåáðè ÿäðà íà äâà ëiíiéíî-íåçàëåæíi îïåðàòîðè, çâîäèòüñÿ

òî÷êîâèìè ïåðåâòîðåííÿìè äî âèïàäêó 4 òàáë. 2.3, äå b = ±et. Îñêiëüêè
êëàñ (2.50) íîðìàëiçîâàíèé, íåìà¹ iíøèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ

âèïàäêàìè òàáëèöi. Äîâåäåíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.40. Àëãåáðà ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ðiâíÿíü ç êëàñó (2.50) � öå

àëãåáðà A∩ = 〈∂x〉. G∼b -íååêâiâàëåíòíi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â

êëàñi (2.50) âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè, íàâåäåíèìè â òàáë. 2.3.

Êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê ç òàáëèöi 2.3 ïðåäñòàâëÿ¹ òàêîæ ðåçóëüòàòè

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (2.46) ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

2.4.4. Òî÷íi ðîç'âÿçêè. Äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ôiøå-

ðà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè çàñòîñîâàíî ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà âèêî-

ðèñòàííi íåâèðîäæåíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, à ñàìå ìåòîä åêâiâàëåíò-

íîñòi òà ìåòîä ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [6].

Ç êðèòåðiþ (2.48) âèïëèâà¹, ùî ïiäêëàñ ðiâíÿíü (2.46) âèãëÿäó

ut =
λ∆a(t)h(t)

(αh(t) + β)(γh(t) + δ)
uxx + a(t)u(1− u), (2.54)
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äå h(t) = e
∫
a(t)dt, ∆ = αδ−βγ 6= 0, çâîäèòüñÿ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè

äî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà (2.47). Ç òåîðåìè 2.33 çíàõîäèìî ñiì'þ

òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ùî âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ (2.54) ó ðiâíÿííÿ (2.47),

âèãëÿäó

t̃ = ln
αh(t) + β

γh(t) + δ
+ c1, x̃ =

x√
λ

+ c2, (2.55)

ũ =
(αh(t) + β)(γh(t) + δ)

h(t)∆
u− γαh(t) + β

∆
,

äå c1, c2 � äîâiëüíi ñòàëi. Çàñòîñó¹ìî çíàéäåíi ïåðåòâîðåííÿ äî âiäîìèõ

ðîçâ'ÿçêiâ êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà (2.54) i îòðèìà¹ìî òàêó ñiì'þ òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.54):

u =
h∆ exp

(
5
3 t̃+

√
6

3 x̃
)
℘
(

exp
(

5
6 t̃+

√
6

6 x̃
)

+ C̃, 0, Ĉ
)

(αh+ β)(γh+ δ)
+

γh

γh+ δ
,

÷àñòèííèì âèïàäêîì ÿêî¨ â åëåìåíòàðíèõ ôóíêöiÿõ ¹

u =
h∆

(αh+ β)(γh+ δ)

1(
C exp

(√
6

6 x̃−
5
6 t̃
)
± 1
)2 +

γh

γh+ δ
,

äå t̃, x̃ âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (2.55), ℘(z, k1, k2) � åëiïòè÷íà ôóíêöiÿ Âåé¹ð-

øòðàñà, c1, c2, C, C̃, Ĉ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó C 6= 0. Îñêiëüêè ðiâ-

íÿííÿ Ôiøåðà äîïóñêàþòü äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ ñèìåòði¨ x 7→ −x, âñi
îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ç ïðîòèëåæíèìè çíàêàìè x òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-

íÿííÿ (2.54).

Îêðiì ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ùî íå çìiíþþòü ñòðóêòóðó êëà-

ñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à ëèøå ïåðåâîäÿòü îäíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó ó

iíøå ðiâíÿííÿ ç öüîãî æ êëàñó, ìîæëèâî òàêîæ ðîçãëÿíóòè íåâèðîäæåíi

òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Öåé ìåòîä

áóëî çàïðîïîíîâàíî ó ðîáîòi [309] äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòåïå-

íåâîþ íåëiíiéíiñòþ. Ïiçíiøå öèì ìåòîäîì áóëî äîñëiäæåíî ç ñèìåòðiéíî¨
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òî÷êè çîðó i iíøi êëàñè ðiâíÿíü (äèâ., [298], à òàêîæ [315] òà ïîñèëàííÿ

òàì). Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåíî, ùî ñiì'ÿ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëü-

íèì åëåìåíòîì a(t) êëàñó (2.46),

t̃ =
∫
a(t)e

∫
a(t)dtdt, x̃ = x, ũ = −e−

∫
a(t)dtu, (2.56)

âiäîáðàæà¹ êëàñ (2.46) ó êëàñ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç êâà-

äðàòè÷íîþ íåëiíiéíiñòþ òà îäíèì äîâiëüíèì åëåìåíòîì, ùî çàëåæèòü âiä

çìiííî¨ ÷àñó, Äëÿ ðiâíÿííÿ ut = uxx + u2 âiäîìi êiëüêà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

(äèâ. [49, 226] i [252, ñ. 157]). Âèêîðèñòîâóþ÷è ¨õ òà ïåðåòâîðåííÿ (2.56),

çíàõîäèìî íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà

ut = a(t)e
∫
a(t)dtuxx + a(t)u(1− u) :

u =
12
(
4±
√

6
)
x(x+ c1) + 120(12± 5

√
6)Θ(t) + 12

(
2±
√

6
)
c2 + 6c2

1

e−
∫
a(t)dt

(
x2 + c1x+ 10(3±

√
6)Θ(t) + c2

)2 ,

u = e
∫
a(t)dt℘

(
x√
6
, 0, Ĉ

)
,

äå Θ(t) =
∫
a(t)e

∫
a(t)dtdt, c1, c2, Ĉ � äîâiëüíi ñòàëi.

2.5. Êëàñèôiêàöiÿ ëi¨âñüêèõ i íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié

ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèêîíàíî êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ i ðåãóëÿðíèõ íåêëà-

ñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ êëàñó ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut = a2(t)uxx + b(t)u− c(t)u3, (2.57)



115

äå a(t), b(t), c(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó ac 6= 0. Òàêi ðiâíÿííÿ

iíêîëè òàêîæ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿìè Íüþåëà�Âàéòõåäà àáî óçàãàëüíåíè-

ìè ðiâíÿííÿìè Ôiøåðà.

Êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ ut = uxx+u−u3 âïåðøå

ç'ÿâèëîñü ó ðîáîòàõ [225, 278]. Âîíî ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì óçàãàëüíåíèõ

ðiâíÿíü Ôiøåðà

ut =
(
umux

)
x

+ up
(
1− uq

)
, (2.58)

ùî âèíèêàþòü ÿê ìîäåëi ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨ (äèâ. ðiâíÿííÿ (13.40) ó

ìîíîãðàôi¨ [221]). Òóò t, x � ÷àñîâà i ïðîñòîðîâà çìiííi, u � ãóñòèíà

ïîïóëÿöi¨, p, q, m � äîäàòíi ñòàëi ïàðàìåòðè.

Ðiâíÿííÿ (2.57) ç b(t) = c(t) = 1 äîñëiäæåíî ó ðîáîòi [231] ç âèêîðèñ-

òàííÿì ìåòîäó óñi÷åíîãî ðîçâèíåííÿ ïîáóäîâàíî ïåâíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

öèõ ðiâíÿíü. Êëàñ (2.57) áóëî ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [295]. Âèÿâèëîñü, ùî

âñi ðîçâ'ÿçêè çíàéäåíi â [295] ¹ ñòàöiîíàðíèìè i áiëüø òîãî íå çàäîâîëü-

íÿþòü âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ÷åðåç ïîìèëêè â çíàêàõ ñòàëèõ. Ó ðîáîòi [302]

îêðiì ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêîæ âèêîíàíî ïîâíi êëàñèôiêàöi¨ íå

òiëüêè ëi¨âñüêèõ, àëå é íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨.

2.5.1. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä, äî-

âåäåíî, ùî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.57) ïîðîäæåíî çâè÷àéíèìè

ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó.

Òåîðåìà 2.41. Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (2.57) ñêëàäàþòü ïå-

ðåòâîðåííÿ

t̃ = θ(t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = ϕ(t)u,

ã2(t̃) =
δ1

2

θt
a2(t), b̃(t̃) =

1

ϕθt
(ϕb(t) + ϕt), c̃(t̃) =

1

ϕ2θt
c(t), (2.59)

äå δ1 òà δ2 � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1 6= 0, à ôóíêöi¨

θ(t) òà ϕ(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó θtϕ 6= 0.

Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ç ãðóïè G∼ ïîðîäæóþòü ãðóïî¨ä

åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.57).
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Ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè 2.41 çíàéäåíî óìîâè íà êîåôiöi¹íòè a, b, c,

äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

çâîäÿòüñÿ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî ðiâíÿíü ç öüîãî ñàìîãî êëàñó çi

ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 2.42. Ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôi-

öi¹íòàìè (2.57) çâîäÿòüñÿ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî ðiâíÿííÿ ç öüî-

ãî ñàìîãî êëàñó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ

äåÿêî¨ ñòàëî¨ λ âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè a(t), b(t) i c(t) çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó

b

a2
+

1

2

(
c/a2

)
t

c
= λ. (2.60)

Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿþòü ñóòò¹âî ñïðîñòèòè âèõiäíèé

êëàñ. Äîâiëüíèé åëåìåíò b(t) ìîæíà çâåñòè äî íóëÿ, à a(t) äî íåíóëüîâî¨

ñòàëî¨, íàïðèêëàä, äî îäèíèöi. Äiéñíî, ïåðåòâîðåííÿ

t̃ =
∫
a2(t)dt, x̃ = x, ũ = e−

∫
b(t)dtu (2.61)

âiäîáðàæà¹ êëàñ (2.57) íà éîãî ïiäêëàñ

ut = uxx − c(t)u3. (2.62)

Êðèòåðié (2.60) ¹ íàäçâè÷àéíî êîðèñíèì äëÿ ïåðåâiðêè, ÷è çâîäèòü-

ñÿ ïåâíå ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè äî ðiâíÿííÿ ç öüîãî êëàñó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ó ðîáîòi [295]

�ðîçâ'ÿçêè� çíàéäåíî äëÿ ðiâíÿíü (2.57) ç êîåôiöi¹íòàìè b(t) = c1k
2a2(t),

c(t) = c2k
2a2(t), äå c1, c2, k � íåíóëüîâi ñòàëi. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêi êîå-

ôiöi¹íòè b(t) i c(t) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.60). Ó ïàðàãðàôi 2.5.4 ç âèêî-

ðèñòàííÿì ìåòîäó åêâiâàëåíòíîñòi çíàéäåíî êiëüêà ñiìåé íåñòàöiîíàðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ïiäêëàñó êëàñó (2.57), âèîêðåìëåíîãî óìîâîþ (2.60).

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ êëàñó (2.62) ìîæíà çíàéòè ç òåîðåìè 2.41, äå

â ôîðìóëàõ ïåðåòâîðåíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ïîêëàäà¹ìî ã2 = a2 = 1

i b̃ = b = 0. Öå ãàðàíòó¹ ïîâíîòó ðåçóëüòàòó, îñêiëüêè íàäêëàñ (2.57)

êëàñó (2.62) ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 2.43. Êëàñ (2.62) ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó (2.62) ãåíåðó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç éîãî çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼1 :

t̃ = δ1
2t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u, c̃(t̃) =

1

δ1
2δ3

2
c(t),

äå δi, i = 0, 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0.

Îòæå, çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ êëàñó (2.57) ç òî÷-

íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi çâîäèòüñÿ äî ïîäiáíî¨ çàäà÷i äëÿ êëàñó (2.62)

ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi.

2.5.2. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (2.62) âè-

êîíàíî ç âèêîðèñòàííÿì ñòàíäàðòíîãî ïiäõîäó Ëi�Îâñÿííèêîâà [23,235].

Øóêàþòüñÿ îïåðàòîðè âèãëÿäó

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (2.63)

ùî ãåíåðóþòü îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè Ëi òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (2.62). Êðèòåðié ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âèìàãà¹ âèêîíàííÿ

òîòîæíîñòi Q(2)
(
ut − uxx + c(t)u3

)
= 0 íà ìíîãîâèäi ðiâíÿíü (2.62), äå

Q(2) � äðóãå ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà Q [235]. Äîâåäåíî òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.44. ßäðîì ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü ç êëàñó (2.62) ¹ îäíîâèìiðíà àëãåáðà 〈∂x〉. Ñïèñîê G∼-íååêâi-

âàëåíòíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñó (2.62) âè÷åð-

ïóþòü âèïàäêè 1�3 òàáëèöi 2.4.

Òàáëèöÿ 2.4 ïðåäñòàâëÿ¹ òàêîæ ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ

êëàñó (2.57) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi. Ó âñiõ âèïàäêàõ a2(t) =

1 mod G∼, b(t) = 0 mod G∼.

Äëÿ ïîäàëüøîãî çàñòîñóâàííÿ êîðèñíî òàêîæ ìàòè ñïèñîê âèïàäêiâ

ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ áåç ñïðîùåííÿ ðiâíÿíü ïåðåòâîðåííÿìè
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Òàáë. 2.4: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (2.62) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi.

� c(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x

1 εtρ ∂x, 2t∂t + x∂x − (ρ+ 1)u∂u

2 εe±t ∂x, 2∂t ∓ u∂u

3 ε ∂x, ∂t, 2t∂t + x∂x − u∂u

Òóò ρ � äîâiëüíà íåíóëüîâà ñòàëà, ε = ±1 mod G∼1 .

åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè òàêèé ñïèñîê, âèêîðèñòà¹ìî àë-

ãîðèòì, çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi [299]. Ñïî÷àòêó âèïèøåìî íàéáiëüø çà-

ãàëüíi ôîðìè ôóíêöi¨ c(t), äëÿ ÿêèõ âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.62)

äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Öi êîåôiöi¹íòè ìàþòü âèãëÿä:

1) c(t) = µ(γt+ δ)ρ: Amax = 〈∂x, 2(γt+ δ)∂t + γx∂x − γ(ρ+ 1)u∂u〉;

2) c(t) = µeσt: Amax = 〈∂x, 2∂t − σu∂u〉;

3) c(t) = µ: Amax = 〈∂x, ∂t, 2t∂t + x∂x − u∂u〉.

Òóò µ, γ, ρ, σ � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi, à δ � äîâiëüíà ñòàëà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (2.61) i íàâåäåíèé êëàñèôiêàöiéíèé

ñïèñîê äëÿ êëàñó (2.57), îòðèìó¹ìî êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü Íüþåëà�

Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, äå äîâiëüíi åëåìåíòè íå

ñïðîùóâàëèñü ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó

òàáë. 2.5. Îòæå, âèîêðåìëåíî òi ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ, ùî

äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi (2.57) i ïîòåíöiàëüíî

öiêàâiøi äëÿ çàñòîñóâàíü. Öå òàêîæ íåîáõiäíà ïåðåäóìîâà äîñëiäæåííÿ

íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨, ùîá çíàéòè äiéñíî íåòðèâiàëüíi îïåðà-

òîðè ðåäóêöi¨, ÿêi íååêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì.

2.5.3. Íåêëàñè÷íèé ìåòîä. Äëÿ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

ç íåçàëåæíèìè çìiííèìè t, x i çàëåæíîþ çìiííîþ u, îïåðàòîðè ðåäóê-
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Òàáë. 2.5: Âñi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi (2.57).

� c(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x

1 µa2e−2
∫
b dt(γT + δ)ρ ∂x,

2
a2

(γT + δ)∂t + γx∂x +
(

2
a2

(γT + δ)b− (ρ+ 1)γ
)
u∂u

2 µa2eσT−2
∫
b dt ∂x,

2
a2
∂t +

(
2b
a2
− σ

)
u∂u

3 µa2e−2
∫
b dt ∂x,

1
a2

(∂t + bu∂u) , 2
a2
∂t + x∂x +

(
2b
a2
− 1
)
u∂u

Òóò a = a(t), b = b(t) � äîâiëüíi íåíóëüîâi ãëàäêi ôóíêöi¨, T =
∫
a2(t) dt; µ, σ, γ, δ, ρ �

äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó µσγρ 6= 0.

öi¨ ìàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä (2.63), äå (τ, ξ) 6= (0, 0). Îïåðàòîðè ðåäóê-

öi¨ (2.63) ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ∂t ¹ ðåãóëÿðíèìè, à îïåðà-

òîðè ç íóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ∂t ¹ ñèíãóëÿðíèìè [193]; äèâèñü

òàêîæ [75]. Ñèíãóëÿðíèé âèïàäîê τ = 0 âè÷åðïíî äîñëiäæåíî â ðîáî-

òàõ [193,341].

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê τ 6= 0. Ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ìîæíà ïîêëàñòè τ = 1. Öå âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîðè Q òà Q̃ ¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

Q̃ = Λ(t, x, u)Q, äå Λ(t, x, u) � íåíóëüîâà ãëàäêà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåí-

òiâ. Êðèòåðié íåêëàñè÷íî¨ iíâàðiàíòíîñòi ïðèçâîäèòü äî òàêèõ âèçíà÷àëü-

íèõ ðiâíÿíü íà êîåôiöi¹íòè ξ, η, à òàêîæ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c(t):

ξuu = 0, ηuu = 2(ξxu − ξξu),

ηt − ηxx + 2ξxη + (2ξx − ηu) cu3 + 3ηcu2 + ctu
3 = 0,

ξt − ξxx + 2ξξx − 2ξuη + 2ηxu − 3ξucu
3 = 0.

(2.64)

Iíòåãðóâàííÿ ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè (2.64) äà¹ âèðàçè äëÿ êîå-

ôiöi¹íòiâ ξ, η: ξ = fu+g, η = −1
3f

2u3 +(fx−fg)u2 +hu+k, äå f = f(t, x),

g = g(t, x), h = h(t, x), k = k(t, x). Ïiäñòàâëÿ¹ìî öi âèðàçè â iíøi äâà ðiâ-

íÿííÿ ñèñòåìè (2.64), ÿêi ïiñëÿ öüîãî ðîùåïëþ¹ìî çà çìiííîþ u. Òàêèì

÷èíîì îòðèìó¹ìî äåâ'ÿòü âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âêëþ÷àþòü êîåôiöi-
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¹íòè f , g, h, k, à òàêîæ äîâiëüíèé åëåìåíò c(t) êëàñó. Îäíå ç âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü ìà¹ âèä f(9c−2f 2) = 0. Îòæå, ¹ äâà ñóòò¹âî ðiçíi âèïàäêè: f 6= 0

i f = 0.

I. ßêùî f 6= 0, òî 9c − 2f 2 = 0, ç ÷îãî âèïëèâà¹ fx = 0, òîáòî f

çàëåæèòü ëèøå âiä t. Òîäi ç ðåøòè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü çíàõîäèìî g =

k = 0, h = α, f = βe2αt, c = 2
9β

2e4αt, äå α, β 6= 0 � ñòàëi. Îòæå, ðiâíÿííÿ

ut = uxx −
2

9
β2e4αtu3 (2.65)

äîïóñêà¹ íåêëàñè÷íèé îïåðàòîð ðåäóêöi¨

Q1 = ∂t + βe2αtu∂x +
(
α− 1

3β
2e4αtu2

)
u∂u.

Ñòàëi α i β ìîæíà äîäàòêîâî âiäêàëiáðóâàòè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíò-

íîñòi (äèâ. âèïàäîê 1 òàáë. 2.6).

II. ßêùî f = 0, òî k = 0, h = −gx− 1
2
ċ
c i ðåøòà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü

òàêi

gt + 2ggx − 3gxx = 0, gtx + 2g2
x − gxxx +

ċ

c
gx +

1

2

d

dt

(
ċ

c

)
= 0.

Öÿ ñèñòåìà äâîõ ðiâíÿíü íà ôóíêöiþ g(t, x), îäíå ç ÿêèõ ìiñòèòü äîâiëü-

íèé åëåìåíò c(t) êëàñó. Ç äîñëiäæåííÿ ñóìiñíîñòi öi¹¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹,

ùî ôóíêöiÿ c(t) ìîæå áóòè ëèøå ñòåïåíåâîþ, åêñïîíåíöiàëüíîþ àáî ñòà-

ëîþ, iíàêøå ñèñòåìà íåñóìiñíà. Äiéñíî íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ âè-

íèêàþòü ëèøå òîäi, êîëè c(t) ¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ àáî ñòàëîþ. Ñïèñîê

ðiâíÿíü, ùî äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ç

ξu = 0, i âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ òàêèé:

ut = uxx − µu3 :

Q2 = ∂t −
3

x
∂x −

3

x2
u∂u.

ut = uxx − µeσtu3 : (2.66)

Q3 = ∂t − 3
2

√
σ th

(√
σ

2 x
)
∂x − 3

4σ
(

th2
(√

σ
2 x
)
− 1

3

)
u∂u, σ > 0;
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Òàáë. 2.6: Íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ (2.62).

� c(t) Îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

1a,b e±t ∂t + 3
√
2

2 e±
1
2
tu∂x − 1

2

(
3e±tu2 ∓ 1

2

)
u∂u

1a εet ∂t − 3
2 th

(
1
2x
)
∂x − 3

4

(
th2
(
1
2x
)
− 1

3

)
u∂u

∂t − 3
2 cth

(
1
2x
)
∂x − 3

4

(
cth2

(
1
2x
)
− 1

3

)
u∂u

1b εe−t ∂t + 3
2 tg

(
1
2x
)
∂x − 3

4

(
tg2
(
1
2x
)

+ 1
3

)
u∂u

2 ε ∂t − 3
x∂x −

3
x2
u∂u

Q4 = ∂t − 3
2

√
σ cth

(√
σ

2 x
)
∂x − 3

4σ
(

cth2
(√

σ
2 x
)
− 1

3

)
u∂u, σ > 0;

Q5 = ∂t + 3
2

√
−σ tg

(√
−σ
2 x

)
∂x + 3

4σ
(

tg2
(√
−σ
2 x

)
+ 1

3

)
u∂u, σ < 0.

Òóò µ, σ � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi. �õ ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè â 1 àáî −1

â çàëåæíîñòi âiä ¨õíiõ çíàêiâ, à ñàìå µ 7→ signµ, σ 7→ signσ.

Ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ ðiâ-

íÿíü (2.62) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi íàâåäåíî â òàáëèöi 2.6.

Ó âñiõ âèïàäêàõ öi¹¨ òàáëèöi ε = ±1. Öÿ æ òàáëèöÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ðå-

çóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü (2.57) ç

òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi (â öüîìó âèïàäêó a(t) = 1 mod G∼ òà

b(t) = 0 mod G∼).

Ç òåîðåìè 2.42 âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (2.65) i (2.66) çâîäÿòüñÿ äî ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (2.57) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíò-

íîñòi ç ãðóïè G∼. Äiéñíî, ïåðåòâîðåííÿ t̃ = t, x̃ = x, ũ = e
σ
2 tu âiäîáðàæà¹

ðiâíÿííÿ (2.66) äî ðiâíÿííÿ ũt̃ = ũx̃x̃+ σ
2 ũ−µũ

3. Öå îçíà÷à¹, ùî áåçïîñåðå-

äíÿ ðåäóêöiÿ ðiâíÿíü (2.65) i (2.66) ç âèêîðèñòàííÿì çíàéäåíèõ îïåðàòî-

ðiâ íå ¹ îïòèìàëüíèì øëÿõîì ïîáóäîâè ¨õíiõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Çðó÷íiøå

âèêîíàòè ðåäóêöiþ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, îòðèìàòè ¨õíi òî-

÷íi ðîçâ'ÿçêè, à ïîòiì âiäîáðàçèòè ¨õ âiäïîâiäíèìè ïåðåòâîðåííÿìè [264].

Îòæå, ðîçâ'ÿçêè øóêàòèìåìî ìåòîäîì åêâiâàëåíòíîñòi.
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2.5.4. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Ç òåîðåìè 2.42 âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ut = a2(t)uxx +

(
λa2(t) +

ȧ(t)

a(t)
− 1

2

ċ(t)

c(t)

)
u− c(t)u3, (2.67)

äå a(t), c(t) � äîâiëüíi íåíóëüîâi ãëàäêi ôóíêöi¨, à λ � íåíóëüîâà ñòàëà,

çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut = uxx + εu− u3 (2.68)

ç ε = signλ. Äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ âiäîìi êiëüêà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, äèâèñü,

çîêðåìà, äîâiäíèê [252, p. 177], ðîáîòó [309], i ïîñèëàííÿ òàì. Ïîäiáíiñòü

ðiâíÿíü (2.67) i (2.68) âñòàíîâëþþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = |λ|
∫
a2(t)dt, x̃ =

√
|λ|x, ũ =

√
c(t)

a(t)
√
|λ|

u. (2.69)

äëÿ âèïàäêó λ 6= 0 i ïåðåòâîðåííÿ

t̃ =
∫
a2(t)dt, x̃ = x, ũ =

√
c(t)

a(t)
u, (2.70)

â iíøîìó âèïàäêó. Iñíóþòü î÷åâèäíi îáìåæåííÿ íà öi ïåðåòâîðåííÿ, ùîá

âîíè ïîâ'ÿçóâàëè äiéñíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ âèïàäêó t > 0, à ñàìå ôóíêöiÿ c(t)

ìà¹ áóòè äîäàòíîþ äëÿ t > 0.

Ïðîiëþñòðó¹ìî ïðîöåäóðó çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâ-

íÿíü (2.67) òàêèì ïðèêëàäîì. Ïåðåòâîðåííÿ (2.69) âiäîáðàæà¹ âiäîìèé

ðîçâ'ÿçîê u = 1
2 −

1
2 th

(√
2

4 x−
3
4t
)
ðiâíÿííÿ (2.68) ç ε = 1 [322] ó íîâèé

ðîçâ'ÿçîê

u =
1

2
a(t)

√
λ

c(t)

(
1− th

(√
2λ

4
x− 3

4
λ

∫
a2(t)dt

))
ðiâíÿííÿ (2.67) ç λ > 0 i c(t) > 0 äëÿ t > 0.

Íèçêó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.68) íàâåäåíî ó [226,252,309]. Ðîç-

ãëÿíüìî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.68) ç ðîáîòè [309] i çàñòîñó¹ìî äî íèõ

ïåðåòâîðåííÿ (2.69), ÿêùî λ 6= 0 àáî ïåðåòâîðåííÿ (2.70), ÿêùî λ = 0. Òà-

êèì ÷èíîì çíàõîäèìî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (2.67).
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λ > 0:

u = a(t)

√
λ

c(t)

C1 exp
(√

2λ
2 x
)
− C ′1 exp

(
−
√

2λ
2 x
)

C2e
−3

2T + C1 exp
(√

2λ
2 x
)

+ C ′1 exp
(
−
√

2λ
2 x
) ,

u =
C1

√
λa(t)√
c(t)

e
3
2T sh

(√
2λ
2 x
)

ds

(
C1e

3
2T ch

(√
2λ
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
,

u =
C1

√
λa(t)√
c(t)

e
3
2T ch

(√
2λ
2 x
)

ds

(
C1e

3
2T sh

(√
2λ
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
,

u =
C1

√
λa(t)

2
√
c(t)

e
3
2T sh

(√
2λ
2 x
) 1 + cn

(
C1e

3
2T ch

(√
2λ
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
sn

(
C1e

3
2T ch

(√
2λ
2 x
)

+ C2,
√

2
2

) ,

u =
C1

√
λa(t)

2
√
c(t)

e
3
2T ch

(√
2λ
2 x
) 1 + cn

(
C1e

3
2T sh

(√
2λ
2 x
)

+ C2,
√

2
2

)
sn

(
C1e

3
2T sh

(√
2λ
2 x
)

+ C2,
√

2
2

) .

λ < 0:

u = a(t)

√
−λ
c(t)

sin
(√
−2λ
2 x

)
C2e

3
2T + cos

(√
−2λ
2 x

) ,
u = a(t)

√
−λ
c(t)

C1e
−3

2T sin
(√
−2λ
2 x

)
ds

(
C1e

−3
2T cos

(√
−2λ
2 x

)
+ C2,

√
2

2

)
,

u =
C1a(t)e−

3
2T

2

√
−λ
c(t)

cos
(√
−2λ
2 x

)1+cn

(
C1e

−3
2T sin

(√
−2λ
2 x

)
+C2,

√
2

2

)
sn

(
C1e

−3
2T sin

(√
−2λx
2

)
+C2,

√
2

2

) .

λ = 0:

u = 2
√

2x
a(t)√
c(t)

ds
(
x2 + 6

∫
a2(t)dt,

√
2

2

)
,

u =
√

2x
a(t)√
c(t)

1 + cn
(
x2 + 6

∫
a2(t)dt,

√
2

2

)
sn
(
x2 + 6

∫
a2(t)dt,

√
2

2

) ,
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u =
a(t)√
c(t)

2
√

2x

x2 + 6
∫
a2(t)dt

, u =
a(t)√
c(t)

√
2

x
,

u =
√

2
a(t)√
c(t)

ds
(
x,
√

2
2

)
, u =

√
2

2

a(t)√
c(t)

1 + cn
(
x,
√

2
2

)
sn
(
x,
√

2
2

) .

Òóò T = |λ|
∫
a2(t)dt; cn(z, k), sn(z, k), ds(z, k) � åëiïòè÷íi ôóíêöi¨

ßêîái [40,325].

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (2.62) äîïóñêàþòü äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi çàìiíè çíàêó u 7→ −u, òîìó âñi íàâåäåíi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü
ìàòè òàêîæ ïðîòèëåæíèé çíàê.

2.6. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Áþðãåðñà é ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ

êðàéîâèõ çàäà÷

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó ðîçâ'ÿçàííi íåëiíiéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i äàþòü àëãîðèòìi÷íèé

ìåòîä âèêîíàííÿ ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié. Iñíó¹ êiëüêà ñïîñîáiâ çàñòîñóâàííÿ

ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äî ðåäóêöi¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî âiäïîâiäíèõ çàäà÷ äëÿ çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Êëàñè÷íèé ïiäõiä � âèìàãàòè, ùîá i ðiâíÿííÿ, i êðà-

éîâi óìîâè çàëèøàëèñÿ iíâàðiàíòíèìè ïiä äi¹þ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè

Ëi ïåðåòâîðåíü. Çðîçóìiëî, ùî ÷àñòiøå çàñòîñîâóþòü iíôiíiòåçèìàëüíèé

ïiäõiä, òîáòî çàìiñòü ñêií÷åííèõ ïåðåòâîðåíü âiäïîâiäíî¨ ãðóïè ëi¨âñüêèõ

ñèìåòðié âèêîðèñòîâóþòü áàçèñíi îïåðàòîðè àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíò-

íîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [65, ñåêöiÿ 4.4]). Ïåðøi ðîáîòè â öüîìó íàïðÿì-

êó ç'ÿâèëèñÿ íàïðèêiíöi 1960-õ ðîêiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [62, 68, 219, 220]).

Äæ. Áëóìàí [62,68] çàïðîïîíóâàâ ïiäõiä, ÿêèé ìîæíà íàçâàòè �ïðÿìèì�,

à ñàìå: íà ïåðøîìó åòàïi âèçíà÷èòè ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à ïîòiì ïåðåâiðèòè, ÷è çàëèøàþòüñÿ iíâàðiàí-
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òíèìè êðàéîâi óìîâè ïiä äi¹þ çíàéäåíèõ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨. ßêùî òàê,

òî êðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè çâîäèòüñÿ äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ. Ó ðàìêàõ öüîãî ïiäõîäó áóëî ðîçâ'ÿçàíî íèçêó êðàéîâèõ çàäà÷

(äèâ., íàïðèêëàä, [80,232,289,290]).

Ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé Ìîðàíîì i Ãàäæiîëi [220], âèêîðèñòîâó¹ ñïåöi-

àëüíi îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè Ëi ïåðåòâîðåíü íåçàëåæíèõ òà çàëåæíèõ

çìiííèõ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à òà-

êîæ óñiõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, ùî ïðèñóòíi â ðiâíÿííÿõ, ïî÷àòêîâèõ òà

êðàéîâèõ óìîâàõ. À ñàìå, ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå ãðóïè ðîçòÿãiâ òà çñóâiâ,

ÿêi ïðèâîäÿòü äî àâòîìîäåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ àáî ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷î¨

õâèëi. Ïiñëÿ âèçíà÷åííÿ äîïóñòèìèõ ãðóï Ëi ðîçòÿãiâ i/àáî çñóâiâ ñëiä

çíàéòè ïîâíèé íàáið àáñîëþòíèõ iíâàðiàíòiâ. ßê ðåçóëüòàò � êðàéîâà

çàäà÷à äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

çâîäèòüñÿ äî àíàëîãi÷íî¨, àëå ïðîñòiøî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Òàêèé ïiäõiä çàñòîñîâàíî äî íèçêè iíæåíåð-

íèõ çàäà÷ (äèâ., íàïðèêëàä, [35] òà ïîñèëàííÿ ó öié ðîáîòi).

Iñíó¹ òàêîæ ïiäõiä, ïðè ÿêîìó îäíî÷àñíî âèêîíóþòü ãðóïîâó êëàñè-

ôiêàöiþ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà

ïîâ'ÿçàíèõ ç íåþ êðàéîâèõ óìîâ (äèâ., íàïðèêëàä, [12, 13]). Ëi¨âñüêi ñè-

ìåòði¨ âèêîðèñòîâóþòü íàâiòü ó âèïàäêàõ, êîëè êðàéîâi óìîâè íå ¹ iíâà-

ðiàíòíèìè âiäíîñíî âiäïîâiäíî¨ ãðóïè ëi¨âñüêèõ ïåðåòâîðåíü [127].

2.6.1. Êëàñ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà. Ó öüîìó ïàðàãðàôi

ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ùî �ïðÿìèé� ïiäõiä íàáàãàòî ïðîñòiøèé, íiæ çàïðîïî-

íîâàíèé ó [220] i âèêîðèñòàíèé, íàïðèêëàä, ó [35]. Äëÿ iëþñòðàöi¨ öüîãî

ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà âèãëÿäó

ut + a(un)x = g(t)uxx, (2.71)

äå a � íåíóëüîâà ñòàëà, g � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ùî íå ìà¹

íóëiâ, à ÷èñëî n 6= 0, 1. ßêùî n = 2, a = 1/2 òà g � íåíóëüîâà ñòàëà, òî
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ðiâíÿííÿ (2.71) ¹ äîáðå âiäîìèì ðiâíÿííÿì Áþðãåðñà ut+uux+νuxx = 0 �

îäíèì ç íàéïðîñòiøèõ íåëiíiéíèõ (1 + 1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü,

ùî ¹ òî÷íî ðîçâ'ÿçíèì. Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ äàâíþ iñòîðiþ: âîíî áóëî âiäîìå

À. Ôîðñàéòó [112], à ïiçíiøå ðîçãëÿäàëîñÿ Ã. Áåéòìàíîì [52]. Îäíàê íàé-

áiëüøèì âíåñêîì ó âèâ÷åííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ âíåñîê Äæ. Áþðãåðñà, òîìó

ðiâíÿííÿ é îòðèìàëî éîãî iì'ÿ [81]. Ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà âèêîðèñòîâóþòü

äëÿ îïèñó áàãàòüîõ ïðîöåñiâ ó ãiäðîäèíàìèöi òà iíøèõ, äîñèòü ðîçðiçíåíèõ

îáëàñòÿõ ôiçèêè. Ùå îäíà îñîáëèâiñòü öüîãî ðiâíÿííÿ � âîíî çâîäèòüñÿ

äî ñòàíäàðòíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ

Êîóëà�Õîïôà [94,144]. Òîìó éîãî íàçèâàþòü C-iíòåãðîâíèì [82].

Óçàãàëüíåíi ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà (2.71) ç n = 2 é íåñòàëîþ ôóíêöi¹þ g

îòðèìàíî â [139] äëÿ îïèñó ïîøèðåííÿ ñëàáîíåëiíiéíèõ àêóñòè÷íèõ õâèëü

ïiä âïëèâîì ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîâñþäæåííÿ òà òåðìîâ'ÿçêî¨ äèôóçi¨. Ëi-

¨âñüêi ñèìåòði¨ òàêèõ ðiâíÿíü âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ [103, 319]; öå òà iíøi

óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿíü Áþðãåðñà îáãîâîðåíî, íàïðèêëàä, ó [275,276].

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (2.71) â ðàìêàõ

ñó÷àñíîãî ãðóïîâîãî àíàëiçó. Ïiñëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî êëàñ êðàéîâèõ çà-

äà÷ i ðîçâ'ÿæåìî êîíêðåòíó êðàéîâó çàäà÷ó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãó ií-

âàðiàíòíîñòi âiäíîñíî îòðèìàíèõ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié. Íà âiäìiíó âiä ðîáî-

òè [35], äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ ç âiäïîâiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè ìè

âèêîðèñòà¹ìî �ïðÿìèé� ïiäõiä [65, 68] òà ïîêàæåìî, ùî öåé ïiäõiä áiëüø

ïðîçîðèé i ëåãêèé ó ðåàëiçàöi¨.

Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi. Îïèøåìî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â êëà-

ñi (2.71). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, âñi âîíè âè÷åðïó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíò-

íîñòi. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ çiáðàíî â íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ.

Òåîðåìà 2.45. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (2.71) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3x+ δ4, ũ = δ5u,

ã =
δ3

δ1
δ1−n

5 a, g̃ =
δ3

2

δ1
g, ñ = n,

äå δj, j = 1, . . . , 5, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3δ5 6= 0.
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ßêùî n = 2, òî êëàñ (2.71) äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíó ãðóïó óìîâíî¨ åêâi-

âàëåíòíîñòi, ÿêà ¹ øèðøîþ, íiæ G∼.

Òåîðåìà 2.46. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼2 êëàñó

ut + a(u2)x = g(t)uxx (2.72)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
, ã =

a

σ
,

ũ =
σ

2a(αδ − βγ)
(2aκ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ) , g̃ =

κ2

αδ − βγ
g,

äå α, β, γ, δ, κ, µ1, µ0, σ � ñòàëi, âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî

ìíîæíèêà, ïðè÷îìó αδ − βγ 6= 0 òà κσ 6= 0.

Òåîðåìà 2.47. Íåõàé äâà ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.71), ut + a(un)x = g(t)uxx

òà ũt̃ + ã(ũñ)x̃ = g̃(t̃)ũx̃x̃, ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì T çi çìií-

íèìè t, x òà u. Òîäi ïåðåòâîðåííÿ T ¹ ïðîåêöi¹þ äåÿêîãî ïåðåòâîðåííÿ

ç ãðóïè G∼ (ïðè n 6= 2) àáî ç ãðóïè Ĝ∼2 (ïðè n = 2) íà ïðîñòið (t, x, u).

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (2.71) âèêîíó¹ìî â ðàì-

êàõ êëàñè÷íîãî ïiäõîäó C. Ëi [23, 235]. Äëÿ âñüîãî êëàñó (2.71) ¨¨ çðó÷íî

ïðîâåñòè ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, à äëÿ éîãî ïiäêëàñó (2.72) �

ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼2 -åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 2.48. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (2.71) ç n 6= 2 ñïiâïàäà¹ ç îäíîâèìiðíîþ àëãåáðîþ 〈∂x〉. Óñi
ìîæëèâi G∼-íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 2�4 òàáëèöi 2.8.

Òåîðåìà 2.49. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü ç êëàñó (2.72) ñïiâïàäà¹ ç äâîâèìiðíîþ àáåëåâîþ àëãåáðîþ

〈∂x, 2at∂x + ∂u〉. Óñi ìîæëèâi Ĝ∼2 -íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ

ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêà-

ìè 6�9 òàáëèöi 2.8.
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Òàáë. 2.8: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ut + a(un)x = g(t)uxx, n 6= 0, 1.

� n g Áàçèñíi îïåðàòîðè Amax

1 6= 2 ∀ ∂x

2 6= 2 εtρ ∂x, 2t∂t + (ρ+ 1)x∂x +
ρ− 1

n− 1
u∂u

3 6= 2 εet ∂x, 2∂t + x∂x + 1
n−1u∂u

4 6= 2 1 ∂x, ∂t, 2t∂t + x∂x − 1
n−1u∂u

5 2 ∀ ∂x, t∂x + ∂u

6 2 εtρ ∂x, t∂x + ∂u, 2t∂t + (ρ+ 1)x∂x + (ρ− 1)u∂u

7 2 εet ∂x, t∂x + ∂u, 2∂t + x∂x + u∂u

8 2 εe2ρ arctg t ∂x, t∂x + ∂u, (t2 + 1)∂t + (t+ ρ)x∂x + (x+ (ρ− t)u)∂u

9 2 1 ∂x, t∂x + ∂u, ∂t, 2t∂t + x∂x − u∂u, t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u

Òóò ε = ±1 mod G∼, ρ � íåíóëüîâà ñòàëà. Â óñiõ âèïàäêàõ a = 1/n mod G∼. Ó âèïàäêó 6

ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼2 çàâæäè ìîæíà ïîêëàñòè ρ > 0 àáî ρ < 0.

Çàóâàæèìî, ùî ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi êëàñè-

÷íîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, ÿêà ¹ ï'ÿòèâèìiðíîþ íåðîçâ'ÿçíîþ àëãåáðîþ Ëi

òèïó sl(2,R)∈2A1, áóëî çíàéäåíî ó ðîáîòi [11] (âèïàäîê 9 òàáë. 2.8). Ó ðî-

áîòi [224] ïîêàçàíî, ùî áàçèñíi îïåðàòîðè öi¹¨ àëãåáðè ìîæíà ïîáóäóâàòè

ÿê ðåàëiçàöiþ àëãåáðè Ãàëiëåÿ AḠ3(1).

Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì ëi¨âñüêèõ

ñèìåòðié. Ðîçãëÿíåìî êëàñ êðàéîâèõ çàäà÷

ut + a(un)x = g(t)uxx, x ∈ [0,+∞), t > 0,

lim
t→+∞

u(t, x) = 0, x ∈ (0,+∞), (2.73)

u(t, 0) = q(t), t > 0,

lim
x→+∞

u(t, x) = 0, t > 0,

äå a � íåíóëüîâà ñòàëà, n 6= 0, 1, g òà q � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ùî íå

ìàþòü íóëiâ. Çíàéäåìî òi çàäà÷i ç öüîãî êëàñó, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ ìîæ-

íà âèêîðèñòàòè �ïðÿìèé� ïiäõiä, çàïðîïîíîâàíèé Äæ. Áëóìàíîì [65, 68].
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Ìè îòðèìàëè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ äëÿ ðiâíÿííÿ (2.71) çi çìiííèì êîåôiöi-

¹íòîì, à òåïåð âèâ÷èìî, ÿêi ç öèõ ñèìåòðié çàëèøàþòü iíâàðiàíòíèìè

ïî÷àòêîâó òà êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (2.73). Ïðîöåäóðà ïî÷èíà¹òüñÿ ç ïðè-

ïóùåííÿ iñíóâàííÿ ñèìåòði¨ çàãàëüíîãî âèãëÿäó

X =
m∑
i=1

αiXi, (2.74)

äå m � êiëüêiñòü áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ ñè-

ìåòði¨ äàíîãî ðiâíÿííÿ; αi, i = 1, . . . ,m � ñòàëi, ÿêi ñëiä âèçíà÷èòè.

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (2.71) íàâåäåíî â òàáëèöi 2.8. Ó âèïàäêó 2,

äëÿ ÿêîãî g(t) = εtρ, îïåðàòîð (2.74) íàáóâà¹ âèãëÿäó

X = α1∂x + α2

(
2t∂t + (ρ+ 1)x∂x +

ρ− 1

n− 1
u∂u

)
.

Çàñòîñóâàâøè îïåðàòîð X äî ïåðøî¨ êðàéîâî¨ óìîâè, çàïèñàíî¨ ó âèãëÿäi

x = 0 òà u(t, 0) = q(t), îòðèìà¹ìî

α1 = 0 òà α2

(
−2t

dq

dt
+
ρ− 1

n− 1
q

)
= 0.

Äëÿ íåíóëüîâèõ α2 çíàõîäèìî

q(t) = γt
ρ−1
2n−2 ,

äå γ > 0 � ñòàëà. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèìåòðiÿ X ç α1 = 0 çàëè-

øà¹ iíâàðiàíòíèìè é iíøi êðàéîâi óìîâè. Îòæå, äîïóñòèìó ëi¨âñüêó ñè-

ìåòðiþ ìîæíà âèêîðèñòàòè, ùîá çâåñòè êðàéîâó çàäà÷ó (2.73) äî çàäà÷i

äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Íàñïðàâäi ëi¨âñüêà ñèìåòðiÿ

2t∂t + (ρ+ 1)x∂x + ((ρ− 1)/(n− 1))u∂u ïîðîäæó¹ àíçàö

u = t
ρ−1
2n−2φ(η), äå η = xt−

ρ+1
2 , (2.75)

ÿêèé ðåäóêó¹ (2.73) äî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ

2εφ′′ + (ρ+ 1)ηφ′ − 2a(φn)′ − ρ− 1

n− 1
φ = 0, η ∈ [0,+∞), (2.76)
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φ(0) = γ, (2.77)

lim
η→+∞

φ(η) = 0. (2.78)

Íåõàé ρ = (2− n)/n. Òîäi (2.76) íàáóâà¹ âèãëÿäó εφ′′ + (ηφ′ + φ)/n−
a(φn)′ = 0, i ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ìà¹ìî εφ′ + ηφ/n − aφn + c = 0, äå c �

ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. ßêùî ïîêëàñòè c = 0, öå ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ

â ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi, ùî çàìiíîþ φ1−n = z ëiíåàðèçó¹òüñÿ äî âèãëÿäó

ε

1− n
z′ +

1

n
ηz − a = 0.

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

z = e−
1−n
2nε η

2

(
C +

a(1− n)

ε

∫ η

0

e
1−n
2nε θ

2

dθ

)
,

äå C � äîâiëüíà ñòàëà. ßêùî εn(n−1) > 0, òî ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè

â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ ïîìèëîê ÿê

z = e
η2

σ2

(
C +

a(1− n)
√
π

2εσ
erf(ση)

)
,

äå σ =
√

n−1
2εn , erf(θ) = 2√

π

∫ θ
0 e
−s2ds. Òîìó ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì çâè÷àéíî-

ãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåâiäîìîþ ôóíêöi¹þ φ

¹

φ =

e
− 1

2εnη
2
(
C + a(1−n)

ε

∫ η
0 e

1−n
2nε θ

2

dθ
) 1

1−n
, εn(n− 1) < 0,

e−
1

2εnη
2
(
C + a(1−n)

√
π

2εσ erf(ση)
) 1

1−n
, εn(n− 1) > 0,

(2.79)

äå σ =
√

(n− 1)/(2εn). Öå ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.76)�(2.78) ç ρ =

(2 − n)/n, êîëè C = γ1−n òà εn > 0. Éîãî òèïîâà ïîâåäiíêà íàâåäåíà íà

ðèñ. 2.1.

ßêùî âèêîðèñòàòè àíçàö (2.75), îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

ut + a(un)x = εt
2−n
n uxx, x ∈ [0,+∞), t > 0,

lim
t→+∞

u(t, x) = 0, x ∈ (0,+∞), (2.80)

u(t, 0) = γt−
1
n , t > 0,
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Ðèñ. 2.1: Ðîçâ'ÿçîê (2.79) ïðè

ε = 1, γ = 0.5, a = 1 òà ðiçíèõ

n.

Ðèñ. 2.2: Ðîçâ'ÿçîê (2.81) ïðè

ε = 1, γ = 0.5, a = 1 òà n = 3

(åâîëþöiÿ â ÷àñi).

Ðèñ. 2.3: Ðîçâ'ÿçîê (2.81) ïðè

ε = 1, γ = 0.5, a = 1 òà n = 8

(åâîëþöiÿ â ÷àñi).

lim
x→+∞

u(t, x) = 0, t > 0.

Ïðè ε > 0 òà n > 1 ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

u = t−
1
n exp

[
− 1

2εn
x2t−

2
n

](
γ1−n +

a(1− n)
√
π

2εσ
erf
(
σxt−

1
n

)) 1
1−n

, (2.81)

äå σ =
√

n−1
2nε . Çàóâàæèìî, ùî ïðè a < 0 öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ êðàéî-

âó çàäà÷ó (2.80) äëÿ âñiõ äîäàòíèõ çíà÷åíü γ. ßêùî æ a > 0, òî ïàðàìåòðè

ìàþòü çàäîâîëüíÿòè íåðiâíiñòü γ1−n > a(n− 1)
√
π/(2εσ).

Òèïîâó ïîâåäiíêó îñòàííüîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè n = 3 òà n = 8 íàâåäåíî

íà ðèñóíêàõ 2.2 òà 2.3, âiäïîâiäíî.

Îïèñàíó ïðîöåäóðó ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ iíøèõ âèïàäêiâ, ÿêi íà-

âåäåíî â òàáëèöi 2.8. Îêðiì âèïàäêó 9 (ÿêèé ¹ äîáðå âiäîìèì ðiâíÿííÿì

Áþðãåðñà), i âèïàäêó 4 çi ñòàëèì êîåôiöi¹íòîì ëi¨âñüêà ñèìåòðiÿ, ùî çàëè-

øà¹ iíâàðiàíòíèìè ïî÷àòêîâó òà êðàéîâi óìîâè, iñíó¹ òiëüêè ó âèïàäêó 6.

Ïðîòå ðåçóëüòàòè äëÿ öüîãî âèïàäêó ìîæíà îòðèìàòè iç íàâåäåíèõ âèùå,

ïîêëàâøè n = 2. Òîäi êðàéîâà çàäà÷à (2.80) çâîäèòüñÿ äî êðàéîâî¨ çàäà÷i

ç ïîñòiéíèì êîåôiöi¹íòîì â îñíîâíîìó ðiâíÿííi.

Äîñëiäíèêè ó ãàëóçÿõ ôiçèêè òà iíæåíåðíèõ íàóê ÷àñòî çóñòði÷àþ-

òüñÿ ç êðàéîâèìè çàäà÷àìè äëÿ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè. Âàæëèâî âèáðàòè òàêèé ìåòîä ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ, ùî

¹ íàéëåãøèì ó ðåàëiçàöi¨ i ïðèçâîäèòü äî áiëüø çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ,



132

íiæ iíøi ìåòîäè. Äåÿêi ç àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ áàçóþòüñÿ íà âèêîðèñòàí-

íi ãðóï ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié. Ìè çàñòîñóâàëè êëàñè÷íèé �ïðÿìèé� ïiäõiä,

ùî âèêîðèñòîâó¹ ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè [65], äî êëàñó êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþð-

ãåðñà ç êîåôiöi¹íòîì â'ÿçêîñòi, çàëåæíèì âiä ÷àñó, i çíàéøëè ðîçâ'ÿçîê

äëÿ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó òàêèõ çàäà÷. Ðîçãëÿíóòèé ìåòîä áiëüø ïðîñòèé,

íiæ ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi [220]. Ùå îäíèì íåäîëiêîì òåõíi-

êè [220] ¹ òå, ùî âîíà âèêîðèñòîâó¹ ëèøå ðîçòÿãè òà çñóâè. Î÷åâèäíî, ùî

ãðóïè ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ïåâíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ¹ øèðøèìè, òîáòî íå

âè÷åðïóþòüñÿ ëèøå ðîçòÿãàìè òà çñóâàìè (äèâ., íàïðèêëàä, [13]). Îòæå,

�ïðÿìèé� ïiäõiä ¹ áiëüø çàãàëüíèì. Îäíàê, ÿê ïîêàçàíî âèùå, äàíèé ìå-

òîä ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå äëÿ äåÿêèõ âèãëÿäiâ ôóíêöié g(t) òà

q(t) â (2.73). Iíøèìè ñëîâàìè, ìåòîä ìà¹ ñâî¨ îáìåæåííÿ, àëå éîãî ìîæíà

âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïåâíèõ íåëiíiéíèõ çàäà÷. Iíøi ïðèêëà-

äè éîãî óñïiøíîãî âèêîðèñòàííÿ ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ [195,307].

Ñïèñîê ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié êëàñó (2.71) äîïîâíþ¹ iñíóþ÷i íà ñüîãîäíi

ðåçóëüòàòè [103, 319] òà âè÷åðïó¹ âñi íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè, äëÿ ÿêèõ

ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè àëãîðèòìi÷íèé ìåòîä ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨.

2.6.2. Êëàñ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà ç ëiíiéíèì çàòóõàí-

íÿì. Ó öüîìó ïàðàãðàôi íàâåäåìî ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨, îòðèìàíi â

ðîáîòi [249] äëÿ iíøîãî êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿííÿõ Áþðãåðñà çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ëiíiéíèì çàòóõàííÿì âèãëÿäó

ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0. (2.82)

Òóò h(t) òà g(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó g 6= 0; n � äîâiëüíà

íåíóëüîâà ñòàëà.

Òåîðåìà 2.50. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ êëàñó (2.82)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ0, ũ =

(
δ1

Tt

) 1
n

u,
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h̃ =
1

Tt
h+

Ttt
nT 2

t

, g̃ =
δ1

2

Tt
g, ñ = n,

äå δ1 òà δ0 � äîâiëüíi ñòàëi, T = T (t) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ïðè÷î-

ìó δ1Tt > 0. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó êëàñó (2.82), âèîêðåìëå-

íîãî óìîâîþ n 6= 1, ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòàìè Ĝ∼, òîáòî öåé ïiäêëàñ

íîðìàëiçîâàíèé â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi.

Íàñëiäîê 2.51. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼h=const êëà-

ñó (2.82) ç h = const ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ0, ũ =

(
δ1

α

) 1
n

eht−h̃Tu,

g̃ =
δ1

2

α
enht−nh̃Tg, ñ = n,

äå ôóíêöiÿ T = T (t) çàëåæèòü âiä h òà h̃, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

hh̃ 6= 0:
e−nh̃T − 1

−nh̃
= α

e−nht − 1

−nh
+ β,

h 6= 0, h̃ = 0: T = α
e−nht − 1

−nh
+ β,

h = 0, h̃ 6= 0:
e−nh̃T − 1

−nh̃
= αt+ β,

h = h̃ = 0: T = αt+ β.

Òóò α, β, δ0 òà δ1 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó αδ1 > 0.

Òåîðåìà 2.52. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼n=1 êëà-

ñó ðiâíÿíü

ut + uux + h(t)u = g(t)uxx (2.83)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = (x+ δ1)X
1 + δ0, ũ =

X1

Tt

(
u+ (x+ δ1)

X1
t

X1

)
,

h̃ =
1

Tt

(
h+

Ttt
Tt
− 2

X1
t

X1

)
, g̃ =

(
X1
)2

Tt
g.



134

Òóò δ0, δ1 � äîâiëüíi ñòàëi; T = T (t) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, Tt 6= 0;

X1 =
(
γ
∫
e−

∫
h(t) dt dt+ δ

)−1

.

Êëàñ (2.83) ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi.

Òàêèì ÷èíîì, äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi (2.82) âè÷åðïíî îïèñàíî.

Ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.53. Êëàñ (2.82), äå ïîêàçíèê ñòåïåíÿ n çìiííèé, íå ¹ íîð-

ìàëiçîâàíèì. Éîãî ìîæíà ðîçáèòè íà íîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè, êîæåí

ç ÿêèõ âèîêðåìëþ¹òüñÿ ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì n, ïðè÷îìó öi ïiäêëàñè

íå ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Êîæíèé ïiäêëàñ êëàñó (2.82)

ç ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì n, n 6= 1, íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi,

òîäi ÿê ïiäêëàñ (2.83), äå n = 1, íîðìàëiçîâàíèé ëèøå â ðîçøèðåíî-

ìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi. Êîæíå îá'¹äíàííÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi ïiäêëà-

ñiâ (2.82) ç n 6= 1 ¹ íîðìàëiçîâàíèì â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi.

Ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè Ĝ∼ ïàðàìåòðèçóþòüñÿ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ

T = T (t). Öå äîçâîëÿ¹ âiäêàëiáðóâàòè îäèí ç äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ � g

àáî h � äî äåÿêîãî ñòàëîãî çíà÷åííÿ: íàïðèêëàä, ìîæíà ïîêëàñòè g ðiâ-

íèì îäèíèöi àáî h ðiâíèì íóëþ. Êàëiáðóâàííÿ h = 0 çðó÷íiøå, îñêiëüêè

â öüîìó âèïàäêó êëàñ (2.82) çâîäèòüñÿ äî iíøîãî êëàñó, äëÿ ÿêîãî çàäà÷ó

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðîçâ'ÿçàíî â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi. Öå êàëiáðó-

âàííÿ ðåàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ

T : t̂ =
∫
e−n

∫
h(t) dt dt, x̂ = x, û = e

∫
h(t) dtu (2.84)

ç ãðóïè Ĝ∼, ÿêå ïîâ'ÿçó¹ êëàñ (2.82) ç êëàñîì ût̂+û
nûx̂ = ĝ(t̂)ûx̂x̂, äå íîâèé

äîâiëüíèé åëåìåíò ĝ çàëåæèòü âiä h òà g ÿê

ĝ = en
∫
h(t) dtg.

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ äåÿêèõ ïiäêëàñiâ êëà-

ñó (2.82) ç h = 0 ðîçãëÿíóòî â [103, 296, 297, 319]; ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôi-

êàöiþ öüîãî êëàñó îòðèìàíî â [316].
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Òàáë. 2.10: Ïîâíèé ñïèñîê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ êëàñó (2.82).

� g Áàçèñíi îïåðàòîðè Amax

n 6= 1

1 ∀ ∂x

2 λTt(αT + β)ρ ∂x, 2n(αT + β)T−1t ∂t + αn(ρ+1)x∂x

+
(
α(ρ−1)− 2nh(t)(αT + β)T−1t

)
u∂u

3 λTte
αT ∂x, 2nT−1t ∂t + αnx∂x +

(
α− 2nh(t)T−1t

)
u∂u

4 λTt ∂x, T
−1
t ∂t − h(t)T−1t u∂u,

2nTT−1t ∂t + nx∂x −
(
2nh(t)TT−1t + 1

)
u∂u

n = 1

5 ∀ ∂x, T∂x + Tt∂u

6 λTt

(
αT+β
γT+δ

)ρ
∂x, T∂x + Tt∂u, (αT + β)(γT + δ)T−1t ∂t

+
(
1
2(ρ− 1)∆ + α(γT + δ)

)
x∂x +

(
αγTtx

+
[
−α(γT + δ)− h(t)(αT + β)(γT + δ)T−1t + 1

2(ρ+ 1)∆
]
u
)
∂u

7 λTte
αT+β
γT+δ ∂x, T∂x + Tt∂u,

(γT + δ)2 T−1t ∂t +
(
γ(γT + δ) + 1

2∆
)
x∂x

+
([
−γ(γT + δ)− h(t)(γT + δ)2T−1t + 1

2∆
]
u+ γ2Ttx

)
∂u

8 λTte
2ρ arctg(αT+β) ∂x, T∂x + Tt∂u,(

(αT + β)2 + 1
)
T−1t ∂t + α (αT + ρ+ β)x∂x

+
([
α(−αT + ρ− β)− h(t)

(
(αT + β)2 + 1

)
T−1t

]
u+ α2Ttx

)
∂u

9 λTt ∂x, T∂x + Tt∂u, 2TT−1t ∂t + x∂x −
(
2h(t)TT−1t + 1

)
u∂u,

T−1t ∂t − h(t)T−1t u∂u,

T 2T−1t ∂t + Tx∂x +
(
Ttx−

(
h(t)T 2T−1t + T

)
u
)
∂u

Òóò T = T (t) =
∫
e−n

∫
h(t) dt dt, ôóíêöiÿ h(t) � äîâiëüíà ó âñiõ âèïàäêàõ; λ òà ρ � íåíóëüîâi

ñòàëi. Ó âèïàäêó 2 ñòàëà α = ±1, ó âèïàäêàõ 3 i 8 ñòàëà α 6= 0. Ó âèïàäêàõ 6 òà 7 äîâiëüíi

ñòàëi α, β, γ òà δ âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà (ç äîäàòêîâîþ ìîæëèâiñòþ

ìàñøòàáóâàííÿ ó âèïàäêó 6), ïðè÷îìó ∆ = αδ − βγ 6= 0. Ó âèïàäêó 7 ìîæíà ïîêëàñòè

(α, β, γ, δ) ∈ {(α′, 0, 0, 1), (0, β′, 1, δ′)}.
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Çðîçóìiëî, ùî ïåðåòâîðåííÿ T � íå ¹äèíå, ùî ïðèâîäèòü äî öüîãî

êàëiáðóâàííÿ. Ïðè n 6= 1 íàéáiëüø çàãàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ âèãëÿä

t̂ = α
∫
e−n

∫
h(t) dt dt+ β, x̂ = δ1x+ δ0, û =

(
δ1

α

) 1
n

e
∫
h(t) dtu,

äå α, β, δ1, δ0 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó αδ1 6= 0. Ïðè n = 1 íàéáiëüø

çàãàëüíå ïåðåòâîðåííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

t̃ =
αt̂+ β

γt̂+ δ
, x̃ =

x+ µ1t̂+ µ0

γt̂+ δ
,

ũ =
(γt̂+ δ)e

∫
h(t) dtu− γx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
,

äå α, β, γ, δ, µ0, µ1 � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó αδ−βγ 6= 0,

t̂ =
∫
e−n

∫
h(t) dt dt.

ßêùî h ¹ íåíóëüîâîþ ñòàëîþ, òî ïåðåòâîðåííÿ T , ÿêå êàëiáðó¹ h äî

íóëÿ, ìà¹ âèãëÿä t̂ = − 1
nhe
−nht, x̂ = x, û = ehtu.

Çàóâàæåííÿ 2.54. Àëüòåðíàòèâíå êàëiáðóâàííÿ g = 1 ìîæíà îòðèìàòè,

âèêîðèñòàâøè ïàðàìåòðèçîâàíó ñiì'þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi ¹ ïðîå-

êöiÿìè ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè Ĝ∼ íà ïðîñòið íåçàëåæíèõ òà çàëåæíèõ çìií-

íèõ, òîáòî

t̂ =
∫
g(t) dt, x̂ = x sgn g(t), û = |g(t)|− 1

nu.

Öÿ ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü âiäîáðàæà¹ êëàñ (2.82) ó êëàñ ût̂+û
nûx̂+ĥ(t̂)û = ûx̂x̂,

äå íîâèé äîâiëüíèé åëåìåíò ĥ çàëåæèòü âiä h i g ÿê ĥ = h
g + gt

ng2 .

Òåîðåìè 2.50, 2.52 òà 2.53 âè÷åðïíî îïèñóþòü ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó (2.82).

Ïîâíèé ïåðåëiê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ ðiâíÿíü (2.82) ïîäà-

íî â òàáëèöi 2.10. Ïåðåëiê òî÷êîâî-íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ íå íàâîäèìî, îñêiëüêè âií ñïiâïàäà¹ ç âèïàäêàìè, ïðåä-

ñòàâëåíèìè â òàáëèöi 2.8. Çàóâàæèìî, ùî âèïàäêè n 6= 2 òà n = 2 äëÿ

ðiâíÿíü (2.71) âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì n 6= 1 òà n = 1 äëÿ ðiâíÿíü (2.82),
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âiäïîâiäíî. Êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê, íàâåäåíèé ó òàáëèöi 2.10, îòðèìà-

íî ìåòîäîì, ùî áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi,

çàïðîïîíîâàíèì â ðîáîòi [299].

Ó ðîáîòi [316] îòðèìàíî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç ïî÷àòêîâîãî êëàñó (2.82)

ç äîâiëüíèìè çíà÷åííÿìè h(t) i ôiêñîâàíèìè çíà÷åííÿìè g(t):

(i) ut + unux + h(t)u = εT
1−n
1+ne−n

∫
h(t) dtuxx :

u =
T−

1
n+1 exp

(
−µ
nx

2T−
2

n+1

)
e−

∫
h(t) dt(

c1 − 2µT−
1

n+1

∫
e−µx2T

− 2
n+1 dx

) 1
n

,

(ii) ut + unux + h(t)u = e−n
∫
h(t) dtuxx :

u =

(
a(n+ 1)

1 + c1ean(x−aT )

) 1
n

e−
∫
h(t) dt,

u =

(
n+ 1

c1 − nx

) 1
n

e−
∫
h(t) dt,

(iii) ut + uux + h(t)u = g(t)uxx ∀g :

u =
x+ c0∫

e−
∫
h(t) dt dt+ a

e−
∫
h(t) dt.

Òóò a, c � äîâiëüíi ñòàëi, ε = ±1, µ = n
2ε(n+1) ; ôóíêöiÿ T = T (t) =∫

e−n
∫
h(t) dt dt.

Ðiâíÿííÿ (ii) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ut + unux −
1

n

kt
k
u = kuxx, (2.85)

äå ôóíêöi¨ k(t) òà h(t) ïîâ'ÿçàíi ôîðìóëîþ k = e−n
∫
h(t) dt. Ïðè n = 1 ðiâ-

íÿííÿ (2.85) ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì (3.262) ðîáîòè [275, ñ. 90], ÿêå âèíèêà¹

ó ìîäåëi Áþðãåðñà äëÿ òóðáóëåíòíîñòi çi çìiííîþ äèôóçiéíiñòþ (âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ ïðè ìîäåëþâàííi àêóñòè÷íèõ õâèëü â àòìîñôåði). Îòðèìàíî

äâi ñiì'¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (ii). Ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó

u =

(
a(n+ 1)

1 + c1ean(x−aT )

) 1
n

e−
∫
h(t) dt (2.86)
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äëÿ äâîõ ðiçíèõ çíà÷åíü n i âèïàäêiâ çìiííîãî êîåôiöi¹íòà äèôóçiéíîñòi h

íàâåäåíî íà ðèñ. 2.4.

a b

c d

Ðèñ. 2.4: Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó (2.86) ïðè c1 = 1, a = 0,5. Íà ãðàôiêó a) n = 1 òà h = t;

íà ãðàôiêó b) n = 2 òà h = t; íà ãðàôiêó c) n = 1 òà h = (2t)−1; íà ãðàôiêó d) n = 2 òà

h = (2t)−1.

Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî âñi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.82), ÿêi ëiíåàðèçóþòüñÿ

äî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

v̂t̂ = λv̂x̂x̂, (2.87)

ìàþòü âèãëÿä

ut + uux + h(t)u = λe−
∫
h(t) dtuxx. (2.88)

Âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ

t̂ =
∫
e−

∫
h(t) dt dt, x̂ = x, −2λ

v̂x̂
v̂

= e
∫
h(t) dtu

äà¹ ôîðìóëó äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.88) ç ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-

íÿ òåïëîïðîâiäíîñòi:

u(t, x) = −2λe−
∫
h(t) dt v̂x(t̂, x)

v̂(t̂, x)
, äå t̂ =

∫
e−

∫
h(t) dt dt.
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Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê v̂ = ceax̂+a2λt̂(x̂ + 2aλt̂) ðiâ-

íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (2.87). Òóò c òà a � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è îñòàíí¹ ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìó¹ìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-

íÿ (2.88):

u(t, x) = −2λ
ax+ 2a2λ

∫
e−

∫
h(t) dt dt+ 1

x+ 2aλ
∫
e−

∫
h(t) dt dt

e−
∫
h(t) dt.

2.7. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ (2+1)-âèìiðíèõ

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó âè-

ãëÿäó

ut = Duyy + ν [K(u)]x , (2.89)

äå D òà ν � íåíóëüîâi ñòàëi, K � ãëàäêà íåëiíiéíà ôóíêöiÿ âiä çàëåæíî¨

çìiííî¨ u, çóñòði÷àþòüñÿ â ðiçíèõ çàñòîñóâàííÿõ. Çîêðåìà, âîíè îïèñó-

þòü äèôóçiéíî-êîíâåêöiéíi ïðîöåñè [107], ìîäåëþþòü âçà¹ìîäiþ ÷àñòè-

íîê äâîìà òèïiâ íà ðåøiòöi [41], âèíèêàþòü ó ìàòåìàòè÷íèõ ôiíàíñàõ ïðè

ïðèéíÿòòi ðiøåíü àãåíòiâ â óìîâàõ ðèçèêó [91,201,244]. Ðiâíÿííÿ (2.89) â

ëiòåðàòóði íàçèâàþòü ðiâíÿííÿìè äèôóçi¨�àäâåêöi¨, íåëiíiéíèìè óëüòðà-

ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè òà íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè Êîëìîãîðîâà.

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü (2.89) i âiäïîâiäíi ãðóïîâi iíâàðiàíòíi

ðîçâ'ÿçêè áóëè ïðîêëàñèôiêîâàíi Å. Äåìiòðîó çi ñïiâàâòîðàìè â [99].

Òàêîæ äîñëiäæóâàëèñÿ ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðî-

âà [14, 27] i íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

âèãëÿäó ut − uyy − uux = f(u) [26] i ut − uyy + g(u)ux = f(u) [267].

Ñïðîáó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà,

ùî óçàãàëüíþþòü ðiâíÿííÿ (2.89), à ñàìå ðiâíÿííÿ iç çàëåæíèìè âiä ÷àñó

êîåôiöi¹íòàìè,

ut = f(t)uyy − g(t)[K(u)]x , fgKuu 6= 0, (2.90)
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áóëî çðîáëåíî íåùîäàâíî â ðîáîòi [191]. Òóò f òà g � öå ãëàäêi íåçìiííi

ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ t, K � ãëàäêà íåëiíiéíà ôóíêöiÿ âiä u. Íà æàëü, ïîâ-

íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié êëàñó (2.90) íå áóëî äîñÿãíóòî â [191],

çîêðåìà, âèïàäîê K = u lnu áóëî ïðîïóùåíî, ðîçìiðíîñòi ìàêñèìàëüíèõ

àëãåáð ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié, à òàêîæ äåÿêi ¨õ áàçèñíi åëåìåíòè äëÿ iíøèõ

âèïàäêiâ ðîçøèðåíü áóëè ïîäàíi íåïðàâèëüíî. Âèïàäîê K = u2, ùî ¹

âàæëèâèì äëÿ çàñòîñóâàíü, âçàãàëi íå âèâ÷àâñÿ ç òî÷êè çîðó ëi¨âñüêèõ

ñèìåòðié.

Ó öié ñåêöi¨ ìè âèêîíó¹ìî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü (2.90).

Îñêiëüêè êëàñ (2.90) ïàðàìåòðèçîâàíî òðüîìà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè,

K(u), f(t) òà g(t), çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ âèäà¹òüñÿ íàäòî ñêëà-

äíîþ, ùîá ¨¨ ðîçâ'ÿçàòè ïîâíiñòþ áåç ñó÷àñíèõ ïiäõîäiâ, çàñíîâàíèõ íà

âèêîðèñòàííi òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (äèâ. òàêîæ [305]).

Îäíèì iç òàêèõ iíñòðóìåíòiâ ¹ êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ çà äî-

ïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (òîáòî çâåäåííÿ êëàñó äî ïiäêëàñó ç

ìåíøîþ êiëüêiñòþ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ). Ó ñåêöi¨ 2.7.3 îáãîâîðþ¹òüñÿ, ÿê

âèáðàòè îïòèìàëüíå êàëiáðóâàííÿ ñåðåä ìîæëèâèõ. Ùîá ïðîiëþñòðóâàòè

îïòèìàëüíiñòü âèáðàíîãî êàëiáðóâàííÿ, òàêîæ ïðåäñòàâëåíî ðåçóëüòàòè

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (2.90) ç àëüòåðíàòèâíèì êàëiáðóâàííÿì.

2.7.1. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ. Äëÿ ïîøóêó äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü âèêîðèñòîâó¹ìî ïðÿìèé ìåòîä [184]. Ç ìåòîþ ñòèñëîñòi âèêëàäó äå-

òàëi ðîçðàõóíêiâ îïóùåíî. Îñêiëüêè äëÿ âèâ÷åííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ çðó-

÷íiøå ðîçãëÿíóòè åêâiâàëåíòíó ôîðìó âèùåâêàçàíîãî êëàñó,

ut = f(t)uyy − g(t)k(u)ux, fgku 6= 0, (2.91)

â òåîðåìàõ íèæ÷å ïðåäñòàâëÿ¹ìî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ îáîõ ôóíêöié K òà

k = Ku.

Òåîðåìà 2.55. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ êëà-

ñó (2.90) (âiäïîâiäíî (2.91)) óòâîðþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2

∫
g(t) dt+ δ3, ỹ = δ4y + δ5,
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ũ = δ6u+ δ7, f̃(t̃) =
δ4

2

Tt
f(t), g̃(t̃) =

ε1

Tt
g(t),

K̃(ũ) =
δ6

ε1
(δ1K(u) + δ2u+ ε2) ,

(
resp. k̃(ũ) =

1

ε1
(δ1k(u) + δ2),

)
äå δi, i = 1, . . . , 7, ε1 òà ε2 ¹ äîâiëüíèìè ñòàëèìè, δ1δ4δ6ε1 6= 0, T (t) �

äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, Tt 6= 0.

Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.90) (âiäïîâiäíî (2.91)) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç íàâåäåíèõ ïåðåòâîðåíü ç δ2 = 0.

Ãðóïà Ĝ∼ ìiñòèòü ïiäãðóïó êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíò-

íîñòi, òîáòî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi çìiíþþòü ëèøå äîâiëüíi åëåìåíòè, òîäi ÿê

íåçàëåæíi òà çàëåæíi çìiííi çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè [261]. Öÿ ïiäãðóïà

óòâîðþ¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè t̃ = t, x̃ = x, ỹ = y, ũ = u, f̃ = f, g̃ = ε1g,

K̃ = (K + ε2)/ε1 (âiäïîâiäíî k̃ = k/ε1). Çðó÷íiøå ðîçãëÿäàòè êëàñ (2.91),

íiæ êëàñ (2.90), îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó çìåíøó¹òüñÿ ðîçìiðíiñòü ïiä-

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïåðåòâîðåííÿì êàëiáðóâàííÿ.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ïiäêëàñ ðiâíÿíü (2.90) ç ôóíêöi¹þ K êâàäðàòè÷íîþ âiä-

íîñíî u (âiäïîâiäíî (2.91) ç ôóíêöi¹þ k ëiíiéíîþ âiäíîñíî u) äîïóñêà¹

øèðøó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi. Ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ìè ìî-

æåìî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê K = u2 (âiäïîâiäíî k = u).

Òåîðåìà 2.56. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëàñó

ut = f(t)uyy − g(t)uux, fg 6= 0, (2.92)

âêëþ÷à¹ ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = T (t), x̃ = X(t)x+ δ3

∫
g(t)X(t)2dt+ δ4, ỹ = δ1y + δ2,

ũ = δ5

(
u

X(t)
− δ6x+ δ3

)
, f̃(t̃) =

δ2
1

δ5Tt
f(t), g̃(t̃) =

X(t)2

δ5Tt
g(t),

äå X(t) =
(
δ6

∫
g(t) dt+ δ7

)−1
, δi, i = 1, . . . , 7, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ5(δ

2
6 +

δ2
7) 6= 0, T (t) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, Tt 6= 0.

Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.92) ñêëàäà¹òüñÿ ç íàâåäå-

íèõ ïåðåòâîðåíü ç δ3 = δ6 = 0.
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Îñêiëüêè ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè Ĝ∼ âêëþ÷àþòü îäíó äîâiëüíó ôóíêöiþ

T (t), òî ìîæíà îäèí ç äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ f ÷è g ïî÷àòêîâîãî êëàñó ïî-

êëàñòè ðiâíèì ñòàëié. Âèêîíà¹ìî êàëiáðóâàííÿ g = 1 çà äîïîìîãîþ ïåðå-

òâîðåííÿ t̃ =
∫
g(t) dt, x̃ = x, ũ = u. Òîäi áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2.90)

(âiäïîâiäíî (2.91)) âiäîáðàæà¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ ç ïiäêëàñó, âèîêðåìëåíîãî

óìîâîþ g = 1. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæíà îáìåæèòèñÿ âèâ÷åííÿì

êëàñó (2.90) ç g = 1 àáî, ùî çðó÷íiøå, éîãî åêâiâàëåíòíî¨ ôîðìè

ut = f(t)uyy − k(u)ux, fku 6= 0. (2.93)

Óçàãàëüíåíi ðîçøèðåíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.93) òà éîãî ïiä-

êëàñó ç k = u ñïiâïàäàþòü çi ñâî¨ìè çâè÷àéíèìè ãðóïàìè åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 2.57. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (2.93) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = ε1t+ ε0, x̃ = δ1x+ δ2t+ δ3, ỹ = δ4y + δ5, ũ = δ6u+ δ7,

f̃(t̃) =
δ4

2

ε1
f(t), k̃(ũ) =

1

ε1
(δ1k(u) + δ2),

äå δi, i = 1, . . . , 7, ε1 i ε0 � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ4δ6ε1 6= 0.

Òåîðåìà 2.58. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 êëàñó

ut = f(t)uyy − uux, f 6= 0, (2.94)

óòâîðþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µt+ ν

γt+ δ
, ỹ = λy + ε,

ũ =
1

∆
(κ(γt+ δ)u− κγx+ δµ− γν) , f̃(t̃) =

λ2

∆
(γt+ δ)2f(t),

äå α, β, γ, δ, κ, µ, òà ν ¹ äîâiëüíèìè ñòàëèìè, âèçíà÷åíèìè äî íåíó-

ëüîâîãî ìíîæíèêà ∆ = αδ − βγ 6= 0, κ 6= 0; λ òà ε � äîâiëüíi ñòàëi,

λ 6= 0.

Ç òåîðåìè 2.58 âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ (2.94) ç f = a(t+ b)−2,

äå a 6= 0 òà b � ñòàëi, âiäîáðàæà¹òüñÿ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì â ðiâíÿííÿ

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç òîãî æ êëàñó.
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Òàêîæ ïðåäñòàâèìî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ïiäêëàñó êëà-

ñó (2.91), ùî âèîêðåìëåíî óìîâîþ f = 1, ÿêó ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

äëÿ ïîðiâíÿííÿ âèïàäêiâ f = 1 òà g = 1 â ñåêöi¨ 2.7.3.

Òåîðåìà 2.59. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼2 êëàñó

ut = uyy − g(t)k(u)ux, gku 6= 0, (2.95)

âêëþ÷à¹ ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ2
4t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2

∫
g(t) dt+ δ3, ỹ = δ4y + δ5,

ũ = δ6u+ δ7, g̃(t̃) =
ε1

δ2
4

g(t), k̃(ũ) =
1

ε1
(δ1k(u) + δ2) ,

äå δi, i = 0, 1, . . . , 7, òà ε1 � äîâiëüíi ñòàëi ç δ1δ4δ6ε1 6= 0.

Òåîðåìà 2.60. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼3 êëàñó

ut = uyy − g(t)uux, g 6= 0, (2.96)

ìiñòèòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ2
1t+ δ2, x̃ =

1

θ(t)
(x+ δ4) + δ5, ỹ = δ1y + δ3,

ũ = δ6(θ(t)u− γ1(x+ δ4)) , g̃(t̃) =
g(t)

δ2
1δ6θ(t)2

,

äå δi, i = 1, . . . , 6, θ(t) = γ1

∫
g(t)dt+ γ2, γ1 òà γ2 � äîâiëüíi ñòàëi ç

δ1δ6(γ
2
1 + γ2

2) 6= 0.

2.7.2. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëà-

ñó (2.91), ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼-åêâiâàëåíòíîñòi, çâîäèòüñÿ äî àíàëîãi-

÷íî¨ çàäà÷i äëÿ êëàñó (2.93), ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi (âiä-

ïîâiäíî çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (2.92), ç òî÷íiñòþ

äî Ĝ∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi, çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëà-

ñó (2.94) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi). Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (2.93) âèêîðèñòîâó¹ìî êëàñè÷íèé ïiä-

õiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíòåãðóâàííi âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îòðèìóþ-

òüñÿ ç êðèòåðiþ iíâàðiàíòíîñòi [23]. Øóêà¹ìî îïåðàòîðè ñèìåòði¨ âèãëÿäó
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Q = τ(t, x, y, u)∂t + ξ(t, x, y, u)∂x + η(t, x, y, u)∂y + θ(t, x, y, u)∂u, ÿêi ãåíå-

ðóþòü îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè Ëi ïåðåòâîðåíü, ÿêi çàëèøàþòü ðiâíÿí-

íÿ (2.93) iíâàðiàíòíèìè [23,235]. Öå âèìàãà¹, ùî äiÿ äðóãîãî ïðîäîâæåí-

íÿì Q(2) îïåðàòîðà Q íà ðiâíÿííÿ (2.93) äîðiâíþâàëà íóëþ íà ìíîãîâèäi

ðiâíÿííÿ (2.93),

Q(2){ut − f(t)uyy + k(u)ux}|ut=f(t)uyy−k(u)ux = 0. (2.97)

Iíôiíiòåçèìàëüíèé êðèòåðié iíâàðiàíòíîñòi (2.97) ïðèâîäèòü äî âèçíà-

÷àëüíèõ ðiâíÿíü, ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ÿêèõ îòðèìó¹ìî

τ = τ(t), ξ = ξ(t, x), η = η1(t)y + η0(t),

θ = ϕ(t, x, y)u+ ψ(t, x, y),

äå τ , ξ, η1, η0, ϕ òà ψ ¹ äîâiëüíèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè âiä ¨õ çìiííèõ.

Òîäi ðåøòà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íàáóâà¹ âèãëÿäó

τft = (2η1 − τt)f, 2fϕy = −η1
t y − η0

t , (2.98)

(ϕu+ ψ)ku + (τt − ξx)k = ξt, (2.99)

(ϕxu+ ψx)k + (ϕt − fϕyy)u+ ψt − fψyy = 0. (2.100)

Ñïåðøó iíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (2.99) òà (2.100) íà ôóíêöiþ k ç òî÷íiñòþ

äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, áåðó÷è äî óâàãè òå, ùî ku 6= 0. Äàëi âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ ìåòîä ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ [20, 162]. Äëÿ áóäü-ÿêîãî îïå-

ðàòîðà Q ∈ Amax ðiâíÿííÿ (2.99) äà¹ ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ k çàãàëüíî¨

âèãëÿäó

(au+ b)ku + ck = d, (2.101)

äå a, b, c, d � ñòàëi. ×èñëî s òàêèõ íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü íå áiëüøå äâîõ,

áî iíàêøå âîíè óòâîðþþòü íåñóìiñíó ñèñòåìó íà ôóíêöiþ k. ßêùî s = 0,

òî (2.101) íå ¹ ðiâíÿííÿì íà ôóíêöiþ k, àëå öå òîòîæíiñòü, ÿêà âiäïîâiäà¹

âèïàäêó äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ k. ßêùî s = 1, òî iíòåãðóâàííÿ (2.101), ç òî÷íi-

ñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ðîçïàäà¹òüñÿ íà òðè ðiçíi âèïàäêè: (i) k = un,
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n 6= 0, 1; (ii) k = eu; (iii) k = lnu. ßêùî s = 2, òî ôóíêöiÿ k � ëiíiéíà

âiäíîñíî u, k = u mod G∼.

Ç âèçíà÷àëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.100) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ äâà ïðèíöèïîâî

ðiçíi âèïàäêè êëàñèôiêàöi¨: I. kuu 6= 0 òà II. kuu = 0 (k = u mod G∼).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ k. Ó öüîìó âèïàäêó ðiâ-

íÿííÿ (2.99) òà (2.100) ñëiä ðîçùåïèòè âiäíîñíî k òà ku. Ïiñëÿ ðîçøå-

ïëåííÿ îòðèìó¹ìî ϕ = ψ = ξt = τt − ξx = 0. Òîìó τ = c1t + c2,

ξ = c1x + c3. ßêùî ϕ = 0, òî ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (2.98) âèïëèâà¹, ùî

η1
t = η0

t = 0, òîáòî η1 = c4, òà η0 = c5. Òóò ci, i = 1, . . . , 5, � äîâiëüíi

ñòàëi. Òîäi çàãàëüíèé âèãëÿä iíôiíiòåçèìàëüíîãî ãåíåðàòîðà ¹ íàñòóïíèì:

Q = (c1t + c2)∂t + (c1x + c3)∂x + (c4y + c5)∂y, òà ïåðøå ðiâíÿííÿ â (2.98)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

(c1t+ c2)ft = (2c4 − c1)f. (2.102)

Öå êëàñèôiêóþ÷å ðiâíÿííÿ äëÿ f. ßêùî f ¹ äîâiëüíîþ íåíóëüîâîþ ãëàä-

êîþ ôóíêöi¹þ, òî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñëiä ðîçùåïèòè âiäíîñíî f òà ¨¨ ïî-

õiäíî¨, ùî ïðèâîäèòü äî c1 = c2 = c4 = 0. Òîìó, ÿäðîì A∩ ìàêñèìàëüíî¨

ëi¨âñüêî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç êëàñó (2.93) ¹ A∩ = 〈∂x, ∂y〉
(âèïàäîê 1 òàáëèöi 2.11). Äëÿ ïîäàëüøî¨ êëàñèôiêàöi¨ iíòåãðó¹ìî ðiâíÿí-

íÿ (2.102) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi. Âñi G∼-íååêâiâàëåíòíi çíà-

÷åííÿ f , ÿêi çàáåçïå÷óþòü ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äëÿ ðiâíÿíü

êëàñó (2.93) ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ k, âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè çíà÷å-

ííÿìè: f = tρ, ρ 6= 0; f = et; f = 1. Âiäïîâiäíi áàçèñè ìàêñèìàëüíèõ

ëi¨âñüêèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi ïðåäñòàâëåíi âèïàäêàìè 2�4 òàáëèöi 2.11.

ßêùî k = un, n 6= 0, 1, òîäi ðîçùåïëþþ÷è ðiâíÿííÿ (2.99) òà (2.100)

âiäíîñíî ðiçíèõ ñòåïåíiâ u, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ξt = ψ = ϕx = 0,

ϕt = fϕyy, nϕ + τt − ξx = 0. Ç öèõ ðiâíÿíü òà ðiâíÿííÿ (2.98) âèïëè-

âà¹, ùî τ = c1t + c2, ξ = (c1 + nc6)x + c3, η = c4y + c5, ϕ = c6, äå

ci, i = 1, . . . , 6, � äîâiëüíi ñòàëi. Êëàñèôiêóþ÷å ðiâíÿííÿ äëÿ f íàáóâà¹

âèãëÿäó (2.102). Òîìó, âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ âèçíà÷àþ-

òüñÿ òàêèìè æ âèãëÿäàìè ôóíêöi¨ f , ÿê â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, à ñàìå,



146

Òàáë. 2.11: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (2.93) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

no. f(t) Áàçèñ Amax

Äîâiëüíà k

1 ∀ ∂x, ∂y

2 tρ ∂x, ∂y, 2t∂t + 2x∂x + (ρ+ 1)y∂y

3 et ∂x, ∂y, 2∂t + y∂y

4 1 ∂x, ∂y, ∂t, 2t∂t + 2x∂x + y∂y

k = un, n 6= 0, 1

5 ∀ ∂x, ∂y, nx∂x + u∂u

6 tρ ∂x, ∂y, nx∂x + u∂u, 2t∂t + 2x∂x + (ρ+ 1)y∂y

7 et ∂x, ∂y, nx∂x + u∂u, 2∂t + y∂y

8 1 ∂x, ∂y, nx∂x + u∂u, ∂t, 2t∂t + 2x∂x + y∂y

k = eu

9 ∀ ∂x, ∂y, x∂x + ∂u

10 tρ ∂x, ∂y, x∂x + ∂u, 2t∂t + 2x∂x + (ρ+ 1)y∂y

11 et ∂x, ∂y, x∂x + ∂u, 2∂t + y∂y

12 1 ∂x, ∂y, x∂x + ∂u, ∂t, 2t∂t + 2x∂x + y∂y

k = lnu

13 ∀ ∂x, ∂y, t∂x + u∂u

14 tρ ∂x, ∂y, t∂x + u∂u, 2t∂t + 2x∂x + (ρ+ 1)y∂y

15 et ∂x, ∂y, t∂x + u∂u, 2∂t + y∂y

16 1 ∂x, ∂y, t∂x + u∂u, ∂t, 2t∂t + 2x∂x + y∂y

Òóò n òà ρ � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi, òà n 6= 1.

äîâiëüíà, ñòåïåíåâà, åêñïîíåíöiàëüíà òà ñòàëà. Äèâèñü âèïàäêè 5�8 òàáëè-

öi 2.11. Ðîçìiðíîñòi âiäïîâiäíèõ àëãåáð ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié çáiëüøóþòüñÿ

íà îäèíèöþ ïîðiâíÿíî ç âèïàäêîì äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ k. Íàéáiëüøà

ðîçìiðíiñòü � öå ï'ÿòü, à íå øiñòü, ÿê áóëî çàçíà÷åíî â ðîáîòi [191].

Äîñëiäæåííÿ âèïàäêiâ k = eu òà k = lnu ïîäiáíå äî âèïàäêó k = un,

n 6= 0, 1, òîìó, îïóñêà¹ìî äåòàëi ðîçðàõóíêiâ. Ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨

ïðåäñòàâëåíi ó âèïàäêàõ 9�16 òàáëèöi 2.11.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ëiíiéíîãî k, òîäi, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi,
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Òàáë. 2.12: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (2.94) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi.

no. f(t) áàçèñ Amax

1 ∀ ∂x, ∂y, x∂x + u∂u, t∂x + ∂u

2
eσ arctg t

t2 + 1
∂x, ∂y, x∂x + u∂u, t∂x + ∂u, (t2 + 1)∂t + tx∂x + 1

2σy∂y + (x− tu)∂u

3 tρ ∂x, ∂y, x∂x + u∂u, t∂x + ∂u, 2t∂t + (ρ+ 1)y∂y − 2u∂u

4 et ∂x, ∂y, x∂x + u∂u, t∂x + ∂u, 2∂t + y∂y

5 1 ∂x, ∂y, x∂x + u∂u, t∂x + ∂u, ∂t, 2t∂t + y∂y − 2u∂u

Òóò ρ òà σ � äîâiëüíi ñòàëi ρ 6= 0,−2. Êðiì òîãî, ρ ≤ −1 mod G∼1 .

ìîæíà ïîêëàñòè k = u. Ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî k = u â ðiâíÿííÿ (2.99) òà (2.100)

i äàëi ðîçùåïëþþ÷è ¨õ âiäíîñíî ðiçíèõ ñòåïåíiâ u. Ó ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî

äî ñèñòåìè ψ = ξt, τt − ξx + ϕ = 0, ϕx = 0, ψx + ϕt − fϕyy = 0, òà

ψt − fψyy = 0. Äèôåðåíöiþ¹ìî ïåðøå òà äðóãå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè

âiäíîñíî çìiííî¨ y i îòðèìó¹ìî äîäàòêîâi óìîâè ϕy = ψy = 0. Òîäi òàêîæ

ψt = ψxx = ϕtt = 0, i ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (2.98) îòðèìó¹ìî η1
t = η0

t = 0.

Çàãàëüíèì âèãëÿä iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà Q ¹ íàñòóïíèì: Q =

(c2t
2 + c1t + c0)∂t + ((c2t + c4)x + c3t + c5)∂x + (c6y + c7)∂y + ((c4 − c1 −

c2t)u + c2x + c3)∂u, äå ci, i = 0, . . . , 7, � äîâiëüíi ñòàëi. Êëàñèôiêóþ÷å

ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

(c2t
2 + c1t+ c0)ft = (2c6 − c1 − 2c2t)f. (2.103)

ßêùî öå íå ðiâíÿííÿ íà f , à òîòîæíiñòü, òî òîäi c0 = c1 = c2 = c6 = 0.

Ó öüîìó âèïàäêó ñòàëi c3, c4, c5, c7 â iíôiíiòåçèìàëüíîìó ãåíåðàòî-

ði Q ¹ äîâiëüíèìè òà ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü (2.94) ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ f ¹ ÷îòèðèâèìiðíîþ àëãåáðîþ

〈∂x, ∂y, x∂x + u∂u, t∂x + ∂u〉 (âèïàäîê 1 òàáëèöi 2.12).
Ïîäàëüøà ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü (2.93) ç k = u, òîáòî ðiâíÿí-

íÿ (2.94), åêâiâàëåíòíà iíòåãðóâàííþ ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ f :

(at2 + bt+ c)ft = (d− 2at)f, (2.104)

äå a, b, c òà d � äîâiëüíi ñòàëi, (a, b, c) 6= (0, 0, 0). Ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -

åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ÷åòâiðêà ïàðàìåòðiâ (a, b, c, d) íàëå-
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æàòü äî íàáîðó {(1, 0, 1, σ), (0, 1, 0, ρ), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 0)}, äå σ, ρ �

íåíóëüîâi ñòàëi, ρ ≤ −1. Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ

ïðåäñòàâëåíîãî â ðîáîòàõ [311,316]. Âîíî áàçó¹òüñÿ íà òîìó, ùî ïåðåòâî-

ðåííÿ ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 , ìîæíà ðîçøèðèòè íà êîåôiöi¹íòè a, b,

c òà d íàñòóïíèì ÷èíîì

ã = µ(aδ2 − bγδ + cγ2), b̃ = µ(−2aβδ + b(αδ + βγ)− 2cαγ),

c̃ = µ(aβ2 − bαβ + cα2), d̃ = µ(d∆ + 2aβδ − 2bβγ + 2cαγ),

äå ∆ = αδ − βγ 6= 0 òà µ � äîâiëüíà íåíóëüîâà ñòàëà.

Iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (2.104) äëÿ ÷îòèðüîõ íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ

÷åòâiðêè (a, b, c, d) ïðèâîäèòü âiäïîâiäíî äî âèïàäêiâ: f =
eσ arctg t

t2 + 1
, f =

tρ, ρ 6= 0, f = et òà f = 1. Äàëi ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi íååêâiâàëåíòíi

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ó ðiâíÿííÿ (2.103) i çíàõîäèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ

ñòàëèõ ci òà, çâiäòè, çàãàëüíi âèãëÿäè äëÿ iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (2.94) ïðåäñòàâëåíi â òàáëèöi 2.12.

Êëàñèôiêàöiéíi ñïèñêè, ïðåäñòàâëåíi â òàáëèöÿõ 2.11 òà 2.12, äàþòü

âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðî-

âà (2.91) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íåëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè k òà êëàñó

ðiâíÿíü (2.92) ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼- òà Ĝ∼1 -åêâiâàëåíòíîñòåé, âiäïîâiäíî.

2.7.3. Îáãîâîðåííÿ îïòèìàëüíîãî êàëiáðóâàííÿ. Âäàëèé âèáið êà-

ëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ¹ âèðiøàëüíèì êðîêîì ó ðîçâ'ÿçàííi çà-

äà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Êàëiáðóâàííÿ f = 1 ìîæå çäàòèñÿ áiëüø çðó-

÷íèì, ÿêùî øóêàòè âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ñè-

ìåòðié. Äëÿ êëàñó (2.95) âîíè ìàþòü âèãëÿä

2ηy = τt, ηyy − ηt = 2ϕy, (ϕu+ ψ)gku + [τgt + (τt − ξx)g]k = ξt,

(ϕxu+ ψx)gk + (ϕt − ϕyy)u+ ψt − ψyy = 0.

Äëÿ êëàñó k 6= u ðiçíèöÿ â êëàñèôiêàöi¨ íå òàêà ñóòò¹âà (ïîð. òàáëè-

öþ 2.11 ç òàáëèöåþ 2.13). Õî÷à ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî äëÿ k = lnu îïåðàòîð

t∂x + u∂u, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ó âèïàäêàõ 13�16 òàáëèöi 2.11, ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
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äî ðiçíèõ ôîðì ó âiäïîâiäíèõ âèïàäêàõ òàáëèöi 2.13. Äëÿ âèïàäêó k = u

ñêëàäíiñòü ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (2.91) ç f = 1 iñòîòíî çðîñòà¹

ïîðiâíÿíî ç êàëiáðóâàííÿì g = 1. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü

ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà

Q = (c1t+ c0)∂t + [(c2x+ c3)
∫
g(t)dt+ c4x+ c5]∂x +

(1
2c1y + c6)∂y + [(c7 − c2

∫
g(t)dt)u+ c2x+ c3]∂u,

äå ci, i = 0, . . . , 7,� äîâiëüíi ñòàëi. Êëàñèôiêóþ÷å ðiâíÿííÿ ¹ iíòåãðàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì: (c1t + c0)gt =
(
c4 − c1 − c7 + 2c2

∫
g(t) dt

)
g

(äèâ. êëàñèôiêóþ÷å ðiâíÿííÿ (2.103) äëÿ f , ÿêå ¹ íàáàãàòî ïðîñòiøèì).

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (2.96) ïðåäñòàâëåíi â òàáëèöi 2.14.

Ïðè ïîðiâíÿííi òàáëèöü 2.12 òà 2.14 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî âèãëÿäè

áàçîâèõ îïåðàòîðiâ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi áiëüø

ãðîìiçäêi â òàáëèöi 2.14.

Çâ'ÿçêè ìiæ ðiâíÿííÿìè âèãëÿäó (2.96) òàêîæ ñêëàäíiøi, íiæ ìiæ ðiâ-

íÿííÿìè ç êëàñó (2.94). Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ

ut = uyy −
1

t ch2(ν ln t)
uux,

äå çìiííèé êîåôiöi¹íò ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi
4

t(tν + t−ν)2
,

äîïóñêà¹ ï'ÿòèâèìiðíó ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè ∂x, ∂y, th(ν ln t)∂x + ν∂u, x∂x + u∂u, òà

t∂t − νx th(ν ln t)∂x + 1
2y∂y − ν(νx− th(ν ln t)u)∂u. Åêâiâàëåíòíiñòü öüîãî

ðiâíÿííÿ òà ðiâíÿííÿ ũt̃ = ũỹỹ − t̃ 2ν−1ũũx̃ ç òîãî æ êëàñó íå ¹ î÷åâèäíîþ.

Òèì íå ìåíø, iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼3 ,

t̃ = t, x̃ =
1

4
x(t2ν + 1), ỹ = y, ũ =

u

t2ν + 1
+
ν

2
x,

ùî âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ öèìè ðiâíÿííÿìè. Öå ïîêàçó¹, ùî ðîçðiçíå-

ííÿ íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äëÿ êëà-

ñó (2.96) ¹ òàêîæ ñêëàäíiøèì çàâäàííÿì, íiæ äëÿ êëàñó (2.94).
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Òàáë. 2.13: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (2.95) ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼2 -åêâiâàëåíòíîñòi.

no. g(t) Áàçèñ Amax

Äîâiëüíà k

1 ∀ ∂x, ∂y

2 tρ ∂x, ∂y, 2t∂t + 2(ρ+ 1)x∂x + y∂y

3 et ∂x, ∂y, ∂t + x∂x

4 1 ∂x, ∂y, ∂t, 2t∂t + 2x∂x + y∂y

k = un, n 6= 0, 1

5 ∀ ∂x, ∂y, nx∂x + u∂u

6 tρ ∂x, ∂y, nx∂x + u∂u, 2t∂t + 2(ρ+ 1)x∂x + y∂y

7 et ∂x, ∂y, nx∂x + u∂u, ∂t + x∂x

8 1 ∂x, ∂y, nx∂x + u∂u, ∂t, 2t∂t + 2x∂x + y∂y

k = eu

9 ∀ ∂x, ∂y, x∂x + ∂u

10 tρ ∂x, ∂y, x∂x + ∂u, 2t∂t + 2(ρ+ 1)x∂x + y∂y

11 et ∂x, ∂y, x∂x + ∂u, ∂t + x∂x

12 1 ∂x, ∂y, x∂x + ∂u, ∂t, 2t∂t + 2x∂x + y∂y

k = lnu

13 ∀ ∂x, ∂y,
∫
g(t) dt ∂x + u∂u

14a tρ, ρ 6= −1 ∂x, ∂y, t
ρ+1∂x + (ρ+ 1)u∂u, 2t∂t + 2(ρ+ 1)x∂x + y∂y

14b t−1 ∂x, ∂y, ln t ∂x + u∂u, 2t∂t + y∂y

15 et ∂x, ∂y, e
t∂x + u∂u, ∂t + x∂x

16 1 ∂x, ∂y, t∂x + u∂u, 2t∂t + 2x∂x + y∂y, ∂t

Òóò n òà ρ � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi.

Òîìó, áåç ñóìíiâó, êàëiáðóâàííÿ g = 1 ¹ âäàëèì äëÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôi-

êàöi¨ êëàñó (2.91) i îñîáëèâî äëÿ éîãî ïiäêëàñó (2.92).

Îòæå, ÷è iñíó¹ ðåãóëÿðíèé ñïîñiá, ÿêèé ìîæå äîïîìîãòè îáðàòè êðà-

ùå êàëiáðóâàííÿ ñåðåä äåêiëüêîõ ìîæëèâèõ? Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿê

âèÿâëÿ¹òüñÿ, ¹ iíäèêàòîðàìè, ùî ïîêàçóþòü ïðàâèëüíèé âèáið êàëiáðó-

âàííÿ. Äiéñíî, ïîðiâíÿííÿ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi, ïðåäñòàâëåíèõ ó òåîðå-

ìàõ 2.57 òà 2.58, iç ãðóïàìè, íàâåäåíèìè â òåîðåìàõ 2.59 òà 2.60, ïîêàçó¹,
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Òàáë. 2.14: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (2.96) ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼3 -åêâiâàëåíòíiñòi.

no. g(t) áàçèñ Amax

1 ∀ ∂x, ∂y, x∂x + u∂u,
∫
g(t) dt ∂x + ∂u

2
1

t cos2(ν ln t)
∂x, ∂y, x∂x + u∂u, tg(ν ln t)∂x + ν∂u,

t∂t + νx tg(ν ln t)∂x + 1
2y∂y + ν(νx− tg(ν ln t)u)∂u

3
1

cos2 t
∂x, ∂y, x∂x + u∂u, tg t∂x + ∂u, ∂t + x tg t∂x + (x− u tg t)∂u

4a tρ ∂x, ∂y, x∂x + u∂u, t
ρ+1∂x + (ρ+ 1)∂u, 2t∂t + 2(ρ+ 1)x∂x + y∂y

4b t−1 ∂x, ∂y, x∂x + u∂u, ln t ∂x + ∂u, 2t∂t + y∂y

5 et ∂x, ∂y, x∂x + u∂u, e
t∂x + ∂u, ∂t + x∂x

6 1 ∂x, ∂y, x∂x + u∂u, t∂x + ∂u, ∂t, 2t∂t + 2x∂x + y∂y

Òóò ρ òà ν � äîâiëüíi ñòàëi ç ν 6= 0, ρ 6= −2,−1, 0. Áiëüøå òîãî ρ < −1 mod Ĝ∼3 .

ùî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.93) òà éîãî ïiäêëàñó (2.94) ¹ çâè÷àé-

íèìè, òîäi ÿê ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (2.95) òà éîãî ïiäêëàñó (2.96)

¹ ðîçøèðåíèìè óçàãàëüíåíèìè. Ïåðåòâîðåííÿ ç ðîçøèðåíèõ óçàãàëüíå-

íèõ ãðóï ñòàþòü òî÷êîâèìè ëèøå ïiñëÿ ôiêñàöi¨ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ òà

iíòåãðàëiâ âiä ôóíêöi¨ g, ùî ïðèðîäíî ç'ÿâëÿþòüñÿ ó êîìïîíåíòàõ îïå-

ðàòîðiâ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié i íàâiòü ó êëàñèôiêóþ÷îìó ðiâíÿííi. Öå, çâè-

÷àéíî, óñêëàäíþ¹ ðîçðàõóíêè. Îòæå, íàéøèðøó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi

ñëiä îáîâ'ÿçêîâî çíàéòè ùå äî çàñòîñîâóâàííÿ ëi¨âñüêîãî êðèòåðiþ iíâà-

ðiàíòíîñòi äî äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü äëÿ òîãî, ùîá âèáðàòè îïòèìàëüíå

êàëiáðóâàííÿ òà îïòèìiçóâàòè âåñü ïðîöåñ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨.

Çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó K êëàñó (2.90) ìîæíà îòðèìàòè, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó k êëàñó (2.91), ùî íàâåäåíi â

òàáëèöÿõ 2.11 i 2.13, à ñàìå: k = un, n 6= 0,−1, ↔ K = un+1; k = u−1 ↔
K = lnu; k = eu ↔ K = eu; k = lnu ↔ K = u lnu.

Çàñòîñóâàííÿ íàéøèðøèõ (ðîçøèðåíèõ óçàãàëüíåíèõ) ãðóï åêâi-

âàëåíòíîñòi äîçâîëèëî çàïèñàòè êëàñèôiêàöiéíi ñïèñêè â îïòèìàëüíîìó

âèãëÿäi.
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Ðîçäië 3

Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi ó äîñëiäæåííi

ðiâíÿíü òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà é

ïîâ'ÿçàíèõ ìîäåëåé

Êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (ÊäÔ) i éîãî óçàãàëüíåííÿ ìî-

äåëþþòü ðiçíîìàíiòíi õâèëüîâi ïðîöåñè, âêëþ÷àþ÷è õâèëi ìiëêî¨ âî-

äè, ãðàâiòàöiéíi õâèëi, iîííî-çâóêîâi õâèëi â ïëàçìi é õâèëi íà ðåøiò-

êàõ [128,168,185]. Çîêðåìà, ðiâíÿííÿ ÊäÔ âèíèêà¹ ïðè ìîäåëþâàííi îäíî-

âèìiðíèõ ïëîñêèõ õâèëü â õîëîäíié êâàçiíåéòðàëüíié áåçêîëiçiéíié ïëà-

çìi, ÿêi ðîçïîâñþäæóþòüñÿ âçäîâæ x-íàïðÿìêó â ïðèñóòíîñòi îäíîðiäíîãî

ìàãíiòíîãî ïîëÿ [173]. Ðiâíÿííÿ ÊäÔ, òàêèì ÷èíîì, ¹ çàãàëüíîâèçíàíîþ

ìîäåëëþ äëÿ îïèñó íåëiíiéíèõ äîâãèõ õâèëü ó áàãàòüîõ îáëàñòÿõ ôiçèêè.

Â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ âåëèêèé iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþòü ìîäåëi çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi â áàãàòüîõ âèïàäêàõ îïèñóþòü ÿâèùà ðåàëüíîãî

ñâiòó ç áiëüøîþ òî÷íiñòþ. Êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ¹ çâè÷àéíèìè

çàäà÷àìè ïðè âèâ÷åííi òàêèõ ìîäåëåé. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ëi¨âñüêi ñè-

ìåòði¨ äîçâîëÿþòü íå òiëüêè çâåñòè ìîäåëüíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî òàêîãî ðiâíÿííÿ ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæ-

íèõ çìiííèõ àáî äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, àëå òàêîæ

âèîêðåìèòè âèïàäêè, ÿêi ïîòåíöiéíî öiêàâiøi äëÿ çàñòîñóâàíü [31].

Ïiäðîçäië 3.1 ïðèñâÿ÷åíî îïèñó ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñi ðiâ-

íÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + f(t, x)uux +

g(t, x)uxxx = 0, fg 6= 0. Äîâåäåíî, ùî öåé êëàñ íåíîðìàëiçîâàíèé, àëå

éîãî ìîæíà çîáðàçèòè ÿê îá'¹äíàííÿ øåñòè íåïåðåòèííèõ íîðìàëiçîâà-
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íèõ ïiäêëàñiâ. Çíàéäåíî ìàêñèìàëüíî øèðîêi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ

êîæíîãî ïiäêëàñó, ÿêi âèÿâèëèñü ðîçøèðåíèìè óçàãàëüíåíèìè â ï'ÿòè âè-

ïàäêàõ. Çàïðîïîíîâàíî ñïîñîáè ïîëiïøåííÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâî-

ñòåé ïiäêëàñiâ ç âèêîðèñòàííÿì êàëiáðóâàíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ i ìåòîäó

âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ îäíîãî ç âèêîðåìëåíèõ

ïiäêëàñiâ íàâåäåíî â ÿêîñòi iëþñòðàòèâíîãî ïðèêëàäó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïîáóäîâàíî i¹ðàðõiþ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ çàãàëü-

íîãî êëàñó (1 + 1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó, ÿêi

ìiñòÿòü ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà é ¨õíi óçàãàëüíåííÿ. Öå äà¹ ïîâíèé

îïèñ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi â öèõ êëàñàõ. Äëÿ äâîõ êëàñiâ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (ÊäÔ) i ìîäèôiêîâàíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

(ìÊäÔ) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè îòðèìàíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè

çâiäíîñòi òàêèõ ðiâíÿíü äî ñòàíäàðòíèõ ðiâíÿíü ÊäÔ i ìÊäÔ, âiäïîâiäíî.

Òàêîæ âèêîíàíî âè÷åðïíèé ãðóïîâèé àíàëiç íîðìàëiçîâàíîãî êëàñó ðiâ-

íÿíü ÊäÔ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + f(t)uux + g(t)uxxx = 0, fg 6= 0.

Ïiäðîçäië 3.3 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êàâàõà-

ðè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + α(t)unux + β(t)uxxx + σ(t)uxxxxx = 0.

Âèêîíàíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ öèõ ðiâíÿíü é ïðîâåäåíî âiäïî-

âiäíi ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü Êàâàõàðè äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü. Ïîáóäîâàíî ïåâíi òî÷íi é ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè, çîêðåìà, äëÿ ðiâ-

íÿííÿ Êàâàõàðè, ùî îïèñó¹ õâèëi â ìîði, âêðèòîìó êðèãîþ, òîâùèíà ÿêî¨

çáiëüøó¹òüñÿ ç ÷àñîì. Ó ïiäðîçäiëi 3.4 äîñëiäæåíî ðiâíÿííÿ Áåíäæàìiíà�

Áîíà�Ìàõîíi (ÁÁÌ), ÿêi ìîäåëþþòü ïîøèðåííÿ ïîìiðíî äîâãèõ õâèëü ç

íåâåëèêîþ àìïëiòóäîþ â ñèñòåìàõ ç íåëiíiéíèìè é äèñïåðñiéíèìè åôåêòà-

ìè. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü ÁÁÌ ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹í-

òàìè ut + f(t)ux + g(t)uux + h(t)uxxt = 0, gh 6= 0, çäiéñíåíî çà äîïîìîãîþ

ìåòîäó âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè. Òàêîæ çíàéäåíî çàêîíè çáåðåæåííÿ

òàêèõ ðiâíÿíü.

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ïîêàçàíî, ÿê òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà âèêîðèñòî-

âóâàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi, çîêðåìà, äëÿ âèîêðåìëåííÿ êëàñiâ
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iíòåãðîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíà-

éäåíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi äåêiëüêîõ âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiä-

êëàñiâ êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü n-ãî ïîðÿäêó. Â ðàì-

êàõ çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó äîñëiäæåíî êëàñ ðiâíÿíü òèïó ÊäÔ ï'ÿòîãî

ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âèîêðåìëåíî éîãî ïiäêëàñè, ùî ¹

iíòåãðîâíèìè é ïîáóäîâàíî ïàðè Ëàêñà äëÿ íèõ.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [4,195,224,264,313�315].

3.1. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi îäíîãî êëàñó ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Îäèí ç ïåðøèõ êëàñiâ, ÷è¨ òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi áóëè ïðåäìå-

òîì äîñëiäæåííÿ, � êëàñ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôi-

öi¹íòàìè

L : ut + f(t, x)uux + g(t, x)uxxx = 0, fg 6= 0. (3.1)

Êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà i éîãî óçàãàëüíåííÿ ìîäåëþþòü

ðiçíi ôiçè÷íi ÿâèùà, çîêðåìà, êëàñè÷íi õâèëi íà âîäi, ãðàâiòàöiéíi õâèëi,

õâèëi ó ïëàçìi é õâèëi íà ðåøiòêàõ [85, 128, 129, 168]. Iñíó¹ ðÿä ðîáiò, â

ÿêèõ ðiâíÿííÿ ç êëàñó L áóëè äîñëiäæåíi ç ðiçíèõ òî÷îê çîðó. Çãàäà¹ìî

òiëüêè òi ðîáîòè, ÿêi íàéáiëüøå ïîâ'ÿçàíi ç íàøèì äîñëiäæåííÿì. Ó ðîáî-

òàõ [143,192] áóëî ïðîâåäåíî Ïåíëåâå àíàëiç ðiâíÿíü (3.1). Áóëî ïîêàçàíî,

ùî òàêi ðiâíÿííÿ ïðîõîäÿòü òåñò Ïåíëåâå òiëüêè â òîìó âèïàäêó, ÿêùî

êîåôiöi¹íòè f i g çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì fx = gx = 0, i (g/f)t/f = const.

Öi óìîâè çáiãàþòüñÿ ç óìîâàìè çâiäíîñòi ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-

òàìè (3.1) äî ñòàíäàðòíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà. Çàóâàæèìî, ùî

â ðîáîòi [133] áóëî âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ áiëüø çàãàëüíîãî êëà-

ñó ðiâíÿíü, íiæ êëàñ L, àëå öi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ç òî÷íiñòþ äî äóæå

øèðîêî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, íåçðó÷íi äëÿ âèîêðåìëåííÿ êëàñèôiêà-

öiéíîãî ñïèñêó äëÿ ðiâíÿíü (3.1) (äèâ. òàêîæ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [280]).
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Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ é äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó L âèâ÷à-

ëèñÿ â ðîáîòàõ [126,134,324]. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî ðîçøèðåíi

ðåçóëüòàòè ùîäî òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé öèõ ðiâíÿíü. Ó ðîáî-

òàõ [126, 324] áóëî ïðàâèëüíî ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ øiñòü ðiçíèõ ïiäêëàñiâ

êëàñó (3.1), ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ çà ñâî¨ìè òðàíñôîðìàöiéíèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè. Iñíó¹ êiëüêà ïðè÷èí äëÿ ïåðåãëÿäó êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü ó öüîìó êëàñi:

• Ðîçãëÿä â ðîáîòàõ [126,324] îáìåæóâàâñÿ ïåâíèì òèïîì òî÷êîâèõ ïå-

ðåòâîðåíü, äå ïåðåòâîðåííÿ íåçàëåæíèõ çìiííèõ çàëåæàòü ëèøå âiä

íåçàëåæíèõ çìiííèõ, áåç äîâåäåííÿ òîãî, ùî ïåðåòâîðåííÿ òàêîãî ðî-

äó âè÷åðïóþòü âñi ìîæëèâi äîïóñòèìi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ. Ó öüîìó

ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî íå òiëüêè òî÷êîâi, àëå é êîíòàêòíi äîïóñòèìi ïå-

ðåòâîðåííÿ âè÷åðïóþòüñÿ òàêèì òèïîì ïåðåòâîðåíü.

• Êîëè øiñòü ïiäêëàñiâ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ çà ñâî¨ìè òðàíñôîðìàöiéíèì
âëàñòèâîñòÿìè, áóëè âèîêðåìëåíi â [126,324], äîâiëüíi åëåìåíòè êàëi-

áðóâàëèñÿ ç ñàìîãî ïî÷àòêó. Îòæå, äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ âêàçàíi

äëÿ ñïðîùåíèõ (âiäàëiáðîâàíèõ) ôîðì äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó.

Íàøà ñòðàòåãiÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ñïî÷àòêó ðîçãëÿíóòè ïiäêëàñè

áåç ñïðîùåííÿ, à ëèøå ïîòiì � âiäêàëiáðîâàíi.

• Òiëüêè êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåííÿ äëÿ íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìií-

íèõ áóëè íàâåäåíi â [126, 324] áåç ôîðìóë ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ. Ìè ôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàòè â òåðìiíàõ ãðóï åêâiâàëåíò-

íîñòi âiäïîâiäíèõ òèïiâ (çâè÷àéíèõ àáî ðîçøèðåíèõ óçàãàëüíåíèõ),

äå ïðåäñòàâëåíi ïåðåòâîðåííÿ ÿê äëÿ íåçàëåæíèõ, òàê i äëÿ çàëåæíèõ

çìiííèõ t, x, u i äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ f , g.

• Äåÿêi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ áóëè çíàéäåíi â [126, 324] â íåÿâíié

ôîðìi, âîíè âêëþ÷àëè ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíèì çâè÷àé-

íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì. Ìè ïðàãíåìî ïðåäñòàâèòè âñi ðå-

çóëüòàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Êîíöåïöiÿ íîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ äîçâîëÿ¹ ïîÿñíèòè, ÷îìó ïiäêëàñè
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ç ðiçíèìè òðàíñôîðìàöiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè âèíèêàþòü â ïðîöåñi äî-

ñëiäæåííÿ. Ôàêòè÷íî âîíè ¹ ìàêñèìàëüíî íîðìàëiçîâàíèìè ïiäêëàñàìè

â äîñëiäæóâàíîìó êëàñi. Òîìó âñi ðåçóëüòàòè â ðàìêàõ ñó÷àñíîãî ïiäõîäó

ñòàþòü ïîâíèìè i çðîçóìiëèìè.

3.1.1. Êëàñèôiêàöiÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Õî÷à âèâ÷åí-

íÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé â êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü íàé÷àñòiøå îáìåæó¹òüñÿ òî÷êîâèìè äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿ-

ìè, ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿíóòè êîíòàêòíi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ i

âiäïîâiäíèé ãðóïî¨ä êîíòàêòíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Â ðîáîòi [313] ïî-

êàçàíî, ùî äëÿ íîðìàëiçîâàíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèäó

L̄ : ut = F (t, x, u, ux)un + G(t, x, u, u1, . . . , un−1) äëÿ n ≥ 3 éîãî ãðóïî¨ä

êîíòàêòíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì ãðóïî¨äîì òî÷êîâî¨

åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî áóäü-ÿêå êîíòàêòíå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ

äâîìà ðiâíÿííÿìè ç êëàñó L̄ ¹ ïåðøèì ïðîäîâæåííÿì òî÷êîâîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ ìiæ öèìè ðiâíÿííÿìè. Òîìó äëÿ ïiäêëàñó (3.1) êëàñó L̄ äîñòàòíüî

äîñëiäæóâàòè òiëüêè òî÷êîâi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ.

Äîáðå âiäîìî, ùî áóäü-ÿêå íåâèðîäæåíå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ T , ùî
ïîâ'ÿçó¹ äâà ôiêñîâàíèõ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿííÿ, ìà¹ âè-

ãëÿä t̃ = T (t), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u), ïðè÷îìó Tt(XxUu−XuUx) 6= 0.

×àñòèííi ïîõiäíi, ÿêi ïðèñóòíi â ðiâíÿííÿõ (3.1), ïåðåòâîðþþòüñÿ â òàêèé

ñïîñiá:

ũt̃ =
1

Tt

(
DtU −

DtX

DxX
DxU

)
, ũx̃ =

DxU

DxX
,

ũx̃x̃x̃ =
1

DxX
Dx

(
1

DxX
Dx

(
DxU

DxX

))
,

Dt = ∂t+ut∂u+utt∂ut+utx∂ux+. . . iDx = ∂x+ux∂u+utx∂ut+uxx∂ux+. . . �

îïåðàòîðè ïîâíèõ ïîõiäíèõ çà çìiííèìè t i x, âiäïîâiäíî. Òóò i íàäàëi

íèæíi iíäåêñè ôóíêöié ïîçíà÷àþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi çà âiäïîâiäíèì çìií-

íèìè. Ïiäñòàâëÿ¹ìî öi âèðàçè â ðiâíÿííÿ ũt̃ + f̃(t̃, x̃)ũũx̃ + g̃(t̃, x̃)ũx̃x̃x̃ = 0

é îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ â òåðìiíàõ ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ. Ùîá îáìåæèòè öå
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ðiâíÿííÿ íà ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé ðiâíÿííÿì (3.1) ó ïðîñòîði ñòðóìåíiâ

òðåòüîãî ïîðÿäêó ç íåçàëåæíèìè çìiííèìè (t, x) i çàëåæíîþ çìiííîþ u,

ìè äîäàòêîâî ïiäñòàâèìî â íüîãî âèðàç ut = −f(t, x)uux − g(t, x)uxxx.

Ðîçùåïëåííÿ îòðèìàíî¨ òîòîæíîñòi çà ïîõiäíèìè âiä u ïðèçâîäèòü äî

âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà ôóíêöi¨ T , X, U . Çîêðåìà, êîåôiöi¹íò ïðè uxxx
ìà¹ âèãëÿä (g̃Tt−g(Xx+Xuux)

3)(XxUu−XuUx). Ïðèðiâíþ¹ìî éîãî äî íó-

ëÿ i, âðàõîâóþ÷è óìîâó íåâèðîäæåíîñòi Tt(XxUu−XuUx) 6= 0, îòðèìó¹ìî

g̃Tt − g(Xx + Xuux)
3 = 0. Ïîäàëüøå ðîçùåïëåííÿ çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè

ux ïðèçâîäèòü äî óìîâ Xu = 0 i g̃Tt = gX3
x. Îòæå, X = X(t, x), à öå

çíà÷èòü, ùî íåìà¹ iíøèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü êðiì òèõ, äå êîìïîíåí-

òè ïåðåòâîðåíü äëÿ íåçàëåæíèõ çìiííèõ çàëåæàòü òiëüêè âiä íåçàëåæíèõ

çìiííèõ. Öå óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè ðîáiò [184,313], îòðèìàíèõ äëÿ

áiëüø çàãàëüíèõ êëàñiâ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.

Óìîâà Xu = 0 ïðèçâîäèòü äî ñóòò¹âîãî ñïðîùåííÿ âèçíà÷àëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ç ÿêèõ îòðèìó¹ìî äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà âèãëÿä êîåôiöi¹íòiâ X

i U : Uuu = Uxu = Xxx = 0.Îòæå, êîìïîíåíòè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ

íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ ìàþòü âèãëÿä

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)x+ β(t), ũ = ϕ(t)u+ ψ(t, x), (3.2)

äå θ, α, β, ϕ, ψ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ çìiííèõ, ïðè÷îìó θ̇αϕ 6= 0.

Ôîðìóëè

f̃ =
α

θ̇ϕ
f, g̃ =

α3

θ̇
g, (3.3)

äå θ̇ = dθ(t)
dt , âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê ìiæ çíà÷åííÿìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

ïî÷àòêîâîãî é êiíöåâîãî ðiâíÿíü.

Êëàñèôiêóâàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü ôóíêöi¨ θ, α, β, ϕ, ψ, äîâiëüíi

ôóíêöi¨ f , g òà ¨õíi ïîõiäíi, ìàþòü âèãëÿä

fψx + ϕ̇ = 0, (3.4)

fαψ = ϕ(α̇x+ β̇), (3.5)
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ψt + gψxxx = 0. (3.6)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (3.1) ðîçùåïëþ¹ìî ðiâ-

íÿííÿ (3.4)�(3.6) çà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè f i g. Öå ïðèçâîäèòü äî ðiâ-

íÿíü α̇ = β̇ = ϕ̇ = ψ = 0. Äîâåäåíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Êëàñ L ðiâíÿíü (3.1) äîïóñêà¹ çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíò-

íîñòi G∼, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = θ(t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u,

f̃(t̃, x̃) =
δ1

δ3θ̇(t)
f(t, x), g̃(t̃, x̃) =

δ1
3

θ̇(t)
g(t, x),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0, δj, j = 1, 2, 3, �

äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ3 6= 0.

Êëàñ L íå ¹ íîðìàëiçîâàíèì íi â çâè÷àéíîìó, àíi â iíøîìó ñåíñi. Iñíó-

þòü ïiäêëàñè öüîãî êëàñó, âèîêðåìëåíi äîäàòêîâèìè îáìåæåííÿìè íà âè-

ãëÿä äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ f i g, ùî äîïóñêàþòü ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

øèðøi çà ãðóïó G∼. Öi ïiäêëàñè é âiäïîâiäíi ìàêñèìàëüíi óìîâíi ãðó-

ïè åêâiâàëåíòíîñòi [261, îçíà÷åííÿ 7] ìîæíà çíàéòè, äîñëiäèâøè ñèñòå-

ìó (3.4)�(3.6).

Ç ðiâíÿííÿ (3.4) âèïëèâà¹, ùî ψ =
1

f

ϕ

α

(
α̇x+ β̇

)
, òîäi ðiâíÿííÿ (3.5)

íàáóâà¹ âèãëÿäó(
α̇

α
x+

β̇

α

)
fx =

(
ϕ̇

ϕ
+
α̇

α

)
f.

Iñíó¹ òðè ìîæëèâîñòi, ùîá ôóíêöiÿ f(t, x) çàäîâîëüíÿëà öå ðiâíÿííÿ: I.

f = f(t) 6= 0; II. f = p(t)eq(t)x, pq 6= 0; III. f = p(t)(x + q(t))r(t), pr 6= 0.

Ðîçãëÿíüìî êîæåí âèïàäîê îêðåìî.

I. Íåõàé f = f(t) 6= 0. Ïiäñòàâëÿ¹ìî f â ðiâíÿííÿ (3.4)�(3.6), ùî

ïðèçâîäèòü äî óìîâ ψt = ψxx = 0, à îòæå ψ = c1x+c2, äå c1, c2 � äîâiëüíi

ñòàëi. Ðiâíÿííÿ (3.6) ñòà¹ òîòîæíiñòþ, öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ g äîâiëüíà.
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Ç ðiâíÿíü (3.4), (3.5) âèïëèâà¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü íà ôóíêöi¨ α, β, ϕ: ϕ̇ =

−c1f, ϕα̇ = c1fα, ϕβ̇ = c2fα. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðàçîì

iç ôîðìóëàìè (3.3) äàþòü ïîâíèé îïèñ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ïiäêëàñó

êëàñó (3.1), âèîêðåìëåíîãî óìîâîþ fx = 0. Ïiñëÿ ïåðåïîçíà÷åííÿ ñòàëèõ

c1 = −δ3, c2 = −δ2δ3/δ1 ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëàñó

L1 : ut + f(t)uux + g(t, x)uxxx = 0, (3.7)

ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = θ(t), x̃ =
δ1x+ δ2

δ3

∫
f(t) dt+ δ4

+ δ5,

ũ =
(
δ3

∫
f(t) dt+ δ4

)
u− δ3x− δ2δ3δ

−1
1 ,

f̃(t̃) =
δ1f(t)

θ̇(t)(δ3

∫
f(t) dt+ δ4)2

, g̃(t̃, x̃) =
δ1

3g(t, x)

θ̇(t)(δ3

∫
f(t) dt+ δ4)3

,

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0, δj, j = 1, . . . , 5, �

äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1(δ3
2 + δ4

2) 6= 0.

Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (3.7) çáiãà¹òüñÿ ç ãðóïîþ åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼ éîãî íàäêëàñó (3.1).

II. Íåõàé f = p(t)eq(t)x, äå pq 6= 0. Â öüîìó âèïàäêó ìè ôàêòè÷íî ìà¹-

ìî ðåïàðàìåòðiçàöiþ êëàñó, îñêiëüêè çàìiñòü äîâiëüíîãî åëåìåíòà f(t, x) ¹

äâà äîâiëüíèõ åëåìåíòè p(t) i q(t). Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ íèõ

çàäàþòüñÿ q̃ =
q

α
, i p̃ =

pα

ϕθ̇
exp(−qβ/α). Ðiâíÿííÿ (3.4)�(3.6) ïðèçâîäÿòü

äî óìîâ ψ =
ϕ̇

pq
e−qx, α̇ = 0, β̇ =

ϕ̇α

ϕq
. Ôóíêöiÿ g ìà¹ âèãëÿä g =

s(t)− q̇x
q3

ç äîäàòêîâèì îáìåæåííÿì s =
ϕ̈

ϕ̇
− ṗ

p
− q̇

q
. Òåïåð ôóíêöiÿ g òàêîæ ðåïà-

ðàìåòðiçîâàíà, à ôóíêöiþ s ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äîäàòêîâèé äîâiëüíèé

åëåìåíò. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ó âèîêðåìëåíîìó ïiäêëàñi îïèñàíî â

íàñòóïíié òåîðåìi.
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Òåîðåìà 3.3. Êëàñ ðiâíÿíü

L2 : ut + p(t)e q(t)xuux +
s(t)− q̇(t)x

q(t)3
uxxx = 0 (3.8)

äîïóñêà¹ ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼2 , ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = θ(t), x̃ = δ1x+ β(t), ũ = ϕ(t)u+
ϕ̇(t)

p(t)q(t)
e−q(t)x,

p̃(t̃) =
δ1p(t)

θ̇(t)ϕ(t)
e−

1
δ1
β(t)q(t), q̃(t̃) =

q(t)

δ1
, s̃(t̃) =

δ1s(t) + q̇(t)β(t)

δ1θ̇(t)
,

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0,

β(t) = δ1δ3

∫
p(t)e

∫
s(t) dt

ϕ(t)
dt+ δ2, ϕ(t) = δ3

∫
p(t)q(t)e

∫
s(t) dtdt+ δ4.

Òóò δj, j = 1, 2, 3, 4, äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1(δ3
2 +

δ4
2) 6= 0.

III. Íåõàé f = p(t)(x + q(t))r(t), ïðè÷îìó pr 6= 0. Ó öüîìó âèïàäêó ç

ðiâíÿííÿ (3.5) âèïëèâà¹ ψ =
ϕ(α̇x+ β̇)

αp(x+ q)r
, òîäi ðiâíÿííÿ (3.4) ïðèçâîäèòü

äî óìîâ
ϕ̇

ϕ
= (r−1)

α̇

α
i β̇ = qα̇. Ç äîïîìîãîþ îñòàííüî¨ óìîâè, ôóíêöiþ ψ

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi ψ =
ϕ

p

α̇

α
(x+q)1−r. Òîäi ðiâíÿííÿ (3.6) íàáóâà¹

âèãëÿäó r(r2 − 1)g = (x + q)3

(
s− ṙ ln(x+ q) +

(1− r)q̇
x+ q

)
, äå ôóíêöiþ s

ìîæíà ââàæàòè íîâèì äîâiëüíèì åëåìåíòîì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

s
ϕ

p

α̇

α
=

d

dt

(
ϕ

p

α̇

α

)
. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó äâîõ ñïåöiàëüíèõ âèïàäêàõ r = 1 i

r = −1, ôóíêöiÿ g çàëèøà¹òüñÿ äîâiëüíîþ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè r 6= ±1,

r = 1 i r = −1 îêðåìî. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äà¹ ó

êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ âè÷åðïíèé îïèñ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó âiäïî-

âiäíèõ ïiäêëàñàõ êëàñó (3.1). Ðåçóëüòàòè íàâåäíî â òåîðåìàõ 3.4, 3.5 i 3.6.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó r = −1 íåòðèâiàëüíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi,
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ùî ¹ øèðøîþ çà ãðóïó G∼, iñíó¹ òiëüêè òîäi, êîëè q(t) = c, äå c � äîâiëü-

íà ñòàëà. Ó öüîìó âèïàäêó âèêîíà¹ìî ùå îäíó ðåïàðàìåòðèçàöiþ, ââiâøè

òàêó íîâó ôóíêöiþ k = 1/p, ùî f íàáóâà¹ âèãëÿäó f = k(t)/(x+ c).

Òåîðåìà 3.4. Ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼3 êëàñó

L3 : ut + p(t)(x+ q(t))r(t)uux +

(x+ q(t))3

r(t)(r(t)2 − 1)

(
s(t)− ṙ(t) ln(x+ q(t)) +

(1− r(t))q̇(t)
x+ q(t)

)
uxxx = 0,

r 6= 0,±1, óòâîðþþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)x+ β(t), ũ = ϕ(t)u+ δ1e
∫
s(t) dt(x+ q(t))1−r(t),

p̃(t̃) =
α(t)1−r(t)

φ(t)θ̇(t)
p(t), q̃(t̃) = q(t)α(t)− β(t),

s̃(t̃) =
1

θ̇(t)
(s(t) + ṙ(t) lnα(t)) , r̃(t̃) = r(t),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ùî íå ¹ ñòàëîþ, òîáòî θ̇ 6= 0,

ϕ(t) = δ1

∫
p(t)(r(t)− 1) e

∫
s(t) dtdt+ δ2,

α(t) = δ3 exp

[
δ1

∫
p(t)

ϕ(t)
e
∫
s(t) dtdt

]
, β(t) =

∫
q(t)α̇(t)dt+ δ4,

δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó (δ1
2 + δ2

2)δ3 6= 0.

Çàóâàæèìî, ÿêùî r 6= 0,±1 � ñòàëà, òî êîåôiöi¹íò α ìà¹ âèãëÿä α(t) =

δ3ϕ(t)
1
r−1 .

Òåîðåìà 3.5. Êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó

L4 : ut + (p(t)x+ q(t))uux + g(t, x)uxxx = 0 (3.9)

äîïóñêà¹ ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼4 , óòâîðåíó

ïåðåòâîðåííÿìè

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)x+ β(t), ũ = δ1(u+ δ2), p̃(t̃) =
p(t)

δ1θ̇(t)
,
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q̃(t̃) =
1

δ1θ̇(t)
(α(t)q(t)− β(t)p(t)), g̃(t̃, x̃) =

α(t)3

θ̇(t)
g(t, x),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0,

α(t) = δ3e
δ2
∫
p(t) dt, β(t) = δ2δ3

∫
q(t)e δ2

∫
p(t) dt dt+ δ4,

δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ3 6= 0.

Òåîðåìà 3.6. Ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼5 êëàñó

L5 : ut +
k(t)

x+ c
uux + g(t, x)uxxx = 0 (3.10)

ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)(x+ c) + δ2, ũ =
δ1

α(t)2
u− 1

2
δ1δ3(x+ c)2,

k̃(t̃) =
α(t)4

δ1θ̇(t)
k(t), c̃ = −δ2, g̃(t̃, x̃) =

α(t)3

θ̇(t)
g(t, x),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ùî íå ¹ ñòàëîþ, òîáòî θ̇ 6= 0,

α(t) = ±
(
δ3

∫
k(t) dt+ δ4

)− 1
2 ,

δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1(δ3
2 + δ4

2) 6= 0.

Òåîðåìà 3.7. Êëàñè L1�L5 íîðìàëiçîâàíi ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó

ñåíñi, ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi öèõ êëàñiâ ïîðîäæåíî ïåðåòâîðåííÿìè

ç âiäïîâiäíèõ ðîçøèðåíèõ óçàãàëüíåíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼i , i =

1, . . . , 5.

Òåîðåìà 3.8. Ïiäêëàñ L0 = L \
⋃5
i=1Li íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíî-

ìó ñåíñi. Éîãî ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi çáiãà¹òüñÿ çi çâè÷àéíîþ ãðóïîþ

åêâiâàëåíòíîñòi G∼ óñüîãî êëàñó L.

Íåìà¹ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ìiæ ðiâíÿííÿìè ç ðiçíèõ ïiäêëàñiâ Li,
i = 0, . . . , 5, êëàñó (3.1).
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3.1.2. Êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ â ïiäêëàñàõ L1, . . . ,L5.

Ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà âèêîíàòè êàëiáðó-

âàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ t, â êîæíîìó ïiäêëàñi

L1, . . . ,L5 êëàñó L, à îòæå, çìåíøèòè êiëüêiñòü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ â öèõ
ïiäêëàñàõ. Ðîçãëÿíåìî êîæåí ïiäêëàñ îêðåìî.

L1. Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi t̃ =
∫
f(t)dt, x̃ = x, ũ = u, ùî

íàëåæèòü ãðóïi Ĝ∼1 , çâîäèòü êîæíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.7) äî ðiâíÿííÿ

ç òîãî ñàìîãî êëàñó, ó ÿêîìó f̃ = 1. Îòæå, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi,

ìîæíà äîñëiäæóâàòè êëàñ

Ľ1 : ut + uux + g(t, x)uxxx = 0

çàìiñòü êëàñó L1. Îñêiëüêè êëàñ L1 íîðìàëiçîâàíèé, ëåãêî çíàéòè ãðóïó

åêâiâàëåíòíîñòi éîãî ïiäêëàñó Ľ1. Ïîêëàäåìî f̃ = f = 1 â ïåðåòâîðåííÿõ

ç ãðóïè Ĝ∼1 i îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ íà θ, à ñàìå θ̇ = δ1/(δ3t+ δ4)
2. Äëÿ òîãî,

ùîá çàïèñàòè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi îäíîòèïíî äëÿ îáîõ âèïàäêiâ

δ3 = 0 i δ3 6= 0 ïåðåïîçíà÷èìî ñòàëi i îòðèìà¹ìî íàñëiäîê òåîðåìè 3.2.

Íàñëiäîê 3.9. Êëàñ Ľ1 äîïóñêà¹ çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ũ =
κ(γt+ δ)− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
, g̃(t̃, x̃) =

κ3

αδ − βγ
g(t, x)

γt+ δ
,

α, β, γ, δ, κ, µ1, µ0 � ñòàëi, âèçíà÷åíi äî íåíóëüîâîãî ñòàëîãî ìíîæíèêà,

ïðè÷îìó κ(αδ − βγ) 6= 0, ìîæíà ââàæàòè, ùî αδ − βγ = ±1.

Öÿ ãðóïà ñïiâïàäà¹ ç ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó êëàñó Ľ1, âè-

îêðåìëåíîãî óìîâîþ gx = 0, çíàéäåíó ó ðîáîòi [264].

L2 �L4. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç êëàñiâ L2, L3, L4, çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿíü

ç âiäïîâiäíèõ êëàñiâ, â ÿêèõ p̃ = 1 ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi t̃ =∫
p(t) dt, x̃ = x, ũ = u. Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi âiäêàëiáðîâàíèõ ïiäêëàñiâ

ìîæíà çíàéòè, ïîêëàäàþ÷è p̃ = p = 1 â ïåðåòâîðåííÿõ, íàâåäåíèõ ó

òåîðåìàõ 3.3, 3.4 i 3.5. Íàâåäåìî íàñëiäêè 3.10, 3.11 i 3.12 öèõ òåîðåì.
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Íàñëiäîê 3.10. Ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó

Ľ2 : ut + e q(t)xuux +
s(t)− q̇(t)x

q(t)3
uxxx = 0

ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ1

∫
1

ϕ(t)
e−

1
δ1
β(t)q(t)dt+ δ0, x̃ = δ1x+ β(t),

ũ = ϕ(t)u+ δ3e
−q(t)x+

∫
s(t)dt,

q̃(t̃) =
q(t)

δ1
, s̃(t̃) =

1

δ1
2ϕ(t)e

1
δ1
β(t)q(t) (δ1s(t) + q̇(t)β(t)) ,

äå β(t) = δ1δ3

∫
e
∫
s(t)dt

ϕ(t) dt + δ2, ϕ(t) = δ3

∫
q(t)e

∫
s(t) dtdt + δ4; δj,

j = 0, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1(δ3
2 +δ4

2) 6= 0.

Íàñëiäîê 3.11. Ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó

Ľ3 : ut + (x+ q(t))r(t)uux +

(x+ q(t))3

r(t)(r(t)2 − 1)

(
s(t)− ṙ(t) ln(x+ q(t)) +

(1− r(t))q̇(t)
x+ q(t)

)
uxxx = 0,

óòâîðþþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)x+ β(t), ũ = ϕ(t)u+ δ1e
∫
s(t) dt(x+ q(t))1−r(t),

q̃(t̃) = q(t)α(t)− β(t), s̃(t̃) = α(t)r(t)−1ϕ(t) (s(t) + ṙ(t) lnα(t)) ,

r̃(t̃) = r(t),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ùî íå ¹ ñòàëîþ, òîáòî θ̇ 6= 0,

ϕ(t) = δ1

∫
(r(t)− 1) e

∫
s(t)dtdt+ δ2,

α(t) = δ3 exp

[
δ1

∫
e
∫
s(t)dt

ϕ(t)
dt

]
, β(t) =

∫
q(t)α̇(t)dt+ δ4,

δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó (δ1
2 + δ2

2)δ3 6= 0.

Íàñëiäîê 3.12. Êëàñ ðiâíÿíü

Ľ4 : ut + (x+ q(t))uux + g(t, x)uxxx = 0 (3.11)
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äîïóñêà¹ ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ǧ∼4 , ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
1

δ1
t+ δ0, x̃ = δ3e

δ2tx+ δ2δ3

∫
q(t)e δ2t dt+ δ4, ũ = δ1(u+ δ2),

q̃(t̃) = δ3e
δ2tq(t)− δ2δ3

∫
q(t)e δ2t dt− δ4, g̃(t̃, x̃) = δ1δ

3
3e

3δ2tg(t, x),

äå δj, j = 0, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ3 6= 0.

L5. Ó âèïàäêó ïiäêëàñó L5 êëàñó (3.1) ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè äâà äî-

âiëüíi åëåìåíòè: ôóíêöiþ k(t) ìîæíà çâåñòè äî îäèíèöi, à ñòàëó c äî íóëÿ.

Öå êàëiáðóâàííÿ ìîæíà çäiéñíèòè ïåðåòâîðåííÿì t̃ =
∫
k(t) dt, x̃ = x+ c,

ũ = u. Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ ùîäî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó

Ľ5 : ut +
1

x
uux + g(t, x)uxxx = 0.

Íàñëiäîê 3.13. Êëàñ Ľ5 äîïóñêà¹ çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi,

óòâîðåíó ïåðåòâîðåííÿìè

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ = (γt+ δ)−

1
2x, ũ =

1

αδ − βγ

(
(γt+ δ)u− 1

2
γx2

)
,

g̃(t̃, x̃) =
(γt+ δ)

1
2

αδ − βγ
g(t, x),

äå α, β, γ, δ � ñòàëi, âèçíà÷åíi äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà, ïðè÷îìó

αδ−βγ 6= 0, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè αδ−βγ = ±1.

Óñi êëàñè ïiñëÿ êàëiáðóâàííÿ çàëèøàþòüñÿ íîðìàëiçîâàíèìè. �õíi ãðó-

ïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi ïîðîäæåíî âiäïîâiäíèìè ãðóïàìè åêâiâàëåíòíîñòi,

íàâåäåíèìè ó òâåðäæåííÿõ 3.9�3.13. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.14. Êëàñè Ľ1 i Ľ5 íîðìàëiçîâàíi ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Êëàñè

Ľ2, Ľ3, Ľ4 íîðìàëiçîâàíi ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi êëàñiâ Ľ1 i

Ľ5 êðàùi, íiæ ó ¨õíiõ íàäêëàñiâ L1 i L5. Îòæå, öi êëàñè âæå ¹ çðó÷íè-

ìè äëÿ äîñëiäæåííÿ ¨õíiõ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé. Êëàñè Ľ2, Ľ3, Ľ4
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Òàáë. 3.1: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ut+xuux+h(t)ux+g(t, x)uxxx=0, hg 6= 0.

� Ðiâíÿííÿ Îáìåæåííÿ Áàçèc àëãåáðè Amax

1 ut + xuux + tm−1ux + t3m−1Φ(x/tm)uxxx = 0 Φ(z) 6= λz2, t∂t +mx∂x − u∂u
ÿêùî m = 1

2 ut + xuux + e
ε
2
t2ux + e

3ε
2
t2Φ

(
xe−

ε
2
t2
)
uxxx = 0 ∂t + εtx∂x + ε∂u

3 ut + xuux + ux + Φ(x)uxxx = 0 Φ(x) 6= λx2 ∂t

4 ut + xuux + ux + λx2uxxx = 0 ∂t, t∂t + x∂x − u∂u

Òóò ε = ±1 mod G∼4 , λ � äîâiëüíà íåíóëüîâà ñòàëà, m � äîâiëüíà ñòàëà.

íîðìàëiçîâàíi ëèøå ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi, ÿê i ¨õíi íàä-

êëàñè L2, L3, L4. Îòæå çâ'ÿçêè ìiæ ðiâíÿííÿìè ç êëàñó äîñèòü ñêëàäíi,

ùî çàâäà¹ òðóäíîùiâ ïðè ¨õ äîñëiäæåííi. Çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

äëÿ òàêèõ êëàñiâ ìîæíà ñïðîñòèòè, çîñòîñóâàâøè, ÿêùî ìîæëèâî, ìåòîä

âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè [309].

3.1.3. Ïîêðàùåííÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé êëàñiâ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì âiäîáðàæåíü. Ïðîiëþñòðó¹ìî çà-

ñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà

ïðèêëàäi êëàñó Ľ4. Öåé êëàñ ìîæíà âiäîáðàçèòè íà ïîäiáíèé êëàñ ðiâíÿíü

òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ut + xuux + h(t)ux + g(t, x)uxxx = 0 (3.12)

ñiì'¹þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

t̂ = t, x̂ = x+ q(t), û = u, (3.13)

ïàðàìåòðèçîâàíîþ äîâiëüíèì åëåìåíòîì q êëàñó Ľ4. Äîâiëüíèé åëåìåíò

h ó êëàñi-îáðàçi (3.12) ïîâ'ÿçàíèé ç äîâiëüíèì åëåìåíòîì q êëàñó Ľ4 çà

ôîðìóëîþ h(t) = q̇(t). Îòæå, âèïàäîê q = const âiäïîâiäà¹ âèïàäêó h = 0.

Íà âiäìiíó âiä êëàñó Ľ4, ùî íîðìàëiçîâàíèé ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíå-

íîìó ñåíñi, êëàñ (3.12) íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Ãðóïî¨ä åêâi-

âàëåíòíîñòi êëàñó (3.12) ïîðîäæåíèé ïåðåòâîðåííÿìè ç éîãî çâè÷àéíî¨
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Òàáë. 3.2: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ut + xuux + g(t, x)uxxx = 0, g 6= 0.

� Ðiâíÿííÿ Îáìåæåííÿ Áàçèc àëãåáðè Amax

1 ut + xuux + Φ(x)uxxx = 0 Φ(x) 6= λxm ∂t

2 ut + xuux + t3m−1Φ(x/tm)uxxx = 0 Φ(z) 6= λz3, λz
3m−1
m t∂t +mx∂x − u∂u

3 ut + xuux + e
3ε
2
t2Φ

(
xe−

ε
2
t2
)
uxxx = 0 Φ(z) 6= λz3 ∂t + εtx∂x + ε∂u

4 ut + xuux + xmuxxx = 0 m 6= 3 ∂t, t∂t + 1
3−mx∂x − u∂u

5 ut + xuux + Φ(t)x3uxxx = 0 Φ(t) 6= λ,
1

λt+ ν
x∂x, tx∂x + ∂u

6 ut + xuux + x3uxxx = 0 ∂t, x∂x, tx∂x + ∂u

7 ut + xuux + λ
x3

t
uxxx = 0 x∂x, t∂t − u∂u,

tx∂x + ∂u

Òóò ε = ±1 mod G∼4 , m, λ, ν � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó λ 6= 0.

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼4 :

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3e
δ4tx, ũ =

1

δ1
(u+ δ4),

h̃(t̃) =
δ3

δ1
eδ4th(t), g̃(t̃, x̃) =

δ 3
3

δ1
e3δ4tg(t, x),

äå δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (3.12) ìîæíà âèêîíàòè ç âèêîðèñòàííÿì

êëàñè÷íîãî ìåòîäó Ëi-Îâñÿííèêîâà [23], ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà iíòåãðóâàí-

íi âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ç

òî÷íiñòþ äî G∼4 -åêâiâàëåíòíîñòi. Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâ-

íÿíü (3.12) ç h 6= 0 i h = 0 íàâåäåíî, âiäïîâiäíî, â òàáë. 3.1 i òàáë. 3.2.

Êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê äëÿ ðiâíÿíü (3.11) ç q = const ñïiâïàäà¹ ç òàêèì

ñïèñêîì äëÿ ðiâíÿíü (3.12) ç h = 0, à îòæå âií òàêîæ ïðåäñòàâëåíèé ó

òàáë. 3.2. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü (3.11) ç q 6= const ìîæíà âiäíî-

âèòè ç êëàñèôiêàöiéíîãî ñïèñêó, îòðèìàíîìó äëÿ ðiâíÿíü (3.12) ç h 6= 0 ç

âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ (3.13). Ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 3.3.

Concluding Remarks.We have shown that the class (3.1) is not normalized.

Its equivalence groupoid has a complicated structure, namely, the class (3.1)
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Òàáë. 3.3: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ut+(x+ q(t))uux+g(t, x)uxxx = 0, q̇g 6= 0.

� Ðiâíÿííÿ Áàçèc àëãåáðè Amax

1 ut + (x+ tm)uux + t3m−1Φ
(
x
tm

)
uxxx = 0 t∂t +mx∂x − u∂u

2 ut + (x+ ln t)uux + t−1Φ (x+ ln t)uxxx = 0 t∂t − ∂x − u∂u

3 ut + ωuux + e
3ε
2
t2Φ

(
ωe−

ε
2
t2
)
uxxx = 0 ∂t +

(
εtω − e

ε
2
t2
)
∂x + ε∂u

4 ut + (x+ t)uux + Φ(x+ t)uxxx = 0 ∂t − ∂x

5 ut + (x+ t)uux + λ(x+ t)2uxxx = 0 ∂t − ∂x, t∂t + x∂x − u∂u

Here ω = x +
∫
e
ε
2
t2dt, ε = ±1 mod Ǧ∼4 , λ and m are arbitrary nonzero constants.

In Case 1 Φ(z) 6= λ(z + 1)2 if m = 1. In Case 4 Φ(z) 6= λz2.

can be partitioned into the six disjoint normalized subclasses:

• the subclass L0 = L \
⋃5
i=1Li is normalized in the usual sense, the set

of its admissible transformations is generated by point transformations

from the usual equivalence group G∼ of the entire class (3.1) adduced in

Theorem 3.1;

• the subclasses Li, i = 1, . . . , 5, which are normalized in the generalized

extended sense, the sets of their admissible transformations are generated

by transformations from the corresponding generalized extended groups

Ĝ∼i presented in Theorems 3.2�3.6.

3.2. Ãðóïîâèé àíàëiç ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä ÷àñó

3.2.1. Äîïóñòèìi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ â êëàñàõ óçàãàëüíåíèõ

ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà. Ñëiäóþ÷è [261], ïî÷íåìî ç çàãàëüíî-

ãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó i ïîáóäó¹ìî i¹ðàðõiþ

âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ öüîãî êëàñó, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç ðiç-

íèõ óçàãàëüíåíü ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà i ìîäèôiêîâàíèõ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà. Òàêèì ÷èíîì áóäå îïèñàíî âñi íàáîðè äîïóñòèìèõ
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òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü (ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi) öèõ ïiäêëàñiâ.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé êëàñ E3 åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó.

Âîíè ìàþòü âèãëÿä

ut = H(t, x, u, ux, uxx, uxxx),

äå Huxxx 6= 0. Ùîá çíàéòè íàáið äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó E3 òà éîãî

ïîâíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, ùî âêëþ÷à¹ ÿê äèñêðåòíi, òàê i íåïåðåðâíi

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, çàñòîñîâó¹ìî ïðÿìèé ìåòîä. Ðîçðàõóíêè

ñïðîùóþòüñÿ ç óðàõóâàííÿì òîãî ôàêòó, ùî âèðàç äëÿ t ó áóäü-ÿêîìó

òî÷êîâîìó (i íàâiòü êîíòàêòíîìó) ïåðåòâîðåííi, ùî ïîâ'ÿçó¹ äâà (1 + 1)-

âèìiðíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ, çàëåæèòü òiëüêè âiä t [184, 210]. Òàêèì ÷è-

íîì, òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ ç E3 ó ðiâíÿííÿ ç òîãî æ

êëàñó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ìà¹ âèãëÿä

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u). (3.14)

Ôóíêöi¨ T , X òà U ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìîâó íåâèðîäæåíîñòi Tt∆ 6= 0,

äå ∆ = XxUu − XuUx. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 êëàñó E3 ñêëàäà¹òüñÿ

ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u),

H̃ =
∆

TtDxX
H +

UtDxX −XtDxU

TtDxX
,

(3.15)

äå T , X òà U � ãëàäêi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü öþ óìîâó íåâèðî-

äæåíîñòi; Dx = ∂x + ux∂u + utx∂ut + uxx∂ux + · · · � îïåðàòîð ïîâíîãî

äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ x. Îòæå, êëàñ E3 ¹ íîðìàëiçîâàíèì.

Ïiäêëàñ E3
0.1, âèîêðåìëåíèé iç E3 óìîâîþ Huxxxuxxx = 0, ìà¹ òó æ ñà-

ìó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 , à îòæå òàêîæ ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Öå æ

òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâî i äëÿ ïiäêëàñó E3
0.2 êëàñó E3

0.1, âèîêðåìëåíîãî

îáìåæåííÿì Huxxxuxx = 0.

ßêùî íàêëàñòè äîäàòêîâå îáìåæåííÿ Huxxxux = 0, ìà¹ìî íîðìàëiçî-

âàíèé ïiäêëàñ E3
1.1 êëàñó E3

0.2, ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ÿêîãî G
∼
1 ¹ âëàñíîþ
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ïiäãðóïîþ G∼0 , i ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü (3.15), äå Xu = 0. Íîðìàëi-

çîâàíèé ïiäêëàñ E3
1.2, âèîêðåìëåíèé iç E3

1.1 óìîâîþ Huxxxu = 0, ìà¹ òó æ

ñàìó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 .

Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼2 íîðìàëiçîâàíîãî ïiäêëàñó E3
2 , âêëàäåíîãî

â E3
1.2 i âèîêðåìëåíîãî îáìåæåííÿìHuxxxx = 0, ìiñòèòüñÿ óG∼1 . �¨ åëåìåíòè

äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Xxx = 0.

ßêùî æ íàêëàñòè íà ïiäêëàñ E3
0.1 îáìåæåííÿ Huxx = 0, îòðèìàíèé íîð-

ìàëiçîâàíèé ïiäêëàñ E3
3 ìàòèìå ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòiG

∼
3 , ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç ïåðåòâîðåíü (3.15), äëÿ ÿêèõ Xu = 0, Uuu = 0 òà 2UuxXx = UuXxx.

Òîäi ïiäêëàñ E3
4 = E3

2 ∩ E3
3 ¹ íîðìàëiçîâàíèì i éîãî ãðóïà åêâiâàëåíò-

íîñòi G∼4 = G∼2 ∩ G∼3 . Iíòåãðóþ÷è âåñü íàáið îáìåæåíü, íàêëàäåíèõ íà

äîâiëüíèé åëåìåíò H, òà óìîâ, îòðèìàíèõ äëÿ åëåìåíòiâ G∼4 , ïðèõîäèìî

äî âèñíîâêó, ùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó E3
4 ìàþòü âèãëÿä

ut + g(t)uxxx = F (t, x, u, ux),

äå g 6= 0. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼4 ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ïåðåòâîðåíü

(âèïèøåìî ëèøå êîìïîíåíòè, ùî âiäïîâiäàþòü çìiííèì ðiâíÿííÿ):

t̃ = α(t), x̃ = β(t)x+ γ(t), ũ = θ(t)u+ Φ(t, x), (3.16)

äå α, β, γ, θ òà Φ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, ïðè÷îìó

αtβθ 6= 0.

Äàëi ðîçãëÿíåìî ùå äâà ïiäêëàñè êëàñó E3
4 . Ïåðøèé � ïiäêëàñ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut + f(t)uux + g(t)uxxx

+ h(t)u+ (p(t) + q(t)x)ux + k(t)x+ l(t) = 0,
(3.17)

äå âñi ïàðàìåòðè ¹ äîâiëüíèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè âiä t, fg 6= 0. Öåé

ïiäêëàñ ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi (ç òî÷êè çîðó äî-

âiëüíîãî åëåìåíòà H) ìîæíà âèîêðåìèòè ç ãðóïè G∼4 óìîâîþ Φxx = 0.

Îòæå, êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåíü, ùî âiäïîâiäàþòü çìiííèì ðiâíÿííÿ, ìà-

þòü ïðîñòèé çàãàëüíèé âèãëÿä

t̃ = α(t), x̃ = β(t)x+ γ(t), ũ = θ(t)u+ ϕ(t)x+ ψ(t), (3.18)
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äå α, β, γ, θ, ϕ òà ψ � ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä t, ïðè÷îìó αtβθ 6= 0. Äîâiëüíi

åëåìåíòè ðiâíÿííÿ (3.17) ïåðåòâîðþþòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

f̃ =
β

αtθ
f, g̃ =

β3

αt
g, h̃ =

1

αt

(
h− ϕ

θ
f − θt

θ

)
,

q̃ =
1

αt

(
q − ϕ

θ
f +

βt
β

)
, p̃ =

1

αt

(
βp− γq +

γϕ− βψ
θ

f + γt − γ
βt
β

)
,

k̃ =
1

αtβ

(
θk − ϕ(h+ q) +

ϕ2

θ
f − ϕt + ϕ

θt
θ

)
, l̃ = −ϕp+ ψt

αt

+
1

αt

(
θl − γ

β

(
θk − ϕ(h+q)+

ϕ2

θ
f − ϕt+ϕ

θt
θ

)
− ψ

(
h− ϕ

θ
f − θt

θ

))
.

Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.17) ìîæíà çâåñòè òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿ-

ìè äî âèãëÿäó (3.23) ç g = 1, à òàêîæ äî âèãëÿäó (3.25) i (3.28). Íåîá-

õiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ïîäiáíîñòi òàêèõ ðiâíÿíü äî ñòàíäàðòíîãî

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ¹ óìîâà

st = 2gs2 − 3qs+
f

g
k, äå s :=

2q − h
g

+
ftg − fgt
fg2

. (3.19)

Äðóãèé ïiäêëàñ ñêëàäà¹òüñÿ ç ìîäèôiêîâàíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut + f(t)u2ux + g(t)uxxx + h(t)u

+ (p(t) + q(t)x)ux + k(t)uux + l(t) = 0, (3.20)

äå âñi ïàðàìåòðè òàêîæ ¹ äîâiëüíèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè âiä t, ïðè÷îìó

fg 6= 0. Öåé ïiäêëàñ òàêîæ íîðìàëiçîâàíèé. Éîãî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi

(ç òî÷êè çîðó äîâiëüíîãî åëåìåíòà H) âèîêðåìëåíî ç G∼4 óìîâîþ Φx = 0,

òîáòî êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåíü, ùî âiäïîâiäàþòü çìiííèì ðiâíÿííÿ, ìà-

þòü âèãëÿä (3.18) ïðè ϕ = 0, äå α, β, γ, θ òà ψ � ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä t,

ïðè÷îìó αβθ 6= 0. Äîâiëüíi åëåìåíòè (3.20) ïåðåòâîðþþòüñÿ çà ôîðìóëà-

ìè

f̃ =
β

αtθ2
f, g̃ =

β3

αt
g, h̃ =

1

αt

(
h− θt

θ

)
, q̃ =

1

αt

(
q +

βt
β

)
,
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p̃ =
1

αt

(
βp− γq + β

ψ2

θ2
f − βψ

θ
k + γt − γ

βt
β

)
, (3.21)

k̃ =
β

αtθ

(
k − 2

ψ

θ
f

)
, l̃ =

1

αt

(
θl − ψh− ψt + ψ

θt
θ

)
.

Ï'ÿòü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè äî ïðîñòèõ ñòàëèõ. Íà-

ïðèêëàä, ìîæíà ïîêëàñòè g = 1 òà h = p = q = l = 0.

Òâåðäæåííÿ 3.15. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.20) ïîäiáíå äî ñòàíäàðòíîãî

ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè éîãî êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

2h− 2q =
ft
f
− gt
g
, 2lf = kt + kh− kft

f
. (3.22)

Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi íàâåäåìî ïðèêëàäè ïîäiáíîñòi ðiâíÿíü ç êëà-

ñiâ (3.17) òà (3.20) äî ñòàíäàðòíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òà ìîäè-

ôiêîâàíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà. Òàêîæ ðîçâ'ÿæåìî äåêiëüêà çàäà÷

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñiâ ðiâíÿíü òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà.

3.2.2. Ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà. Ñïî-

÷àòêó äîñëiäèìî êëàñ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-

òàìè

ut + f(t)uux + g(t)uxxx = 0, (3.23)

äå f òà g � äîâiëüíi (ãëàäêi) ôóíêöi¨ âiä t, fg 6= 0.

ßê ïîêàçàíî â ðîçäiëi 3.2.1, äëÿ çàãàëüíèõ çíà÷åíü ôóíêöié-ïàðàìåò-

ðiâ (äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ) f òà g ðiâíÿííÿ (3.23) íå åêâiâàëåíòíå ñòàíäàð-

òíîìó ðiâíÿííþ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü.

Àëå ïðèíàéìíi îäèí ç ïàðàìåòðiâ (f àáî g) ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíèì 1 çà

äîïîìîãîþ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.23) ïðè g = 1 íà-

çèâàþòüñÿ ïåðåõiäíèìè ðiâíÿííÿìè Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà [83]. Òàêèì ÷è-

íîì, ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ

t̃ =
∫
f(t) dt, x̃ = x, ũ = u (3.24)
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ðiâíÿííÿ (3.23) íàáóâà¹ òàêîãî æ âèãëÿäó ç f̃(t̃) = 1 òà g̃(t̃) = g(t)/f(t).

Îòæå, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ðîçãëÿäàòè êëàñ ðiâíÿíü

ut + uux + g(t)uxxx = 0, (3.25)

îñêiëüêè öåé êëàñ ¹ îáðàçîì êëàñó (3.23) ïðè âiäîáðàæåííi, ïîðîäæåíèì

ñiì'¹þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü (3.24) (âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ äèâ. ó [261,309]).

Òóò g � äîâiëüíà (ãëàäêà) ôóíêöiÿ âiä t, ùî íå ìà¹ íóëiâ.

Ïðîâåäåìî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (3.25).

Îêðåìèé ðîçãëÿä ïiäêëàñó (3.25) âèïðàâäàíî òèì, ùî âií âîëîäi¹ êðà-

ùèìè òðàíñôîðìàöiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè, íiæ íàäêëàñè (3.23) i, îñîáëè-

âî, (3.1).

Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.25) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
at+ b

ct+ d
, x̃ =

e2x+ e1t+ e0

ct+ d
,

ũ =
e2(ct+ d)u− e2cx− e0c+ e1d

ε
, g̃ =

e2
3

ct+ d

g

ε
,

(3.26)

äå a, b, c, d, e0, e1 òà e2 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó ε = ad−bc 6= 0 òà e2 6= 0,

à íàáið (a, b, c, d, e0, e1, e2) âèçíà÷åíî ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà,

à îòæå áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ε = ±1.

Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.25) ïîäiáíi ëèøå ïðè óìîâi, ùî âîíè G∼-åêâiâà-

ëåíòíi. Áiëüøå òîãî, âñi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â öüîìó êëàñi ïîðîäæó-

þòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼, òîáòî êëàñ (3.25) ¹ íîðìàëiçîâàíèì

ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. (Ïî÷àòêîâèé êëàñ (3.23) ¹ íîðìàëiçîâàíèì ëèøå âiä-

íîñíî ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, i éîãî íàäêëàñ (3.1)

íå âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ íîðìàëiçîâàíîñòi.)

Ç öüîãî âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ: ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.25) ïîäiáíå

äî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè gtt = 0. Áóäü-ÿêå

ïåðåòâîðåííÿ, ùî ðåàëiçó¹ öþ ïîäiáíiñòü, íàëåæèòü äî G∼.

Òîìó ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.23) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

g(t) = f(t)
(
c1

∫
f(t) dt+ c0

)
, (3.27)



174

Òàáë. 3.4: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ut + uux + g uxxx = 0, g 6= 0.

� g(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x, t∂x + ∂u

1 tn ∂x, t∂x + ∂u, 3t∂t + (n+ 1)x∂x + (n− 2)u∂u

2 et ∂x, t∂x + ∂u, 3∂t + x∂x + u∂u

3 eδ arctg t
√
t2 + 1 ∂x, t∂x + ∂u, 3(t2 + 1)∂t + (3t+ δ)x∂x + ((−3t+ δ)u+ 3x)∂u

4 1 ∂x, t∂x + ∂u, 3t∂t + x∂x − 2u∂u, ∂t

Òóò n, δ � äîâiëüíi ñòàëi, n ≥ 1/2, n 6= 1, δ ≥ 0 mod G∼0 .

äå c0 òà c1 � ñòàëi, ïðè÷îìó (c0, c1) 6= (0, 0) [129], ùî äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ

ç òåîðåìîþ 3 ðîáîòè [324] (äèâ. òàêîæ ðiâíÿííÿ (3.19)). Ðiâíÿííÿ (3.27)

ñïiâïàäà¹ ç îáìåæåííÿì íà äîâiëüíi åëåìåíòè ðiâíÿíü ç êëàñó (3.23), ÿêi

ìàþòü âëàñòèâiñòü Ïåíëåâå [172].

ßäðîì A∩ = ∩g 6=0A
g ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü ç êëàñó (3.25) ¹A∩ = 〈∂x, t∂x+∂u〉. ÓñiG∼-íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè
ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1�4 òàáëèöi 3.4.

Íàâåäåíà ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ äà¹ âñi íååêâiâàëåíòíi çíà÷åííÿ f òà g,

äëÿ ÿêèõ ìîæíà åôåêòèâíî çàñòîñóâàòè êëàñè÷íèé ìåòîä ëi¨âñüêî¨ ðåäóê-

öi¨.

Êëàñ (3.23) ìîæíà òàêîæ âiäîáðàçèòè ó êëàñ

ũt̃ + ũũx̃ + ũx̃x̃x̃ + h(t̃)ũ = 0 (3.28)

ñiì'¹þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü t̃ =
∫
g(t) dt, x̃ = x, ũ =

f

g
u. Äîâiëüíèé

åëåìåíò h âiäîáðàæåíîãî êëàñó âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äîâiëüíi åëåìåíòè f

òà g ÿê

h(t̃) =
f(t)gt(t)− ft(t)g(t)

f(t)(g(t))2
.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (3.25) ç g = t âiäîáðàæà¹òüñÿ ó öèëiíäðè÷íå ðiâ-

íÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (h = (2t)−1), ïîäiáíiñòü ÿêîãî äî ñòàíäàðòíîãî
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ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà äàâíî âiäîìà [209]. Àíàëîãi÷íî, çíà÷åííÿ

g = et âiäïîâiäà¹ ñôåðè÷íîìó ðiâíÿííþ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (h = t−1),

ÿêå íå ¹ iíòåãðîâíèì.

Íàâåäåìî ùå êiëüêà ïðèêëàäiâ ïîäiáíîñòi ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà.

Ïðèêëàä 3.16. Äåÿêi ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó÷î¨ õâèëi �êîìáiíîâàíîãî ðiâ-

íÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ç ìîäèôiêîâàíèì ðiâíÿííÿì Êîðòåâåãà�äå Ôði-

çà�

ut + (α + βu)uux + γuxxx = 0, (3.29)

äå α, β òà γ � äiéñíi ñòàëi, βγ 6= 0, áóëî ïîáóäîâàíî â [106,158,283,326,333,

338,340]. Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ãàðäíåðà (α ñëiä âiäìàñøòà-

áóâàòè äî ñòàíäàðòíîãî çíà÷åííÿ) i, î÷åâèäíî, ïîäiáíå äî ìîäèôiêîâàíîãî

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ũt̃+εũ2ũx̃+ ũx̃x̃x̃ = 0, ε = sign(βγ), âiäíîñíî

òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = γt, x̃ = x+
α2

4β
t, ũ =

√∣∣∣∣βγ
∣∣∣∣ (u+

α

2β

)
âiäîìîãî äîñèòü äàâíî [215]. Òîìó êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.29) ìîæ-

íà ïîäàòè ó âèãëÿäi

u(t, x) =

√∣∣∣∣γβ
∣∣∣∣ ũ(γt, x+

α2

4β
t

)
− α

2β
,

äå ũ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà, à äëÿ

áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òàêèé

âèãëÿä ðiâíÿííÿ äà¹ ðîçâ'ÿçîê (3.29).

Iíøèé áëèçüêèé êëàñ ðiâíÿíü

ut + ux + αu2ux + uxxx = 0, (3.30)

äå α ïðîáiãà¹ íàáið äiéñíèõ íåíóëüîâèõ ñòàëèõ, ðîçãëÿíóòî â [336]. Çà äî-

ïîìîãîþ òàê çâàíîãî �åêñïîíåíöiéíîãî ìåòîäó� áóëî çíàéäåíî ëèøå îêðåìi
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éîãî ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó÷î¨ õâèëi. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.30) òðè-

âiàëüíèì òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì t̃ = t, x̃ = x− t, ũ =
√
|α|u çâîäèòüñÿ

äî ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ũt̃+εũ2ũx̃+ ũx̃x̃x̃ = 0, äå

ε = signα. Ðiâíÿííÿ (3.30) ç α = 1 òàêîæ áóëî äîñëiäæåíî çà äîïîìîãîþ

�ðîçøèðåíîãî ìåòîäó F-ðîçøèðåííÿ� [208].

Ïðèêëàä 3.17. Àâòîðè ðîáîòè [273] çàñòîñîâóþòü �óçàãàëüíåíèé ìåòîä

ðîçøèðåííÿ� äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

ut + g(t)(6uux + uxxx) + 6f(t)g(t)u

= x(ft(t) + 12g(t)f 2(t)) +M(t)
(3.31)

ïðè g 6= 0.

Âåñü êëàñ (3.31) ìîæíà âiäîáðàçèòè ó ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ũt̃ + 6ũũx̃ + ũx̃x̃x̃ = 0 ñiì'¹þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

t̃ =
∫
gγ3 dt, x̃ = γx− 6

∫
g γ3β dt, ũ =

u− fx
γ2

− β,

äå γ = e−6
∫
fg dt òà β =

∫
Mγ−2 dt. Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ u = u(t, x)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.31) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ïîâ'ÿçàíà ç

ðîçâ'ÿçêîì ũ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ñïiââiäíîøåííÿì

u = γ2 ũ
(∫

gγ3 dt, γx− 6
∫
g γ3β dt

)
+ fx+ γ2β.

Ïiäêëàñ ðiâíÿíü (3.31) ç g = 1 òà M = 0 çãàäàíî â [294], äå âèâ÷àëè-

ñÿ ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi òàêèõ ðiâíÿíü. Òàêîæ ó öié ðîáîòi çàçíà÷åíî,

ùî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîøèðèòè íà ðiâíÿííÿ áiëüø çàãàëüíîãî

âèãëÿäó, à ñàìå

ut + 6uux + uxxx + 6f(t)u = x
(
ft(t)+12f 2(t)

)
+ ht(t) + 12f(t)h(t).

Ñiì'ÿ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi âiäîáðàæàþòü îñòàííié êëàñ ó ðiâíÿííÿ

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà, ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
∫
γ3 dt, x̃ = γx− 6

∫
hγ dt, ũ =

u− fx− h
γ2

,

äå γ = e−6
∫
f dt.
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Ïîäiáíiñòü äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñîâóâàòè íå ëèøå

äëÿ îòðèìàííÿ íîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ iç âiäîìèõ òà ñïðîùåííÿ ðîçðàõóíêiâ.

Öåé ïiäõiä ëåãêî ïîøèðþ¹òüñÿ íà ðiçíi ëîêàëüíi îá'¹êòè òà âëàñòèâîñòi,

ïîâ'ÿçàíi ç äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, íàïðèêëàä, ëi¨âñüêi òà òî÷êîâi

ñèìåòði¨ [23, 261, 309], çàêîíè çáåðåæåííÿ òà ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ [259,

260,262], îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ (íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨) [265,309], ïåðåòâîðåííÿ

Áåêëóíäà òîùî.

3.2.3. Ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó ðiâíÿíü òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó åêâiâàëåíòíîñòi. Âèêîíà¹ìî ãðóïîâó êëà-

ñèôiêàöiþ êëàñó ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè,

âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà åêâiâàëåíòíîñòi. À ñàìå, äî-

ñëiäèìî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

ut + uux + g(t)uxxx + h(t)u = 0, (3.32)

äå g òà h � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t, g 6= 0.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (3.32) ç h = 0 � ïðîâåäåíî â ïîïåðå-

äíüîìó ðîçäiëi. Âàæëèâà âëàñòèâiñòü êëàñó (3.32) � éîãî íîðìàëiçîâà-

íiñòü. Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê

i ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ïî÷àòêîâîãî êëà-

ñó (3.32) ìîæíà îòðèìàòè áåç ïðÿìèõ îá÷èñëåíü. Íåùîäàâíî ÷àñòêîâó

ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (3.32) çäiéñíåíî ó ðîáîòi [169] (äå çàìiñòü h

òà g âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ a òà b, âiäïîâiäíî). Àëå ïðè öüîìó íå âèêî-

ðèñòàíî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ¹ ñóòò¹âèì íåäîëiêîì âêàçàíî¨

ðîáîòè. Â íié çíàéäåíî ëèøå äåÿêi âèïàäêè ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨,

à ñàìå âèïàäêè ç h = const, h = 1/t òà h = 2/t.

Íàñïðàâäi çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (3.32) ç òî÷íiñòþ äî éî-

ãî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi âæå ðîçâ'ÿçàíî, îñêiëüêè öåé êëàñ çâîäèòüñÿ äî

êëàñó (3.32) ç h = 0 (êëàñ (3.25)) ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ÿêîãî ïðîâåäå-

íî â [264] (äèâ. ïîïåðåäíié ðîçäië). Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé êëàñèôi-
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êàöiéíèé ñïèñîê òà ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

êëàñó (3.32) îòðèìó¹ìî áåç ñïðîùåííÿ ðiâíÿíü, ÿêi äîïóñêàþòü ðîçøè-

ðåííÿ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, i âëàñíå öèõ àëãåáð ïåðåòâîðåííÿìè

åêâiâàëåíòíîñòi. Ðîçøèðåíèé êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê ìîæå áóòè êîðè-

ñíèì äëÿ çàñòîñóâàííÿ, êðiì òîãî âií çðó÷íèé äëÿ ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ

ç [169].

Êëàñ (3.32) ¹ ïiäêëàñîì êëàñó (3.17), âèîêðåìëåíèì óìîâàìè f = 1

òà p = q = k = l = 0. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ ôóíêöié f , p, q, k òà l

â (3.19), îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.18. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.32) çâîäèòüñÿ äî ñòàíäàðòíîãî

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè iñíóþòü ñòàëi c0 òà ε ∈ {0, 1} òàêi, ùî

h =
ε

2

g∫
g dt+ c0

− gt
g
. (3.33)

Êëàñ (3.32) äîïóñêà¹ ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi

i íîðìàëiçîâàíèé ëèøå â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi. Ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.19. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëà-

ñó (3.32) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = α, x̃ = βx+ γ, ũ = λ(βu+ βtx+ γt),

h̃ = λh− 2λ
βt
β
− λt, g̃ = β3λ g,

äå β = (δ1

∫
e−

∫
hdt dt + δ2)

−1, γ = δ3

∫
β2e−

∫
hdt dt + δ4; δ1, . . . , δ4 � äî-

âiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó (δ1, δ2) 6= (0, 0); α � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ âiä

t, ïðè÷îìó αt 6= 0; ôóíêöiÿ λ = 1/αt.

Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 êëàñó (3.32) � öå ïiäãðóïà ðîç-

øèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 , âèîêðåìëåíà óìîâàìè

δ1 = δ3 = 0.

Êàëiáðóâàííÿ h = 0 â êëàñi (3.32) ìîæíà çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

t̂ =
∫
e−

∫
h(t) dt dt, x̂ = x, û = e

∫
h(t) dtu, (3.34)
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ùî ïîâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ (3.32) ç ðiâíÿííÿì ût̂ + ûûx̂ + ĝ(t̂)ûx̂x̂x̂ = 0. Íîâèé

äîâiëüíèé åëåìåíò ĝ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç g òà h ÿê ĝ(t̂) = e
∫
h(t) dtg(t).

Êîæíîìó ðiâíÿííþ ç êëàñó (3.32) ïðè ïåðåòâîðåííi (3.34) âiäïîâiäà¹

ðiâíÿííÿ-îáðàç ó êëàñi (3.25). Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.25), çà-

äàíà ïåðåòâîðåííÿìè (3.47), ïîðîäæó¹òüñÿ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1
êëàñó (3.32), ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, ïîðîäæó¹òüñÿ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi ¨õ

íàäêëàñó (3.17). Öå ãàðàíòiÿ òîãî, ùî ó òàáëèöi 3.4 ìiñòèòüñÿ i êëàñèôiêà-

öiéíèé ñïèñîê êëàñó (3.32) ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi (âiäïîâiäíî,

êëàñó (3.17) ç òî÷íiñòþ äî éîãî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi). Îñêiëüêè âñi ïå-

ðåðàõîâàíi êëàñè íîðìàëiçîâàíi, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî îòðèìàíî êëà-

ñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié öèõ êëàñiâ ç òî÷íiñòþ äî çàãàëüíî¨ òî÷êîâî¨

åêâiâàëåíòíîñòi. Öå ïðèçâîäèòü äî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.20. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.32) (âiäïîâiäíî, (3.17)) äîïóñêà¹

÷îòèðèâèìiðíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êî-

ëè âîíî çâîäèòüñÿ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.33) (âiä-

ïîâiäíî, (3.19)).

Ùîá âèâåñòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (3.32), ÿêèé íå ñïðîùåíî

ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, âèêîðèñòà¹ìî àëãîðèòì ïîáóäîâè ïîâ-

íîãî ñïèñêó ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ çi ñïèñêó íååêâiâàëåíòíèõ ðîç-

øèðåíü, çàïðîïîíîâàíèé ó [299]. Ñïî÷àòêó äî êëàñèôiêàöiéíîãî ñïèñêó,

íàâåäåíîãî â òàáëèöi 3.4, çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè G∼. Îòðèìà¹-

ìî ðîçøèðåíèé ñïèñîê:

0. Äîâiëüíèé ĝ : 〈∂x̂, t̂∂x̂ + ∂û〉;

1. ĝ = c0(a t̂+ b)n(c t̂+ d)1−n, n 6= 0, 1: 〈∂x̂, t̂∂x̂ + ∂û, X3〉, äå

X3 = 3(a t̂+ b)(c t̂+ d)∂t̂ +
(
3act̂+ ad(n+ 1) + bc(2− n)

)
x̂∂x̂

+
[
3acx̂− (3act̂+ ad(2− n) + bc(n+ 1))û

]
∂û;

2. ĝ = c0(c t̂+ d) exp

(
a t̂+ b

c t̂+ d

)
: 〈∂x̂, t̂∂x̂ + ∂û, X3〉, äå

X3 = 3(c t̂+ d)2∂t̂ +
(
3c(ct̂+ d) + ε

)
x̂∂x̂ +

[
3c2x̂+ (ε− 3c(ct̂+ d))û

]
∂û;
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3. ĝ = c0e
δ arctg(a t̂+bc t̂+d)

√
(a t̂+ b)2 + (c t̂+ d)2: 〈∂x̂, t̂∂x̂ + ∂û, X3〉, äå

X3 = 3
(
(a t̂+ b)2 + (c t̂+ d)2

)
∂t̂ +

(
3a(at̂+ b) + 3c(ct̂+ d) + εδ

)
x̂∂x̂

+
(
3(a2 + c2)x̂− (3a(at̂+ b) + 3c(ct̂+ d)− εδ)û

)
∂û;

4a. ĝ = c0 6= 0: 〈∂x̂, t̂∂x̂ + ∂û, ∂t̂, 3t̂∂t̂ + x̂∂x̂ − 2û∂û〉;
4b. ĝ = ct̂+ d, c 6= 0: 〈∂x̂, t̂∂x̂ + ∂û, 3(ct̂+ d)∂t̂ + 2cx̂∂x̂ − cû∂û, X4〉,
äå X4 = (ct̂+ d)2∂t̂ + c(ct̂+ d)x̂∂x̂ + c(cx̂− (ct̂+ d)û)∂û.

Òóò c0, a, b, c, d òà δ � äîâiëüíi ñòàëi, (a2 +b2)(c2 +d2) 6= 0, ε = ad−bc,
c0 6= 0.

Ïîòiì çíàõîäèìî ïðîîáðàçè ðiâíÿíü ç êëàñó ût̂ + ûûx̂ + ĝ(t̂)ûx̂x̂x̂ = 0

ïðè ïåðåòâîðåííi (3.34) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, çiáðàíèìè â íàâåäåíîìó

ñïèñêó. Îñòàííié êðîê � ïåðåòâîðåííÿ áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ âiäïîâiäíèõ

àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Ðåçóëüòàòè çiáðàíî â òàáëèöi 3.5.

Ðîçìíîæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ùå ó 1970-õ ðîêàõ Õiðîòîþ [24]

ïîáóäîâàíî N -ñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà â êàíî-

íi÷íié ôîðìi

Ut − 6UUx + Uxxx = 0. (3.35)

Äâîñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.35) ìà¹ âèãëÿä

U = −2
∂2

∂x2
ln
(
1 + b1e

θ1 + b2e
θ2 + Ab1b2e

θ1+θ2
)
, (3.36)

äå ai, bi � äîâiëüíi ñòàëi, θi = aix− a3
i t, i = 1, 2; A =

(
a1−a2
a1+a2

)2

.

Êîìáiíóþ÷è ïðîñòå ïåðåòâîðåííÿ û = −6U , ÿêå ïîâ'ÿçó¹ (3.35) ç ðiâ-

íÿííÿì Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ó âèãëÿäi

ût̂ + ûûx̂ + ûx̂x̂x̂ = 0, (3.37)

òà ïåðåòâîðåííÿ (3.34), îòðèìó¹ìî ôîðìóëó

u = −6e−
∫
h(t) dt U

(∫
e−

∫
h(t) dt dt, x

)
äëÿ ïîðîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó

ut + uux + e−
∫
h(t) dtuxxx + h(t)u = 0. (3.38)
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Òàáë. 3.5: Ïîâíèé ñïèñîê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi (3.32).

� g(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x, T∂x + Tt∂u

1 c0Tt(aT + b)n(cT + d)1−n ∂x, T∂x + Tt∂u, 3T−1t (aT + b)(cT + d)∂t +
[
3acT

+ ad(n+ 1) + bc(2− n)
]
x∂x +

(
3acxTt −

[
3acT

+ 3hT−1t (aT + b)(cT + d) + bc(n+ 1) + ad(2− n)
]
u
)
∂u

2 c0Tt(cT + d) exp
(
aT+b
cT+d

)
∂x, T∂x + Tt∂u, 3T−1t (cT + d)2∂t + (3c(cT + d) + ε)x∂x

+
[
3c2xTt +

(
ε− 3(cT + d)(c+ h(cT + d)T−1t )

)
u
]
∂u

3 c0Tte
δ arctg(aT+b

cT+d)G(t) ∂x, T∂x + Tt∂u, 3T−1t G2∂t

+
[
3a(aT + b) + 3c(cT + d) + εδ

]
x∂x +

[
3(a2 + c2)xTt

−
(
3a(aT + b) + 3c(cT + d)− εδ + 3hT−1t G2

)
u
]
∂u

4a c0Tt ∂x, T∂x + Tt∂u, T
−1
t (∂t − hu∂u),

3TT−1t ∂t + x∂x − (2 + 3TT−1t h)u∂u

4b (cT + d)Tt ∂x, T∂x + Tt∂u, T
−1
t (cT + d)2∂t + c(cT + d)x∂x

+ [c2xTt − (cT + d)(c+ T−1t (cT + d)h)u]∂u,

3T−1t (cT + d)∂t + 2cx∂x − (c+ 3T−1t (cT + d)h)u∂u

Òóò T =
∫
e−

∫
h(t) dt dt, Tt = e−

∫
h(t) dt, G =

√
(aT + b)2 + (cT + d)2; n, c0, a, b, c, d òà δ �

äîâiëüíi ñòàëi, (a2 + b2)(c2 + d2) 6= 0, ε = ad − bc, c0 6= 0, n 6= 0, 1. Ó âèïàäêó (4b) c 6= 0.

Ôóíêöiÿ h � äîâiëüíà ó âñiõ âèïàäêàõ.

Öi ðiâíÿííÿ ¹ ïðîîáðàçàìè ðiâíÿííÿ (3.37) ïðè ïåðåòâîðåííi (3.34). Òóò

h � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ùî íå ìà¹ íóëiâ.

Äâîñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê (3.36) ïðèâîäèòü äî ðîçâ'ÿçêó

u = 12e−
∫
h(t) dt ∂

2

∂x2
ln
(
1 + b1e

θ1 + b2e
θ2 + Ab1b2e

θ1+θ2
)

ðiâíÿííÿ (3.38), äå ai, bi � äîâiëüíi ñòàëi, θi = aix− a3
i

∫
e−

∫
h(t) dt dt, i =

1, 2; A =
(
a1−a2
a1+a2

)2

. Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è iíøi âiäîìi ðîçâ'ÿçêè

êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà, ìîæíà ïîáóäóâàòè é iíøi òèïè
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ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.38).

3.3. Ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç óçàãàëüíåíèõ

ðiâíÿíü Êàâàõàðè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ó öüîìó ðîçäiëi ç òî÷êè çîðó ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äîñëiäæåíî óçàãàëüíåíi

ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä ÷àñó:

ut + α(t)unux + β(t)uxxx + σ(t)uxxxxx = 0. (3.39)

Òóò n� äîâiëüíå íåíóëüîâå öiëå ÷èñëî, α, β òà σ � ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä t, ùî

íå ìàþòü íóëiâ. Ó âèïàäêó ñòàëèõ α, β òà σ ðiâíÿííÿ (3.39) ¹ êëàñè÷íèìè

ìîäåëÿìè òåîði¨ ñîëiòîííèõ õâèëü. Çðîáèìî êîðîòêèé îãëÿä çàñòîñóâàíü

ðiâíÿíü Êàâàõàðè i ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè ðåçóëüòàòiâ.

Ó çâè÷àéíîìó ñåíñi, ñîëiòîííi õâèëi � öå íåëiíiéíi õâèëi ïîñòiéíî¨

ôîðìè, ÿêi øâèäêî (çàçâè÷àé åêñïîíåíöiéíî) ñïàäàþòü ó ñâî¨õ õâîñòîâèõ

îáëàñòÿõ. Îäíàê çà êðèòè÷íèõ óìîâ ó äèñïåðñiéíèõ ñèñòåìàõ âiäáóâà¹òüñÿ

íåñïîäiâàíå çðîñòàííÿ ñëàáîíåëîêàëüíèõ ñîëiòîííèõ õâèëü (íàïðèêëàä,

ìàãíiòî-àêóñòè÷íi õâèëi â ïëàçìàõ, õâèëi ç ïîâåðõíåâèì íàòÿãîì òîùî).

Öi õâèëi ñêëàäàþòüñÿ ç öåíòðàëüíî¨ ÷àñòèíè (ÿêà ïîäiáíà äî öåíòðàëüíî¨

÷àñòèíè êëàñè÷íèõ ñîëiòîííèõ õâèëü) i êîëèâíèõ õâîñòiâ ç íåíóëüîâîþ

ñòàëîþ àìïëiòóäîþ, ÿêi ïðîñòÿãàþòüñÿ íåñêií÷åííî äàëåêî âiä öåíòðàëü-

íî¨ ÷àñòèíè. Ùîá ç'ÿñóâàòè i îïèñàòè âëàñòèâîñòi öèõ õâèëü, Ò. Êàâàõàðà

çàïðîïîíóâàâ óçàãàëüíåíi íåëiíiéíi äèñïåðñiéíi ðiâíÿííÿ, ÿêi ìàþòü âè-

ãëÿä ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ç äîäàòêîâèì ÷ëåíîì ç ï'ÿòîþ ïîõi-

äíîþ, òîáòî

ut + αuux + βuxxx + σuxxxxx = 0,

äå α, β òà σ � íåíóëüîâi ñòàëi [141, 181]. Öå ðiâíÿííÿ áóëî ðåòåëüíî âè-

â÷åíî ç ðiçíèõ òî÷îê çîðó. Éîãî òî÷íèé ñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê íàâåäåíî

â [328]. Ó ðîáîòi [149] ïîêàçàíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó òèïó áiæó÷î¨ õâèëi
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äëÿ ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ôîðìàëüíå àñèìïòîòè÷íå

íàáëèæåííÿ õâèëü íà âîäi ç ïîâåðõíåâèì íàòÿãîì.

Ó ðîáîòi [74] âèêîíàíî ðiçíîìàíiòíi ÷èñåëüíi ðîçðàõóíêè ÿê äëÿ íå-

ïåðiîäè÷íèõ, òàê i äëÿ ïðîñòîðîâî-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîâèìiðíîãî

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå ìîäåëþ¹ êàïiëÿðíî-ãðàâiòàöiéíi õâèëi. Â [131]

ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäiâ åêñïîíåíöiéíî¨ àñèìïòîòèêè ïîêàçàíî, ùî ñî-

ëiòîííi õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè óòâîðþþòü îäíîïàðàìåò-

ðè÷íó ñiì'þ, ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ôàçîâèì çñóâîì êîëèâíèõ õâîñòiâ.

Ó öié ðîáîòi îòðèìàíî ÿâíó àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó, ùî ïîâ'ÿçó¹ àìïëiòó-

äó êîëèâàíü iç çñóâîì ôàçè. Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi (¨¨ ëîêàëüíå i ãëî-

áàëüíå iñíóâàííÿ) äëÿ ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè âèâ÷åíî â [97, 156]. Ïîâåäiíêó

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Êàâàõàðè äîñëiäæåíî, íàïðèêëàä, ó [2,48,101,104,135,

329]. Ó [318] ïðîêëàñèôiêîâàíî óçàãàëüíåíi i ôîðìàëüíi ñèìåòði¨, à òàêîæ

ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü Êàâàõàðè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

ç äîâiëüíîþ íåëiíiéíiñòþ ut + f(u)ux + βuxxx + σuxxxxx = 0, äå fuβσ 6= 0.

Óçàãàëüíåíi ìîäåëi çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïîâ'ÿçàíi ç ðiâíÿííÿì

Êàâàõàðè, ç'ÿâèëèñÿ ïiçíiøå. Íàïðèêëàä, äîâãi õâèëi íà ìiëêié ðiäèíi ïiä

êðèæàíèì ïîêðèâîì ïðè íàÿâíîñòi ðîçòÿãóâàííÿ àáî ñòèñíåííÿ îïèñàíî

ðiâíÿííÿì ut + ux + αuux + βuxxx + σuxxxxx = 0 [28, 211]. Öå ðiâíÿííÿ

çâîäèòüñÿ äî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè çà äîïîìîãîþ ïðîñòî¨ çàìiíè

çìiííèõ: x̃ = x − t (t òà u íå ïåðåòâîðþþòüñÿ) àáî ũ = 1 + αu (t òà x íå

ïåðåòâîðþþòüñÿ). Ó [177,178] äîñëiäæåíî ñòàáiëüíiñòü ñîëiòîíiâ, îïèñàíèõ

ìîäèôiêîâàíèìè ðiâíÿííÿìè Êàâàõàðè ut +αunux + βuxxx + σuxxxxx = 0,

äå α, β òà σ � íåíóëüîâi ñòàëi, à ÷èñëî n ∈ N. Âèÿâèëîñÿ, ùî ñîëiòîíè
ñòàáiëüíi ïðè n < 8.

Âiäçíà÷èìî, ùî íi êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè, íi íàâåäåíå âèùå éîãî

óçàãàëüíåííÿ íå ¹ iíòåãðîâíèìè ìåòîäîì îáåðíåíîãî ðîçñiÿííÿ [214,281].

Îñòàííiì ÷àñîì áàãàòî óâàãè ïðèäiëÿëè ìîäåëÿì çi çìiííèìè êîåôi-

öi¹íòàìè � òàêèì ÿê ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà, Áþðãåðñà i Øðåäií-

ãåðà [264]. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè
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ìîäåëþþòü äåÿêi ôiçè÷íi ÿâèùà ç áiëüøîþ òî÷íiñòþ, íiæ ¨õíi àíàëîãè çi

ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè,

Ó íåäàâíié ðîáîòi [180] äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êëàñè÷íî-

ãî i ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿíü Êàâàõàðè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿ-

äó (3.39) ç n = 1 òà n = 2, âiäïîâiäíî, çàñòîñîâàíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Íàÿâ-

íiñòü òðüîõ äîâiëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ, ùî çàëåæàòü âiä t, ðîáèòü çàäà÷ó ïîâ-

íîãî çíàõîäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié çàíàäòî âàæêîþ. Îñü ÷îìó â [180]

îòðèìàíî ëèøå êiëüêà ðåçóëüòàòiâ ùîäî ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié (ñëiä áóëî

çìåíøèòè êiëüêiñòü êîåôiöi¹íòiâ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíò-

íîñòi). Ó öié ðîáîòi ìè ïîêàæåìî, ùî âèêîðèñòàííÿ òàêèõ ïåðåòâîðåíü ¹

çàïîðóêîþ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i.

3.3.1. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â êëà-

ñi (3.39) çíàéäåíî ïðÿìèì ìåòîäîì [184]. Â ðåçóëüòàòi îòðèìàíî

òâåðäæåííÿ, íàâåäåíi â òåîðåìàõ 3.21 i 3.22.

Òåîðåìà 3.21. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.39) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u,

α̃(t̃) =
δ1

δ3
nTt

α(t), β̃(t̃) =
δ3

1

Tt
β(t), σ̃(t̃) =

δ5
1

Tt
σ(t), ñ = n,

äå δj, j = 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0; T � äîâiëüíà ãëàäêà

ôóíêöiÿ ç Tt 6= 0.

Òåîðåìà 3.22. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼n=1 êëà-

ñó ðiâíÿíü

ut + α(t)uux + β(t)uxxx + σ(t)uxxxxx = 0 (3.40)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = (x+ δ1)X
1 + δ0, ũ =

δ2

X1
u− δ2δ3(x+ δ1),
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α̃(t̃) =
(X1)2

δ2Tt
α(t), β̃(t̃) =

(X1)3

Tt
β(t), σ̃(t̃) =

(X1)5

Tt
σ(t),

äå X1 = (δ3

∫
α(t)dt + δ4)

−1; δj, j = 0, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó

δ2(δ3
2 + δ4

2) 6= 0; T = T (t) ¹ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ ç Tt 6= 0. Çâè÷àéíà ãðóïà

åêâiâàëåíòíîñòi G∼n=1 êëàñó (3.40) âêëþ÷à¹ âèùåçàçíà÷åíi ïåðåòâîðåííÿ

ïðè δ1 = δ3 = 0.

Òåîðåìà 3.23. Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëàñó (3.39) çâî-

äèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç öüîãî æ êëàñó òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè α, β òà σ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè(
β

α

)
t

=

(
σ

α

)
t

= 0, ÿêùî n 6= 1, (3.41)(
1

α

(
β

α

)
t

)
t

= 0,

(
σα2

β3

)
t

= 0, ÿêùî n = 1. (3.42)

Íàÿâíiñòü äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ T (t) ó ïåðåòâîðåííÿõ åêâiâàëåíòíîñòi, íà-

âåäåíèõ ó òåîðåìàõ 1 i 2, äîçâîëÿ¹ âiäêàëiáðóâàòè îäíó ç äîâiëüíèõ ôóíê-

öié α, β ÷è σ äî ïðîñòîãî ñòàëîãî çíà÷åííÿ, íàïðèêëàä äî 1.

ßêå æ ç òðüîõ ìîæëèâèõ êàëiáðóâàíü çðó÷íiøå äëÿ ïîäàëüøîãî ðîç-

ãëÿäó? Ïðè β = 1 àáî σ = 1 êëàñ (3.40), ÿê i ðàíiøå, íîðìàëiçîâàíèé ëèøå

â ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi, îñêiëüêè ïåðåòâîðåííÿ íåçàëåæíèõ

i çàëåæíèõ çìiííèõ âñå ùå ìiñòÿòü
∫
α(t)dt. Íàòîìiñòü ïðè α = 1 âií íîð-

ìàëiçîâàíèé âiäíîñíî ñâî¹¨ çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, îñêiëüêè X1

ç òåîðåìè 3.22 â öüîìó âèïàäêó íàáóâà¹ âèãëÿäó X1 = (δ3t+ δ4)
−1.

Òîìó ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî ó âèïàäêó n = 1 ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ëåã-

øå ïðîâåñòè ç êàëiáðóâàííÿì α = 1. ßêùî æ n 6= 1, âñi òðè çàïðîïîíîâàíi

êàëiáðóâàííÿ âèãëÿäàþòü îäíàêîâî çðó÷íèìè, òîìó îáåðåìî êàëiáðóâàí-

íÿ α = 1, ùîá ïîäàòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ óíiôiêîâàíèì ÷èíîì.

Êàëiáðóâàííÿ α = 1 ðåàëiçó¹òüñÿ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì

t̂ =
∫
α(t)dt, x̂ = x, û = u. (3.43)

Ïiñëÿ öüîãî êëàñ (3.39) ñëiä âiäîáðàçèòè ó ñâié ïiäêëàñ çà äîïîìîãîþ ïå-

ðåòâîðåííÿ α̂ = 1, β̂ = β/α òà σ̂ = σ/α. Îòæå, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi,
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ìîæíà îáìåæèòèñÿ âèâ÷åííÿì êëàñó

ut + unux + β(t)uxxx + σ(t)uxxxxx = 0, (3.44)

îñêiëüêè âñi ðåçóëüòàòè ùîäî ñèìåòðié, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, êëàñè÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ òà iíøèõ ïîâ'ÿçàíèõ îá'¹êòiâ äëÿ ðiâíÿíü (3.39) ìîæíà çíàéòè,

âèêîðèñòàâøè àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.44).

Ùîá îòðèìàòè ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ïiäêëàñó êëàñó (3.39) ïðè

α = 1, ïîêëàäåìî α̃ = α = 1 â ïåðåòâîðåííÿõ, íàâåäåíèõ ó òåîðåìàõ 3.21

i 3.22.

Íàñëiäîê 3.24. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼α=1 êëàñó (3.44)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1δ3
−nt+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u,

β̃(t̃) = δ1
2δ3

nβ(t), σ̃(t̃) = δ1
4δ3

nσ(t), ñ = n,
(3.45)

äå δj, j = 0, 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0.

Çàóâàæåííÿ 3.25. ßêùî ñòàëó n ó êëàñi (3.44) ââàæàòè çìiííîþ, òî

ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼α=1 � óçàãàëüíåíà, îñêiëüêè n âõîäèòü ó ïåðå-

òâîðåííÿ çìiííî¨ t. Ç iíøîãî áîêó, n ¹ iíâàðiàíòîì âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü

ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, òîìó êëàñ (3.44) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ

âñiõ éîãî ïiäêëàñiâ ç ôiêñîâàíèìè n. Äëÿ êîæíîãî òàêîãî ïiäêëàñó ãðóïà

Ĝ∼α=1 ¹ çâè÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó âèïàäêó n = 1 ïîêëàäåìî â ïåðåòâîðåííÿõ òåîðåìè 3.22 α = α̃ = 1

i ïåðåïîçíà÷èìî ñòàëi δj, j = 0, . . . , 4, ùîá çàïèñàòè ïåðåòâîðåííÿ â áiëüø

êîìïàêòíié ôîðìi.

Íàñëiäîê 3.26. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼α=n=1 êëàñó

ut + uux + β(t)uxxx + σ(t)uxxxxx = 0 (3.46)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
at+ b

ct+ d
, x̃ =

e2x+ e1t+ e0

ct+ d
, ũ =

e2(ct+ d)u− e2cx− e0c+ e1d

∆
,
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β̃ =
e2

3

ct+ d

β

∆
, σ̃ =

e2
5

(ct+ d)3

σ

∆
, (3.47)

äå a, b, c, d, e0, e1 òà e2 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó ∆ = ad − bc 6= 0

òà e2 6= 0; íàáið (a, b, c, d, e0, e1, e2) âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüî-

âîãî ìíîæíèêà, à îòæå áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè,

ùî ∆ = ±1.

3.3.2. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó (3.44)

ïðè n 6= 1 ç òî÷íiñòþ äî G∼α=1-åêâiâàëåíòíîñòi (âiäïîâiäíî, ç òî÷íiñòþ

äî G∼α=n=1-åêâiâàëåíòíîñòi ïðè n = 1) ñïiâïàäà¹ ç ãðóïîâîþ êëàñèôiêà-

öi¹þ ðiâíÿíü âèãëÿäó (3.39) ïðè n 6= 1 ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi

(âiäïîâiäíî, ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼-åêâiâàëåíòíîñòi ïðè n = 1). Äîâåäåíî

òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 3.27. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (3.44) (âiäïîâiäíî, (3.39)) ïðè n 6= 1 ñïiâïàäà¹ ç îäíîâèìið-

íîþ àëãåáðîþ 〈∂x〉. Âñi ìîæëèâi Ĝ∼α=1-íååêâiâàëåíòíi (âiäïîâiäíî, G
∼-

íååêâiâàëåíòíi) âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ií-

âàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1�3 òàáëèöi 3.6.

Òåîðåìà 3.28. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (3.46) (âiäïîâiäíî, (3.40)) ñïiâïàäà¹ ç äâîâèìiðíîþ àëãåáðîþ

〈∂x, t∂x + ∂u〉. Âñi ìîæëèâi G∼α=n=1-íååêâiâàëåíòíi (âiäïîâiäíî, Ĝ
∼
n=1-

íååêâiâàëåíòíi) âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ií-

âàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1′�4′ ç òàáëèöi 3.6.

Ùîá îòðèìàòè ïîâíèé ñïèñîê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ âñüî-

ãî êëàñó (3.39), äå äîâiëüíi åëåìåíòè íå ñïðîùåíî òî÷êîâèìè ïåðåòâî-

ðåííÿìè, âèêîðèñòà¹ìî ïiäõiä [299], ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà åêâiâàëåíòíîñòi.

Ðåçóëüòàòè íàâåäåíî â òàáëèöi 3.7.

Çàóâàæèìî, ùî ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi êëàñè-

÷íîãî ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè (âèï. 3′ òàáë. 3.6) ¹ içîìîðôíîþ àëãåáði Ãàëiëåÿ
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Òàáë. 3.6: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (3.39).

� β(t) σ(t) Áàçèñ Amax

n 6= 1. Öåé âèïàäîê êëàñèôiêó¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

0 ∀ ∀ ∂x

1 λtρ δt
5ρ+2

3 ∂x, 3nt∂t + (ρ+ 1)nx∂x + (ρ− 2)u∂u

2 λet δe
5
3
t ∂x, 3n∂t + nx∂x + u∂u

3 λ δ ∂x, ∂t

n = 1. Öåé âèïàäîê êëàñèôiêó¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

0′ ∀ ∀ ∂x, t∂x + ∂u

1′ λtρ δt
5ρ+2

3 ∂x, t∂x + ∂u, 3t∂t + (ρ+ 1)x∂x + (ρ− 2)u∂u

2′ λet δe
5
3
t ∂x, t∂x + ∂u, 3∂t + x∂x + u∂u

3′ λ δ ∂x, t∂x + ∂u, ∂t

4′ λ(t2 + 1)
1
2 e3ν arctg t δ(t2 + 1)

3
2 e5ν arctg t ∂x, t∂x + ∂u,

(t2 + 1)∂t + (t+ ν)x∂x + ((ν − t)u+ x)∂u

Òóò α = 1 mod G∼, ρ òà ν � äîâiëüíi ñòàëi, ρ > 1/2, ν > 0; δ òà λ � íåíóëüîâi ñòàëi,

δ = ±1 mod G∼.

AḠ1(1). Áàçèñíi îïåðàòîðè, íàâåäåíi ó âèïàäêó 1′ òàáë. 3.6, ìîæíà ïîáó-

äóâàòè ÿê ðåàëiçàöiþ äåôîðìîâàíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ AḠ
q
1(1) äëÿ çíà÷åíü

q = 1, α = ρ−2
ρ+1 [224].

3.3.3. Ñèìåòðiéíi ðåäóêöi¨ i òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Îïåðàòîðè ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨, îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨, ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ ðiâ-

íÿíü. Ìåòîä ðåäóêöi¨ çà ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ¹

àëãîðèòìi÷íèì i äîáðå âiäîìèì (êëàñè÷íi ïiäðó÷íèêè � [23, 235]). Ùîá

îòðèìàòè îïòèìàëüíó ñèñòåìó iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ðåäóêöi¨ ñëiä âè-

êîíóâàòè çà ïiäàëãåáðàìè îïòèìàëüíî¨ ñèñòåìè [235, Section 3.3].

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñòðóêòóðó äâîõ- i òðèâèìiðíèõ àëãåáð Ëi, ïîðî-
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Òàáë. 3.7: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (3.39) áåç âèêîðèñòàííÿ åêâiâàëåíòíîñòåé.

� β(t) σ(t) Áàçèñ Amax

n 6= 1

0 ∀ ∀ ∂x

1 λ1α(T + l)ρ λ2α(T + l)
5ρ+2

3 ∂x, 3n(T + l)α−1∂t

+ n(ρ+ 1)x∂x + (ρ− 2)u∂u

2 λ1αe
mT λ2αe

5
3
mT ∂x, 3nα−1∂t + nmx∂x +mu∂u

3 λ1α λ2α ∂x, α
−1∂t

n = 1

0′ ∀ ∀ ∂x, T∂x + ∂u

1′ λ1α(aT+b)ρ λ2α(aT+b)
5ρ+2

3 ∂x, T∂x + ∂u, 3(aT+b)(cT+d)α−1∂t

× (cT+d)1−ρ × (cT+d)
7−5ρ

3 +(3acT+ad(ρ+1) + bc(2−ρ))x∂x

+(3acx−(3acT+ad(2−ρ)+bc(ρ+1))u)∂u

2′ λ1α(cT+d)e
aT+b
cT+d λ2α(cT+d)3e

5
3
aT+b
cT+d ∂x, T∂x + ∂u, 3(cT+d)2α−1∂t

+ (3c(cT+d)+∆)x∂x

+
(
3c2x+(∆−3c(cT+d))u

)
∂u

3′ λ1α(cT+d) λ2α(cT+d)3 ∂x, T∂x + ∂u, (cT+d)2α−1∂t+

c(cT+d)x∂x + c(cx−(cT+d)u)∂u

4′ ∂x, T∂x + ∂u,

λ1αe3ν arctg
aT+b
cT+d λ2αe5ν arctg

aT+b
cT+d

(
(aT+b)2+(cT+d)2

)
α−1∂t

×
(
(aT+b)2+(cT+d)2

) 1
2 ×
(
(aT+b)2+(cT+d)2

) 3
2 + (a(aT+b)+c(cT+d)+∆ν)x∂x

+
[
−(a(aT+b)+c(cT+d)−∆ν)u

+ (a2+c2)x
]
∂u

Òóò λ1, λ2, a, b, c, d, l, m, ρ òà ν � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó λ1λ2(c
2+d2) 6= 0, ∆ = ad−bc 6= 0;

α � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ âiä t, ùî íå ìà¹ íóëiâ; T =
∫
α(t)dt.

äæåíèõ îïåðàòîðàìè, íàâåäåíèìè â òàáëèöi 3.6, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà-

÷åííÿ [245]. Ó âèïàäêàõ 1�3 é ó âèïàäêó 0′ ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi äâîâèìiðíi. Ó âèïàäêó 0′, âèïàäêó 1 ïðè ρ = −1 òà âè-



190

Òàáë. 3.8: Îïòèìàëüíi ñèñòåìè îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð Amax ç òàáëèöi 3.6.

� Îïòèìàëüíà ñèñòåìà

1ρ 6=−1 g0 = 〈∂x〉, g1.1 = 〈3nt∂t + (ρ+ 1)nx∂x + (ρ− 2)u∂u〉

1ρ=−1 g0 = 〈∂x〉, ga1.2 = 〈nt∂t + a∂x − u∂u〉

2 g0 = 〈∂x〉, g2 = 〈3n∂t + nx∂x + u∂u〉

3 g0 = 〈∂x〉, ga3 = 〈∂t + a∂x〉

0′ g0 = 〈∂x〉, ga0′ = 〈(t+ a)∂x + ∂u〉

1′ρ6=−1,2 g0 = 〈∂x〉, gσ0′ = 〈(t+ σ)∂x + ∂u〉 g1′.1 = 〈3t∂t + (ρ+ 1)x∂x + (ρ− 2)u∂u〉

1′ρ=−1 g0 = 〈∂x〉, gσ0′ = 〈(t+ σ)∂x + ∂u〉, ga1′.2 = 〈t∂t + a∂x − u∂u〉,

1′ρ=2 g0 = 〈∂x〉, gσ0′ = 〈(t+ σ)∂x + ∂u〉, ga1′.3 = 〈t∂t + (x+ at) ∂x + a∂u〉,

2′ g0 = 〈∂x〉, g0′ = 〈t∂x + ∂u〉, g2′ = 〈3∂t + x∂x + u∂u〉,

3′ g0 = 〈∂x〉, g3′.1 = 〈∂t〉, ga3′.2 = 〈a∂t + 2t∂x + 2∂u〉

4′ g0 = 〈∂x〉, g4′ = 〈(t2 + 1)∂t + (t+ ν)x∂x + (x+ (ν − t)u)∂u〉

Ó âñiõ âèïàäêàõ a ∈ R, n 6= 0, σ ∈ {−1, 0, 1}.

ïàäêó 3 âîíè àáåëåâi (2A1); ó âèïàäêó 1 ïðè ρ 6= −1 òà ó âèïàäêó 2 �

íåàáåëåâi (A2). Àëãåáðè ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè, íàâåäåíèìè ó âèïàä-

êàõ 1′�4′, � òðèâèìiðíi. Ó âèïàäêó 1′ ïðè ρ 6= −1, 2 ìàêñèìàëüíà àëãåáðà

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi íàëåæèòü äî òèïó A3.4 (ÿêùî ρ = 1/2) àáî äî

òèïó Aa
3.5 (ïðè ρ > 1/2, äå a = ρ−2

ρ+1 , i ïðè ρ < 1/2, äå a = ρ+1
ρ−2).

Ïðè ρ = −1 àáî ρ = 2 Amax ç âèïàäêó 1′ äîðiâíþ¹ A1⊕A2. Â iíøèõ âè-

ïàäêàõ ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi íàëåæàòü äî òèïiâ:

âèïàäîê 2′ � A3.2; âèïàäîê 3′ � àëãåáðà Âåéëÿ A3.1; âèïàäîê 4′ � Aa
3.7, äå

a = |ν|.
ßêùî îäíîâèìiðíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi ïîðîäæó¹òüñÿ îïåðàòîðîì

Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u, òî àíçàö, ÿêèé ðåäóêó¹ âiäïîâiäíå äèôåðåíöiàëü-

íå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè äî

çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, çíàõîäÿòü ÿê ðîçâ'ÿçîê óìîâè ií-

âàðiàíòíîñòi ïîâåðõíi Q[u] := τut + ξux − η = 0. Íà ïðàêòèöi íåîáõiäíî
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Òàáë. 3.9: Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü (3.39) ç α = 1 òà nβσ 6= 0.

Âèïàäîê g ω Àíçàö, u = Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

Ðåäóêöi¨ äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ n

1ρ6=−1 g1.1 xt−
ρ+1
3 t

ρ−2
3n ϕ(ω) δϕ′′′′′ + λϕ′′′ +

(
ϕn − ρ+1

3 ω
)
ϕ′ + ρ−2

3n ϕ = 0

1ρ=−1 ga1.2 x− a
n ln t t−

1
nϕ(ω) δϕ′′′′′ + λϕ′′′ +

(
ϕn − a

n

)
ϕ′ − 1

nϕ = 0

2 g2 xe−
1
3
t e

1
3n
tϕ(ω) δϕ′′′′′ + λϕ′′′ +

(
ϕn − 1

3ω
)
ϕ′ + 1

3nϕ = 0

3 ga3 x− at ϕ(ω) δϕ′′′′′ + λϕ′′′ + (ϕn − a)ϕ′ = 0

Ñïåöiàëüíi ðåäóêöi¨ äëÿ n = 1

0′ ga0′ t ϕ(ω) +
x

t+ a
(ω + a)ϕ′ + ϕ = 0

3′ ga3′.1 x ϕ(ω) δϕ′′′′′ + λϕ′′′ + ϕϕ′ = 0

3′ ga3′.2 x− t2/a 2t/a+ ϕ(ω), a 6= 0 δϕ′′′′′ + λϕ′′′ + ϕϕ′ + 2/a = 0

4′ g4′
xe−ν arctg t√

t2 + 1

eν arctg t√
t2 + 1

ϕ(ω) +
xt

t2 + 1
δϕ′′′′′ + λϕ′′′ + (ϕ− νω)ϕ′ + νϕ+ ω = 0

Òóò a � äîâiëüíà ñòàëà.

ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíó õàðàêòåðèñòè÷íó ñèñòåìó dt
τ = dx

ξ = du
η . Àíçàöè

i ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ, îòðèìàíi äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.44) ç âèêîðèñ-

òàííÿì îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð ç òàáëèöi 3.8, íàâåäåíî â òàáëèöi 3.9. Ðå-

äóêöi¨, ïîâ'ÿçàíi ç ïiäàëãåáðîþ g0, íå ðîçãëÿäàþòüñÿ, îñêiëüêè ïðèâîäÿòü

òiëüêè äî ñòàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ðåäóêöi¨ çà ïiäàëãåáðàìè g1′.1, ga1′.2 òà g2′

íå íàâîäèìî, îñêiëüêè öi ïiäàëãåáðè ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ïiäàëãåáð

g1.1, ga1.2 òà g2 ó âèïàäêó n = 1. Äëÿ âèïàäêó 1′ρ=2 ðåäóêöiþ íå âèêî-

íó¹ìî òîìó, ùî öåé âèïàäîê åêâiâàëåíòíèé äî 1′ρ=−1. Äiéñíî, ðiâíÿííÿ

ut+uux+λt2uxxx+δt4uxxxxx=0 òà u′t′+u
′u′x′+λ/t

′u′x′x′x′+δ/t
′u′x′x′x′x′x′=0

ïîâ'ÿçàíi ïåðåòâîðåííÿì t′ = 1/t, x′ = −x/t, u′ = tu− x.
Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (ω+a)ϕ′+ϕ = 0 ç òàáëèöi 3.9,

äà¹ �âèðîäæåíèé� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.44) äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü β(t)

òà σ(t), à ñàìå u = (x+ c)/(t+ a), äå c òà a � äîâiëüíi ñòàëi. Ïåðåòâîðåí-
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íÿ (Á.31) äà¹ �âèðîäæåíèé� òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.40) âèãëÿäó

u =
x+ c∫

α(t)dt+ a
. (3.48)

Ðîçãëÿíåìî ðåäóêîâàíi çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ï'ÿòîãî ïî-

ðÿäêó ç òàáëèöi 3.9. Âèïàäêè 3 i 3′ âiäïîâiäàþòü óçàãàëüíåíèì ðiâíÿííÿì

Êàâàõàðè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âiäïîâiäíi çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ äåòàëüíî âèâ÷åíî (äèâ., íàïðèêëàä, [47, 100, 189, 243] i ïîñèëà-

ííÿ ó öèõ äæåðåëàõ). Çîñåðåäèìî íàøó óâàãó íà âèïàäêàõ çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè.

3.3.4. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, ùî çâîäÿòüñÿ äî âiäïîâiäíèêiâ

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ó íåäàâíiõ ðîáîòàõ [180, 323] çàñòîñîâà-

íî ðiçíîìàíiòíi ìåòîäè çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Êàâàõà-

ðè ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä ÷àñó. Â îáîõ ñòàòòÿõ îòðèìàíî òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâi îáìåæåí-

íÿ, à ñàìå, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè ïðîïîðöiéíi îäèí îäíîìó. Ç òåîðåìè 3.23

âèïëèâà¹, ùî òàêi ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëàñó (3.39) çâî-

äÿòüñÿ äî ðiâíÿíü Êàâàõàðè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Íà íàø ïîãëÿä, îïòèìàëüíèé ñïîñiá îòðèìàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (3.39), ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

ç öüîãî êëàñó, � öå âçÿòè âiäîìi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôi-

öi¹íòàìè i çðîáèòè âiäïîâiäíó çàìiíó çìiííèõ. Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ïîáó-

äóâàòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê íå òiëüêè äëÿ âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè â (3.39)

ïðîïîðöiéíi, àëå é äëÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó (3.39) ç n = 1, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (Á.26).

Âiäïîâiäíi çàìiíè çìiííèõ îòðèìà¹ìî, âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 3.21 äëÿ

âèïàäêiâ n 6= 1 òà n = 1. Ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ: ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.39)

ut + α(t)unux + β̃α(t)uxxx + σ̃α(t)uxxxxx = 0 (3.49)

òà

ut + α(t)uux + β̃α(t)(δ3

∫
α(t)dt+ δ4)uxxx
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+ σ̃α(t)(δ3

∫
α(t)dt+ δ4)

3uxxxxx = 0, (3.50)

äå α(t) � ãëàäêà ôóíêöiÿ, ùî íå ìà¹ íóëiâ, çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü Êàâàõàðè

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

ũt̃ + α̃ũnũx̃ + β̃ũx̃x̃x̃ + σ̃ũx̃x̃x̃x̃x̃ = 0 (3.51)

òà

ũt̃ + α̃ũũx̃ + β̃ũx̃x̃x̃ + σ̃ũx̃x̃x̃x̃x̃ = 0 (3.52)

çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü

t̃ =
∫
α(t)dt, x̃ = x, ũ = α̃−

1
nu

òà

t̃ =
∫
α(t)(δ3

∫
α(t)dt+ δ4)

−2dt,

x̃ = (x+ δ1)(δ3

∫
α(t)dt+ δ4)

−1,

ũ =
(
(δ3

∫
α(t)dt+ δ4)u− (x+ δ1)δ3

)
/α̃,

(3.53)

âiäïîâiäíî. Òóò α̃, β̃, σ̃ òà δi, i = 1, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó

α̃β̃σ̃(δ2
3 + δ2

4) 6= 0.

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè (3.52) òèïó áiæó÷î¨

õâèëi:

ũ = −264992σ̃2κ5 − 7280β̃σ̃κ3 − 31β̃2k + 507σ̃µ

507α̃σ̃κ

− 280κ2(β̃ − 104σ̃κ2)

13α̃
th2(κx̃+ µt̃+ χ)

− 1680σ̃κ4

α̃
th4(κx̃+ µt̃+ χ)

äå κ = ±
√
−13β̃σ̃
26σ̃ , µ, χ � äîâiëüíi ñòàëi [189]. Âiäïîâiäíèé òî÷íèé

ðîçâ'ÿçîê (3.50), îòðèìàíèé ç âèêîðèñòàííÿì (3.53), ìà¹ âèãëÿä

u =
1

δ3

∫
α(t)dt+δ4

(
δ3(x+ δ1)−

280

13
κ2(β̃−104σ̃κ2) th2(κx̃+µt̃+ χ)
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− 264992 σ̃2κ5−7280β̃σ̃κ3 − 31β̃2κ+ 507σ̃µ

507σ̃κ

− 1680σ̃κ4 th4(κx̃+ µt̃+ χ)

)
,

äå t̃ =
∫
α(t)(δ3

∫
α(t)dt+ δ4)

−2dt, x̃ = (x+ δ1)(δ3

∫
α(t)dt+ δ4)

−1; δ1, µ òà

χ � äîâiëüíi ñòàëi, à κ = ±
√
−13β̃σ̃
26σ̃ .

Ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿííÿ (3.49) ïðè n = 2 ìà¹ âèãëÿä

u =
40k2σ̃ − β̃√
−10σ̃

(3.54)

+ 6k2
√
−10σ̃ th2

(
kx+

k

10σ̃
(240k4σ̃2 + β̃2)

∫
α(t)dt+ χ

)
,

äå k òà χ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó k 6= 0. Íà ðèñ. 1�3 íàâåäåíî ãðà-

ôiêè ðîçâ'ÿçêó (3.54) ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ i ðiçíèõ ÷àñîâèõ

íåîäíîðiäíîñòÿõ.

Ðèñ. 3.1: Ðîçâ'ÿçîê (3.54) ïðè

α(t) = 1/t, σ = −0.1, β = −1,

k = 1, χ = 0.

Ðèñ. 3.2: Ðîçâ'ÿçîê (3.54) ïðè

α(t) = 1/t2, σ = −0.1, β = −1,

k = 1, χ = −17.

Ðèñ. 3.3: Ðîçâ'ÿçîê (3.54) ïðè

α(t) =
√
t, σ = −0.1, β = −1,

k = 1, χ = 15.

3.3.5. Âèêîðèñòàííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äëÿ ïîáóäîâè ÷èñåëü-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ï'ÿòîãî ïîðÿäêó, íàâåäåíèõ ó âèïàäêàõ 1, 2 òà 4′ òàáëèöi 3.9, íåâiäîìi.

Àëå íàñ áiëüøå öiêàâèòü ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ìîäåëåé çi çìiííèìè êî-

åôiöi¹íòàìè. Îòðèìàíi ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ áóäóòü êîðèñíi ïðè çíàõîäæåííi
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ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (3.39) ç êðàéîâèìè óìîâàìè, iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî

âiäïîâiäíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ [65].

Ðîçãëÿíåìî êëàñ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êàâàõàðè

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut + unux + λtρuxxx + δt
5ρ+2

3 uxxxxx = 0, t > t0, x > 0, n ∈ N, (3.55)

u(t, 0) = γ0t
ρ−2
3n , ∂ iu(t,x)

∂xi

∣∣∣∣
x=0

= γit
ρ−2−n(ρ+1)i

3n , t > t0, i = 1, . . . , 4, (3.56)

äå γi, i = 0, . . . , 4, λ òà δ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó γ0λδ 6= 0.

I ðiâíÿííÿ, i êðàéîâi óìîâè ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî îïåðàòîðà ñè-

ìåòði¨ Q = 3nt∂t + (ρ + 1)nx∂x + (ρ − 2)u∂u (âèïàäîê 1 òàáëèöi 3.6).

Âèêîðèñòàâøè âiäïîâiäíèé àíçàö (âèïàäîê 1ρ6=−1 òàáëèöi 3.9), öþ çàäà÷ó

ìîæíà çâåñòè äî çàäà÷i Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ï'ÿòîãî ïîðÿäêó

δϕ′′′′′ + λϕ′′′ +
(
ϕn − ρ+1

3 ω
)
ϕ′ + ρ−2

3n ϕ = 0,

ϕ(0) = γ0,
d iϕ(ω)

dωi

∣∣∣∣
ω=0

= γi, i = 1, . . . , 4.
(3.57)

Ïiñëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i Êîøi âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê êðà-

éîâî¨ çàäà÷i (3.55)�(3.56) ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ

ïîäiáíîñòi u = t
ρ−2
3n ϕ(ω) ïðè ω = xt−

ρ+1
3 .

Ïðîiëþñòðó¹ìî âèêîðèñòàííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äëÿ ïîáóäîâè ÷èñåëü-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Êàâàõàðè ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä ÷àñó, íà

ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 3.29. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

vt + vx + 3
2εvvx + 1

2κvxxx + 1
2γvxxxxx = 0

ÿêå îïèñó¹ ïîøèðåííÿ äîâãèõ íåëiíiéíèõ õâèëü ó âîäi, ïîêðèòié êðèãîþ

[10,28,34,157,211]. Òóò

ε =
a

H
, κ =

h

ρωgλ2
(σ0 − σxx), γ =

Eh3

12(1− ν2)ρωgλ4
,
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v � áåçðîçìiðíà àìïëiòóäà êîëèâàíü ïiäêðèæíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè âiäíîñíî

ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, a � õàðàêòåðèñòè÷íà àìïëiòóäà

õâèëi, H � ãëèáèíà ðiäèíè, 2πλ � õàðàêòåðèñòè÷íà äîâæèíà õâèëi, ρω �

ãóñòèíà ðiäèíè, ρi � ãóñòèíà êðèãè; h, E, i ν � òîâùèíà, ìîäóëü Þíãà

i êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà äëÿ êðèãè, âiäïîâiäíî; σxx � êîìïîíåíòà òåíçîðà

íàïðóæåíü êðèæàíîãî ïîêðèâó, σ0 = gH[ρωH/(3h) + ρi]. Ïðèïóñêà¹òüñÿ,

ùî σxx ≈ 105 Í
ì2 � öå ðåçóëüòàò äi¨ çîâíiøíiõ ñèë [157].

Òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî çðîñòàííÿ òîâùèíè êðèãè îïèñó¹òüñÿ çàêîíîì

h = 0.04
√
t. Öå çà ïåâíèõ ïîãîäíèõ óìîâ äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç äàíèìè,

îòðèìàíèìè äëÿ Àçîâñüêîãî ìîðÿ çà 240 ãîäèí ñïîñòåðåæåíü, ïî÷èíàþ÷è

ç òîâùèíè êðèãè h = 0, 1ì [3]. Òîäi äëÿ çíà÷åíü λ ≈ 100ì, H ≈ 10ì,

E ≈ 3 · 109 Í
ì2 , a ≈ 0,1ì, ρω ≈ 1030 êã

ì3 , ρω ≈ 916 êã
ì3 òà σ0 ≈ 1,2 · 106 Í

ì2 , ðîç-

ðàõîâàíèõ äëÿ ñåðåäíüî¨ òîâùèíè êðèãè ha ≈ 0,3ì, îòðèìà¹ìî ìîäåëüíå

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

vt + vx + αvvx + λt
1
2vxxx + δt

3
2vxxxxx = 0,

äå α = 1,5 · 10−2, β ≈ 2,20215 · 10−5 òà δ ≈ 1,05566 · 10−8 (ïiñëÿ ïåðåâå-

äåííÿ ÷àñó â çìiííèõ E, σ0 òà σxx ó ãîäèíè). Ùîá çâåñòè öå ðiâíÿííÿ äî

âèãëÿäó (3.55), çðîáèìî çàìiíó çàëåæíî¨ çìiííî¨ u = 1 + αv. Îòðèìà¹ìî

Ðèñ. 3.4: Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.60), γ0 =

1/120.

0

5

10

x

50

100

150

200

t

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

u

Ðèñ. 3.5: Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.58)�

(3.59), γ0 = 1/120.
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ðiâíÿííÿ

ut + uux + λt
1
2uxxx + δt

3
2uxxxxx = 0, (3.58)

â ÿêîìó λ òà δ çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè. Ðîçãëÿíåìî êðàéîâi óìîâè

u(t, 0) = γ0t
− 1

2 , ux(t, 0) = uxx(t, 0) = uxxx(t, 0) = uxxxx(t, 0) = 0, (3.59)

ùî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îïåðàòîðà ìàñøòàáíî¨ ñèìåòði¨ 2t∂t + x∂x − u∂u
îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ. Òàêà êðàéîâà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi

δϕ′′′′′ + λϕ′′′ +
(
ϕ− 1

2ω
)
ϕ′ − 1

2ϕ = 0,

ϕ(0) = γ0, ϕ′(0) = ϕ′′(0) = ϕ′′′(0) = ϕ′′′′(0) = 0.
(3.60)

×èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i íàâåäåíî íà ðèñ. 4. Âiäïî-

âiäíèé ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.58) ç êðàéîâèìè óìîâàìè (3.56)

íàâåäåíî íà ðèñ. 5.

Çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ. Â öüîìó ðîçäiëi âè÷åðïíî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (3.39) óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êàâàõàðè

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îòðèìàíî íîâi íåëiíiéíi ìîäåëi çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè, ùî äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Öå ñòàëî

ìîæëèâèì çàâäÿêè êàëiáðóâàííþ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó, à ñàìå êàëiá-

ðóâàííþ α = 1. Âèêîðèñòàííÿ ðiçíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ âèïàäêiâ

n 6= 1 òà n = 1, ÿêi áóëî çíàéäåíî â õîäi âèâ÷åííÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü ó êëàñi (3.39), äîçâîëèëî ïîäàòè êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê ó ïðîñòié

i ñòèñëié ôîðìi. Òàêîæ ïîáóäîâàíî çàêîíè çáåðåæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó

äëÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó (3.44), ùî çàäàþòüñÿ çáåðåæíèìè âåêòîðàìè ç õàðàê-

òåðèñòèêàìè 1 òà u:(
u, 1

n+1 α(t)un+1+β(t)uxx+σ(t)uxxxx
)
,(

1
2u

2, 1
n+2 α(t)un+2+β(t)

(
uuxx− 1

2u
2
x

)
+σ(t)

(
uuxxxx−uxuxxx+ 1

2u
2
xx

))
.

Öå � çàêîíè çáåðåæåííÿ iìïóëüñó i åíåðãi¨ âiäïîâiäíî.
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3.4. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ i çàêîíè çáåðåæåííÿ

ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè

Íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òðåòüîãî ïîðÿäêó

ut + ux + uux − uxxt = 0,

ùî íàçèâà¹òüñÿ òåïåð ðiâíÿííÿì Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi, ç'ÿâèëîñÿ

â [53,246] â ÿêîñòi àëüòåðíàòèâíî¨ (ðiâíÿííþ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà) ìîäåëi

îäíîñïðÿìîâàíîãî ïîøèðåííÿ ïîìiðíî äîâãèõ õâèëü íåâåëèêî¨ ñêií÷åííî¨

àìïëiòóäè â ñèñòåìàõ, ÿêi äåìîíñòðóþòü íåëiíiéíi i äèñïåðñiéíi åôåêòè.

×èñåëüíi äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëè, ùî ðiâíÿííÿ Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi

äîïóñêà¹ ñîëiòîííi ðîçâ'ÿçêè, âçà¹ìîäiÿ ÿêèõ íååëàñòè÷íà, õî÷à i áëèçüêà

äî åëàñòè÷íî¨ [36,73].

Äëÿ åêâiâàëåíòíî¨ ôîðìè öüîãî ðiâíÿííÿ ut = uux+uxxt äîâåäåíî [105],

ùî âîíî íå ìà¹ çáåðåæíèõ âåëè÷èí, îêðiì çíàéäåíèõ Ò. Áåíäæàìiíîì,

Äæ. Áîíîì òà Äæ. Ìàõîíi: u (ìàñà), (u2 + u2
x)/2 (åíåðãiÿ) òà u3/3 (iì-

ïóëüñ). Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ òà âiäïîâiäíi ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ Áåíäæàìiíà�

Áîíà�Ìàõîíi ó íàâåäåíié åêâiâàëåíòíié ôîðìi îòðèìàíî â [186] (öi ðåçóëü-

òàòè òàêîæ íàâåäåíî â [154, ñ. 194�196]). Âñòàíîâëåíî, ùî ìàêñèìàëüíà

àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ òðèâèìiðíîþ àëãåáðîþ Ëi òè-

ïó A2.1 ⊕ A1, ÿêó ïîðîäæåíî âåêòîðíèìè ïîëÿìè ∂t, t∂t − u∂u òà ∂x.
Iñíó¹ êiëüêà íåäàâíiõ ðîáiò (äèâ. [217] i ïîñèëàííÿ òàì æå), ïðèñâÿ-

÷åíèõ âèâ÷åííþ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó

ut + f(t)ux + g(t)uux + h(t)uxxt = 0, (3.61)

äå f , g òà h � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó gh 6= 0. Îäíàê

æîäíà ç öèõ ðîáiò íå ìiñòèòü âè÷åðïíèõ i ïîâíiñòþ ïðàâèëüíèõ ðåçóëüòà-

òiâ. Çàïîâíèìî öþ ïðîãàëèíó, âèêîíàâøè âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ
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ðiâíÿíü ç êëàñó (3.61) i ïðîêëàñèôiêóâàâøè ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

öèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 3.30. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 êëàñó (3.61) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u+ δ4,

f̃ =
δ1

Ttδ3
(δ3f − δ4g), g̃ =

δ1

Ttδ3
g, h̃ = δ2

1h,

äå δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0; T = T (t) �

äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ ç Tt 6= 0. Êëàñ (3.61) íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àé-

íîìó ñåíñi.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ðiâíÿííÿìè ç êëà-

ñó (3.61) iíäóêó¹òüñÿ åëåìåíòîì ãðóïè G∼1 . Ùîá âèçíà÷èòè, ÿêi ðiâíÿííÿ

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó (3.61) ìàþòü âiäïîâiäíèêiâ çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè, ïðèïóñêà¹ìî, ùî â ïåðåòâîðåííÿõ åêâiâàëåíòíîñòi äîâiëü-

íi åëåìåíòè f̃ , g̃ òà h̃ ¹ ñòàëèìè. Öå ïðèâîäèòü äî òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.31. Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëàñó (3.61)

çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç öüîãî æ êëàñó çà

äîïîìîãîþ òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíi

êîåôiöi¹íòè f , g òà h çàäîâîëüíÿþòü óìîâè(
f

g

)
t

= ht = 0,

òîáòî h ¹ ñòàëîþ, à ôóíêöiÿ f ïðîïîðöiéíà äî g.

Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿþòü ñïðîñòèòè îá÷èñëåííÿ çà

ðàõóíîê çìåíøåííÿ êiëüêîñòi äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Íàïðèêëàä, ìîæíà âè-

êîíàòè êàëiáðóâàííÿ g = 1, âèêîðèñòàâøè ñiì'þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

t̃ =
∫
g(t)dt, x̃ = x, ũ = u, (3.62)

ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíèì åëåìåíòîì g i ïîâ'ÿçàíèõ ç ïåðåòâîðåííÿìè

åêâiâàëåíòíîñòi ç ãðóïè G∼1 . Òîäi iíøi äîâiëüíi åëåìåíòè f̃(t̃) = f(t)/g(t)
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òà h̃(t̃) = h(t). Òóò i äàëi iíòåãðàë âiä t ñëiä ðîçóìiòè ÿê äåÿêó ôiêñîâàíó

ïåðâiñíó.

Îòæå, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ëèøå êëàñ

ut + f(t)ux + uux + h(t)uxxt = 0. (3.63)

Îñêiëüêè êëàñ (3.61) ¹ íîðìàëiçîâàíèì, ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi éîãî ïiä-

êëàñó (3.63) ìîæíà çíàéòè ÿê ïiäãðóïó ãðóïè G∼1 , åëåìåíòè ÿêî¨ çáåðiãà-

þòü êàëiáðóâàííÿ g = 1.

Íàñëiäîê 3.32. Êëàñ (3.63) ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Éîãî

çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼2 ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
δ1

δ3
t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u+ δ4, f̃ = δ3f − δ4, h̃ = δ2

1h,

äå δj, j = 0, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0.

Ó êëàñi (3.63) íåìà¹ ðiâíÿíü ç iñòèííî çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi

çâîäÿòüñÿ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè ç öüîãî æ êëàñó.

3.4.1. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè, çàïðîïîíîâàíèé ó [309].

Öåé ìåòîä âæå óñïiøíî çàñòîñîâàíî äî êiëüêîõ êëàñiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (äèâ., íàïðèêëàä, [306]).

Êëàñ (3.61) ìîæíà âiäîáðàçèòè â àíàëîãi÷íèé êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òðåòüîãî ïîðÿäêó

ut + uux + h(t)uxxt = l(t), h 6= 0. (3.64)

Âiäîáðàæåííÿ ðåàëiçó¹òüñÿ ñiì'¹þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

t̃ =
∫
g(t)dt, x̃ = x, ũ = u+

f(t)

g(t)
, (3.65)

ïàðàìåòðèçîâàíèõ äâîìà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè êëàñó (3.61). Äîâiëüíi

åëåìåíòè â ðiâíÿííÿõ-îáðàçàõ íàáóâàþòü çíà÷åíü (òèëüäè â (3.64) îïóùå-

íî) h̃(t̃) = h(t), l(t̃) = 1
g(t)

(
f(t)
g(t)

)
t
. Âiäïîâiäíî äî ìåòîäó âiäîáðàæåííÿ ìiæ
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êëàñàìè, ñïî÷àòêó êëàñèôiêó¹ìî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ êëàñó-îáðàçó (3.64),

à ïîòiì âèêîðèñòà¹ìî ñiì'þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü (3.65), ùîá ïîøèðèòè

ðåçóëüòàò íà ïî÷àòêîâèé êëàñ (3.61).

Ùîá åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëà-

ñó (3.64), äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â öüîìó êëàñi øóêà¹ìî ïðÿìèì ìåòî-

äîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, òàêi ïåðåòâîðåííÿ âè÷åðïóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè çi

çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó.

Òåîðåìà 3.33. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼3 êëàñó (3.64) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
δ1

δ3
t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u, h̃ = δ2

1h, l̃ =
δ2

3

δ1
l,

äå δj, j = 0, 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0. Êëàñ (3.64) ¹

íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íèé iíôiíiòåçèìàëüíèé ìåòîä Ëi, îòðèìà¹ìî

ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.64). Ðåçóëüòàòè ñôîðìó-

ëþ¹ìî ó âèãëÿäi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.34. ßäðîì ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü ç êëàñó (3.64) ¹ îäíîâèìiðíà àëãåáðà 〈∂x〉. Óñi ìîæëèâi G∼3 -íå-

åêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâà-

ðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1� 4 òàáëèöi 3.10.

Çàóâàæåííÿ 3.35. Íàéáiëüø çàãàëüíi âèãëÿäè ôóíêöié h òà l, ùî âiä-

ïîâiäàþòü ðiâíÿííÿì ç êëàñó (3.64) ç ðîçøèðåííÿìè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨:

1. h = λ1(εt+ κ)ρ, l = λ2(εt+ κ)
ρ−4
2 :

Amax = 〈∂x, 2(εt+ κ)∂t + ερx∂x + ε(ρ− 2)u∂u〉;
2. h = λ1e

σt, l = λ2e
1
2σt: Amax = 〈∂x, 2∂t + σx∂x + σu∂u〉;

3. h = λ1, l = λ2: Amax = 〈∂x, ∂t〉;
4. h = λ1, l = 0: Amax = 〈∂x, ∂t, t∂t − u∂u〉.

Òóò λ1, λ2, ε, κ òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó λ1σε 6= 0. Êðiì òîãî,

ó âèïàäêó 1 (ρ, λ2) 6= (0, 0), à ó âèïàäêó 3 λ2 6= 0. Çìiíþþ÷è äîâiëüíi

ñòàëi λ1 òà λ2, ìíîæèíó çíà÷åíü ñòàëî¨ ε ìîæíà çâóçèòè äî ±1.
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Òàáë. 3.10: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (3.64) ç òî÷íiñòþ äî G∼3 -åêâiâàëåíòíîñòi.

� h(t) l(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂x

1 εtρ λt
ρ−4
2 ∂x, 2t∂t + ρx∂x + (ρ− 2)u∂u

2 εet λe
1
2
t ∂x, 2∂t + x∂x + u∂u

3 ε 1 ∂x, ∂t

4 ε 0 ∂x, ∂t, t∂t − u∂u

Òóò ρ òà λ � äîâiëüíi ñòàëi, ε = ±1 mod G∼3 . Ó âèïàäêó 1 (ρ, λ) 6= (0, 0).

Ó íàñòóïíîìó ïðèêëàäi ïîêàçàíî, ÿê âiäíîâèòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

êëàñó (3.61), âèêîðèñòàâøè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ êëàñó (3.64).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 1 òàáëèöi 3.10, ðîçøèðåíèé ïåðåòâîðåííÿìè åêâi-

âàëåíòíîñòi ç G∼3 , òîáòî ïåðøèé âèïàäîê, íàâåäåíèé ó çàóâàæåííi 3.35,

äå h̃ = λ1(εt̃ + κ)ρ, l = λ2(εt̃ + κ)
ρ−4
2 . Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ T :=

∫
g(t)dt.

Îñêiëüêè t̃=T òà l(T )=(f/g)t/g, ìà¹ìî (f/g)t=λ2g(t)(εT + κ)
ρ−4
2 . Òîäi

f(t) =

λ2g(t)
(

2
ε(ρ−2)(εT + κ)

ρ−2
2 + λ3

)
, ÿêùî ρ 6= 2,

λ2g(t)
(

1
ε ln(εT + κ) + λ3

)
, ÿêùî ρ = 2.

Ïiñëÿ ïåðåïîçíà÷åííÿ ñòàëèõ λi, i = 1, 2, 3, îòðèìà¹ìî, âiäïîâiäíî, âè-

ïàäêè 1 i 2 òàáëèöi 3.12. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ ëi-

¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ íåîáõiäíî âèêîíàòè çàìiíó çìiííèõ t̃ = T , x̃ = x,

ũ = u+µ2(εT+κ)
ρ−2
2 +µ3 (âiäïîâiäíî, ũ = u+µ2 ln(εT+κ)+µ3 ó âèïàäêó 2)

ó âèðàçàõ äëÿ îïåðàòîðiâX1 = ∂x̃ òàX2 = 2(εt̃+κ)∂t̃+ερx̃∂x̃+ε(ρ−2)ũ∂ũ.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî îáðàçè äâîõ ðiçíèõ íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøè-

ðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi (3.61) (âèïàäêè 1 i 2 òàáëèöi 3.11) íàëåæàòü

äî îäíîãî é òîãî æ âèïàäêó ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ êëàñó (3.64)

(âèïàäîê 1 òàáëèöi 3.10).

Iíøi âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òåîðåìà 3.36. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (3.63) � öå îäíîâèìiðíà àëãåáðà 〈∂x〉. Óñi ìîæëèâi G∼2 -íå-
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Òàáë. 3.11: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (3.63) ç òî÷íiñòþ äî G∼2 -åêâiâàëåíòíîñòi.

� h(t) f(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂x

1 εtρ λt
ρ−2
2 ∂x, 2t∂t + ρx∂x + (ρ− 2)u∂u

2 εt2 ln t ∂x, t∂t + x∂x − ∂u

3 εet λe
1
2
t ∂x, 2∂t + x∂x + u∂u

4 ε t ∂x, ∂t − ∂u

5 ε 0 ∂x, ∂t, t∂t − u∂u

Òóò ρ òà λ � äîâiëüíi ñòàëi, ε = ±1 mod G∼2 . Ó âèïàäêó 1 (ρ, λ) 6= (0, 0).

Òàáë. 3.12: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (3.61) áåç âèêîðèñòàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

� h(t) f(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂x

1 µ1(εT + κ)ρ µ2g(εT + κ)
ρ−2
2 + µ3g ∂x,

2
g (εT + κ)∂t + ερx∂x + ε(ρ− 2)(u+ µ3)∂u

2 µ1(εT + κ)2 µ2g ln(εT + κ) + µ3g ∂x,
1
g (εT + κ)∂t + εx∂x − εµ2∂u

3 µ1 exp(σT ) µ2g exp(12σT ) + µ3g ∂x,
2
g∂t + σx∂x + σ(u+ µ3)∂u

4 µ1 µ2gT + µ3g ∂x,
1
g∂t − µ2∂u

5 µ1 µ3g ∂x,
1
g∂t,

T
g ∂t − (u+ µ3)∂u

Òóò g � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ùî íå ìà¹ íóëiâ; T =
∫
g(t) dt; ε = ±1; µ1, µ2, µ3, ν

òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó µ1λ 6= 0. Ó âèïàäêó 1 ρµ2 6= 0; ó âèïàäêó 4

µ2 6= 0.

åêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ âè÷åðïóþòüñÿ âè-

ïàäêàìè 1�5 òàáëèöi 3.11.

Íàñëiäîê 3.37. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (3.61) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -

åêâiâàëåíòíîñòi ïðèâîäèòü äî ñïèñêó, íàâåäåíîãî â òàáëèöi 3.10, äå äî-

âiëüíèé åëåìåíò g ââàæà¹òüñÿ ðiâíèì 1.

Ùîá îòðèìàòè êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê äëÿ êëàñó (3.61), äå âèãëÿäè
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äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ íå ñïðîùåíî ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, çàñòî-

ñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ (3.62) â ïî¹äíàííi ç ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼2 äî ðiâíÿíü âèãëÿäó (3.63) ç f òà h, íàâåäåíèìè ó òà-

áëèöi 3.10. Áàçèñíi åëåìåíòè âiäïîâiäíèõ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi îòðèìàíî òèìè æ ïåðåòâîðåííÿìè. Ðåçóëüòàò (ïiñëÿ ïåðå-

ïîçíà÷åííÿ ñòàëèõ) íàâåäåíî â òàáëèöi 3.12. Äåòàëüíèé àëãîðèòì ïiäõî-

äó, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ îòðèìàííÿ íàéáiëüø çà-

ãàëüíèõ âèãëÿäiâ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ i áàçèñíèõ åëåìåíòiâ âiäïîâiäíèõ

ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ìîæíà çíàéòè â [299].

Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàòè [217] çi ñïèñêîì ó òàáëèöi 3.11, ïðèõîäèìî äî

âèñíîâêó, ùî íàâåäåíi â [217] ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ¹ ÷àñòêîâè-

ìè âèïàäêàìè âèïàäêiâ 1�5 òàáëèöi 3.11 äëÿ äåÿêèõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü

äîâiëüíîãî åëåìåíòà g. Íàïðèêëàä, âèïàäêè 4 i 10 êëàñèôiêàöiéíîãî ñïè-

ñêó [217, òàáë. 1] îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ òðèâèìiðíèõ ìàêñèìàëüíèõ àë-

ãåáð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Öi âèïàäêè ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè âèïàäêó 5

òàáëèöi 3.11 ïðè g = g0 = const òà g = g0e
kt.

3.4.2. Çàêîíè çáåðåæåííÿ. Ïðîêëàñèôiêó¹ìî (ëîêàëüíi) çàêîíè çáå-

ðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.61), çàñòîñîâóþ÷è íàéáiëüø ïðÿìèé ìåòîä,

ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà âèçíà÷åííi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ [43,44,235].

Êëàñèôiêàöiÿ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.61):

Âèïàäîê 0. Êîæíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.61) äîïóñêà¹ �ïðèðîäíèé� çàêîí

çáåðåæåííÿ çi ñòàëîþ õàðàêòåðèñòèêîþ λ1 = 1. Âiäïîâiäíi ãóñòèíà i ïîòiê

F 1 = u, G1 = f(t)u+
1

2
g(t)u2 + h(t)utx.

Äëÿ çàãàëüíèõ çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ f , g òà h ïîâ'ÿçàíèé ç íèìè

ïðîñòið çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ¹ îäíîâèìiðíèì.

Âèïàäîê 1.ßêùî äîâiëüíi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ((1/h)t/g)t =

0, à îòæå é h(t) =
(
ρ1

∫
g(t)dt+ ρ2

)−1
, äå ρ1 òà ρ2 � ñòàëi, ïðè÷î-

ìó (ρ1, ρ2) 6= (0, 0), òî ïðîñòið çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäïîâiäíîãî ðiâíÿí-

íÿ (3.61) ¹ ùîíàéìåíøå äâîâèìiðíèì. Äðóãèé îñíîâíèé çàêîí çáåðåæåííÿ
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ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá âií ìàâ õàðàêòåðèñòèêó, ãóñòèíó i ïîòiê

λ2 =
u

h
− ρ1

(
x−

∫
f(t)dt

)
, F 2 =

u2

2h(t)
− u2

x

2
− ρ1

(
x−

∫
f(t)dt

)
u,

G2 =
g(t)

3h(t)
u3 +

f(t)

2h(t)
u2 + uutx + ρ1h(t)ut

− ρ1

(
x−

∫
f(t)dt

)(
f(t)u+

1

2
g(t)u2 + h(t)utx

)
,

âiäïîâiäíî, äå (1/h)t/g = ρ1 = const.

Òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ç ñiì'¨ t̃ = ρ1

∫
g(t)dt + ρ2, x̃ = x, ũ = u/ρ1,

ïîâ'ÿçàíi ç ãðóïîþ G∼1 , çâîäÿòü êîæíå ðiâíÿííÿ öüîãî âèïàäêó ç ρ1 6= 0

äî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó ut + f(t)ux + uux + t−1utxx = 0 (òèëüäè îïóùåíî).

Âèïàäîê 2. Ùå îäèí âèïàäîê iç ïðèíàéìíi äâîâèìiðíèìè ïðîñòîðàìè

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ çàäà¹òüñÿ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó ((f/g)t/g)t = 0, òîáòî f(t) =
(
σ1

∫
g(t)dt+ σ2

)
g(t), äå σ1 òà σ2 �

äîâiëüíi ñòàëi. Äðóãèé îñíîâíèé çàêîí çáåðåæåííÿ ìîæíà âèáðàòè òàê,

ùîá âií ìàâ õàðàêòåðèñòèêó, ãóñòèíó i ïîòiê

λ3 = W 2 − 2σ1x+ 2
h

g
utx, F 3 =

1

3
W 3 − 2σ1xu−

1

3

f(t)3

g(t)3
,

G3 =
h(t)

g(t)
W 2

t +
h(t)2

g(t)
u2
tx + h(t)W 2utx − 2σ1h(t)xutx

− 2σ1f(t)xu− σ1g(t)xu2 +
g(t)

4
W 4,

âiäïîâiäíî, äå W = u+ f(t)/g(t), (f/g)t/g = σ1 = const.

Òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ç ñiì'¨ t̃ = σ1

∫
g(t)dt + σ2, x̃ = σ1x, ũ = u,

ïîâ'ÿçàíi ç ãðóïîþ G∼1 , çâîäÿòü áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ öüîãî âèïàäêó ç σ1 6= 0

äî âèãëÿäó ut + tux + uux + h(t)utxx = 0 (òèëüäè îïóùåíî).

Âèïàäîê 3. Ìàêñèìàëüíà ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðiâ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.61) äîðiâíþ¹ òðüîì i äîñÿãà¹òüñÿ ïðè ïåðåòèíi

âèïàäêiâ 1 i 2, äå äîâiëüíi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü îáèäâà îáìåæåííÿ

((f/g)t/g)t = 0 òà ((1/h)t/g)t = 0. Òîäi äëÿ êîæíîãî ç ïðîñòîðiâ áàçèñ

ñêëàäà¹òüñÿ ç çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ç õàðàêòåðèñòèêàìè λ1, λ2 òà λ3 i çáå-
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ðåæíèõ ñòðóìiâ (F 1, G1), (F 2, G2) òà (F 3, G3). Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåí-

íÿ (3.62), âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

ut + (σ1t+ σ2)ux + uux + (ρ1t+ ρ2)
−1utxx = 0.

Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü ç ãðóïèG∼2 ìîæëèâå ïîäàëüøå ñïðîùåííÿ. Íà-

ïðèêëàä, ÿêùî σ1 6= 0 àáî ρ1 6= 0, îäíó ç ëiíiéíèõ êîìáiíàöié (âiäïîâiäíî,

σ1t+ σ2 àáî ρ1t+ ρ2) ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíîþ t.

Äîáðå âèâ÷åíèé ïiäâèïàäîê âèïàäêó 3 ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíÿíü çi ñòàëè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè, äëÿ ÿêèõ ρ1 = σ1 = 0 [53, 105, 234]. Êîæíå ðiâíÿííÿ

âèãëÿäó (3.61) çi ñòàëèìè f , g òà h ìà¹ òðè ëiíiéíî íåçàëåæíi çàêîíè

çáåðåæåííÿ ç õàðàêòåðèñòèêàìè 1, u òà (u + f/g)2 + 2hutx/g. Âiäïîâiäíi

ãóñòèíè i ïîòîêè

F̃ 1 = u, G̃1 = fu+
g

2
u2 + hutx,

F̃ 2 =
u2

2
− hu

2
x

2
, G̃2 =

f

2
u2 +

g

3
u3 + huutx,

F̃ 3 =
1

3

(
u+

f

g

)3

, G̃3 =
h

g
u2
t +

h2

g
u2
tx + h

(
u+

f

g

)2

utx+
g

4

(
u+

f

g

)4

.

Ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè ç êëàñó (3.61) ìîæíà âiäîáðàçèòè â ðiâíÿííÿ ut = uux+ εuxxt,

äå ε = sgnh = ±1. Òîäi õàðàêòåðèñòèêè òà êîìïîíåíòè çáåðåæåíèõ ñòðó-

ìiâ âèùåçàçíà÷åíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ íàáóâàþòü âèãëÿäó (ïîð. [154,

p. 195])

λ1 = 1, F 1 = u, G1 = −1

2
u2 − εutx,

λ2 = εu, F 2 =
u2

2
+ ε

u2
x

2
, G2 = −1

3
u3 − εuutx,

λ3 = u2 + 2εutx, F 3 =
1

3
u3, G3 = εu2

t − u2
tx − εu2utx −

1

4
u4.

Ðåçóëüòàòè ùîäî çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âèÿâèëèñÿ öiëêîì î÷iêóâàíèìè

i âîäíî÷àñ íåòðèâiàëüíèìè. Âîíè ïðèðîäíèì ÷èíîì óçàãàëüíþþòü âiäîìi
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ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi çi ñòàëèìè êîåôiöi¹í-

òàìè, àëå ïîòðåáóþòü çàâåðøåííÿ íàéáiëüø çíà÷óùî¨ òà ñêëàäíî¨ ÷àñòè-

íè äîâåäåííÿ, äå àíàëîãi÷íî äî [105] âèçíà÷à¹òüñÿ âåðõíÿ ìåæà ïîðÿäêó

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

3.5. Çàñòîñóâàííÿ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi

â äîñëiäæåííi iíòåãðîâíîñòi

Ç êiíöÿ 1960-õ ðîêiâ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïîñòiéíèé iíòåðåñ äî âèâ÷åííÿ òî÷íî-

ðîçâ'ÿçíèõ (iíòåãðîâíèõ) äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè,. Òàê, ó ðîáîòi [125] áóëî çàïðîïîíîâàíî ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i

ðîçñiÿííÿ, i çàñòîñîâàíî éîãî äëÿ çíàõîäæåííÿ ñîëiòîííèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-

íÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà. Ïîíÿòòÿ ñîëiòîíó áóëî çàïðîïîíîâàíî ðàíiøå

â ðîáîòi [337]. Ó ðîáîòi [216] áóëî ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà âîëîäi¹ íåñêií÷åííèì íàáîðîì çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ÿê çàâãîäíî âè-

ñîêèõ ïîðÿäêiâ, i öÿ âëàñòèâiñòü âèÿâèëîñÿ òèïîâîþ äëÿ iíòåãðîâíèõ ðiâ-

íÿíü. Ó ðîáîòi [142] áóëî çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïðÿìèé ìåòîä (áiëiíiéíèé

ìåòîä Õiðîòè) äëÿ çíàõîäæåííÿ áàãàòîñîëiòîííèõ ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðîâíèõ

íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Íà âiäìiíó âiä ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà-

÷i ðîçñiÿííÿ, áiëiíiéíèé ìåòîä Õiðîòè ¹ àëãåáðà¨÷íèì, à íå àíàëiòè÷íèì.

Öi òà iíøi ìåòîäè áóëè ïîòiì çàñòîñîâàíi äî øèðîêîãî êîëà iíòåãðîâíèõ

ðiâíÿíü [281].

Ô. Êàëîäæåðî çàçíà÷àâ ó ðîáîòi [82], ùî iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ ìîæ-

íà ðîçäiëèòè íà òi, ÿêi ìîæíà ëiíåàðèçóâàòè çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíî¨

çàìiíè çìiííèõ (C-iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ) i òi, ùî iíòåãðóþòüñÿ ìåòîäîì

îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ (S-iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ).

Ñåðåä C-iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü ¹, íàïðèêëàä, âiäîìå ðiâíÿííÿ Áþð-

ãåðñà ut + uux = νuxx [81], ÿêå ëiíåàðèçó¹òüñÿ äî ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-

âiäíîñòi çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Êîóëà�Õîïôà [94, 144], ðiâíÿííÿ

Øàðìà�Òàññî�Îëâåðà ut + uxxx + 3u2ux + 3u2
x + 3uuxx = 0 [233, 282],
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ÿêå ¹ äðóãèì ÷ëåíîì i¹ðàðõi¨ Áþðãåðñà, ðiâíÿííÿ u−2-äèôóçi¨ (ðiâíÿííÿ

Ôóäæèòè�Ñòîðìà) ut = (u−2ux)x+au [69,291], ðiâíÿííÿ Ôîêàñà�Éîðòñîñà

ut = (u−2ux)x + au−2ux [111, 292]. Äîäàòêîâi ïðèêëàäè â ðîçìiðíîñòi 1+1

ìîæíà çíàéòè â ðîáîòi [82].

S-iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ â ðîçìiðíîñòi 1+1 âêëþ÷àþòü ðiâíÿí-

íÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà i ìîäèôiêîâàíi ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôði-

çà, ðiâíÿííÿ Ãàðäíåðà (êîìáiíîâàíå ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà)

ut + uux + u2ux + uxxx = 0 [215], öèëiíäðè÷íå ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà ut = uxxx + 6uux− 1
2tu [209], ðiâíÿííÿ Ãàðði Äèìà ut = u3uxxx [187],

ðiâíÿííÿ ñèíóñ-Ãîðäîíà utt− uxx + sinu = 0, i ò.ï. Äèâèñü iíøi ïðèêëàäè

S-iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü, íàïðèêëàä, ó åíöiêëîïåäi¨ [281].

Áiëüøiñòü iíòåãðîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè, äîñëiäæåíi ç òî÷êè çîðó òåîði¨ iíòåãðîâíîñòi, ¹ ðiâíÿííÿìè çi ñòà-

ëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îäíàê áàãàòî ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü, âàæëèâèõ äëÿ çà-

ñòîñóâàíü, ìàþòü êîåôiöi¹íòè, ùî ÿâíî çàëåæàòü âiä íåçàëåæíèõ çìií-

íèõ. Íàïðèêëàä, óçàãàëüíåíi ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, ùî îïèñóþòü ïîøèðåí-

íÿ ñëàáî íåëiíiéíèõ àêóñòè÷íèõ õâèëü ïiä âïëèâîì òåðìîâ'ÿçêî¨ äèôóçi¨

ìàþòü âèãëÿä ut + uux = g(t)uxx ïðè g 6= 0 [139] (öi ðiâíÿííÿ íå ¹ C-

iíòåãðîâíèìè, ÿêùî g íå ¹ ñòàëîþ). Ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà i êóái-

÷íå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè

ut + f(t)uux + g(t)uxxx = 0 i iut + f(t)uxx + g(t)|u|2u = 0, (3.66)

òàêîæ çóñòði÷àþòüñÿ â ðiçíèõ çàñòîñóâàííÿõ [129,130]. Òóò f , g � ãëàäêi

ôóíêöi¨ çìiííî¨ t, ùî íå ìàþòü íóëiâ.

Îñòàííiìè ðîêàìè îïóáëiêîâàíî áàãàòî ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñëiäæåí-

íþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi çìiííèìè êî-

åôiöi¹íòàìè. Áàãàòî ç íèõ ïðèñâÿ÷åíî çàñòîñóâàííþ òåñòó Ïåíëåâå äëÿ

âèîêðåìëåííÿ ïiäêëàñiâ iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü ç êëàñiâ ðiâíÿíü çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè, ïîáóäîâà çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ïàð Ëàêñà, à òàêîæ çíàõî-

äæåííÿ òî÷íèõ ñîëiòîííèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà äîïîìîãîþ áiëiíiéíîãî ìåòîäó

Õiðîòè. Îñêiëüêè iíîäi ìîäåëi çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè äîñèòü ñêëàäíi,



209

à ÷èñëî çìiííèõ êîåôiöi¹íòiâ âàðiþ¹òüñÿ âiä îäíîãî äî ï'ÿòè àáî íàâiòü äî

äåñÿòè â äåÿêèõ âèïàäêàõ, øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïàêåòè ñèìâîëüíèõ

îá÷èñëåíü äëÿ âèêîíàííÿ öèõ çàäà÷. Îäíàê ó áàãàòüîõ ðîáîòàõ íåõòóþòü

åêâiâàëåíòíiñòþ ìiæ ðiâíÿííÿìè â äîñëiäæóâàíîìó êëàñi, äèâ. îáãîâîðå-

ííÿ â ðîáîòi [264]. Õî÷à íàâiòü â ïiîíåðñüêèõ ðîáîòàõ ïî òî÷íîðîçâ'ÿçíèì

ìîäåëÿì áóëî ïîêàçàíî, ùî, ÿêùî iíòåãðîâíå ðiâíÿííÿ ïîâ'ÿçàíå ç iíøèì

ðiâíÿííÿì ïåâíîþ çìiíîþ çìiííèõ (òî÷êîâîþ àáî íåòî÷êîâîþ), òî îñòàí-

í¹ ðiâíÿííÿ òàêîæ ¹ iíòåãðîâíèì. Êëàñè÷íèìè ïðèêëàäàìè ¹ çâ'ÿçîê ìiæ

ðiâíÿííÿì Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà i ìîäèôiêîâàíèì ðiâíÿííÿìè Êîðòåâåãà�

äå Ôðiçà ÷åðåç ïåðåòâîðåííÿ Ìióðè, çâiäíiñòü ðiâíÿííÿ Ãàðäíåðà äî ìî-

äèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà [215], à òàêîæ öèëiíäðè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà äî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôði-

çà [171,209]. Iíøi ïðèêëàäè íàâåäåíî â ðîáîòi [172]. Ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿí-

íÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà i íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç çàëåæíèìè âiä

÷àñó êîåôiöi¹íòàìè (3.66) ïðîõîäÿòü òåñò Ïåíëåâå òîäi i òiëüêè òîäi, êî-

ëè êîåôiöi¹íòè f i g çàäîâîëüíÿþòü óìîâè g(t) = f(t)(a1

∫ t
f(s) ds + a0)

(âiäïîâiäíî. g(t) = f(t)/(a1

∫ t
f(s) ds + a0) ), äå a1, a0 � ñòàëi, ïðè÷îìó

a2
1 + a2

0 6= 0. Öi óìîâè ñïiâïàäàþòü ç óìîâàìè çâiäíîñòi ðiâíÿíü (3.66) äî

¨õ àíàëîãiâ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, îòðèìàíèìè â [129,130].

Iíøèé ñïîñiá ïîáóäîâè iíòåãðîâíèõ ìîäåëåé çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ç ÷ëåíiâ iíòåãðîâíèõ i¹ðàðõié çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè áóâ ïðåäñòàâëå-

íèé ó [114, òåîðåìà 3.1]. Áóäü-ÿêà �ëiíiéíà ñóïåðïîçèöiÿ� ÷ëåíiâ iíòåãðîâ-

íî¨ åâîëþöiéíî¨ i¹ðàðõi¨ ç äîâiëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè çàëåæíèìè âiä ÷àñó

âèÿâëÿ¹òüñÿ òàêîæ iíòåãðîâíîþ.

Çíàííÿ äîïóñòèìèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü â ïåâíîìó êëàñi äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, à

òàêîæ óìîâ çâiäíîñòi òàêèõ ðiâíÿíü äî ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

äîçâîëÿþòü îòðèìàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, çàêîíè çáåðåæåííÿ é iíøi ïîäiáíi

îá'¹êòè äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðîñòiøèì ñïîñîáîì, íiæ

øëÿõîì áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi êëàñó
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ðiâíÿíü òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-

òàìè.

3.5.1. Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü n-ãî ïî-

ðÿäêó. Ðîçãëÿíåìî êëàñ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü n-ãî ïî-

ðÿäêó

ut = H(t, x, u0, u1, . . . , un), (3.67)

äå n > 2, uj ≡ ∂ju/∂xj, j = 1, 2, . . . , i u0 ≡ u. Âèêîðèñòà¹ìî òàêi ïîçíà-

÷åííÿ äëÿ ïîõiäíèõ: ux = u1, uxx = u2, uxxx = u3, . . . . Çàãàëîì, íèæíié

iíäåêñ ôóíêöi¨ ïîçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà âiäïîâiäíîþ çìiííîþ, íà-

ïðèêëàä, ut ≡ ∂u/∂t, Hui ≡ ∂H/∂ui. Äëÿ íàâåäåíîãî âèùå êëàñó íàáið

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ H

ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Äîïîìiæíi ðiâíÿííÿ íà H äëÿ âèîêðåìëåííÿ åâîëþöié-

íèõ ðiâíÿíü ñåðåä âñiõ äâîâèìiðíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè n-ãî

ïîðÿäêó óòâîðþþòü ñèñòåìó

Huit = 0, i = 0, . . . , n− 1, Huitt = 0, i = 0, . . . , n− 2, . . . ,

ÿêà îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò H íå çàëåæèòü âiä ïîõiäíèõ ïî u,

ùî âêëþ÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ ïî t. Óìîâà ðiâíîñòi ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ

äî n ïðèçâîäèòü äî äîïîìiæíî¨ íåðiâíîñòi Hun 6= 0. Äëÿ êâàçiëiíiéíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äîâiëüíèé åëåìåíò H ¹ ëiíiéíèì ïî ïîõiäíèì âè-

ùîãî ïîðÿäêó un, òîáòî ïiäêëàñ Eql òàêèõ ðiâíÿíü âèäiëÿ¹òüñÿ ç óñüîãî

êëàñó (3.67) äîäàòêîâèì äîïîìiæíèì ðiâíÿííÿì Hunun = 0. Ïðåäñòàâëÿ-

þ÷è H â ôîðìi H = Fun+G i iíòåðïðåòóþ÷è F = F (t, x, u0, u1, . . . , un−1)

òà G = G(t, x, u0, u1, . . . , un−1) ÿê íîâi äîâiëüíi åëåìåíòè, ìè ïåðåïàðàìå-

òðèçîâó¹ìî ïiäêëàñ Eql. Ó òåðìiíàõ F òà G ñèñòåìà äîïîìiæíèõ ðiâíÿíü

i íåðiâíîñòåé äëÿ ïiäêëàñó Eql áóäå

Fuit = Guit = 0, i = 0, . . . , n− 1,

Fuitt = Guitt = 0, i = 0, . . . , n− 2, . . . ,

Fun = Gun = 0, F 6= 0.

(3.68)
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Íàêëàâøè äîäàòêîâi äîïîìiæíi ðiâíÿííÿ íà H (âiäïîâiäíî íà F òà G),

ìîæíà ïîáóäóâàòè äåðåâî âêëàäåíèõ ïiäêëàñiâ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëàíöþæîê âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ åâîëþ-

öiéíèõ ðiâíÿíü. Äîáðå âiäîìî ôîëüêëîðíå òâåðäæåííÿ [210], ùî áóäü-

ÿêèå êîíòàêòíå ïåðåòâîðåííÿ T , ùî ïîâ'ÿçó¹ äâà ôiêñîâàíi ðiâíÿí-

íÿ ut = H òà ũt̃ = H̃ ç êëàñó (3.67), ìà¹ âèãëÿä t̃ = T (t),

x̃ = X(t, x, u, ux), ũ = U(t, x, u, ux). Ó ïîðiâíÿííi iç çàãàëüíèì êîíòà-

êòíèì ïåðåòâîðåííÿì â ïðîñòîði ç êîîðäèíàòàìè (t, x, u) îñîáëèâiñòü ïî-

ëÿãà¹ â òîìó, ùî êîìïîíåíò ïåðåòâîðåííÿ äëÿ t çàëåæèòü òiëüêè âiä t,

à êîìïîíåíò ïåðåòâîðåííÿ äëÿ âñiõ çìiííèõ íå çàëåæèòü âiä ut. Ïðè-

ïóùåííÿ ïðî êîíòàêòíiñòü i íåâèðîäæåíiñòü äëÿ T çâîäÿòüñÿ äî óìîâ

(Ux +Uuux)Xux = (Xx +Xuux)Uux òà Tt 6= 0, rank ∂(X,U)/∂(x, u, ux) = 2,

âiäïîâiäíî. Ñòàíäàðòíå ïðîäîâæåííÿ T äî ïîõiäíèõ u1, . . . , un âèêîíó¹-

òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ïðàâèëà ëàíöþæêà, ÿêå äà¹ ũx̃ = V (t, x, u, ux), äå

V = (Ux + Uuux)/(Xx +Xuux) àáî V = Uux/Xux ÿêùî Xx +Xuux 6= 0 àáî

Xux 6= 0, âiäïîâiäíî, i ũi ≡ ∂iũ/∂x̃i = ((1/DxX)Dx)
i−1V , i = 2, . . . , n. Òóò

Dx = ∂x+ux∂u+utx∂ut +uxx∂ux + · · · îïåðàòîð ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
ïî çìiííié x. Ìîæëèâiñòü îäíî÷àñíîãî çíèêíåííÿ Xx + Xuux òà Xux âè-

êëþ÷à¹òüñÿ ïðèïóùåííÿì íåâèðîäæåíîñòi. Áiëüø òîãî, çi ñïiëüíîãî ïðè-

ïóùåííÿ ïðî êîíòàêòíiñòü i íåâèðîäæåíiñòü âèïëèâà¹ (Xu, Uu) 6= (0, 0).

Ïåðåòâîðåíèé äîâiëüíèé åëåìåíò H̃ äîðiâíþ¹

H̃ =
Uu −XuV

Tt
H +

Ut −XtV

Tt
.

Êîæíå ç íàâåäåíèõ âèùå êîíòàêòíèõ ïåðåòâîðåíü âiäîáðàæà¹ âåñü

êëàñ (3.67) íà ñåáå. Îòæå, éîãî ïðîäîâæåííÿ äî äîâiëüíîãî åëåìåíòà H

íàëåæèòü ãðóïi êîíòàêòíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi G∼c êëàñó (3.67), i áóäü-ÿêèé

åëåìåíò G∼c îòðèìó¹òüñÿ ç íüîãî òàêèì ÷èíîì. Iíøèìè ñëîâàìè, ãðóïà

åêâiâàëåíòíîñòi G∼c ïîðîäæó¹ âåñü ãðóïî¨ä êîíòàêòíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi G∼c
êëàñó (3.67), òîòáî öåé êëàñ ¹ êîíòàêòíî-íîðìàëiçîâàíèì, ùî, î÷åâèäíî,

ìà¹ íà óâàçi éîãî íîðìàëiçîâàíiñòü òàêîæ âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâî-

ðåíü. ßêùî n > 3, ïiäêëàñ Eql êâàçiëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü n-ãî
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ïîðÿäêó ìà¹ òó æ ãðóïó êîíòàêòíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi i òàêîæ ¹ êîíòàêòíî-

íîðìàëiçîâàíèì.

Êîæåí íàñòóïíèé ïiäêëàñ âèäiëÿ¹òüñÿ ç ïîïåðåäíüîãî øëÿõîì ïî-

ñëiäîâíîãî äîäàâàííÿ â ñèñòåìó (3.68) áiëüøîãî ÷èñëà ðiâíÿíü, çáå-

ðiãàþ÷è âëàñòèâiñòü çâè÷àéíî¨ íîðìàëiçîâàíîñòi. Äîäàòêîâi îáìåæåííÿ

Fu2 = · · · = Fun−1 = 0 (òîáòî, F = F (t, x, u, ux) ) ïðèçâîäÿòü äî ïðèí-

öèïîâîãî çâóæåííÿ ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi âiäïîâiäíîãî ïiäêëàñó: éîãî

êîíòàêòíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ñïiâïàäà¹ ç éîãî òî÷êîâîþ ãðóïîþ åêâi-

âàëåíòíîñòi. Òîìó ïðè ðîçãëÿäi ðiâíÿíü öüîãî ïiäêëàñó äîñèòü âèêîðè-

ñòîâóâàòè òiëüêè òî÷êîâó åêâiâàëåíòíiñòü. Íàêëàäàþ÷è äîäàòêîâi îáìå-

æåííÿ Fu1 = 0, ìè îòðèìó¹ìî ïiäêëàñ, â ÿêîìó x-êîìïîíåíò áóäü-ÿêîãî

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íå âêëþ÷à¹ u, Xu = 0, òîáòî âñå ïåðåòâî-

ðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çáåðiãàþòü âîëîêíà. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëà-

ñó ðiâíÿíü ïðè F , ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä t, F = F (t), ñêëàäà¹òüñÿ ç ïå-

ðåòâîðåíü, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Xxx = 0. Íàðåøòi, äëÿ ïiäêëàñó

ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = F (t)un +G(t, x, u0, u1, . . . , un−1), n > 2,

F 6= 0, Guiun−1 = 0, i = 1, . . . , n− 1,
(3.69)

áóäü-ÿêå ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ ëiíiéíèì ïî u, îñêiòüêè

Uuu = 0. Çiáðàâøè âñi âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ äîïóñòèìèõ ïåðå-

òâîðåíü â êëàñi (3.69), ÿêi âè÷åðïóþòüñÿ íàâåäåíèìè âèùå ðiâíÿííÿìè

Xu = Xxx = Uuu = 0, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî éîãî çâè÷àéíà ãðóïà

òî÷êîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = X1(t)x+X0(t), ũ = U 1(t, x)u+ U 0(t, x), (3.70)

F̃ =
(X1)n

Tt
F, G̃ =

1

Tt

[
U 1G−

(
n−1∑
k=0

(
n

k

)
U 1

(n−k)u(k) + U 0
(n)

)
F

+U 1
t u+ U 0

t −
X1
t x+X0

t

X1

(
(U 1u)x + U 0

x

)]
,

äå TtX1U 1 6= 0. Êëàñ (3.69) íîðìàëiçîâàíèé ïî âiäíîøåííþ äî öi¹¨ ãðóïè.
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3.5.2. Iíòåãðîâíi ïiäêëàñè â êëàñi ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ðîçãëÿíåìî êëàñ ðiâ-

íÿíü òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

âèãëÿäó

ut + a(t)uuxxx + b(t)uxuxx + c(t)u2ux + f(t)uux + g(t)uxxxxx

+ h(t)uxxx +m(t)u+ n(t)ux + k(t)xux = 0,
(3.71)

äå ôóíêöi¨ a, b, c, f , g, h, m, n, i k � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ÷àñîâî¨

çìiííî¨ t ïðè g(a2 + b2 + c2) 6= 0. Íåùîäàâíî áóëè âèâ÷åíi äåÿêi ïiäêëàñè

öüîãî êëàñó, çîêðåìà, â ðîáîòàõ [327,334,335].

Òàê, â [327] iíòåãðîâíiñòü ðiâíÿíü ç êëàñó (3.71) ïðè k = 0 (i ïåðå-

ïîçíà÷åíèìè êîåôiöi¹íòàìè f = d, g = l òà h = e) áóëî äîñëiäæåíî çà

äîïîìîãîþ òåñòó Ïåíëåâå. Áóëî âèÿâëåíî, ùî òàêi ðiâíÿííÿ ¹ iíòåãðîâíè-

ìè ïî Ïåíëåâå â íàñòóïíèõ òðüîõ âèïàäêàõ

I. b = a, c = µ1ae
∫
mdt, f = 2µ2a, g = a

5µ1
e−

∫
mdt, h = µ2

µ1
ae−

∫
m dt;

II. b = 2a, c = µ1ae
∫
mdt, f = 2µ1he

∫
m dt, g = 3a

10µ1
e−

∫
m dt;

III. b = 5
2a, c = µ1ae

∫
m dt, f = 2µ2a, g = a

5µ1
e−

∫
m dt, h = µ2

µ1
ae−

∫
mdt.

Ó âñiõ òðüîõ âèïàäêàõ µ1 òà µ2 � äîâiëüíi ñòàëèìè ïðè µ1 6= 0, ôóíêöi¨

a,m òà n� äîâiëüíi. Ó âèïàäêó II ôóíêöiÿ h òàêîæ ¹ äîâiëüíîþ. Òóò i äàëi

iíòåãðàë âiäíîñíî t ñëiä ðîçóìiòè ÿê ôiêñîâàíó ïåðâiñíó. Äëÿ ïåðøèõ äâîõ

âèïàäêiâ ïîáóäîâàíî N -ñîëiòîííi ðîçâ'ÿçêè, òîäi ÿê ó âèïàäêó III áóëè

ïðåäñòàâëåíi òiëüêè îäíî- i äâîñîëiòîííi ðîçâ'ÿçêè.

Òîé æå ïiäêëàñ ðiâíÿíü ïðè k = 0 áóëî ðîçãëÿíóòî ðàíiøå â [334]. Õî÷à

áóëî çàÿâëåíî, ùî i òåñò Ïåíëåâå, i âiäîáðàæåííÿ íà ïîâíiñòþ iíòåãðîâíi

àíàëîãè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè çàñòîñîâóâàëèñÿ äëÿ âèîêðåìëåííÿ ií-

òåãðîâíèõ âèïàäêiâ, N -ñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê, ïåðåòâîðåííÿ Áåêëóíäà i ïà-

ðà Ëàêñà áóëî ïîáóäîâàíî â öié ðîáîòi òiëüêè äëÿ ðiâíÿíü ç äîäàòêîâèìè

îáìåæåííÿìè a = b = 15gνe
∫
m dt, c = 45gν2e 2

∫
m dt, f = h = 0, äå ν �

íåíóëüîâà ñòàëà (ν = 1/ρ â ïîçíà÷åííÿõ [334]), ùî äà¹ ÷àñòèííèé ïiäâè-

ïàäîê âèïàäêó I. Iíøi iíòåãðîâíi âèïàäêè áóëè ïðîïóùåíi.
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Ó [335] òàêi îá'¹êòè áóëî ïîáóäîâàíî äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.71) ïðè

f = h = 0 (i ïåðåïîçíà÷åíèìè êîåôiöi¹íòàìè g = d òà k = l) ïðè îáìåæåí-

íÿõ a = b = 15gνe
∫

(m−2k) dt, c = 45gν2e 2
∫

(m−2k) dt. Áóëî òàêîæ çàçíà÷åíî,

ùî öi îáìåæåííÿ îòðèìàíi ÿê çà äîïîìîãîþ àíàëiçó Ïåíëåâå, òàê i çà äî-

ïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ âiäïîâiäíèõ ìîäåëåé çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè íà

¨õ ïîâíiñòþ iíòåãðîâíi àíàëîãàìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ôàêòè÷íî, öå

ðîçãëÿä ïðîñòî ïîøèðþ¹ ðåçóëüòàòè [334] íà âèïàäîê íåíóëüîâèõ k, õî÷à

ïàðàìåòð k íåñóòò¹âèé i éîãî ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíèì íóëþ çà äîïîìîãîþ

òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Ìè ïîêàæåìî, ùî âñi çãàäàíi âèïàäêè iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (3.71) çâîäÿòüñÿ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî âiäîìèõ iíòåãðîâíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ï'ÿòîãî ïîðÿäêó. Äëÿ äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè íàâîäè-

ìî ïîâíèé îïèñ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ìiæ ðiâíÿííÿìè öüîãî êëàñó.

Òåîðåìà 3.38. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëà-

ñó (3.71) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = α(t), x̃ = β(t)x+ γ(t), ũ = ϕ(t)
(
u+ σe−

∫
m dt
)
,

ã =
β3

αtϕ
a, b̃ =

β3

αtϕ
b, c̃ =

β

αtϕ2
c, f̃ =

β

αtϕ

(
f − 2σce−

∫
mdt
)
,

g̃ =
β5

αt
g, h̃ =

β3

αt

(
h− σae−

∫
m dt
)
, m̃ =

1

αt

(
m− ϕt

ϕ

)
, (3.72)

ñ =
β

αt

(
n+

(
γ

β

)
t

− kγ
β

+ σ2ce−2
∫
mdt − σfe−

∫
m dt

)
,

k̃ =
1

αt

(
k +

βt
β

)
.

äå α, β, γ, i ϕ ïðîáiãàþòü ìíîæèíó ãëàäêèõ ôóíêöié âiä t, ïðè÷îìó

αtβϕ 6= 0, i σ ¹ äîâiëüíîþ ñòàëîþ. Öÿ ãðóïà ïîðîäæó¹ ïîâíèé ãðóïî¨ä

åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.71), òîáòî êëàñ (3.71) ¹ íîðìàëiçîâàíèì

ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi.

Ïîâíèé äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà çíàéòè â [313].
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Íàñëiäîê 3.39. Ïiäêëàñ êëàñó (3.71) ïðè fh = 0 òà (a, c) 6= (0, 0) ¹ íîð-

ìàëiçîâàíèì âiäíîñíî éîãî çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü (3.72) ïðè σ = 0.

Íàñëiäîê 3.40. Ïiäêëàñ êëàñó (3.71) ïðè k = 0 ¹ íîðìàëiçîâàíèì âiäíîñ-

íî éîãî ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà ìiñòèòü

ïåðåòâîðåííÿ (3.72) ïðè β = const.

Íàñëiäîê 3.41. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.71) çâîäèòüñÿ òî÷êîâèì

ïåðåòâîðåííÿì

t̃ =
∫
ge−5

∫
k dt dt, x̃ = e−

∫
k dtx−

∫
ne−

∫
k dt dt, ũ = e

∫
m dtu (3.73)

â ðiâíÿííÿ ç òîãî æ êëàñó ïðè g = 1 òà m = n = k = 0. Ïiäêëàñ êëà-

ñó (3.71), ÿêèé âèîêðåìëåíèé îáìåæåííÿìè g = 1 òà m = n = k = 0,

¹ íîðìàëiçîâàíèì âiäíîñíî éîãî ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼1 , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü (3.72) ç βt = ϕt = 0,

αt = β5 òà γt = σβf − σ2βc.

Ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ ìàþòü ÷óäîâó ñòðóêòóðó.

Îñíîâíîþ âëàñòèâiñòþ ¹ òå, ùî âîíè çáåðiãàþòü âîëîêíà (òîáòî êîìïîíåí-

òè ïåðåòâîðåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü íåçàëåæíèì çìiííèì t òà x, çàëåæàòü

òiëüêè âiä öèõ çìiííèõ) i, êðiì òîãî, ëiíiéíi ïî u. Äîäàòêîâèì áîíóñîì ¹

òå, ùî êîìïîíåíò ïåðåòâîðåííÿ äëÿ t çàëåæèòü òiëüêè âiä t, à êîìïîíåíò

ïåðåòâîðåííÿ äëÿ x ¹ ëiíiéíèì ïî x. Îòæå, âñi äîñëiäæåííÿ ùîäî ðiâíÿíü

ç êëàñó (3.71) â ðàìêàõ òåîði¨ iíòåãðîâíîñòi ìîæíà ðåàëiçóâàòè ç òî÷íiñòþ

äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà ñïiâïàäà¹ äëÿ öüîãî êëàñó iç çàãàëüíîþ êîí-

òàêòíîþ (âiäïîâiäíî òî÷êîâîþ) åêâiâàëåíòíiñòþ, îñêiëüêè êëàñ (3.71) ¹

íîðìàëiçîâàíèì âiäíîñíî G∼, ç òî÷êè çîðó ÿê êîíòàêòíèõ, òàê i òî÷êîâèõ

ïåðåòâîðåíü.

Ðîçãëÿíåìî êëàñ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi ñòà-

ëèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

ut + Auuxxx +Buxuxx + Cu2ux + uxxxxx = 0, (3.74)
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äå A, B òà C ¹ íåíóëüîâèìè ñòàëèìè. Ç òî÷íiñòþ äî ìàñøòàáíèõ ïåðå-

òâîðåíü iñíóþòü òðè íååêâiâàëåíòíèõ òðiéêè (A,B,C), òàêi ùî âiäïîâiäíi

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.74) ¹ iíòåãðîâíèìè. Öå òðiéêè (10, 20, 30), (15, 15, 45)

òà (10, 25, 20) [214], ÿêi âiäïîâiäíî, äàþòü

• ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó Ëàêñà [202]

ut + 10uuxxx + 20uxuxx + 30u2ux + uxxxxx = 0; (3.75)

• ðiâíÿííÿ Ñàâàäè�Êîòåðè [277] (åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ Êàäði�Äîääà�

Ãiááîíà [86])

ut + 15uuxxx + 15uxuxx + 45u2ux + uxxxxx = 0; (3.76)

• ðiâíÿííÿ Êàóïà�Êóïåðøìiäòà [179]

ut + 10uuxxx + 25uxuxx + 20u2ux + uxxxxx = 0. (3.77)

Íàñëiäîê 3.42. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼const êëàñó (3.74)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = β5t+ δ, x̃ = βx+ γ, ũ =
u

β2λ
,

Ã = λA, B̃ = λB, C̃ = λ2C.

Òóò β, γ, δ, i λ � äîâiëüíi ñòàëi ïðè βλ 6= 0. Öÿ ãðóïà ïîðîäæó¹ ïîâíèé

ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼const êëàñó (3.74), òîáòî êëàñ (3.74) ¹ íîðìà-

ëiçîâàíèì â çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Çâàæàþ÷è íà öå òâåðäæåííÿ, î÷åâèäíî, íàïðèêëàä, ùî ðiâíÿííÿ

Êàäði�Äîääà�Ãiááîíà, â ÿêîìó (Ã, B̃, C̃) = (30, 30, 180) ïîäiáíå ðiâíÿí-

íþ Ñàâàäè�Êîòåðè (3.76). Ïîäiáíiñòü ìiæ ðiâíÿííÿìè çäiéñíþ¹òüñÿ çî

äîïîìîãîþ ìàñøòàáíîãî ïåðåòâîðåííÿ t̃ = t, x̃ = x, ũ = 1
2u.

Òåîðåìà 3.43. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.71) ïîäiáíå ðiâíÿííþ çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó (3.74) ïðè ABC 6= 0 â òîìó i òiëüêè â òîìó



217

âèïàäêó, ÿêùî éîãî êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè(
b

a

)
t

=

(
b2

cg

)
t

=

(
f

c
e
∫
mdt

)
t

= 0,(
b

g

)
t

=
b

g
(m− 2k), af = 2ch.

(3.78)

Êîåôiöi¹íòè âñiõ iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â [327, 334,

335] (îêðiì ñiì'¨ ðiâíÿíü [327] ç êîåôiöi¹íòàìè, ïðåäñòàâëåíèìè ó âèïàä-

êó II) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3.78). Îòæå, öi ðiâíÿííÿ ïîäiáíi ðiâíÿííÿì

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. À ñàìå, ðiâíÿííÿ [335]

ut + 15gΥuuxxx + 15gΥuxuxx + 45gΥ2u2ux + guxxxxx

+mu+ nux + kxux = 0,
(3.79)

äå Υ = νe
∫

(m−2k) dt i ν ¹ íåíóëüîâèé ñòàëîþ, âiäîáðàæà¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ

Ñàâàäè-Êîòåðè (3.76) ïåðåòâîðåííÿì, ÿêå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (3.73) äîäà-

òêîâèì ìàñøòàáóâàííÿì u íà ν,

t̃ =
∫
ge−5

∫
k dt dt, x̃ = e−

∫
k dtx−

∫
ne−

∫
k dt dt, ũ = νe

∫
m dtu. (3.80)

Òå æ ïåðåòâîðåííÿ âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ (3.71) ïðè f = h = 0 òà a, b, i c

çàäàíå

a = 10gΥ, b = 20gΥ, c = 30gΥ2 or

a = 10gΥ, b = 25gΥ, c = 20gΥ2

â iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè (3.75) àáî (3.77), âiäïî-

âiäíî. Òàêèì ÷èíîì, öi äâà iíòåãðîâíèõ âèïàäêè áóëè ïðîïóùåíi â [335].

Iíøå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

t̃ =
1

5µ1

∫
ae−

∫
m dt dt, x̃ = x−

∫ (
n− µ2

2

µ1
ae−

∫
m dt

)
dt,

ũ = κ

(
e
∫
m dtu+

µ2

µ1

)
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ïðè κ = µ1/3 (âiäïîâiäíî κ = µ1/2) âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.71)

ïðè k = 0 i iíøèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì I (âiäïîâiä-

íî, III), â ðiâíÿííÿ Ñàâàäè�Êîòåðè (3.76) (âiäïîâiäíî, ðiâíÿííÿ Êàóïà�

Êóïåðøìiäòà (3.77)).

Ðiâíÿííÿ (3.71) ç k = 0 i êîåôiöi¹íòàìè, ïðåäñòàâëåíèìè ó âèïàäêó II,

çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ç çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut + 10uuxxx + 20uxuxx

+ 30u2ux + uxxxxx + ψ(t)(6uux + uxxx) = 0,
(3.81)

äå ψ(t) = 10µ1

3
h
ae
∫
m dt, øëÿõîì ïåðåòâîðåííÿ

t̃ =
3

10µ1

∫
ae−

∫
mdt dt,

ũ =
µ1

3

(
e
∫
m dtu+ σ

)
.x̃ = x−

∫
n dt, ũ =

µ1

3
e
∫
m dtu.

Ðiâíÿííÿ (3.81) ¹ iíòåãðîâíèì, îñêiëüêè âîíî ÿâëÿ¹ ñîáîþ �ëiíiéíó ñó-

ïåðïîçèöiþ� ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó Ëàêñà (3.75) i êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà ut + 6uux +uxxx = 0, ÿêi ¹ iíòåãðîâíèìè i ÷è¨ âiäïîâiäíi åâîëþöiéíi

âåêòîðíi ïîëÿ êîìóòóþòü [114, òåîðåìà 3.1].

Âèêîðèñòîâóþ÷è òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ, ìè ïîÿñíèëè ïîÿâó âñiõ iíòå-

ãðîâíèõ âèïàäêiâ, çíàéäåíèõ ó [327,334,335], i âèÿâèëè, ùî äâà iíòåãðîâ-

íèõ âèïàäêè áóëè ïðîïóùåíi â [334,335]. Îòæå âñi öi iíòåãðîâíi ðiâíÿííÿ

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi.

3.5.3. Çàñòîñóâàííÿ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàð

Ëàêñà. Êîëè âñòàíîâëåíî ïîäiáíiñòü iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (3.71)

ç äîáðå âiäîìèìè iíòåãðîâíèìè ðiâíÿííÿìè, ïîäàëüøèé ðîçãëÿä ñòà¹ íå-

ïîòðiáíèì, îñêiëüêè âñi îá'¹êòè, ïîâ'ÿçàíi ç çàãàëüíèìè iíòåãðîâíèìè ðiâ-

íÿííÿìè êëàñó (3.71), i ¨õ âëàñòèâîñòi ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè ç âiäïîâiä-

íèõ îá'¹êòiâ êëàñè÷íèõ àíàëîãi÷íèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ïîäiáíîñòi.
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Ìè äåìîíñòðó¹ìî öåé âèñíîâîê ëèøå äëÿ ïàð Ëàêñà, äëÿ ÿêèõ îñîáëèâà

ñòðóêòóðà ïåðåòâîðåíü ç G∼ ¹ iñòîòíîþ, îñêiëüêè òà æ ñàìà ïðîöåäóðà,

íàïðèêëàä, äëÿ ñèìåòðié, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ i òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âæå

àáñîëþòíî óìîâíà.

Ðiâíÿííÿ Ñàâè�Êîòåðè (3.76) äîïóñêà¹ ïàðè Ëàêñà

L = ∂x
3 + 3u∂x,

P = 9∂x
5 + 45u∂x

3 + 45ux∂x
2 + 15(2uxx + 3u2)∂x;

L = ∂x
3 + 3u∂x + 3ux,

P = 9∂x
5 + 45u∂x

3 + 90ux∂x
2 + 15(5uxx + 3u2)∂x + 30(uxxx + 3uux).

Çäiéñíþþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (3.80) ó âiäïîâiäíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷àõ,

Lψ = λψ, ψt = Pψ, ìè âèâîäèìî âiäïîâiäíi ïàðè Ëàêñà äëÿ ðiâíÿííÿ

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (3.79)

L = e3
∫
k dt(∂x

3 + 3Υu∂x),

P = 9g∂x
5+45gΥu∂x

3+45gΥux∂x
2+(30gΥuxx+45gΥ2u2−kx−n)∂x;

L = e3
∫
k dt(∂x

3 + 3Υu∂x + 3Υux),

P = 9g∂x
5 + 45gΥu∂x

3 + 90gΥux∂x
2

+ (75gΥuxx + 45gΥ2u2 − kx− n)∂x + 30gΥuxxx + 90gΥ2uux,

âiäïîâiäíî. Òóò i äàëi çíîâó âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ Υ = νe
∫

(m−2k) dt

ç íåíóëüîâîþ ñòàëîþ ν.

Ðiâíÿííÿ Êàóïà�Êóïåðøìiäòà (3.77) äîïóñêà¹ ïàðó Ëàêñà

L = ∂x
3 + 2u∂x + ux,

P = 9∂x
5 + 30u∂x

3 + 45ux∂x
2 + 5(7uxx + 4u2)∂x + 10(uxxx + 2uux).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (3.80), ìîæíà âèâåñòè âiäïîâiäíó ïàðó Ëà-

êñà äëÿ ðiâíÿííÿ

ut + 10gΥuuxxx + 25gΥuxuxx + 20gΥ2u2ux + guxxxxx
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+mu+ nux + kxux = 0,

ùî ìà¹ âèãëÿä

L = e3
∫
k dt(∂x

3 + 2Υu∂x + Υux),

P = 9g∂x
5 + 30gΥu∂x

3 + 45gΥux∂x
2

+ (35gΥuxx + 20gΥ2u2 − kx− n)∂x + 10gΥuxxx + 20gΥ2uux.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âèùåçãàäàíi ïàðè Ëàêñà, ÿêi ïîáóäîâàíi ç âèêîðèñ-

òàííÿì ïîäiáíîñòi ç äîáðå âiäîìèìè iíòåãðîâíèìè ðiâíÿííÿìè çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè, âñå ùå ïîâ'ÿçàíi ç içîñïåêòðàëüíèìè çàäà÷àìè, íà âiäìiíó,

íàïðèêëàä, âiä ïàð Ëàêñà, ïîáóäîâàíèõ ó [335] áåçïîñåðåäíüî äëÿ ðiâíÿíü

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Âèñíîâêè. ßê ïîêàçàëè, ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äîáðå âïèñóþ-

òüñÿ ó âèâ÷åííÿ iíòåãðîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, äå âîíè ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ

äëÿ äåêiëüêîõ öiëåé:

• øóêàòè íåñóòò¹âi äîâiëüíi åëåìåíòè ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó äèôåðåí-
öiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

i êàëiáðóâàòè öi åëåìåíòè ó âèáðàíi ïðîñòi çíà÷åííÿ ç ñàìîãî ïî÷à-

òêó;

• âñòàíîâëþâàòè ïîäiáíiñòü iíòåãðîâíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi âiäîêðåì-

ëåíi âiä ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó iíøèì ìåòîäîì (íàïðèêëàä, òåñòîì

Ïåíëåâå), ç äîáðå âiäîìèìè (çàçâè÷àé çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè) ií-

òåãðîâíèìè ðiâíÿííÿìè; àáî, â áiëüø çàãàëüíîìó ïëàíi, âèáðàòè êà-

íîíi÷íèõ ïðåäñòàâíèêiâ â îòðèìàíîìó ñïèñêó iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü;

• ïåðåâiðèòè ïåðåðàõîâàíi iíòåãðîâíi âèïàäêè, âèêîðèñòîâóþ÷è âñòà-

íîâëåíó ïîäiáíiñòü ç ðàíiøå âiäîìèìè iíòåãðîâíèìè ðiâíÿííÿìè;

• âèâåñòè âñi îá'¹êòè, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî âèîêðåìëåíîãî iíòåãðîâíîãî

ðiâíÿííÿ, i ¨õ âëàñòèâîñòi, ç âëàñòèâîñòåé àíàëîãi÷íîãî äîáðå âèâ÷å-
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íîãî iíòåãðîâíîãî ðiâíÿííÿ; òàêi îá'¹êòè âêëþ÷àþòü â ñåáå, çîêðåìà,

ëîêàëüíi ñèìåòði¨, êîñèìåòði¨, çàêîíè çáåðåæåííÿ, îïåðàòîðè ðåêóð-

ñi¨, ïåðåòâîðåííÿ Áåêëóíäà, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, ðîçêëàäàííÿ Ïåíëåâå,

áiëiíiéíi ïðåäñòàâëåííÿ i ïàðè Ëàêñà.
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Ðîçäië 4

Àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

i éîãî ðîçøèðåííÿ.

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ïîâ'ÿçàíà ç ïîøóêîì âè÷åðïíîãî ïåðåëiêó íååêâi-

âàëåíòíèõ ðiâíÿíü ç êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü îäèí

àáî êiëüêà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ñïî÷àòêó âîíà áóëà ìîòèâîâàíà òåîðåòè-

÷íîþ ôiçèêîþ, äå òðàäèöiéíî òi ðiâíÿííÿ, ÿêi äîïóñêàþòü ìàêñèìàëüíó

êiëüêiñòü ñèìåòðié ñåðåä ðiâíÿíü äàíîãî êëàñó, äàþòü íàéáiëüø áàãàòî-

îáiöÿþ÷ó ìîäåëü, ùî îïèñó¹ ÿâèùà ðåàëüíîãî ñâiòó.

Ìàòåìàòè÷íî, ïðîáëåìè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñiâ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü áóëè iíòåíñèâíî äîñëiäæåíi, ïî÷èíàþ÷è ç êëàñèôiêàöié

Ñîôóñà Ëi çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó [206] i ëi-

íiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿä-

êó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè [204]. Íåùîäàâíî áóâ ââåäåíèé ðÿä íî-

âèõ ìåòîäiâ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ÿêi âêëþ÷àþòü â ñåáå ðiçíîâèäè àëãå-

áðà¨÷íîãî ìåòîäó [54,102,198,240,261] i âäîñêîíàëåíó ìîäèôiêàöiþ ïðÿìî-

ãî ìåòîäó, çâàíîãî ìåòîäîì ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ [20,56,242]. Àëãå-

áðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äîâiâ ñâîþ åôåêòèâíiñòü, îñêiëüêè

âií åôåêòèâíî çàñòîñîâóâàâñÿ äî êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äî-

âiëüíèìè åëåìåíòàìè, ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè êiëüêîõ àðãóìåíòiâ.

Ñåðåä êëàñiâ, ðîçãëÿíóòèõ â ëiòåðàòóði ïî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, íàé-

áiëüø ïîìiòíèìè ¹ êëàñè (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, äèâ., íà-

ïðèêëàä [1, 9, 23, 50, 51, 57, 71, 102, 126, 133, 147, 148, 154, 162, 210, 240�242,

258,299,303,306,309], i ïîñèëàííÿ â íèõ. Òàêèì ÷èíîì, òàêîæ íå âèïàäêî-

âî, ùî â îáëàñòi iíâàðiàíòíî¨ äèñêðåòèçàöi¨, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç âèâåäåííÿì
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÷èñåëüíèõ ñõåì äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âîëîäiþòü òi¹þ æ ñèìå-

òði¹þ, ùî i âèõiäíå íåäèñêðåòèçîâàíå ðiâíÿííÿ, â ìèíóëîìó ðîçãëÿäàëè-

ñÿ â îñíîâíîìó åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ, äèâ., íàïðèêëàä, [59]. Ùî âiäðiçíÿ¹

åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ ç òî÷êè çîðó ñèìåòði¨, òàê öå îñîáëèâà ðîëü ÷àñîâî¨

çìiííî¨, ÿêà àíàëîãi÷íà ðîëi ïàðàìåòðà. Òàêèì ÷èíîì, ÷àñîâà ñêëàäîâà

áóäü-ÿêîãî òî÷êîâîãî àáî êîíòàêòíîãî ïåðåòâîðåííÿ ìiæ åâîëþöiéíèìè

ðiâíÿííÿìè çàëåæèòü òiëüêè âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ [184,210]. Öå çíà÷íî ñïðî-

ùó¹ ïðîöåäóðó êëàñèôiêàöi¨.

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñiâ ðiâíÿíü ìÊäÔ ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êî-

åôiöi¹íòàìè ut + u2ux + g(t)uxxx + h(t)u = 0, g 6= 0, ïðîâåäåíà â ðîçäiëi

4.1 ñòàíäàðòíèì àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì. Ïîòiì ìåòîä åêâiâàëåíòíîñòi âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ñïîðiäíåíèõ êëàñiâ

ìÊäÔ-ïîäiáíèõ ðiâíÿíü. Äîâåäåíî, ùî âñi ðîçãëÿíóòi êëàñè ¹ íîðìàëiçî-

âàíèìè. Öå äîçâîëèëî íàì ôîðìóëþâàòè ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ òðüîìà

ñïîñîáàìè: äî äâîõ âèäiâ åêâiâàëåíòíîñòi (ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ïåðåòâîðåí-

íÿìè ç âiäïîâiäíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi i âñiìà äîïóñòèìèìè òî÷êîâèìè

ïåðåòâîðåííÿìè) i áåç âèêîðèñòàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîáóäîâàíî òàêîæ

äåÿêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ìÊäÔ-ïîäiáíèõ ðiâíÿíü.

Ó ðîçäiëi 4.2 ìè ïîøèðþ¹ìî àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

íà íåíîðìàëiçîâàíi êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçøèðþþ÷è i iñòî-

òíî óçàãàëüíþþ÷è ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ïðî êëàñ (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíié-

íèõ õâèëüîâèõ i åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, ìè âè÷åðïíî îïèñó¹ìî éîãî ãðóïî¨ä

åêâiâàëåíòíîñòi. Òîäi çàäà÷à ïîâíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äîñëiäæóâàíî-

ãî êëàñó ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ ÿê äî çâè÷àéíî¨, òàê i äî çàãàëüíî¨

òî÷êîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Ðîçâ'ÿçàííÿ âêëþ÷à¹ ïîâíó ïîïåðåäíþ ãðóïîâó

êëàñèôiêàöiþ êëàñó i ïîáóäîâà ñèíãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨,

íå ïîâ'ÿçàíèõ ç ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîâíà ïîïåðåäíÿ

ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ çàñíîâàíà íà êëàñèôiêàöi¨ âiäïîâiäíèõ ïiäàëãåáð

âñié íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi, ïðîåêöi¨ ÿêèõ êâàëiôi-

êóþòüñÿ ÿê ìàêñèìàëüíi ðîçøèðåííÿ ÿäðà àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi.
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Ïîïåðåäí¹ äîñëiäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié â êëàñi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Äiðàêà ç äâîìà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè äà¹òüñÿ â ðîçäiëi 4.3 ç âèêîðèñ-

òàííÿì äåÿêî¨ âåðñi¨ àëãåáðà¨÷íî¨ òåõíiêè. Íàâåäåíî ñïèñîê íåëèíåéíî-

ñòåé, äëÿ ÿêèõ òàêi ðiâíÿííÿ äîïóñêàþòü îäíîâèìiðíå ðîçøèðåííÿ ìàê-

ñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi. Ïîáóäîâàíî äåÿêi ðîçâ'ÿçêè

äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [299,301,305].

4.1. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

ìÊäÔ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî âëàñòèâîñòi ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié òà òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ìÊäÔ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèäó

ut + u2ux + g(t)uxxx + h(t)u = 0, (4.1)

äå g i h � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t, g 6= 0. Ç âèêîðèñòàííÿì ïå-

ðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöiþ h çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî íóëüîâîãî

çíà÷åííÿ, òîìó âèãëÿä h íå âïëèâà¹ íà ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨. Îòæå, ñïî÷àòêó ïðîâåäåìî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ïiäêëàñó

êëàñó (4.1), âèäiëåíîãî óìîâîþ h = 0. Ïîòiì, âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíèé

êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê i ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, äà¹ìî ãðóïîâó

êëàñèôiêàöiþ âèõiäíîãî êëàñó (4.1).

Áiëüø òîãî, ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âèÿâëÿþòüñÿ äîñèòü ïîòó-

æíèìè, ùîá ïðåäñòàâèòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ äëÿ íàáàãàòî áiëüø øè-

ðîêîãî êëàñó ðiâíÿíü ìÊäÔ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (3.20), äå âñi ïà-

ðàìåòðè ¹ ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè çìiííî¨ t, fg 6= 0, à ïàðàìåòðè f, h, k i l

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

2lf = kt + kh− kft
f
, (4.2)
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òîáòî ðiâíÿííÿì

ut + f(t)u2ux + g(t)uxxx + h(t)u+ (p(t) + q(t)x)ux

+ k(t)uux +
1

2f(t)
(k̇(t) + k(t)h(t)− k(t)ḟ(t)/f(t)) = 0.

(4.3)

Öåé ðåçóëüòàò ìîæå áóòè ëåãêî îòðèìàíèé çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî ïðî-

áëåìà ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (3.20) ìîæå áóòè çâåäåíà äî ïî-

äiáíî¨ çàäà÷i äëÿ êëàñó (4.1) ïðè h = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹-

òüñÿ óìîâà (4.2). À ñàìå, ðiâíÿííÿ (3.20), êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿ-

þòü (4.2), ïåðåòâîðþþòüñÿ â ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1) ïðè h = 0 òî÷êîâèìè

ïåðåòâîðåííÿìè (äîêëàäíiøå äèâ. Çàóâàæåííÿ 1). Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.20)

âàæëèâi äëÿ çàñòîñóâàíü i, çîêðåìà, îïèñóþòü ÿâèùå àòìîñôåðíîãî áëî-

êóâàííÿ [293].

Çàçíà÷åíi âèùå êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ íîðìàëiçîâàíèìè,

òîáòî âñå äîïóñòèìi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ âñåðåäèíi öèõ êëàñiâ ïîðîäæó-

þòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç âiäïîâiäíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi. Îòæå, íåìà¹

íiÿêèõ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ âèïàäêàìè ñïèñêiâ

êëàñèôiêàöi¨, ÿêi ïîáóäîâàíi ç âèêîðèñòàííÿì âiäíîñèí åêâiâàëåíòíîñòi,

ïîâ'ÿçàíèõ ç âiäïîâiäíèìè ãðóïàìè åêâiâàëåíòíîñòi. Iíøèìè ñëîâàìè,

îäíi i òi æ ñïèñêè ïðåäñòàâëÿþòü ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ âiäïî-

âiäíèõ êëàñiâ ç òî÷íiñòþ äî çàãàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî òî÷êîâèõ

ïåðåòâîðåíü.

Íåùîäàâíî àâòîðàìè [170] áóëà îòðèìàíà ÷àñòêîâà ãðóïîâà êëàñèôi-

êàöiÿ êëàñó (4.1) (çàìiñòü h i g âiäïîâiäíî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïîçíà÷åííÿ

a i b). Ïðè÷èíà íåâäà÷i ïîëÿãàëà â iãíîðóâàííi ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàí-

íÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Òîìó áóëè âèÿâëåíi ëèøå äåÿêi âèïàäêè

ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, à ñàìå âèïàäêè ïðè h = const i h = 1/t.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

äëÿ êëàñiâ (4.1) i (4.3) ç òî÷íiñòþ äî âiäïîâiäíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi. Ïî-

òiì, âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ñïèñêè êëàñèôiêàöi¨ i ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi, ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ öèõ êëàñiâ áåç ñïðî-

ùåííÿ ÿê ðiâíÿíü, ùî äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ àëãåáðè ëi¨âñüêèõ ñèìåò-
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ðié, òàê i ñàìèõ öèõ àëãåáð ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Ðîçøèðåíi

ñïèñêè êëàñèôiêàöi¨ ìîæóòü áóòè êîðèñíi äëÿ çàñòîñóâàíü i çðó÷íi äëÿ

ïîðiâíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè [170].

Ïîòiì ìè ïîêàæåìî, ÿê ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìîæóòü áóòè

âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ òèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.3)

i éîãî ïiäêëàñó (4.1), ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ñòàíäàðòíîãî ðiâíÿííÿ ìÊäÔ.

4.1.1. Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ìè çíàõîäèìî ãðóïó åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼1 êëàñó (4.1), âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â [264]

äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî êëàñó ðiâíÿíü ìÊäÔ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

À ñàìå, â [264] áóëà ïîáóäîâàíà i¹ðàðõiÿ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ çà-

ãàëüíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó. Ó íié çíàéäåíà ãðóïà

åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ íîðìàëiçîâàíîãî êëàñó ðiâíÿíü ìÊäÔ çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè (3.20), à òàêîæ êðèòåðié çâiäíîñòi ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó

äî ñòàíäàðòíîãî ðiâíÿííÿ ìÊäÔ.

Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.20) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = α(t), x̃ = β(t)x+ γ(t), ũ = θ(t)u+ ψ(t), (4.4)

äå α, β, γ, θ i ψ ïðîáiãàþòü ìíîæèíó ãëàäêèõ ôóíêöié âiä t, αtβθ 6= 0.

Äîâiëüíi åëåìåíòè (3.20) ïåðåòâîðþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (3.21) Êðèòåðié

çâiäíîñòi äî ñòàíäàðòíîãî ðiâíÿííÿ ìÊäÔ [264], îòðèìàíèé â Ïðîïîçè-

öi¨ 3.15.

Êëàñ (4.1) � öå ïiäêëàñ êëàñó (3.20), âèäiëåíèé óìîâàìè f = 1 i p =

q = k = l = 0. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ ôóíêöié f, p, q, k i l â (3.22),

îòðèìó¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.1. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1) çâîäèòüñÿ äî ñòàíäàðòíîãî ðiâ-

íÿííÿ ìÊäÔ çà äîïîìîãîþ òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè

2h = −gt
g
,
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òîáòî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g(t) = c0 exp(−2
∫
h(t)dt), äå c0 - äîâiëüíà

íåíóëüîâà êîíñòàíòà.

Îñêiëüêè êëàñ (3.20) ¹ íîðìàëiçîâàíèì [264], éîãî ãðóïà åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼ ïîðîäæó¹ âåñü íàáið äîïóñòèìèõ (ùî çáåðiãàþòü ôîð-

ìó) ïåðåòâîðåíü äëÿ öüîãî êëàñó. Òîìó äëÿ îïèñó ìíîæèíè äîïóñ-

òèìèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ êëàñó (4.1) íåîáõiäíî çàäàòè f̃ = f = 1,

p̃ = p = q̃ = q = k̃ = k = l̃ = l = 0 â (3.21) i ðîçâ'ÿçàòè îòðèìàíi

ðiâíÿííÿ âiäãíîñíî ïàðàìåòðiâ ïåðåòâîðåííÿ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðîåêöiÿ

îòðèìàíèõ ïåðåòâîðåíü íà ïðîñòið çìiííèõ t, x i u ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà

äî äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1). Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà äîïóñòè-

ìèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó (4.1) ïîðîäæó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç éîãî ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi i, îòæå, öåé êëàñ ¹ òàêîæ íîðìàëiçîâàíèì.

Ïiäñóìîâóþ÷è íàâåäåíå âèùå, ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.2. Êëàñ (4.1) ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼1
öüîãî êëàñó ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = β
∫ dt

θ(t)2
, x̃ = βx+ γ, ũ = θ(t)u,

h̃ =
θ

β
(θh− θt) , g̃ = β2θ2g,

äå β i γ - äîâiëüíi êîíñòàíòè, β 6= 0, à ôóíêöiÿ θ - äîâiëüíà ãëàäêà

ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, âiäìiííà âiä íóëÿ.

Ïàðàìåòðèçàöiÿ ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 äîâiëüíîþ

ôóíêöi¹þ θ(t) äîçâîëÿ¹ ñïðîñòèòè çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëà-

ñó (4.1) çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ êiëüêîñòi äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Íàïðèêëàä,

ìè ìîæåìî êàëiáðóâàòè äîâiëüíi åëåìåíòè, âñòàíîâèâøè àáî h = 0, àáî

g = 1. Òàêèì ÷èíîì, êàëiáðóâàííÿ h = 0 ìîæå áóòè çäiéñíåíå ïåðåòâî-

ðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi

t̃ =
∫
e−2

∫
h(t) dtdt, x̃ = x, ũ = e

∫
h(t) dtu, (4.5)

ÿêå ïîâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ (4.1) ç ðiâíÿííÿì ũt̃ + ũ2ũx̃ + g̃(t̃)ũx̃x̃x̃ = 0. Íîâèé
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äîâiëüíèé åëåìåíò g̃ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç g i h â òàêèé ñïîñiá:

g̃(t̃) = e2
∫
h(t) dtg(t).

Îñü ÷îìó áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî îáìåæèòè äîñëiäæåííÿ

êëàñîì

ut + u2ux + g(t)uxxx = 0, (4.6)

òàê ÿê âñi ðåçóëüòàòè ïðî ñèìåòði¨ i òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ öüîãî êëàñó ìî-

æóòü áóòè ïîøèðåíi íà êëàñ (4.1) ïåðåòâîðåííÿìè âèäè (4.5).

Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëàñó (4.6) ìîæå áóòè îòðèìàíà ç Òåîðå-

ìè 4.2, ïîêëàâøè h̃ = h = 0. Âiäìiòèìî, ùî êëàñ (4.6) òàêîæ ¹ íîðìàëi-

çîâàíèì.

Òåîðåìà 4.3. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 êëàñó (4.6) óòâîðþ¹òüñÿ ïå-

ðåòâîðåííÿìè

t̃ =
δ2

δ 2
4

t+ δ1, x̃ = δ2x+ δ3, ũ = δ4u, g̃ = δ 2
2 δ

2
4 g,

äå δj, j = 1, . . . , 4, äîâiëüíi êîíñòàíòè, δ2δ4 6= 0.

Íàñëiäîê 4.4. Àëãåáðà åêâiâàëåíòíîñòi g∼ êëàñó (4.6) ïîðîäæó¹òüñÿ

îïåðàòîðàìè ∂t, ∂x, t∂t − 1
2u∂u − g∂g i t∂t + x∂x + 2g∂g.

Çàóâàæåííÿ 4.5. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.20) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ç êëà-

ñó (4.6) òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî êîåôiöi¹íòè

f, h, k i l çàäîâîëüíÿþòü äðóãié óìîâi ç (3.22), òîáòî óìîâi (4.2). Âiäïîâiä-

íå ïåðåòâîðåííÿ ç G∼ ìà¹ âèãëÿä

t̃ =
∫
fe−

∫
(q+2h)dtdt, x̃ = e−

∫
qdtx−

∫ (
p− k2

4f

)
e−

∫
qdtdt,

ũ = e
∫
hdt
(
u+ k

2f

)
, g̃ =

g

f
e2
∫

(h−q)dt.
(4.7)

Çîêðåìà, ç óìîâè (4.2) âèïëèâà¹, ùî âñi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (3.20) ïðè k =

l = 0 çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6).
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4.1.2. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Ñïî÷àòêó ïðîâåäåìî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

êëàñó (4.6) ç òî÷íiñòþ äî G∼0 -åêâiâàëåíòíîñòi. Òàêèì ÷èíîì, ìè îäíî÷à-

ñíî âèðiøó¹ìî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (4.1) ç òî÷íiñòþ

äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi i äëÿ êëàñó (4.3) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi

(äèâ. ïîÿñíåííÿ íèæ÷å). Ïîòiì, âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ñïèñêè êëàñè-

ôiêàöi¨ i ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ãðóïîâi

êëàñèôiêàöi¨ êëàñiâ (4.1) i (4.3) áåç ñïðîùåííÿ ðiâíÿíü ç áiëüø øèðîêèìè

àëãåáðàìè iíâàðiàíòíîñòi Ëi ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Öi ðîçøè-

ðåíi ñïèñêè êëàñèôiêàöi¨ ìîæóòü áóòè êîðèñíi äëÿ çàñòîñóâàíü i çðó÷íi

äëÿ ïîðiâíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè [170].

Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié iíôiíiòåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, îòðèìó¹-

ìî îïåðàòîðè, ÿêi ïîðîäæóþòü îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè ïåðåòâîðåíü òî-

÷êîâî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.6), ÿêi ìàþòü âèãëÿä

Q = (c1t+ c2)∂t + (c3x+ c4)∂x +
1

2
(c3 − c1)u∂u,

i êëàñèôiêóþ÷å ðiâíÿííÿ, ùî âêëþ÷à¹ äîâiëüíèé åëåìåíò g

(c1t+ c2) gt = (3c3 − c1)g. (4.8)

Âèâ÷åííÿ êëàñèôiêóþ÷îãî ðiâíÿííÿ ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âiðíå.

Òåîðåìà 4.6. ßäðî g∩ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi Ëi ðiâíÿíü

ç êëàñó (4.6) çáiãà¹òüñÿ ç îäíîâèìiðíîþ àëãåáðîþ 〈∂x〉. Âñi ìîæëèâi G∼0 -

íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ií-

âàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1�3 Òàáëèöi 4.1.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êëàñ (4.6) ¹ íîðìàëiçîâàíèì, òàêîæ çðó÷íî âèêîðè-

ñòîâóâàòè âàðiàíò àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ àáî êîìái-

íóâàòè öåé ìåòîä ç ïðÿìèì äîñëiäæåííÿì êëàñèôiêóþ÷îãî ðiâíÿííÿ [102].

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òàêó ïðîöåäóðó. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïðîåêöiþ Pg∼ àë-

ãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼ êëàñó (4.6) íà ïðîñòið çìiííèõ (t, x, u). Âií îõî-

ïëþ¹òüñÿ îïåðàòîðàìè ∂t, ∂x,Dt = t∂t− 1
2u∂u iD

x = x∂x+ 1
2u∂u. Äëÿ áóäü-

ÿêîãî g àëãåáðè ìàêñèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi Ëi âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ ç



230

Òàáë. 4.1: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (4.6).

� g(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x

1 δtn, n 6= 0 ∂x, 6t∂t + 2(n+ 1)x∂x + (n− 2)u∂u

2 δet ∂x, 6∂t + 2x∂x + u∂u

3 δ ∂x, ∂t, 3t∂t + x∂x − u∂u

Òóò δ = ±1 mod G∼0 , n äîâiëüíà íåíóëüîâà êîíñòàíòà.

êëàñó (4.6) ¹ ïiäàëãåáðîþ Pg∼ â ñèëó íîðìàëiçîâàíîñòi öüîãî êëàñó i ìiñ-

òèòü àëãåáðó ÿäðà g∩ = 〈∂x〉. Àëãåáðó Pg∼ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

Pg∼ = g∩ ∈ gext, äå g∩ i gext = 〈Dt, Dx, ∂t〉 - iäåàë i ïiäàëãåáðà Pg∼, âiäïî-

âiäíî. Îòæå, êîæíîìó ðîçøèðåííþ àëãåáðè ÿäðà g∩ âiäïîâiäà¹ ïiäàëãå-

áðà gext. Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨

â êëàñi (4.6) ç òî÷íiñòþ äî G∼0 -åêâiâàëåíòíîñòi äîñòàòíüî êëàñèôiêóâàòè

G∼0 -íååêâiâàëåíòíèå ïiäàëãåáðè gext, à ïîòiì ïåðåâiðèòè, ÿêi ïiäàëãåáðè

óçãîäæåíi ç êëàñèôiêàöiéíèì ðiâíÿííÿì i âiäïîâiäàþòü ìàêñèìàëüíîìó

ðîçøèðåííþ.

Ïîâíèé ñïèñîê G∼0 -íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð g
ext âè÷åðïó¹òüñÿ íàñòó-

ïíèìè ïiäàëãåáðàìè:

g0 = {0}, ga1.1 = 〈Dt + aDx〉, gb1.2 = 〈Dx + b∂t〉, g1.3 = 〈∂t〉,

g2.1 = 〈Dt, Dx〉, ga2.2 = 〈Dt + aDx, ∂t〉, g2.3 = 〈Dx, ∂t〉,

g3 = 〈Dt, Dx, ∂t〉,

äå ïàðàìåòð b ìîæå áóòè ìàñøòàáîâàíèé äî áóäü-ÿêîãî âiäïîâiäíîãî çíà-

÷åííÿ, ÿêùî âîíî íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Çàôiêñó¹ìî ïiäàëãåáðó ç íàâåäåíîãî âèùå ñïèñêó i ïiäñòàâèìî êîåôiöi-

¹íòè êîæíîãî áàçèñíîãî åëåìåíòà öi¹¨ ïiäàëãåáðè â êëàñèôiêóþ÷å ðiâíÿí-

íÿ (4.8). Â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìó¹ìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü âiäíîñíî äîâiëüíîãî åëåìåíòà g. Ñèñòåìè, ïîâ'ÿçàíi ç ïiäàëãåáðà-

ìè g0
1.2, g

a
2.2, äå a 6= 1/3, g2.3 i g3, íåñóìiñíi ç óìîâîþ g 6= 0. Ðîçøèðåííÿ,
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ùî çàäàþòüñÿ ïiäàëãåáðàìè g1.3 i g1/3
1.1 , íå ¹ ìàêñèìàëüíèìè, òàê ÿê ìà-

êñèìàëüíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi Ëi â öüîìó âèïàäêó gt = 0 çáiãà¹òüñÿ

ç g3. Ïiäàëãåáðè g0, ga1.1, g
b
1.2 i g

1/3
2.2 , äå a 6= 1/3 i b 6= 0, âiäïîâiäàþòü âè-

ïàäêàì 0, 1, 2 i 3 âiäïîâiäíî. Ïàðàìåòð n, ÿêèé ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ó âèïàäêó

2, ïîâ'ÿçàíèé ç ïàðàìåòðîì a ÷åðåç ôîðìóëó n = 3a − 1, ó âèïàäêó 3

ïàðàìåòð b ìàñøòàáó¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ b = 3.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1) iñíó¹ âiäîáðàæåíå ðiâíÿííÿ â

êëàñi (4.6) âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (4.5) (âiäïîâiäíî, â êëàñi (4.3) âiäíîñ-

íî ïåðåòâîðåííÿ (4.7)). Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 êëàñó (4.6) iíäóêó¹-

òüñÿ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 êëàñó (??)♣, ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, iíäóêó-

¹òüñÿ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.20). Öå ãàðàíòó¹, ùî ó Òàáëè-

öi 1 òàêîæ ïðåäñòàâëåíèé ñïèñîê ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (4.1)

ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi (âiäïîâiäíî äëÿ êëàñó (4.3) äî G∼-

åêâiâàëåíòíîñòi). Îñêiëüêè âñi ïåðåðàõîâàíi âèùå êëàñè ¹ íîðìàëiçîâàíè-

ìè, ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ìè îòðèìó¹ìî êëàñèôiêàöiþ ëi¨âñüêiõ

ñèìåòðié öèõ êëàñiâ ç òî÷íiñòþ äî çàãàëüíî¨ òî÷êîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Öå

ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíîãî íàñëiäêó Òåîðåìè 3.

Íàñëiäîê 4.7. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.1) (âiäïîâiäíî êëàñó (3.20)) äîïóñêà¹

òðèâèìiðíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi Ëi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî

çâîäèòüñÿ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî ðiâíÿííÿ ìÊäÔ çi ñòàëèìè êî-

åôiöi¹íòàìè, òîáòî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g(t) = c0 exp(−2
∫
h(t)dt),

äå c0 - äîâiëüíà íåíóëüîâà êîíñòàíòà (âiäïîâiäíî, òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.22)).

Ùîá âèâåñòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (4.1), ÿêèé íå ñïðîùó¹òüñÿ

ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, ìè ñïî÷àòêó çàñòîñîâó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi ç ãðóïè G∼0 äî êëàñèôiêàöiéíîãî ñïèñêó, ïðåäñòàâëåíîìó

â Òàáëèöi 4.1 i îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðîçøèðåíèé ñïèñîê:

0. arbitrary g̃ : 〈∂x̃〉;
1. g̃ = c0(t̃+ c1)

n : 〈∂x̃, 6(t̃+ c1)∂t̃ + 2(n+ 1)x̃∂x̃ + (n− 2)ũ∂ũ〉;
2. g̃ = c0e

mt̃ : 〈∂x̃, 6∂t̃ + 2mx̃∂x̃ +mũ∂ũ〉;
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Òàáë. 4.3: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (4.1).

� h(t) g(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂x

1 ∀ c0

(∫
e−2

∫
hdtdt+ c1

)n
e−2

∫
hdt ∂x, H∂t + 2(n+ 1)x∂x + (n− 2− hH)u∂u

2 ∀ c0e
∫
(me−2

∫
h dt−2h)dt ∂x, 6e2

∫
hdt∂t + 2mx∂x +

(
m− 6he2

∫
hdt
)
u∂u

3 ∀ c0e
−2

∫
hdt ∂x, e

2
∫
hdt (∂t − hu∂u) ,

H∂t + 2x∂x − (2 + hH)u∂u

Here c0, c1, m and n are arbitrary constants with c0mn 6= 0, and H = 6e2
∫
hdt
( ∫

e−2
∫
hdtdt+c1

)
.

In case 3 c1 = 0 in the formula for H.

3. g̃ = c0 : 〈∂x̃, ∂t̃, 3t̃∂t̃ + x̃∂x̃ − ũ∂ũ〉.
Òóò c0, c1, m i n äîâiëüíi ñòàëi, c0mn 6= 0.

Ïîòiì ìè çíàõîäèìî ïðîîáðàçè ðiâíÿíü ç êëàñó ũt̃+ ũ
2ũx̃+ g̃(t̃)ũx̃x̃x̃ = 0

ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, çiáðàíèìè â íàâåäåíîìó âèùå ñïèñêó, âiäíîñ-

íî ïåðåòâîðåííÿ (4.5). Îñòàííié êðîê - ïåðåòâîðåííÿ áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ

âiäïîâiäíèõ àëãåáð ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié. Ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi â Òàáëè-

öi 4.3.

Òåïåð ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî Òàáëèöÿ 4.3 âêëþ÷à¹ âñi âèïàäêè, ïðåäñòàâ-

ëåíi â [170] ÿê ÷àñòèííi âèïàäêè.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü (4.7) îòðèìó¹òüñÿ ãðó-

ïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (4.3) áåç ñïðîùåííÿ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíò-

íîñòi. Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè çiáðàíi â Òàáëèöi 4.5.

4.1.3. Ïîáóäîâà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi. Ðÿä íåäàâíiõ ðîáiò ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi òî÷íèõ ði-

øåíü ðiçíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü òèïó ÊäÔ àáî ìÊäÔ ç âèêîðèñòàííÿì, íà-

ïðèêëàä, òàêèõ ìåòîäè, ÿê �óçàãàëüíåíèé ìåòîä (G′/G)-ðîçêëàäó�, �ìå-

òîä Exp-ôóíêöi¨�, �ìåòîä ðîçêëàäó çà åëiïòè÷íèìè ôóíêöiÿìè ßêîái� òî-

ùî. Ðÿä ïîñèëàíü íàâåäåíî â [264]. Ïðîòå ìàéæå â óñiõ âèïàäêàõ òî÷íi
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Òàáë. 4.5: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (4.3).

no. g(t) Basis of Amax

0 ∀ e
∫
qdt∂x

1 c0fe
2
∫
(q−h)dt

(
H

F

)n
e
∫
qdt∂x, H∂t +

[
(qH + 2n+ 2)x+H

(
p− k2

4f

)
− 2(n+ 1)Q

]
∂x +

[
(n− 2− hH)u+ k

2f (n− 2)− lH
]
∂u

2 c0fe
∫
(mfe−

∫
(q+2h) dt+2q−2h)dt e

∫
qdt∂x, F∂t +

[
(qF + 2m)x+ F

(
p− k2

4f

)
− 2mQ

]
∂x

+
[
(m− hF )u+ m

2
k
f − lF

]
∂u

3 c0fe
2
∫
(q−h)dt e

∫
qdt∂x, F

[
∂t +

(
qx+ p− k2

4f

)
∂x − (hu+ l) ∂u

]
,

H∂t +
[
(qH + 2)x+H

(
p− k2

4f

)
− 2Q

]
∂x

−
[
(2 + hH)u+ k

f + lH
]
∂u

Ôóíêöi¨ f, h, p, q i k ¹ äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè çìiííî¨ t ó âñiõ âèïàäêàõ, f 6= 0. c0, c1,

m i n äîâiëüíi ñòàëi, c0mn 6= 0,

F =
6

f
e
∫
(q+2h)dt, H = F

(∫
fe−

∫
(q+2h) dtdt+ c1

)
,

Q = e
∫
qdt
∫ (

p− k2

4f

)
e−

∫
qdtdt, l = 1

2f

(
kt + kh− k ftf

)
.

Ó âèïàäêó 3 c1 = 0 ó ôîðìóëi äëÿ H.

ðîçâ'ÿçêè áóäóâàëèñÿ òiëüêè äëÿ ðiâíÿíü, ùî çâîäÿòüñÿ äî ñòàíäàðòíèõ

ðiâíÿíü ÊäÔ àáî ìÊäÔ çà äîïîìîãîþ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, i çàçâè÷àé öå

áóëè òiëüêè ðîçâ'ÿçêè, ïîäiáíi äîáðå âiäîìèì îäíîñîëiòîííèì ðîçâ'ÿçêàì.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàæåìî, ùî âèêîðèñòàííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíò-

íîñòi äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè áiëüøå ðåçóëüòàòiâ áiëüø ïðîñòèì ñïîñîáîì.

N -ñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìÊäÔ â êàíîíi÷íié ôîðìi

Ut + 6U 2Ux + Uxxx = 0 (4.9)

áóëî ïîáóäîâàíî ùå â ñiìäåñÿòèõ ðîêàõ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Õiðîòè [38].

Îäíî- i äâîñîëiòîííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.9) ìàþòü âèãëÿä

U = a+
k2

0√
4a2 + k2

0 ch(k0x− k0(6a2 + k2
0)t+ b) + 2a

, (4.10)
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U =

eθ1
(

1 +
A

4a2
2

e2θ2

)
+ eθ2

(
1 +

A

4a2
1

e2θ1

)
(

1

2a1
eθ1 +

1

2a2
eθ2
)2

+

(
1− A

4a1a2
eθ1+θ2

)2 , (4.11)

äå k0, a, b, ai, bi äîâiëüíi ñòàëi, θi = aix−a3
i t+bi, i = 1, 2; A =

(
a1 − a2

a1 + a2

)2

.

Ðàöiîíàëüíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ÿê äîâãîõâèëüîâó ãðàíèöþ

ñîëiòîííèõ ðiøåíü, òàêîæ âiäîìi äàâíî [37, 238]. Òàêèì ÷èíîì, îäíî- i

äâîñîëiòîííi ðîçâ'ÿçêè äàþòü ðàöiîíàëüíi ðîçâ'ÿçêè

U = a− 4a

4a2z2 + 1
,

U = a−
12a

(
z4 +

3

2a2
z2 − 3

16a4
− 24tz

)
4a2

(
z3 + 12t− 3

4a2
z

)2

+ 9

(
z2 +

1

4a2

)2 ,
(4.12)

âiäïîâiäíî, äå z = x− 6a2t i a äîâiëüíà ñòàëà. Öi ðîçâ'ÿçêè òàêîæ ìîæíà

çíàéòè â [24]. Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (4.11) i äðóãèé ðîçâ'ÿçîê (4.12)

ïðåäñòàâëåíi â [24] ç äðóêàðñüêèìè ïîìèëêàìè.

Êîìáiíóþ÷è ïðîñòå ïåðåòâîðåííÿ ũ =
√

6U , ùî çâ'ÿçó¹ ôîðìó (4.9)

ðiâíÿííÿ ìÊäÔ ç ôîðìîþ

ũt̃ + ũ2ũx̃ + ũx̃x̃x̃ = 0 (4.13)

i ïåðåòâîðåííÿì (4.5), ìè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó

u =
√

6e−
∫
h(t)dt U

(∫
e−2

∫
h(t) dtdt, x

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ôîðìóëó i ðîçâ'ÿçêè (4.10)�(4.12), ìè ëåãêî ìîæåìî

ïîáóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó

ut + u2ux + e−2
∫
hdtuxxx + hu = 0, (4.14)

ÿêi ¹ ïðîîáðàçàìè (4.13) âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (4.5). Òóò h = h(t) �

äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, âiäìiííà âiä íóëÿ.
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Íàïðèêëàä, äâîñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê (4.11) ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíîãî

ðîçâ'ÿçêà (4.14)

u =
√

6e−
∫
hdt

eθ1
(

1 +
A

4a2
2

e2θ2

)
+ eθ2

(
1 +

A

4a2
1

e2θ1

)
(

1

2a1
eθ1 +

1

2a2
eθ2
)2

+

(
1− A

4a1a2
eθ1+θ2

)2 ,

äå ai, bi - äîâiëüíi ñòàëi, θi = aix − a3
i

∫
e−2

∫
hdtdt + bi, i = 1, 2;

A =
(
a1−a2
a1+a2

)2

. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ëåãêî ïîáóäóâàòè îäíîñîëiòîííi i ðà-

öiîíàëüíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.14).

Áiëüø ñêëàäíå ïåðåòâîðåííÿ âèäó

u =
√

6e−
∫
hdt U

(∫
fe−

∫
(q+2h)dtdt, e−

∫
qdtx−

∫(
p− k2

4f

)
e−

∫
qdtdt

)
− k

2f .

äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè ðîçâ'ÿçêè (11)�(13) ðiâíÿííÿ (4.9) äëÿ ïîáóäî-

âè òî÷íèõ ðiøåíü ðiâíÿíü âèäó

ut + fu2ux + fe2
∫

(q−h)dtuxxx + hu+ (p+ qx)ux

+ k uux + 1
2f

(
kt + kh− k ftf

)
= 0,

(4.15)

ÿêi ¹ ïðîîáðàçàìè ðiâíÿííÿ (4.13) âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (4.7). Òóò

f, h, k, p i q � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t, f 6= 0.

Íàïðèêëàä, ðîçâ'ÿçîê (4.15), îòðèìàíèé ç îäíîñîëiòîííîãî ðîçâ'ÿçêà

(11), ìà¹ âèãëÿä

u =
√

6e−
∫
hdt

(
a+

k2
0√

4a2 + k2
0 ch z + 2a

)
− k

2f
,

z = k0e
−
∫
qdtx− k0

∫ (
p− k2

4f

)
e−

∫
qdtdt− k0(6a

2 + k2
0)
∫
fe−

∫
(q+2h)dtdt+ b, äå

k0, a i b - äîâiëüíi ñòàëi. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà ëåãêî ïîáóäóâàòè iíøi

òèïè ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (4.15).
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4.2. Àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ

íåíîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ: íåëiíiéíi õâèëüîâi é

åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ

Õâèëüîâi é åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó ôiçèöi, îñêiëü-

êè õâèëüîâi ðiâíÿííÿ ìîäåëþþòü, çîêðåìà, êîëèâíi ïðîöåñè ó ñóöiëüíèõ

ñåðåäîâèùàõ, à åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü íèçêó ñòàöiîíàðíèõ ïðîöå-

ñiâ. Ç òî÷êè çîðó ãðóïîâîãî àíàëiçó òàêi ðiâíÿííÿ ¹ ñêëàäíèìè, îñêiëüêè

âñi íåçàëåæíi çìiííi â íèõ âõîäÿòü íà ðiâíèõ óìîâàõ. Ñèìåòði¨ õâèëüîâèõ

é åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü Ëi ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè äîñëiäæóâàëèñü,

çîêðåìà, ó ðîáîòàõ, [16,54,66,67,70,71,124,145,146,154,155,199,200]. Çàóâà-

æèìî, ùî âïåðøå õâèëüîâi é åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäàëèñü, ó ðàìêàõ

ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â ðîáîòàõ Ñîôóñà Ëi â ïðî-

öåñi êëàñèôiêàöi¨ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç

äâîìà íåçàëåæíèõ çìiííèìè [204] é âèâ÷åííÿ êîíòàêòíèõ ïåðåòâîðåíü

ìiæ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè Êëåéíà�Ãîðäîíà d2z/dx dy = F (z) [205].

Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ i åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, çíàéäåíi ñè-

ìåòðiéíèìè ìåòîäàìè i ìåòîäîì ôóíêöiîíàëüíîãî ðîçäiëåííÿ çìiííèõ íà-

âåäåíî, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [154,250�252,344].

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âè÷åðïíî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

äëÿ êëàñó W íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ i åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

utt = f(x, u)uxx + g(x, u). (4.16)

Äëÿ òî÷íîãî îïèñó êëàñó W , ÿêèé íàäàëi íàçèâàòèìåìî êëàñîì (4.16),

íåîáõiäíî íàêëàñòè äâi äîäàòêîâi óìîâè íà íàáið äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

θ = (f, g). Ïåðøà ïðèðîäíà óìîâà: f 6= 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Wgen íàäêëàñ

ðiâíÿíü (4.16) ç f 6= 0, ÿêèé ìiñòèòü ÿê ëiíiéíi òàê i íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ.

Äëÿ òîãî, ùîá ãàðàíòóâàòè íåëiíiéíiñòü ðiâíÿíü ç êëàñó W , íàêëàäà¹ìî

ùå îäíó óìîâó (fu, guu) 6= (0, 0). ÏiäêëàñWlin ëiíiéíèõ ðiâíÿíüWgen � öå

äîïîâíåííÿ äî êëàñó W ó êëàñi Wgen, W = Wgen \ Wlin. Çàóâàæèìî, ùî

ëiíiéíi i íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç ïiäêëàñiâ Wlin i W êëàñó Wgen íå ïîâ'ÿçàíi
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ìiæ ñîáîþ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè (äèâ. çàóâàæåííÿ 4.8) i ìàþòü ðiçíi

ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi. Ëiíiéíèé õâèëüîâi é åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ ç äâîìà

íåçàëåæíèìè çìiííèìè âè÷åðïíî äîñëiäæåíi â ðàìêàõ êëàñè÷íîãî ãðóïî-

âîãî àíàëiçó, äèâ., íàïðèêëàä, ðîáîòè [22, 23, 70, 71, 204]. Çíàê ôóíêöi¨ f

íåñóòò¹âèé äëÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñóW . Âîäíî÷àñ ïðîâåäåíî êëà-

ñèôiêàöiþ ïiäêëàñó ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ f > 0, i ïiäêëàñó

åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ f < 0. Ãiïåðáîëi÷íi é åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ

òàêîæ íå ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Çàóâàæèìî,

ùî ìè ïðàöþ¹ìî íàä äiéñíèì ïîëåì, ïåðåõiä íà êîìïëåêñíèé âèïàäîê

ïîòðåáó¹ íåçíà÷íî¨ ìîäèôiêàöi¨.

Íàñëiäóþ÷è ðîáîòè [1, 155], òàê çâàíó çàäà÷ó ÷àñòêîâî¨ ïîïåðåäíüî¨

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ [54,102] äëÿ êëàñóW áóëî ðîçâ'ÿçàíî â ðîáîòi [284].

À ñàìå, áóëî ðîçãëÿíóòî øåñòèâèìiðíó ïiäàëãåáðó g6 íåñêií÷åííîâèìiðíî¨

àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼ êëàñóW , ïîòiì ïðîêëàñèôiêîâàíî ëèøå îäíî-

âèìiðíi ïiäàëãåáðè ïiäàëãåáðè g6 ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi, ïîðîäæå-

íîþ âiäïîâiäíîþ øåñòèâèìiðíîþ ïiäãðóïîþ G6 íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ãðó-

ïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (4.16). G6-åêâiâàëåíòíiñòü ¹ ñëàáøîþ, íiæ

G∼-åêâiâàëåíòíiñòü, îñü ÷îìó êëàñèôiêàöiÿ â [284] ïðèçâåëà äî âåëèêî¨

êiëüêîñòi âèïàäêiâ (äâàäöÿòü ÷îòèðè G6-íååêâiâàëåíòíèé âèïàäêè) êëà-

ñèôiêàöiéíîãî ñïèñêó, áiëüøiñòü ç ÿêèõ ¹ G∼-åêâiâàëåíòíèìè îäèí îäíî-

ìó. Ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi âñi öi âèïàäêè âêëàäàþòüñÿ â ïåðøi

÷îòèðè âèïàäêè, íàâåäåíi â òàáëèöi 4.6. Îêðiì öüîãî áàãàòî âèïàäêiâ áó-

ëî ïðîïóùåíî íàâiòü â ðàìêàõ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i ÷àñòêîâî¨ ïîïåðåäíüî¨

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ

ðîáîòè [301], ìè ñóòò¹âî ïîêðàùó¹ìî é óçàãàëüíþ¹ìî ðåçóëüòàòè [284].

Âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî êëàñ W íå ¹ íi íîðìàëiçîâàíèì, íi íàïiâíîð-

ìàëiçîâàíèì. Éîãî íàâiòü íå ìîæíà ðîçáèòè íà íåïåðåòèííi íîðìàëiçîâàíi

÷è íàïiâíîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè. Òàêîæ íå iñíó¹ òàêî¨ ñiì'¨ òî÷êîâèõ ïåðå-

òâîðåíü, ùîá âiäîáðàçèòè öåé êëàñ íà êëàñ ç êðàùèìè òðàíñôîðìàöiéíè-

ìè âëàñòèâîñòÿìè. Îñü ÷îìó ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñóW íå ìîæ-
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íà âè÷åðïíî ïðîêëàñèôiêóâàòè íàÿâíèìè âåðñiÿìè àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ÿêèé ÿâíî [54, 57, 102, 198, 240, 254, 261] ÷è íåÿâíî

[16,50,51,121,126,133,147,148,199,200,210]  ðóíòó¹òüñÿ íà ïåâíèõ íîðìà-

ëiçàöiéíèõ âëàñòèâîñòÿõ äîñëiäæóâàíèõ êëàñiâ (çàóâàæèìî, ùî áiëüøiñòü

çãàäàíèõ ñòàòåé ïðèñâÿ÷åíî ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨ ïåâíèõ êëàñiâ (1+1)-

âèìiðíèé åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü). Ç iíøîãî áîêó êëàñ W íåïðèäàòíèé äëÿ

òîãî, ùîá ðîçâ'ÿçóâàòè éîãî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïðÿìèì ìåòî-

äîì Ëi�Îâñÿííèêîâà [1,9,22,23,71,154], âêëþ÷àþ÷è éîãî âåðñiþ, äîïîâíå-

íó ìåòîäîì ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ [20, 258]. Îñòàííié ìåòîä ¹ îñî-

áëèâî åôåêòèâíèì äëÿ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äîâiëüíèìè åëå-

ìåíòàìè, çàëåæíèìè âiä îäíîãî àðãóìåíòó [145,146,162,242,258,299,306],

õî÷à éîãî òàêîæ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ êëàñiâ, ÷è¨ äîâiëüíi åëåìåíòè

çàëåæàòü âiä äâîõ àðãóìåíòiâ [20,56].

Îñü ÷îìó äëÿ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïîâíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨ äëÿ êëàñóW , íàìè çàïðîïîíîâàíèé íîâó âåðñiþ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ íåíîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ (ñèñòåì) äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi, ïîðîäæåíî¨ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî

êëàñó. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî òåîðiþ ùîäî äîïóñòè-

ìèõ ïåðåòâîðåíü òà ìåòîäiâ ¨õíüî¨ êëàñèôiêàöi¨. Çîêðåìà ìîäèôiêîâàíî

ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü i ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïî-

ðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè ãðóïî¨äó åêâiâàëåíòíîñòi, à òàêîæ çàïðîïîíîâàíî

êiëüêà íîâèõ òåõíiê êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ íåíîðìà-

ëiçîâàíèõ êëàñiâ. Ïîêàçàíî, ùî ìåòîä ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ é àë-

ãåáðà¨÷íèé ìåòîä Ãàéäîíà çíàõîäæåííÿ ïîâíî¨ ãðóïè òî÷êîâèõ ñèìåòðié

ïåâíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [150�152] ìîæíà ïîøèðèòè íà

äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ. Äëÿ ïîøèðåííÿ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ íà íåíîðìàëiçîâàíi êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ââåäåíî

ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíèõ i ñèíãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü L|S . Ðåãóëÿðíi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨
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àñîöiéîâàíi ç ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó L|S . Öi ðîçøè-
ðåííÿ ìîæíà ïîáóäóâàòè êëàñè÷íèì àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì ïðè âèêîíàííi

ïîâíî¨ ïîïåðåäíüî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ [54, 102] êëàñó L|S . Ñèíãóëÿð-
íi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ìîæóòü âêëþ÷àòè òiëüêè òi ñèñòåìè ç

êëàñó L|S ùî ¹ äæåðåëîì äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi L|S , íå ïîðî-
äæåíèõ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó L|S . Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó W ñòà¹ iëþñòðàòèâíèì ïðèêëàäîì çà-

ïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.

4.2.1. Ïîïåðåäí¹ äîñëiäæåííÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Ùîá

çíàéòè ïîâíó òî÷êîâó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (4.16) (ùî âêëþ÷à¹

ÿê íåïåðåðâíi, òàê i äèñêðåòíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi) i ãðóïî¨ä

åêâiâàëåíòíîñòi G∼ öüîãî êëàñó, çàñòîñó¹ìî ïðÿìèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü [184]. Ðîçïî÷íåìî ðîçãëÿä ç ïîøóêó äîïóñòèìèõ

ïåðåòâîðåíü â êëàñi Wgen, ÿêi ïîðîäæóþòü ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼gen

öüîãî êëàñó. Öå òàêîæ äîçâîëèòü çíàéòè ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ i ãðó-

ïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (4.16).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lθ ðiâíÿííÿ â êëàñiWgen ùî âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó ôiê-

ñîâàíîìó çíà÷åííþ íàáîðó äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ = (f, g). Äîïóñòèìå ïå-

ðåòâîðåííÿ â êëàñi Wgen � öå òðiéêà (θ,Φ, θ̃), äå θ = (f, g) i θ̃ = (f̃ , g̃) �

ïî÷àòêîâèé i êiíöåâèé íàáîðè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ â T , à

Φ: t̃ = T (t, x, u), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u) (4.17)

ç íåíóëüîâèì ÿêîáiàíîì J := ∂(T,X, U)/∂(t, x, u) � òî÷êîâå ïåðåòâîðåí-

íÿ â ïðîñòîði ç êîîðäèíàòàìè (t, x, u), ùî âiäîáðàæåííÿ ðiâíÿííÿ Lθ â
ðiâíÿííÿ Lθ̃. Îòæå, øóêà¹ìî âñi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ, ùî âiäîáðàæàþòü
ôiêñîâàíå ðiâíÿííÿ Lθ âèãëÿäó (4.16) â ðiâíÿííÿ Lθ̃ òàêîãî ñàìîãî âèãëÿ-
äó ũt̃t̃ = f̃(x̃, ũ)ũx̃x̃ + g̃(x̃, ũ).

Ùîá âèêîíàòè ïåðåòâîðåííÿ Φ íåîáõiäíî çíàéòè éîãî ïðîäîâæåííÿ íà

ïîõiäíi u äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Äëÿ öüîãî äi¹ìî îïåðàòîðàìè ïîâ-

íî¨ ïîõiäíî¨ Dt i Dx íà âèðàç ũ(t̃, x̃) = U(t, x, u), ââàæàþ÷è t̃ = T (t, x, u) i
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x̃ = X(t, x, u), i ðîçâ'ÿçó¹ìî îòðèìàíi âèðàçè âiäíîñíî utt i uxx. Çíàéäåíi

âèðàçè äëÿ äðóãèõ ïîõiäíèõ ïiäñòàâëÿ¹ìî â ðiâíÿííÿ (4.16), îòðèìó¹ìî

ðiâíiñòü

ũt̃t̃(DtT )2 + 2ũt̃x̃(DtT )(DtX) + ũx̃x̃(DtX)2 + ũt̃V
tT + ũx̃V

tX

− V tU = f
[
ũt̃t̃(DxT )2 + 2ũt̃x̃(DxT )(DxX) + ũx̃x̃(DxX)2 (4.18)

+ ũt̃V
xT + ũx̃V

xX − V xU
]
− g(ũt̃Tu + ũx̃Xu − Uu),

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ V t := ∂tt+2ut∂tu+u 2
t ∂uu i V

x := ∂xx+2ux∂xu+

u 2
x ∂uu. Ïiäñòàíîâêà ũt̃t̃ = f̃ ũx̃x̃+ g̃ â ñèëó Lθ̃ â ðiâíÿííÿ (4.18) ïðèçâîäèòü
äî òîòîæíîñòi, ÿêó ìîæíà ðîçùåïèòè çà çìiííèìè ũt̃x̃ i ũx̃x̃. Çîêðåìà,

êîåôiöi¹íò áiëÿ ũt̃x̃ â (4.18) äà¹ ðiâíÿííÿ

(Tt + Tuut)(Xt +Xuut) = f(Tx + Tuux)(Xx +Xuux). (4.19)

Ðiâíÿííÿ (4.19) äàëi ìîæíà ðîçùåïèòè çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè ut i ux. Òà-

êèì ÷èíîì, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

TuXu = 0, TuXt + TtXu = 0, TuXx + TxXu = 0, (4.20)

TtXt = fTxXx. (4.21)

Ç öèõ ðiâíÿíü âèïëèâàþòü óìîâè Tu = Xu = 0, ÿêi îçíà÷àþòü, ùî áóäü-ÿêå

äîïóñòèìå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi (4.16) ¹ òàêèì, ùî êîìïîíåíòè

ïåðåòâîðåííÿ äëÿ íåçàëåæíèõ çìiííèõ çàëåæàòü òiëüêè âiä öèõ çìiííèõ.

Â ñèëó öi¹¨ óìîâè ðiâíÿííÿ (4.20) ñòàþòü òîòîæíîñòÿìè, ðîçùåïëåííÿ

ðiâíÿííÿ (4.18) çà ũx̃x̃ äà¹ ðiâíÿííÿ

f̃T 2
t +X 2

t = f(f̃T 2
x +X 2

x ), (4.22)

g̃T 2
t + ũt̃Ttt + ũx̃Xtt − (Utt + 2Utuut + Uuuu

2
t )

= f(g̃T 2
x + ũt̃Txx + ũx̃Xxx − (Uxx + 2Uxuux + Uuuu

2
x)) + gUu.

Ðîçùåïëåííÿ îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ çà çìiííèìè ũt̃ i ũx̃ ïðèçâîäèòü äî ðiâ-

íÿíü Uuu = 0 i

Ttt − 2
Uut
Uu

Tt = f

(
Txx − 2

Uux
Uu

Tx

)
, (4.23)
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Xtt − 2
Uut
Uu

Xt = f

(
Xxx − 2

Uux
Uu

Xx

)
, (4.24)

g̃T 2
t − Utt + 2

Uut
Uu

Ut = f

(
g̃T 2

x − Uxx + 2
Uux
Uu

Ux

)
+ gUu. (4.25)

Ç ðiâíÿííÿ Uuu = 0 âèïëèâà¹, ùî U = U 1(t, x)u + U 0(t, x). Óìîâà íå-

âèðîäæåíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Φ, â ñèëó óìîâ Tu = Xu = 0 çâîäèòüñÿ äî

íåðiâíîñòi Uu(TtXx − TxXt) 6= 0, i òîìó TtXx − TxXt 6= 0 i U 1 := Uu 6= 0.

çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ Tu = Xu = Uuu = 0 äëÿ äîïóñòèìèõ òî÷êî-

âèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi Wgen ìîæíà òàêîæ îòðèìàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è

ïóíêò (c) òåîðåìè 4.4b ç ðîáîòè [184]. Ïåðåïèñàâøè ðiâíÿííÿ (4.22) ÿê

f̃(T 2
t −fT 2

x ) +X 2
t −fX 2

x = 0, áà÷èìî, ùî T 2
t −fT 2

x 6= 0, X 2
t −fX 2

x 6= 0.

Äiéñíî, iíàêøå f > 0, Tt = ε1f
1/2Tx 6= 0, äå ε1 = ±1, i òîìó ç ðiâíÿí-

íÿ (4.21) âèïëèâàëî áè Xt = ε1f
1/2Xx, àëå öå ñóïåðå÷èòü íåâèðîäæåíîñòi

ïåðåòâîðåííÿ Φ. Òîìó f̃ũ = 0, ÿêùî fu = 0. I íàâïàêè, ÿêùî f̃ũ = 0, òî

ìîæíà âèâåñòè fu = 0. Îòæå, f̃ũ = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fu = 0.

Îñêiëüêè âèðàç T 2
t − fT 2

x íåíóëüîâèé, ç ðiâíÿííÿ (4.25) âèïëèâà¹, ùî

f̃ũ = g̃ũũ = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fu = guu = 0.

Çàóâàæåííÿ 4.8. Iíâàðiàíòíiñòü óìîâ fu = guu = 0 ïiä äi¹þ äîïóñòè-

ìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi Wgen îçíà÷à¹, ùî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼gen

êëàñó Wgen ìîæíà çîáðàçèòè ÿê íåïåðåòèííå îá'¹äíàííÿ ãðóïî¨äiâ åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼ i G∼lin ïiäêëàñiâ W i Wlin, à ñàìå G∼gen = G∼ t G∼lin. Iíøèìè
ñëîâàìè, ðiâíÿííÿ ç êëàñóW íå ïîâ'ÿçàíi ç ðiâíÿííÿìè ç êëàñWlin òî÷êî-

âèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Öå âèïðàâäîâó¹ âèêëþ÷åííÿ êëàñóWlin ç ðîçãëÿäó,

îñêiëüêè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñó Wlin âiäîìi.

4.2.2. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi é àëãåáðà åêâiâàëåíòíîñòi. Çíàéäå-

ìî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (4.16), îñêiëüêè âîíà íåîáõiäíà äëÿ âè-

÷åðïíîãî îïèñó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü, à òàêîæ äëÿ àíàëiçó âèçíà÷àëü-

íèõ ðiâíÿíü íà êîìïîíåíòè îïåðàòîðiâ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Ïðè îá÷èñëåííi

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äîâiëüíi åëåìåíòè f i g âàðiþþòüñÿ, îòæå,
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ìîæíà ðîçùåïèòè ðiâíÿííÿ (4.21)�(4.25) çà öèìè äîâiëüíèìè åëåìåíòà-

ìè. Ç ðiâíÿíü (4.21) é óìîâè íåâèðîäæåíîñòi TtXx − TxXt 6= 0 âèïëèâà¹,

ùî àáî Tt = Xx = 0 i TxXt 6= 0, àáî Tx = Xt = 0 i TtXx 6= 0.

Äëÿ Tt = Xx = 0, ðiâíÿííÿ (4.22) ìîæíà ñïðîñòèòè äî âèãëÿäó X2
t =

ff̃T 2
x , àáî T

2
xf = X2

t /f̃ . Äèôåðåíöiþ¹ìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ çà çìiííîþ t

i ðîçùåïëþ¹ìî îòðèìàíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ôóíêöi¨ f̃ i ¨¨ ïîõiäíèõ, ùî

ïðèçâîäèòü äî ðiâíÿííÿ Xt = 0, ÿêå ñóïåðå÷èòü óìîâi íåâèðîäæåíîñòi.

Îòæå, Xt = Tx = 0 i òàê T = T (t), X = X(x), äå TtXx 6= 0. òîäi ðiâ-

íÿííÿ (4.22) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó f̃T 2
t = fX2

x i äèôåðåíöiþâàííÿ öüîãî

ðiâíÿííÿ çà çìiííîþ t äà¹

2TtTttf̃ + T 2
t Utf̃ũ = 0. (4.26)

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (4.26) ìà¹ ñïðàâäæóâàòèñü äëÿ âñiõ f̃ , ìîæíà ðîùå-

ïèòè éîãî âiäíîñíî f̃ i f̃ũ. Òàêèì ÷èíîì, çíàõîäèìî, ùî Ttt = 0 i Ut = 0.

Ðiâíÿííÿ (4.23) ñòà¹ òîòîæíiñòþ â ñèëó íàâåäåíèé âèùå ðiâíÿíü, à ðiâíÿí-

íÿ (4.24) çâîäèòüñÿ äî (U 2
u/Xx)x = 0. Ðiâíÿííÿ (4.25) äà¹ ïåðåòâîðåííÿ

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó g. Îòæå, äîâåäåíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.9. Çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (3.9) ñêëàäà-

þòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = c1t+ c0, x̃ = ϕ(x), ũ = c2|ϕx|1/2u+ ψ(x), f̃ =
ϕ2
x

c2
1

f,

g̃ =
c2

c2
1

|ϕx|1/2g −
1

c2
1

(
c2

2ϕxxxϕx − 3ϕ 2
xx

4|ϕx|3/2
u+ ψxx −

ϕxx
ϕx

ψx

)
f,

äå c0, c1, c2 � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó c1c2 6= 0; ϕ, ψ �

äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x, ïðè÷îìó ϕx 6= 0.

Íàñëiäîê 4.10. Êëàñ (4.16) äîïóñêà¹ òî÷íî òðè äèñêðåòíèõ ïåðåòâî-

ðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ¹ íåçàëåæíèìè ç òî÷íiñòþ äî ¨õ êîìïîçè-

öi¨ ìiæ ñîáîþ i íåïåðåðâíèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi â öüî-

ìó êëàñi: (t, x, u, f, g) 7→ (−t, x, u, f, g), (t, x, u, f, g) 7→ (t,−x, u, f, g),

(t, x, u, f, g) 7→ (t, x,−u, f,−g).
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Ç òåîðåìè 4.9 âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêå ïåðåòâîðåííÿ T ç ãðóïèG∼ ìîæíà

çîáðàçèòè ÿê êîìïîçèöiþ T = Pt(c0)D
t(c1)Z(ψ)D(ϕ)Du(c2) åëåìåíòàðíèõ

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, êîæíå ç ÿêèõ íàëåæèòü ñiì'¨ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi, ïàðàìåòðèçîâàíié ñòàëèì àáî ôóíêöiîíàëüíèì ïàðàìå-

òðîì:

Pt(c0) : t̃ = t+ c0, x̃ = x, ũ = u, f̃ = f, g̃ = g,

Dt(c1) : t̃ = c1t, x̃ = x, ũ = u, f̃ = c−2
1 f, g̃ = c−2

1 g,

D(ϕ) : t̃ = t, x̃ = ϕ, ũ = |ϕx|
1
2u, f̃ = ϕ 2

x f, g̃ = |ϕx|
1
2g+αϕ(x)uf,

Du(c2) : t̃ = t, x̃ = x, ũ = c2u, f̃ = f, g̃ = c2g,

Z(ψ) : t̃ = t, x̃ = x, ũ = u+ ψ, f̃ = f, g̃ = g − ψxxf,

äå ïàðàìåòðè îïèñàíi â òåîðåìi 4.9, i αϕ(x) :=
2ϕxxxϕx − 3ϕ 2

xx

4|ϕx|3/2
.

Âiäïîâiäíà àëãåáðà åêâiâàëåíòíîñòi g∼ êëàñó (4.16) ïîðîäæó¹òüñÿ îïå-

ðàòîðàìè

P t = ∂t, Dt = t∂t − 2f∂f − 2g∂g, Du = u∂u + g∂g,

D(ζ) = ζ∂x + 1
2ζxu∂u + 2ζxf∂f + 1

2(ζxg − ζxxxuf)∂g,

Z(χ) = χ∂u − χxxf∂g,

(4.27)

äå ζ = ζ(x), χ = χ(x) � ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x. Íåíóëüîâi êîìóòàöiéíi

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ öèìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè:

[P t,Dt] = P t, [Z(χ),Du] = Z(χ),

[D(ζ1),D(ζ2)] = D(ζ1ζ2
x − ζ1

xζ
2), [D(ζ),Z(χ)] = Z(ζχx − 1

2ζxχ).

4.2.3. Âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ïîøóêó ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié.

Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðíå ïîëå Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u

íàëåæèòü ìàêñèìàëüíié àëãåáði ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi gmax ðiâíÿííÿ L:
L = 0 ç êëàñó (4.16), òîáòî, ãåíåðó¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ãðóïó ëi¨âñüêèõ

ñèìåòðié ðiâíÿííÿ L. Ç âèêîðèñòàííÿì êðèòåðiþ ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

îòðèìó¹ìî òàêi âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà Q :

ξt = τxf, (4.28)
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τtt − τxxf = 2ηtu, (4.29)

ξtt − ξxxf = −2ηxuf, (4.30)

ξfx + ηfu = 2(ξx − τt)f, (4.31)

ξgx + ηgu = (ηu − 2τt)g − ηxxf + ηtt. (4.32)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ àëãåáðè ÿäðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi g∩ êëàñó (4.16),

ðîçùåïëþ¹ìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ i ¨õ ïî-

õiäíèõ. Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî g∩ = 〈∂t〉. Îòæå, ëi¨âñüêi ñèìåòði¨, ùî äîïó-
ñêàþòüñÿ êîæíèì ðiâíÿííÿì ç êëàñó (4.16) âè÷åðïóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè

âèãëÿäó (t, x, u) 7→ (t+ c0, x, u), äå c0 � äîâiëüíà ñòàëà.

4.2.4. Ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

êëàñó (4.16) ñôîðìóëüîâàíî â òåîðåìi.

Òåîðåìà 4.11. Óñi G∼-íååêâiâàëåíòíi (à òàêîæ òî÷êîâî-íååêâiâàëåíòíi)

âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ àëãåáðè ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï g∩ =

〈∂t〉 â êëàñi (4.16) âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè, íàâåäåíèìè â òàáëèöi 4.6.

Â çàëåæíîñòi âiä ðîçìiðíîñòi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ (îäèí,

äâà, òðè, ÷îòèðè àáî íåñêií÷åííiñòü), âèïàäêè òàáëèöi 4.6 ïîäiëåíî íà

ãðóïè ãîðèçîíòàëüíèìè ëiíiÿìè. çàóâàæèìî, ùî âñi ðîçøèðåííÿ ëi¨â-

ñüêî¨ ñèìåòði¨ ðîçìiðíîñòåé íåñêií÷åííiñòü i ÷îòèðè äëÿ ðiâíÿííÿ ç êëà-

ñó (4.16) íå àñîöiéîâàíi ç ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼, òîá-

òî ¹ ñèíãóëÿðíèìè. Âèêîðèñòàííÿ äâîðiâíåâî¨ íóìåðàöi¨ äëÿ êëàñèôiêà-

öiÿ âèïàäêiâ, íàâåäåíèõ â òàáëèöi 4.6 ïîâ'ÿçàíî ç íàÿâíiñòþ äîäàòêî-

âèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ âèïàäêàìè. à ñàìå, âèïàäêè ïî-

çíà÷åíi îäíèìè é òèìè ñàìèìè àðàáñüêèìè öèôðàìè é ðiçíèìè áóêâà-

ìè G∼-íååêâiâàëåíòíi, àëå åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî äîäàòêîâèõ ïåðåòâî-

ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ùîá ïîáóäóâàòè âñi äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi ñåðåä G∼-íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ êëàñèôiêàöi¨, ïîòðiáíî

êëàñèôiêóâàòè äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â öüîìó êëàñi ç òî÷íiñòþ äî G∼-

åêâiâàëåíòíîñòi. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, äîâåäåííÿ ÿêî¨ íàâåäåíî â ïiäðîç-

äiëi 4.2.5.
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Òàáë. 4.6: G∼-íååêâiâàëåíòíèé ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ g∩ = 〈∂t〉 â êëàñi (4.16).

� f g Áàçèñ ðîçøèðåííÿ

1 f̂(ω)|u|p ĝ(ω)|u|pu −pt∂t + 2δ∂x + 2u∂u

2 f̂(u)ex ĝ(u)ex t∂t − 2∂x

3 f̂(x)eu ĝ(x)eu t∂t − 2∂u

4 f̂(u) ĝ(u) ∂x

5à ε ĝ(u) ∂x, x∂t + εt∂x

5á 1 ĝ(u)e−2x R(ex+t), R(ex−t)

5â −1 ĝ(u)e−2x R(ex cos t), R(ex sin t)

6à ε ĝ(u)x−2 t∂t + x∂x, (t2 + εx2)∂t + 2tx∂x

6á 1 ĝ(u) cos−2 x R(cos t cosx), R(sin t cosx)

6â 1 −ĝ(u) ch−2 x R(et chx), R(e−t chx)

6ã 1 ĝ(u) sh−2 x R(et shx), R(e−t shx)

6ä −1 ĝ(u) cos−2 x R(et cosx), R(e−t cosx)

6å −1 ĝ(u) sh−2 x R(cos t shx), R(sin t shx)

7 −1 ĝ(u) ch−2 x R(cos t chx), R(sin t chx)

8à εu−4 µ(x)u−3 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u

8á εu−4 µ(x)u−3 + u e2t(∂t + u∂u), e−2t(∂t − u∂u)

8â εu−4 µ(x)u−3 − u cos(2t)∂t − sin(2t)u∂u, sin(2t)∂t + cos(2t)u∂u

9 εex|u|p νex|u|pu p∂x − u∂u, t∂t − 2∂x

10 εx2eu νeu x∂x, t∂t − 2∂u

11 f̂(u) 0 ∂x, t∂t + x∂x

12 εeu ε′equ ∂x, qt∂t + (q − 1)x∂x − 2∂u

13 ε|u|p ε′|u|q ∂x, (1− q)t∂t + (1 + p− q)x∂x + 2u∂u

14à εu−4 ε′u−3 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u, ∂x

14á εu−4 ε′u−3 + u e2t(∂t + u∂u), e−2t(∂t − u∂u), ∂x

14â εu−4 ε′u−3 − u cos(2t)∂t − sin(2t)u∂u, sin(2t)∂t + cos(2t)u∂u, ∂x

14ã εu4 ε′u ∂x, 2x∂x + u∂u, x
2∂x + xu∂u
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Òàáë. 4.6: ïðîäîâæåííÿ.

15à εu−4 νx−2u−3 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u, 2x∂x − u∂u

15á εu−4 νx−2u−3 + u e2t(∂t + u∂u), e−2t(∂t − u∂u), 2x∂x − u∂u

15â εu−4 νx−2u−3 − u cos(2t)∂t − sin(2t)u∂u, sin(2t)∂t + cos(2t)u∂u, 2x∂x − u∂u

16 ε|u|p 0 ∂x, t∂t + x∂x, px∂x + 2u∂u

17 εeu 0 ∂x, t∂t + x∂x, x∂x + 2∂u

18à ε ε′|u|q ∂x, t∂x + εx∂t, (q − 1)t∂t + (q − 1)x∂x − 2u∂u

18á 1 ε′|u|qe−2x R(ex+t), R(ex−t), (q − 1)∂x + 2u∂u

18â −1 ε′|u|qe−2x R(ex cos t), R(ex sin t), (q − 1)∂x + 2u∂u

19à εu−4 0 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u, ∂x, 2x∂x − u∂u

19á εu−4 u e2t(∂t + u∂u), e−2t(∂t − u∂u), ∂x, 2x∂x − u∂u

19â εu−4 −u cos(2t)∂t − sin(2t)u∂u, sin(2t)∂t + cos(2t)u∂u, ∂x, 2x∂x − u∂u

19ã εu4 0 ∂x, t∂t + x∂x, 2x∂x + u∂u, x
2∂x + xu∂u

20 ε ε′eu τ∂t + ξ∂x − 2τt∂u

Òóò ε, ε′ = ±1 mod G∼, δ ∈ {0, 1} mod G∼, p, q, ν � äîâiëüíi ñòàëi ç p 6= 0 i ν 6= 0. Äîäàòêîâî,

p 6= ±4 ó âèïàäêó 16, i q 6= 0, 1 ó âèïàäêàõ 18à�18â. Ó âèïàäêó 1, ω := x − δ ln |u|. R(Φ) :=

Φx∂t + Φt∂x. Ïàðà (τ, ξ) ãëàäêèõ ôóíêöié âiä çìiííèõ (t, x) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåìè τt = ξx, ξt = ετx.

Òåîðåìà 4.12. Ïîðîäæóâàëüíó ìíîæèíó B äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

êëàñó (3.9), ùî ¹ ìiíiìàëüíîþ i âíóòðiøíüî ñóìiñíîþ ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, óòâîðþþòü òàêi ñiì'¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü,

äå ε, ε′, ε′′ = ±1:

T1. fx = gx = 0, fu 6= 0 àáî f = 1, f̃ = 1/f, g̃ = −g/f,

Φ: t̃ = x, x̃ = t, ũ = u;

T2. f = εu−4, g = µ(x)u−3 +σu, σ ∈ {−1, 0, 1}, f̃ = εũ−4, g̃ = µ(x̃)ũ−3,

µ = µ(x) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó µx 6= 0,

à. Φ: t̃ = t−1, x̃ = x, ũ = t−1u, ÿêùî σ = 0;

á. Φ: t̃ = 1
2e

2t, x̃ = x, ũ = etu, ÿêùî σ = 1;
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â. Φ: t̃ = tg t, x̃ = x, ũ = u cos t, ÿêùî σ = −1;

T3. f = 1, g = e−2xg2(u), f̃ = 1, g̃ = g2(ũ),

Φ: t̃ = e−x sh t, x̃ = e−x ch t, ũ = u;

T4. f = 1, g = g1(x)g2(u), f̃ = 1, g̃ = x̃−2g2(ũ),

à. g1(x) = x−2, Φ: t̃ =
t

x2 − t2
, x̃ =

x

x2 − t2
, ũ = u;

á. g1(x) = cos−2 x, Φ: t̃ =
cos t

sin t+ sinx
, x̃ =

cosx

sin t+ sinx
, ũ = u;

â. g1(x) = − ch−2 x, Φ: t̃ = et shx, x̃ = et chx, ũ = u;

ã. g1(x) = sh−2 x, Φ: t̃ = et chx, x̃ = et shx, ũ = u;

T5. f = −1, g = e−2xg2(u), f̃ = −1, g̃ = g2(ũ),

Φ: t̃ = e−x sin t, x̃ = e−x cos t, ũ = u;

T6. f = −1, g = g1(x)g2(u), f̃ = −1, g̃ = x̃−2g2(ũ),

à. g1(x) = x−2, Φ: t̃ =
t

x2 + t2
, x̃ =

x

x2 + t2
, ũ = u;

á. g1(x) = cos−2 x, Φ: t̃ = et sinx, x̃ = et cosx, ũ = u;

â. g1(x) = sh−2 x, Φ: t̃ =
sin t

cos t+ chx
, x̃ =

shx

cos t+ chx
, ũ = u;

T7. f = −1, g = g2(u) ch−2 x, f̃ = −1, g̃ = g2(ũ) ch−2 x̃,

Φ: t̃ = arctg
sin γ shx+ cos γ sin t

cos t
,

x̃ = arcth
cos γ shx− sin γ sin t

chx
, ũ = u, γ ∈ (0, 2π);

T8. à. f = f̃ = 1, gx = 0, g̃ = g,

Φ: t̃ = t ch γ + x sh γ, x̃ = t sh γ + x ch γ, ũ = u, γ ∈ R 6=0;

á. f = f̃ = −1, gx = 0, g̃ = g, Φ: t̃ = t cos γ − x sin γ,

x̃ = t sin γ + x cos γ, ũ = u, γ ∈ (0, 2π);

T9. f = ε, g = ε′eu, f̃ = ε, g̃ = ε′eũ, Φ: t̃ = T (t, x), x̃ = X(t, x),

ũ = u + ln |T 2
t − εT 2

x |, äå ε, ε′ = ±1, ïðè÷îìó ε′ = 1, ÿêùî ε = 1,
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(T,X) ïðîáiãàþòü ìíîæèíó ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Tt = Xx, Xt = εTx iç (Ttt, Tx) 6= (0, 0) çà äi¹þ

ãðóïè, ÿêó ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ t̂ = c1t + c0, x̂ = c1x + c2, T̂ =

c̃1T + c̃0, X̂ = c̃1X + c̃2, äå c0, c1, c2, c̃0, c̃1, c̃2 � äîâiëüíi ñòàëi, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó c1c̃1 6= 0.

Íàäàëi âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ TN äëÿ äîïóñòèìîãî ïåðåòâîðåííÿ,

íàâåäåíîãî ó òåîðåìi 4.12, äå N � âiäïîâiäíèé íîìåð ïåðåòâîðåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 4.13. Êîìïîíåíòó Φ ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ äîïóñòèìîãî

ïåðåòâîðåííÿ T4á ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

T4á: t̃ = ctg
x+ t

2
+ tg

x− t
2

, x̃ = ctg
x+ t

2
− tg

x− t
2

, ũ = u,

à êîìïîíåíòó Φ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü T4â i T4ã, âiäïîâiäíî, ÿê

T4â: t̃ = cth
x+ t

2
− th

x− t
2

, x̃ = cth
x+ t

2
+ th

x− t
2

, ũ = u;

T4ã: t̃ = th
x+ t

2
− th

x− t
2

, x̃ = th
x+ t

2
+ th

x− t
2

, ũ = u.

Àëüòåðíàòèâíi âàðiàíòè äëÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü T4á�T4ã i T3 äëÿ

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êëàñó Wlin íàâåäåíî â çàóâàæåííÿõ 1 i 2 ðîáîòè [342].

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî ñïèñîê íåçàëåæíèõ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi ñåðåä âèïàäêiâ êëàñèôiêàöi¨, íàâåäåíèõ â òàáëèöi 4.6

(íèæ÷å ïàðàìåòðè, ùî íå çìiíþþòüñÿ, íå âêàçàíî).

T1: (à) 4f̂ ,ĝ → 41/f̂ ,−ĝ/f̂ , 5àĝ → 5à−ĝ, ÿêùî ε = 1, 11f̂ → 111/f̂ ,

12q,ε,ε′ ◦ (u→ −u) → 121−q,ε,−εε′, 13p,q,ε,ε′ → 13−p,q−p,ε,−εε′,

14ãε,ε′ → 14àε,−εε′, 16p,ε → 16−p,ε, 18àq,ε,ε′ → 18àq,ε,−εε′,

19ã → 19à, 20ε,ε′ → 20ε,−εε′.

T2: (á) 8á → 8à, 14á → 14à, 15á → 15à, 19á → 19à;

(â) 8â → 8à, 14â → 14à, 15â → 15à, 19â → 19à.

T3: 5á → 5àε=1, 18á → 18àε=1.
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T4: (á) 6á → 6àε=1, (â) 6â → 6àε=1, (ã) 6ã → 6àε=1.

T5: 5â → 5àε=−1, 18â → 18àε=−1.

T6: (á) 6ä → 6àε=−1, (â) 6å → 6àε=−1.

Çàóâàæåííÿ 4.14. Â òàáëèöi 4.6, òiëüêè âèïàäêè 1�4, 9�13, 14ã, 16, 17

i 19ã ïðåäñòàâëåíî ðåãóëÿðíèìè ðîçøèðåííÿìè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëà-

ñi W . Ïðè öüîìó ðåãóëÿðíi âèïàäêè 14ã i 19ã G∼-íååêâiâàëåíòíi, àëå G∼-
åêâiâàëåíòíi ñèíãóëÿðíèì âèïàäêàì 14à i 19à, âiäïîâiäíî.

Ðîçãëÿíüìî ïiäêëàñWc êëàñóW , âèîêðåìëåíèé äîäàòêîâèìè óìîâàìè

fx = gx = 0 íà íàáið äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ = (f, g), òîáòî êëàñ ðiâíÿíü

utt = f(u)uxx + g(u), (4.33)

äå (fu, guu) 6= (0, 0). Âèïàäêè 4, 5à, 11, 12, 13, 14à�14ã, 16, 17, 18à, 19à�19ã

i 20 òàáëèöi 4.6 ïîâ'ÿçàíi ç ïiäêëàñîì Wc. Àëãåáðó ÿäðà ëi¨âñüêî¨ iíâàði-

àíòíîñòi gc = 〈∂t, ∂x〉 ðiâíÿíü ç ïiäêëàñó Wc íàâåäåíî ó âèïàäêó 4, ÿêèé

¹ çàãàëüíèì âèïàäêîì ó öüîìó ïiäêëàñi. Ç òåîðåìè 4.11 i íàâåäåíîãî âè-

ùå ñïèñêó äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïîâíèé

ñïèñîê G∼c -íååêâiâàëåíòíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â ïiäêëàñi Wc,

äå G∼c � éîãî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi, âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè 5à, 11, 12,

13, 14à, 16, 17, 18à, 19à, 20 òàáëèöi 4.6, äå äîäàòêîâî q > 1/2 ó âèïàäêó 12,

p > 0 ó âèïàäêàõ 13 i 16, i ε′ = 1 ó âèïàäêàõ 18à i 20 ç ε = 1. Ãðóïîâà êëà-

ñèôiêàöiÿ ïiäêëàñó Wc ç òî÷íiñòþ äî G∼c -åêâiâàëåíòíîñòi ¹ áiëüø äåëiêà-

òíîþ. Ãðóïó G∼c ïîðîäæåíî ïåðåòâîðåííÿìè âèãëÿäó (4.9) ç ϕxx = ψx = 0,

ùî ñêëàäàþòü ïåðåòèí G∼c ∩G∼, i äèñêðåòíèì ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíò-

íîñòi t̃ = x, x̃ = t, ũ = u, f̃ = 1/f , g̃ = −f/g êëàñó Wc, ÿêå ïîðîäæó¹

ñiì'þ T1 äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü âW . Îñü ÷îìó äåÿêi G∼-íååêâiâàëåíòíi

ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ìîæóòü âèÿâèòèñü G∼c -åêâiâàëåíòíèìè, ÿê,

íàïðèêëàä, äëÿ âèïàäêiâ 14à i 14ã, à òàêîæ äëÿ âèïàäêiâ 19à i 19ã. Çâî-

ðîòíà ñèòóàöiÿ íåìîæëèâà, îñêiëüêè ïiäãðóïî¨ä ãðóïî¨äà G∼c ïîðîäæåíèé

ãðóïîþ G∼ ìiñòèòüñÿ ó ïiäãðóïî¨äi, ïîðîäæåíîìó ãðóïîþ G∼c . Ç öüîãî

âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ.
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Íàñëiäîê 4.15. Ïîâíèé ñïèñîê G∼c -íååêâiâàëåíòíèõ ðîçøèðåíü ëi¨â-

ñüêî¨ ñèìåòði¨ â ïiäêëàñi Wc âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè 5à, 11, 12, 13,

14à�14â, 16, 17, 18à, 19à�19â i 20 òàáëèöi 4.6, äå äîäàòêîâî q > 1/2 ó

âèïàäêó 12, p > 0 ó âèïàäêàõ 13 i 16, i ε′ = 1 ó âèïàäêàõ 18à i 20 ç ε = 1.

4.2.5. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi i ñèíãóëÿðíi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó W ìiñòèòü äîïóñòèìi ïåðå-

òâîðåííÿ, ùî íå ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè ãðóïè G∼, òîáòî, öåé êëàñ íåíîð-

ìàëiçîâàíèé. Îäíàê, ìîæíà îïèñàòè ãðóïî¨ä G∼, ïðîêëàñèôiêóâàâøè äî-
ïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â êëàñiW ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi. Äîâå-

äåìî òåîðåìó 4.12, äëÿ ÷îãî ïîáóäó¹ìî (ç òî÷íiñòþ äîG∼-åêâiâàëåíòíîñòi)

ïîðîäæóâàëüíó ìíîæèíó B ãðóïî¨äà G∼, à òàêîæ êëàñèôiêàöiþ ñèíãóëÿð-

íèõ ëi¨âñüêèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi W .

Îñêiëüêè êëàñ W ¹ ïiäêëàñîì êëàñó Wgen, êîìïîíåíòà Φ áóäü-ÿêîãî

äîïóñòèìîãî ïåðåòâîðåííÿ T = (θ,Φ, θ̃) â êëàñi W íàáóâà¹ âèãëÿäó

t̃ = T (t, x), x̃ = X(t, x), ũ = U = U 1(t, x)u+ U 0(t, x)

ç óìîâàìè íåâèðîäæåíîñòi TtXx − TxXt 6= 0 i U 1 6= 0, ïðè öüîìó ìà¹

çàäîâîëüíÿòèñü ñèñòåìà (4.21)�(4.25). Òóò θ = (f, g) i θ̃ = (f̃ , g̃), âiäïî-

âiäíî, ïî÷àòêîâå é êiíöåâå çíà÷åííÿ íàáîðó äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ äëÿ T ,
Lθ,Lθ̃ ∈ W .

×åðåç W0 i W1, âiäïîâiäíî, ïîçíà÷èìî ïiäêëàñè êëàñó W , âèîêðåìëå-

íi óìîâàìè fu = 0 i fu 6= 0. Ðîçáèòòÿ W = W0 t W1 êëàñó W iíäóêó¹

ðîçáèòòÿ ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ öüîãî êëàñó, îñêiëüêè f̃ũ = 0 òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè fu = 0, äèâ. ïiäðîçäië 4.2.1. Iíøèìè ñëîâàìè, ðiâíÿííÿ

ç ïiäêëàñó W0 íå ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè ç ðiâíÿííÿìè â

ïiäêëàñi W1. Öå òâåðäæåííÿ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè ó òåðìiíàõ åêâi-

âàëåíòíîñòi ãðóïî¨äiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.16. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó W ¹ íåïåðåòèí-

íèì îá'¹äíàííÿì ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 i G∼1 ïiäêëàñiâ W0 i W1,

îòæå, G∼ = G∼0 t G∼1 .
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Îïèøåìî îêðåìî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 i G∼1 .

Ëåìà 4.17. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó W0 ñïiâïàäà¹

ç G∼. Ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ïîðîäæóâàëüíà ìíîæèíà B0

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi W0, ùî ¹ ìiíiìàëüíîþ i âíóòðiøíüî

ñóìiñíîþ âiäíîñíî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, � öå îá'¹äíàííÿ îáìåæåííÿ

ñiì'¨ T1 íà êëàñ W0 i ñiìåé T3�T9.

Ëåìà 4.18. Ïîâíèé ñïèñîê G∼-íååêâiâàëåíòíèõ ñèíãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ ðiâíÿííÿ ç êëàñó W0, ùî íå ïîâ'ÿçàíi ç ïiäõî-

äÿùèìè ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè g∼, âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè 5à�7, 18à�

18â i 20 â ïiäêëàñi ðiâíÿíü ç äîâiëüíèé åëåìåíòàìè âèãëÿäó f = ε i

g = g1(x)g2(u).

Äîâåäåííÿ. Âîäíî÷àñ äîâåäåìî ëåìè 4.17 i 4.18. Íåõàé T ∈ G∼0 , òîáòî
fu = 0, guu 6= 0, f̃ũ = 0 i g̃ũũ 6= 0. Âèðàçèìî X 2

t ç ðiâíÿííÿ (4.22),

ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç â ðiâíÿííÿ (4.21). Ïiñëÿ ôàêòîðèçàöi¨ îòðèìàíîãî

ðiâíÿííÿ, ìà¹ìî (T 2
t −fT 2

x )(fX 2
x −f̃T 2

t ) = 0, ç ÷îãî, â ñèëó T 2
t −fT 2

x 6= 0

âèïëèâà¹, ùî fX 2
x = f̃T 2

t . Òîäi ðiâíÿííÿ (4.22) äà¹ X
2
t = ff̃T 2

x . Öå îçíà-

÷à¹, ùî f i f̃ ìàþòü îäíàêîèé çíàê i ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi

ìîæíà ââàæàòè, ùî f = f̃ = ε, äå ε = ±1, òîáòî X 2
x = T 2

t i X 2
t = T 2

x .

Áiëüø òî÷íî, êàëiáðóâàííÿ ôóíêöié f i f̃ ìîæíà çäiéñíèòè ÷åðåç ïåðåòâî-

ðåííÿ D(ϕ) i D(ϕ̃) çìiííèõ x i x̃, âiäïîâiäíî. Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.21)

i ïåðåòâîðåííÿ çàìiíè çíàêó t ìîæíà ïîêëàñòè Xx = Tt, Xt = εTx.

Îñêiëüêè öi ðiâíÿííÿ äàþòü Ttt = εTxx i Xtt = εXxx, ïàðà ðiâíÿíü (4.23)

i (4.24) çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

TtUut−εTxUux = 0, XtUut−εXxUux = 0 âiäíîñíî Uut i Uux. Âèçíà÷íèê âiä-

ïîâiäíî¨ ìàòðèöi ¹ íåíóëüîâèì ε(TtXx − TxXt) 6= 0, òîìó Uut = Uux = 0,

òîáòî Uu ¹ íåíóëüîâîþ ñòàëîþ i âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Du(c2)

ìîæíà ïîêëàñòè Uu = 1. Â ñèëó öi¹¨ óìîâè ðiâíÿííÿ (4.25) íàáóâà¹ âèäó

(X 2
x − εX 2

t )g̃ = g + U 0
tt − εU 0

xx. (4.34)
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Ïîñëiäîâíî äiþ÷è íà ðiâíÿííÿ (4.34) îïåðàòîðàìè (X 2
x − εX 2

t )−1∂t i ∂t̃,

îòðèìà¹ìî äâà äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè ðiâíÿííÿ (4.34),

Xtg̃x̃ + U 0
t g̃ũ +

(X 2
x − εX 2

t )t
X 2
x − εX 2

t

g̃ =
(U 0

tt − εU 0
xx)t

X 2
x − εX 2

t

, (4.35)

(Xt)t̃g̃x̃ + (U 0
t )t̃g̃ũ +

(
(X 2

x − εX 2
t )t

X 2
x − εX 2

t

)
t̃

g̃ =

(
(U 0

tt − εU 0
xx)t

X 2
x − εX 2

t

)
t̃

. (4.36)

Äîñëiäèìî ñóìiñíiñòü ðiâíÿíü (4.35) i (4.36), ùî ¹ êâàçiëiíiéíèìè äèôå-

ðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó âiä-

íîñíî ôóíêöi¨ g̃. Ðîçãëÿíåìî ðiçíi âèïàäêè, ùî âèíèêàþòü â çàëåæíîñòi

âiä òîãî, ÷è ¹ ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè ïîõiäíèõ g̃x̃ i g̃ũ â öié ñèñòåìi

âèðîäæåíîþ àáî íåâèðîäæåíîþ.Öÿ ïðîöåäóðà i ïîïåðåäíié ðîçáèòòÿ êëà-

ñóW íàW0 iW1 äîáðå ïiäõîäèòü äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðîçãàëóæåíî-

ãî ðîçùåïëåííÿ [20, 239, 240, 242, 299, 306]. Ïîäàëüøèé ðîçãëÿä ¹ ïåðøèì

ïðèêëàäîì ïîáóäîâè ïîðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

ç âèêîðèñòàííÿì öüîãî ìåòîäó.

1. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ¹ íåâèðîäæåíîþ, îò-

æå, Xt(U
0
t )t̃ − U 0

t (Xt)t̃ 6= 0. Ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó (4.35)�(4.36) ÿê ñèñòåìó

ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî g̃x̃ i g̃ũ,

g̃x̃ = α1g̃ + α0, g̃ũ = β1g̃ + β0. (4.37)

Òóò êîåôiöi¹íòè α0, α1, β0, β1 ¹ ôóíêöiÿìè çìiííèõ (t̃, x̃), ÷è¨ ÿâíi âè-

ðàçè ó òåðìiíàõ X i U 0 íå ¹ ñóòò¹âèìè äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó. Ïðî-

äèôåðåíöiþâàâøè ðiâíÿííÿ (4.37) çà t̃, âèâåäåìî íàñëiäêè α1
t̃
g̃ + α0

t̃
= 0,

β1
t̃
g̃ + β0

t̃
= 0, ç ÿêèõ, â ñèëó gu 6= 0, âèïëèâà¹, ùî α1

t̃
= α0

t̃
= β1

t̃
= β0

t̃
= 0.

Äèôåðåíöiþâàííÿ ðiâíÿííÿ (4.37) çà çìiííèìè x̃ i ũ ïðèçâîäèòü äî óìîâ

ñóìiñíîñòi äëÿ öèõ ðiâíÿíü, à ñàìå β1
x̃ = 0 i β0

x̃ = α1β0 − α0β1, îòæå, β1 �

öå ñòàëà. Îñêiëüêè g̃ũũ 6= 0, äðóãå ðiâíÿííÿ â (4.37) ïðèçâîäèòü äî óìîâè

β1 6= 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi Du(1/β1), ìîæíà

âiäêàëiáðóâàòè β1 â îäèíèöþ. Òîäi äðóãå ðiâíÿííÿ â (4.37) ìîæíà ïðîiíòå-

ãðóâàòè é îòðèìàòè g̃ = g̃0(x̃)eũ + g̃1(x̃) ç g̃1 = −β0. Ç ðiâíÿííÿ (4.34) âè-

ïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ g ìà¹ ïîäiáíèé âèãëÿä i ó ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ, òîáòî,
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g = g0(x)eu+g1(x), i (X 2
x −εX 2

t )eU
0

g̃0 = g0, (X 2
x −εX 2

t )g̃1 = g1+U 0
tt−εU 0

xx.

Ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi Z(ψ) ðîáèìî g0 = ε′ i

g̃0 = ε̃′ ç ε′, ε̃′ = ±1. òîäi (X 2
x −εX 2

t )eU
0

ε̃′ = ε′, òîáòî U 0 = − ln |X 2
x −εX 2

t |
i òîäi U 0

tt − εU 0
xx = 0, îñêiëüêè Xtt − εXxx = 0. Ðiâíÿííÿ (4.34) íàáóâà¹

âèãëÿäó

g1(x)

X 2
x − εX 2

t

= g̃1(X). (4.38)

Iíøèìè ñëîâàìè, â öüîìó âèïàäêó äîñòàòíüî êëàñèôiêóâàòè äîïóñòèìi

ïåðåòâîðåííÿ â ïiäêëàñi W00, ùî ìiñòèòü ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

utt = εuxx + ε′eu + g1(x) (4.39)

ç òî÷íiñòþ äî ïiäãðóïè G∼00 ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G
∼, âèîêðåìëåíié óìî-

âàìè ϕx = ±c1, c2 = |c1|−1/2 i ψ = 0. Öå çâîäèòüñÿ äî âèâåäåííÿ ìîæëèâèõ

G∼00-íååêâiâàëåíòíèõ âèðàçiâ äëÿ X = X(t, x), g1 = g1(x) i g̃1 = g̃1(x̃), ùî

çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü (4.38) i ðiâíÿííÿ Xtt = εXxx. Ðîáèìî çàìiíó

íåçàëåæíèõ çìiííèõ â öié ñèñòåìi, y = x+ιt i z = x−ιt, äå ι = 1 àáî ι = i,

ÿêùî ε = 1 àáî ε = −1, âiäïîâiäíî. Òóò i � óÿâíà îäèíèöÿ, i2 = −1, òîìó

ι2 = ε. Äëÿ çìiííèõ y i z ðiâíÿííÿ Xtt = εXxx íàáóâà¹ âèãëÿäó Xyz = 0

i éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çîáðàçèòè ÿê X = Y (y) + Z(z), äå

Z(z) ñïiâïàäà¹ çi ñïðÿæåíèì çíà÷åííÿì Y (y), ÿêùî ε = −1, òîäi ðiâíÿí-

íÿ (4.38) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

1

4YyZz
g1(x) = g̃1(X), äå x =

y + z

2
, X = Y + Z. (4.40)

Âèêëþ÷èìî ôóíêöiþ g̃1, äëÿ öüîãî ïîäi¹ìî îïåðàòîðîì Yy∂z − Zz∂y íà

ðiâíÿííÿ (4.40). Òàêèì ÷èíîì îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

2g1(∂y + ∂z)
(
Y −1
y − Z−1

z

)
= −g1

x

(
Y −1
y − Z−1

z

)
.

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ îòðèìó¹ìî Y −1
y − Z−1

z = ιh0h1, äå h0 � äiéñíîçíà÷íà

ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, h1 := |g1|−1/2 6= 0, à h1 � äiéñíîçíà÷íà ãëàäêà

ôóíêöiÿ çìiííî¨ x. Ïîäi¹ìî íà ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ îïåðàòîðîì ∂ 2
t −

ε∂ 2
x = −4ε∂y∂z, òîäi h0

tth
1 = εh0h1

xx.
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ßêùî h0 = 0, òî Y −1
y = Z−1

z = const ∈ R i òîäi Yy = Zz = const ∈ R,
ç ÷îãî âèïëèâà¹ óìîâà Xxx = 0, à îòæå Tx = Ttt = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî

äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ T iíäóêîâàíå åëåìåíòîì ãðóïè G∼.

Âèïàäîê h1 = g1 = 0 âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ Ëióâiëëÿ. Çíàê ε′ ìîæíi çìi-

íèòè íà ïðîòèëåæíèé âiäïîâiäíèì äîïóñòèìèì ïåðåòâîðåííÿì ç ñiì'¨ T1,

ÿêùî ε = 1, i íå ìîæíà çìiíèòè â ñèëó ðiâíÿííÿ (X 2
x − εX 2

t )eU
0

ε̃′ = ε′,

ÿêùî ε = −1. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ iíäóêó¹ ïiäãðóïó H ïîâíî¨ òî-

÷êîâî¨ ãðóïè ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷å-

ííÿ (ε, ε′), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü âèãëÿäó t̃ = c1t+c0, x̃ = c1x+c2,

äå c0, c1 i c2 � äîâiëüíi ñòàëi ç c1 6= 0. Äëÿ ìiíiìàëüíîñòi ìíîæèíè äîïóñ-

òèìèõ ïåðåòâîðåíü, ùî áóäó¹òüñÿ, òðåáà îáðàòè ïðåäñòàâíèêà ó êîæíîìó

íàáîði G∼-åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ âiäïîâiäíî¨ âåðòåêñíî¨ ãðóïè. Öå äà¹

ñiì'þ T9 äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü.

Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî h0h1 6= 0 i òîäi òàêîæ g1 6= 0. Ç âèêîðèñòàííÿì

ðîçäiëåííÿ çìiííèõ â ðiâíÿííi h0
tth

1 = εh0h1
xx âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ

âèðàçiâ h0
tt/h

0 = εh1
xx/h

1 äîðiâíþ¹ ñòàëié, ìîæíà ââàæàòè ç òî÷íiñòþ äî

ðîçòÿãiâ ç ãðóïè G∼, ùî öÿ ñòàëà ïðèéìà¹ îäíå çi çíà÷åíü ç ìíîæèíè

{−1, 0, 1}. Ç òî÷íiñòþ äî çñóâiâ çà x i çàìiíè çíàêó x, ìà¹ìî

g1 ∈ C :=
{
ν, νx−2, ν cos−2 x, −ν ch−2 x, ν sh−2 x, ε′′e−2x |

ν ∈ R, ν 6= 0, ε′′ = ±1
}
.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî äëÿ îáåðíåíîãî äî T äîïóñòèìîãî ïåðåòâîðåí-

íÿ, ôóíêöiÿ g̃1 òàêîæ íàëåæèòü ìíîæèíi C (ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè àðãó-

ìåíòó x íà x̃).

Ñïî÷àòêó íàâåäåìî ïîâíó ìíîæèíó G∼-íååêâiâàëåíòíèõ (íåçàëåæíèõ

ç òî÷íiñòþ äî îáåðíåííÿ i êîìïîçèöi¨ ìiæ ñîáîþ) íåòîòîæíèõ äîïóñ-

òèìèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ g1, ùî ïðîáiãà¹ ìíîæèíó C. Âií âè÷åðïó¹òüñÿ

ñiì'¹þ T8|W00
i òàêèìè ñiì'ÿìè:

T3′. f = 1, g = eu + ε′′e−2x, f̃ = 1, g̃ = eu + ε′′,

Φ: t̃ = e−x sh t, x̃ = e−x ch t, ũ = u+ 2x;
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T4′. f = 1, g = ε′eu + g1(x), f̃ = 1, g̃ = ε̃′eu + νx̃−2, ν ∈ R 6=0,

à. g1(x) = νx−2, ε̃′ = ε′,

Φ: t̃ =
t

x2 − t2
, x̃ =

x

x2 − t2
, ũ = u+ 2 ln |x2 − t2|;

á. g1(x) = ν cos−2 x, ε̃′ = ε′,

Φ: t̃ =
cos t

sin t+ sinx
, x̃ =

cosx

sin t+ sinx
, ũ = u+ 2 ln | sin t+ sinx|;

â. g1(x) = −ν ch−2 x, ε̃′ = −ε′,
Φ: t̃ = et shx, x̃ = et chx, ũ = u− 2t;

ã. g1(x) = ν sh−2 x, ε̃′ = ε′, Φ: t̃ = et chx, x̃ = et shx, ũ = u− 2t;

T5′. f = −1, g = ε′eu + ε′′e−2x, f̃ = −1, g̃ = ε′eu + ε′′,

Φ: t̃ = e−x sin t, x̃ = e−x cos t, ũ = u+ 2x;

T6′. f = −1, g = ε′eu + g1(x), f̃ = −1, g̃ = ε′eu + νx̃−2, ν ∈ R 6=0,

à. g1(x) = νx−2, Φ: t̃ =
t

x2 + t2
, x̃ =

x

x2 + t2
, ũ = u+ 2 ln |x2 + t2|;

á. g1(x) = ν cos−2 x, Φ: t̃ = et sinx, x̃ = et cosx, ũ = u− 2t;

â. g1(x) = ν sh−2 x,

Φ: t̃ =
sin t

cos t+ chx
, x̃ =

shx

cos t+ chx
, ũ = u+ 2 ln | cos t+ chx|;

T7′. f = −1, g = ε′eu + ν ch−2 x, f̃ = −1, g̃ = ε′eũ + ν ch−2 x̃, ν ∈ R 6=0,

Φ: t̃ = arctg
sin γ shx+ cos γ sin t

cos t
, x̃ = arcth

cos γ shx− sin γ sin t

chx
,

ũ = u+ ln
∣∣ ch2 x− (cos γ shx− sin γ sin t)2

∣∣, γ ∈ (0, 2π).

Áåçïîñåðåäíiì ñïîñîáîì ïåðåâiðêè, ÿêi åëåìåíòè ìíîæèíè C ïîâ'ÿçàíi
äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè, ¹ ôiêñóâàííÿ åëåìåíòó g1 ç ìíîæèíè C, i
âèçíà÷åííÿ h1 := |g1|−1/2 6= 0, à ïîòiì ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ h0

tt = λh0 ç

λ := εh1
xx/h

1 = const, i çíàõîäæåííÿ Y i Z ìåòîäîì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ y

i z â ðiâíÿííi Y −1
y −Z−1

z = ιh0h1, ïîäàëüøå éîãî iíòåãðóâàííÿ i âèçíà÷åííÿ

g̃1 ç (4.38). Âèêîðèñòà¹ìî îïòèìiçîâàíèé ñïîñiá. Çíàõîäèìî âiäîáðàæåííÿ

νe−2x 7→ ν ïåðåòâîðåííÿì T3′, ÿêùî f = 1, i ïåðåòâîðåííÿì T5′, ÿêùî
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f = −1, ν cos−2 x 7→ νx−2 ïåðåòâîðåííÿì T4′á, ÿêùî f = 1, i ïåðåòâî-

ðåííÿì T6′á, ÿêùî f = −1, −ν ch−2 x 7→ νx−2 ïåðåòâîðåííÿì T4′â, ÿêùî

f = 1, ν sh−2 x 7→ νx−2 ïåðåòâîðåííÿì T4′ã, ÿêùî f = 1, i ïåðåòâîðåí-

íÿì T6′â, ÿêùî f = −1. Çíàê ε′ çìiíþ¹òüñÿ ëèøå â T4′â. Äëÿ f = −1,

çíà÷åííÿ g1 = −ν ch−2 x âiäîáðàæà¹òüñÿ â g1 = νx−2 äîïóñòèìèì òî÷êî-

âèì ïåðåòâîðåííÿì òiëüêè íàä êîìïëåêñíèì ïîëåì.

Ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü âèãëÿäó (4.39)

çi çíà÷åííÿìè (f, g1), ùî íå çâîäÿòüñÿ îäíå äî îäíîãî, òàêi:

(f, g1) = (1, ν) : gθ = 〈∂t, ∂x, x∂t + t∂x〉,

(f, g1) = (−1, ν) : gθ = 〈∂t, ∂x, x∂t − t∂x〉,

(f, g1) = (ε, νx−2) :

gθ = 〈∂t, t∂t + x∂x − 2∂u, (t2 + εx2)∂t + 2tx∂x − 4t∂u〉,

(f, g1) = (−1, ν ch−2 x) : gθ = 〈∂t, R′(cos t chx), R′(sin t chx)〉,

äåR′(Φ) := Φx∂t+Φt∂x−2Φtx∂u. Öi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ïîäàíi ó âèïàä-

êàõ 5àε=1 i 5àε=−1 òàáëèöi 4.6 i àñîöiéîâàíi, âiäïîâiäíî, ç âèïàäêàìè 6à i 7

òi¹¨ ñàìî¨ òàáëèöi. Öå ðåàëiçàöi¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå p(1, 1), àëãåáðà Åâêëi-

äà e(2), äiéñíà ñïåöiàëüíà ëiíiéíà àëãåáðà sl(2,R) i îðòîãîíàëüíà àëãåáðà

o(3), ÿêi íå içîìîðôíi îäíà äî îäíî¨. Âîäíî÷àñ, ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè, òiëüêè ÿêùî ¨õ ìàêñèìàëü-

íi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi içîìîðôíi.

Îòæå, ïîòðiáíî ïðîêëàñèôiêóâàòè äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â ÷îòè-

ðüîõ ïiäêëàñàõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (4.39), äå äëÿ êîæíîãî ç öèõ ïiä-

êëàñiâ ïàðà (f, g1) ¹ ôiêñîâàíîþ i ïðèéìà¹ îäíå çi çíà÷åíü ç íàáîðó

{(1, ν), (−1, ν), (ε, νx−2) (−1, ν ch−2)}, à ν ïðîáiãà¹ R 6=0. Äëÿ öüîãî çàïðî-

ïîíîâàíî ðîçøèðèòè àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä íà çíàõîäæåííÿ äîïóñòèìèõ ïå-

ðåòâîðåíü. Öåé ìåòîä áóâ çàïðîïîíîâàíèé Ãàéäîíîì â ðîáîòàõ [150�152]

äëÿ âiäøóêàííÿ äèñêðåòíèõ ñèìåòðié i ðîçøèðåíèé íà îá÷èñëåííÿ ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi â ðîáîòi [55]. Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíî òiëüêè ïåð-

øèé ïiäêëàñ. Íåõàé Lθ i Lθ̃ � äâà ôiêñîâàíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (4.39) ç
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f = f̃ = 1, g̃1 = ν, g1 = ν̃ i ε′, ε̃′ = ±1. Öi ðiâíÿííÿ ìàþòü òàêó ñàìó

ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi gθ = gθ̃ = 〈∂t, ∂x, t∂x +x∂t〉,
ùî íàâåäåíà ó âèïàäêó 5àf=1 òàáëèöi 4.6, ùî ¹ ðåàëiçàöi¹þ àëãåáðè Ïóàí-

êàðå p(1, 1). Îòæå, ïiäíÿòòÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ äî ïåðåòâîðåííÿ Φ iíäóêó¹

àâòîìîðôiçì àëãåáðè gθ, àñîöiéîâàíèé ç àâòîìîðôiçì p(1, 1). Íàãàäà¹ìî,

ùî ïåðåòâîðåííÿ Φ ïîâíiñòþ âèçíà÷åíå éîãî t- i x-êîìïîíåíòàìè. Âíó-

òðiøíiì àâòîìîðôiçìàì àëãåáðè p(1, 1) âiäïîâiäàþòü íåïåðåðâíi òî÷êîâi

ïåðåòâîðåííÿ, ïîðîäæåíi âåêòîðíèìè ïîëÿìè àëãåáðè gθ. Öi ïåðåòâîðåí-

íÿ ¹ ñèìåòðiÿìè ðiâíÿííÿ Lθ, òîáòî âîíè íå çàìiíþþòü ïàðàìåòðè ν i ε′. Ç
òî÷íiñòþ äî çñóâiâ çà t i x, ÿêi ïîðîäæåíî åëåìåíòàìè ãðóïè G∼, îòðèìà-

¹ìî ñiì'þ T8à|W00
äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Iñíóþòü òiëüêè äâà çîâíiøíi

àâòîìîðôiçìè àëãåáðè p(1, 1) ùî ¹ íåçàëåæíèìè ç òî÷íiñòþ äî ¨õíiõ êîì-

ïîçèöié îäèí ç îäíèì i ç âíóòðiøíiìè àâòîìîðôiçìàìè (äèâ. [109,257] ùî-

äî àâòîìîðôiçìiâ íèçüêîðîçìiðíèõ àëãåáð Ëi). Âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ ¹

çàìiíà çíàêó çìiííî¨ t, ùî ¹ äèñêðåòíîþ ñèìåòði¹þ ðiâíÿííÿ Lθ iíäóêî-
âàíî¨ Dt(−1), i ïåðåñòàíîâêà çìiííèõ t i x, ùî íàëåæèòü ñiì'¨ T1.

Iíøi òðè ïiäêëàñè ðîçãëÿíóòî àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì. Êîæíà ç àë-

ãåáð e(2) i sl(2,R) ìà¹ ¹äèíèé íåçàëåæíèé çîâíiøíié àâòîìîðôiçì, ÿêèé

òóò ïîâ'ÿçàíèé çi çìiíîþ çíàêó t. Àëãåáðà o(3) íå ìà¹ âíóòðiøíiõ àâ-

òîìîðôiçìiâ, àëå çàìiíà çíàêó t ïîðîäæó¹ òîòîæíié àâòîìîðôiçì âiä-

ïîâiäíî¨ àëãåáðè gθ. Ïðîôàêòîðèçóâàâøè çà çñóâàìè i ðîçòÿãàìè, ùî ¹

ñèìåòðiÿìè âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü, iíäóêîâàíèìè åëåìåíòàìè ãðóïè G∼,

áóäó¹ìî ñiì'¨ T8á|W00
, T4′à i T7′, âiäïîâiäíî. Îñòàííÿ ñiì'ÿ ñêëàäà¹-

òüñÿ ç íåòîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü, ïîðîäæåíèõ îïåðàòîðàìè ëi¨âñüêî¨ ñè-

ìåòði¨ R′(cos t chx) ðiâíÿííÿ (4.39) ç (f, g1) = (−1, ν ch−2).

Î÷åâèäíî, ùî G∼00-íååêâiâàëåíòíi ñèíãóëÿðíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi-

¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â ïiäêëàñi W00 âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè ç g1 ∈ C.

2. Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè ïîõiäíèõ g̃x̃ i g̃ũ â

ñèñòåìi (4.35), (4.36) âèðîäæåíà,

Xt(U
0
t )t̃ − U 0

t (Xt)t̃ = 0. (4.41)
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ßêùî Xt = 0, òîäi Tx = Xxx = Ttt = 0 i ç ðiâíÿííÿ (4.34) â ñèëó óìîâè

g̃ũũ 6= 0 âèïëèâà¹, ùî U 0
t = 0, òîáòî äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ T ïîðîäæåíå

åëåìåíòîì ãðóïè G∼. Òîìó íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî Xt 6= 0. Çîáðàçèâøè ðiâ-

íÿííÿ (4.41) ó âèãëÿäi (U 0
t /Xt)t̃ = 0, iíòåãðó¹ìî éîãî çà çìiííîþ t̃, çâiäêè

îòðèìó¹ìî U 0
t = V 0(X)Xt äëÿ äåÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ V 0 = V 0(x̃). Òîäi,

iíòåãðóþ÷è çà t, çíàõîäèìî U 0 = V 1(X) + V 2(x), äå V 1 � ïåðâiñíà ôóíê-

öi¨ V 0, V 1
x̃ (x̃) = V 0(x̃), i V 2 = V 2(x) � ãëàäêà ôóíêöiÿ. Îòæå, ç òî÷íiñòþ

äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi (à ñàìå, ç òî÷íiñòþ äî êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåííÿ T
ç ïåðåòâîðåííÿìè ç ïiäãðóïè {Z(ψ)}), ìîæíà ïîêëàñòè U 0 = 0, à îòæå

U = u. Òîäi ðiâíÿííÿ (4.35) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

g̃x̃
g̃

= − 1

Xt

(X 2
x − εX 2

t )t
X 2
x − εX 2

t

.

Ëiâà i ïðàâà ÷àñòèíè îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ íå çàëåæàòü âiä t̃ i ũ, âiäïîâiä-

íî, i òîìó âîíè äîðiâíþþòü ôóíêöi¨, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä x̃. Ðîçâ'ÿçàííÿ

ðiâíÿííÿ âiäíîñíî g̃ äà¹ ôîðìó g̃ ó âèãëÿäi äîáóòêó ôóíêöié ðiçíèõ àð-

ãóìåíòiâ, g̃ = g̃1(x̃)g̃2(ũ). Îñêiëüêè ũ = u i g = (X 2
x − εX 2

t )g̃, ôóíêöiÿ g

òàêîæ äîïóñêà¹ ïîäiáíå çîáðàæåííÿ g = g1(x)g2(u), äå g2(u) = g̃2(u). Â

ðåçóëüòàòi, çíîâó îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ (4.38). Îòæå, ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

utt = εuxx + g1(x)g2(u) ç g2
ug

2
uuu 6= (g2

uu)
2 (4.42)

ç îäíàêîâèìè çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ g2 ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (4.39) ç òàêèìè ñàìèìè çíà÷å-

ííÿìè ïàðàìåòðiâ ε i g1 ïîâ'ÿçàíi òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèìàãà¹ìî

âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi g2
ug

2
uuu 6= (g2

uu)
2, ùî åêâiâàëåíòíî ëiíiéíié íåçàëå-

æíîñòi g2
u, g

2 i 1, äëÿ âèêëþ÷åííÿ ïåðåòèíó ïiäêëàñó (4.42) i ïiäêëàñó

ðiâíÿíü utt = εuxx+g0(x)eu+g1(x) ç g0 6= 0, ðiâíÿííÿ ç ÿêîãî çâîäÿòüñÿ ïå-

ðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi äî ðiâíÿíü ç ïiäêëàñó (4.39). Äëÿ ïðàâèëü-

íîãî ïåðåíåñåííÿ êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â êëàñi (4.39) íà

êëàñèôiêàöiþ òàêèõ ïåðåòâîðåíü ó éîãî ïiäêëàñi (4.42) âðàõîâó¹ìî óìîâó

g1 6= 0 äëÿ ïiäêëàñó (4.42) i çàìiíþ¹ìî u-êîìïîíåíòè ó âñiõ ïåðåòâîðåí-
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íÿõ íà ũ = u. Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî îáìåæåííÿ ñiìåé T1, T3�T7 i T8

íà ïiäêëàñ (4.42). Ñiì'ÿì T3�T7 âiäïîâiäàþòü ñiì'¨ T3′�T7′.

Äëÿ ïîâíî¨ êëàñèôiêàöi¨ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â ïiäêëàñi W0, âiä-

îáðàæà¹ìî êîæíå ðiâíÿííÿ ç ïiäêëàñó (4.39) ç g1 ∈ C ïåðåòâîðåííÿì åêâi-

âàëåíòíîñòi Z(ln ĝ1) ó ðiâíÿííÿ utt = εuxx + ĝ1(x)g2(u) ç g2(u) = ε′eu + ν̂.

Òóò ĝ1 ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä ÿê g1, àëå ç ôiêñîâàíèìè ν = 1, ν̂ = 2εε′′,

ε′′ = −1 äëÿ ĝ1 = ch−2 x i ε′′ = 1 ó iíøîìó âèïàäêó. Òàêèì ÷èíîì ñiì'¨

T3′�T7′ âiäîáðàæàþòüñÿ â ñiì'¨ T3�T7.

Îòðèìàíà ìíîæèíà B0 äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü â ïiäêëàñi W0 ¹ ïî-

ðîäæóâàëüíîþ ìíîæèíîþ äëÿ G∼0 ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi çà

ïîáóäîâîþ. Æîäíèé åëåìåíò ãðóïî¨äà GG∼0 íå ïîâ'ÿçó¹ ðiçíi çíà÷åííÿ θ ç

s(B0)∪t(B0). Æîäíèé åëåìåíò ìíîæèíè B0 íå ìîæíà çîáðàçèòè ÿê êîìïî-

çèöiþ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi iíøèõ åëåìåíòiâ ïîðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè B0

àáî îáåðíåíèõ äî íèõ ïåðåòâîðåíü. Îòæå, ïîðîäæóâàëüíà ìíîæèíà B0

¹ ìiíiìàëüíèîþ i âíóòðiøíüî ñóìiñíîþ âiäíîñíî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ

ãðóïî¨äà G∼0 .
Ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ñèíãóëÿðíi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñè-

ìåòði¨ â ïiäêëàñi (4.42) ìîæëèâi òiëüêè äëÿ g1 ∈ C,ùî âiäïîâiäíî äà¹ âè-
ïàäêè 5à�5â, 6à�6å i 7. Îñêiëüêè âèïàäîê 7 çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 6à íàä

êîìïëåêñíèì ïîëåì, äëÿ ïîäàëüøèé ðîçøèðåííÿ äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè

òiëüêè ðiâíÿííÿ ç g1 = 1 (âèïàäîê 5à) i ç g1 = x−2 (âèïàäîê 6à). Äëÿ

g1 = 1, îòðèìà¹ìî òiëüêè âèïàäîê 18à ç äâîìà G∼-åêâiâàëåíòíèìè âè-

ïàäêàìè 18á i 18â. Íåìà¹ ïîäàëüøîãî ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ

âèïàäêó g1 = x−2.

Çàëèøèëîñü äîñëiäèòè ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 ïiäêëàñó W1, ÿêèé

âèîêðåìëþ¹òüñÿ ç êëàñó (4.16) óìîâîþ fu 6= 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåçW11 iW12

ïiäêëàñè êëàñó W1, âiäïîâiäíî, àñîöiéîâàíèé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ fx =

gx = 0 mod G∼, i ñêëàäåíèé ðiâíÿííÿìè, ÿêi G∼-åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿì

âèãëÿäó

utt = εu−4uxx + µ(x)u−3 + σu, (4.43)
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äå µ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ãëàäêèõ ôóíêöié çìiííî¨ x, à ε, σ � ñòàëi, ïðè÷îìó

ε 6= 0, à îòæå ε = ±1 mod G∼ i σ ∈ {−1, 0, 1} mod G∼.

Ëåìà 4.19. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó W1 ñïiâïàäà¹ ç

ãðóïîþ G∼. Áóäü-ÿêå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi W1 \ (W11 ∪W12)

ïîðîäæåíå ïåðåòâîðåííÿì ç G∼. Ïîðîäæóâàëüíà (ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi) ìíîæèíà B1 äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ êëà-

ñó W1, ÿêà ¹ ìiíiìàëüíîþ i âíóòðiøíüî ñóìiñíîþ âiäíîñíî G∼-

åêâiâàëåíòíîñòi, � öå îá'¹äíàííÿ îáìåæåííÿ ñiì'¨ T1 íà êëàñ W11 i

ñiì'¨ T2, ùî äi¹ â W12.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ íàâåäåíî ó ðîáîòi [301].

Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñiâ W0 i W1 ñïiâïàäàþòü ç ãðóïîþ åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼ âñüîãî êëàñó W , i G∼ = G∼0 t G∼1 . Îòæå, ïiñëÿ îá'¹äíàííÿ
ïîðîäæóâàëüíèõ (ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi) ìíîæèí B0 i B1 ãðó-

ïî¨äiâ G∼0 i G∼1 , ùî ¹ ìiíiìàëüíèìè i âíóòðiøíüî ñóìiñíèìè âiäíîñíî G∼-

åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ âiäïîâiäíèõ ãðóïî¨äiâ, îòðèìà¹ìî ïîðîäæóâàëüíó (ç

òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi) ìíîæèíó B ãðóïî¨äà G∼, ùî ¹ ìiíiìàëü-
íîþ i âíóòðiøíüî ñóìiñíîþ âiäíîñíî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ãðóïî¨äà G∼.
Ëåìà 4.20. Ïîâíèé ñïèñîê G∼-íååêâiâàëåíòíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñè-

ìåòði¨ äëÿ ðiâíÿíü (4.43) âè÷åðïó¹òüñÿ òàêèìè âèïàäêàìè:

1a�1c. çàãàëüíèé µ : gθ = g∩σ ,

2a�2c. µ = ±1: gθ = g∩σ + 〈∂x〉,

3a�3c. µ = νx−2, ν 6= 0: gθ = g∩σ + 〈2x∂x − u∂u〉,

4a�4c. µ = 0: gθ = g∩σ + 〈∂x, 2x∂x − u∂u〉,
äå

a. σ = 0: g∩0 = 〈∂t, 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u〉,

b. σ = 1: g∩1 = 〈∂t, e2t(∂t + u∂u), e
−2t(∂t − u∂u)〉,

c. σ = −1: g∩−1 = 〈∂t, cos(2t)∂t − sin(2t)u∂u, sin(2t)∂t + cos(2t)u∂u〉.

Âèïàäêè σ = 1 i σ = −1 çâîäÿòüñÿ äî âèïàäêó σ = 0 ç òàêèì æå çíà÷å-

ííÿì ôóíêöi¨ µ = µ(x) äîäàòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi

t̃ = 1
2e

2t, x̃ = x, ũ = etu òà t̃ = tg t, x̃ = x, ũ = u cos t, âiäïîâiäíî.
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Ç ëåìè 4.19 i ëåìè 4.20 âèïëèâà¹, ùî ñèíãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ â êëàñi W1 áiëüøå íåìà¹.

Çàóâàæåííÿ 4.21. Ãðóïî¨ä êëàñó ðiâíÿíü âèãëÿäó (4.43) ç ε = ±1 i

σ ∈ {−1, 0, 1} ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi (1.1), äå ïàðàìåòð σ âiäiãðà¹

ðîëü γ, Φ0 ¹ òîòîæíèì ïåðåòâîðåííÿì çìiííèõ (t, x, u), à Φ1 i Φ−1 ¹ ïåðå-

òâîðåííÿì ç ñiìåé T2à i T2á, âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè öåé êëàñ ¹ ïiäêëàñîì

êëàñó W12, îòðèìàíèé êàëiáðóâàííÿì äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ W12 ïåðåòâî-

ðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, òî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñóW12 òàêîæ ìà¹

ïîäiáíó ñòðóêòóðó. Öå òàêîæ ìà¹ ìiñöå äëÿ êëàñó ðiâíÿíü âèãëÿäó (4.43)

ç ε ∈ R 6=0 i σ ∈ R.

4.2.6. Êëàñèôiêàöiÿ ïiäõîäÿùèõ ïiäàëãåáð. Ãðóïà åêâiâàëåíò-

íîñòi G∩ i àëãåáðà åêâiâàëåíòíîñòi g∼ äîïóñêàþòü ñïîðiäíåíi çîáðàæå-

ííÿ ó âèãëÿäi íàïiâïðÿìîãî äîáóòêó i íàïiâïðÿìî¨ ñóìè, G∼ = Ĝ∩oG∼ess i

g∼ = ĝ∩3g∼ess, âiäïîâiäíî. Òóò Ĝ
∩ = {Pt(c0) | c0 ∈ R} � íîðìàëüíà ïiäãðó-

ïà ãðóïè G∼ àñîöiéîâàíà çi ñïiëüíîþ ãðóïîþ iíâàðiàíòíîñòi G∩ ðiâíÿíü

ç êëàñó (4.16), G∼ess � ïiäãðóïà ãðóïè G∼, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

âèãëÿäó (4.9) ç c0 = 0 é åôåêòèâíî äi¹ íà êëàñ (4.16), ĝ∩ = 〈P t〉 � iäåàë

àëãåáðè g∼, ùî âiäïîâiäà¹ ÿäðó àëãåáðè g∩, à g∼ess = 〈Du,Dt,D(ζ),Z(χ)〉 �
ïiäàëãåáðà àëãåáðè g∼, ÿêà ¹ �ñóòò¹âîþ� ÷àñòèíîþ àëãåáðè g∼ ç òî÷êè çîðó

ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi (4.16). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç π ïðîåêöiþ

ïðîñòîðó ç êîîðäèíàòàìè (t, x, u, f, g) íà ïðîñòið ç êîîðäèíàòàìè (t, x, u),

à ÷åðåç π∗Q � ïiäíÿòòÿ ïðîåêòîâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Q â ïðîñòîði ç

êîîðäèíàòàìè (t, x, u, f, g) çà äîïîìîãîþ π. Ïiäàëãåáðó a àëãåáðè g∼ íà-

çèâàþòü ïiäõîäÿùîþ, ÿêùî ¨¨ ïðîåêöiÿ π∗a ¹ ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi-

¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi gθ ðiâíÿííÿ Lθ ç êëàñó (4.16). Áóäü-ÿêà ïiäõîäÿùà
ïiäàëãåáðà a àëãåáðè g∼ ïîâèííà ìiñòèòè ĝ∩ ÿê iäåàë. Òîìó ¨¨ ìîæíà

òàêîæ çîáðàçèòè ó âèãëÿäi íàïiâïðÿìî¨ ñóìè a = ĝ∩ 3 s, äå s ¹ ïiäàëãå-

áðîþ àëãåáðè g∼ess. Íàçâåìî ïiäàëãåáðó s àëãåáðè g∼ess ïiäõîäÿùîþ, ÿêùî

s = g∼ess ∩ a äëÿ ïiäõîäÿùî¨ ïiäàëãåáðè a àëãåáðè g∼. Ïiäõîäÿùi ïiäàëãå-
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áðè a1 i a2 àëãåáðè g∼ G∼-åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíi

ïiäàëãåáðè s1 i s2 àëãåáðè g∼ess G
∼
ess-åêâiâàëåíòíi. Òàêèì ÷èíîì êëàñèôiêà-

öiÿ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ iíäóêîâàíèõ ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè g∼ ç

òî÷íiñòþ äî G∼ess-åêâiâàëåíòíîñòi çâîäèòüñÿ äî êëàñèôiêàöi¨ ïðèéíÿòíèõ

ïiäàëãåáð àëãåáðè g∼ess ç òî÷íiñòþ äî G∼ess-åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ îòðèìàí-

íÿ òàêî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîòðiáíî ïîðàõóâàòè ïðè¹äíàíó äiþ ãðóïè G∼ess íà

àëãåáði g∼ess. Îñêiëüêè öÿ àëãåáðà ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíîþ, öi îá÷èñëåííÿ

ìîæíà âèêîíàòè ÷åðåç ïiäíÿòòÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ Du, Dt, D(ζ) i Z(χ), ùî

ñêëàäàþòü áàçèñ g∼ess, åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ç

ãðóïè G∼ess, òîáòî ïåðåòâîðåííÿìè Dt(c1), G(ψ), D(ϕ) i Du(c2), äèâ. ïiä-

ðîçäië 4.2.2. Iíøèìè ñëîâàìè âèêîðèñòîâó¹ìî çâè÷àéíå ïðàâèëî ïåðåòâî-

ðåííÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ ïðè òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåííÿõ [54,102], òàêèì ÷èíîì

îòðèìà¹ìî

G∗(ψ)Du = Du −Z(ψ), G∗(ψ)D(ζ) = D(ζ) + Z(ζψx − 1
2ζxψ),

Du
∗(c2)Z(χ) = c2Z(χ), D∗(ϕ)Z(χ) = Z

(
|ϕ̂x|−1/2χ(ϕ̂)

)
,

D∗(ϕ)D(ζ) = D
(
ζ(ϕ̂)/ϕ̂x

)
,

äå ϕ̂ = ϕ̂(x) � îáåðíåíà äî ϕ ôóíêöiÿ.

Óñi âåêòîðíi ïîëÿ ç π∗g∼ess òîòîæíî çàäîâîëüíÿþòü âèçíà÷àëüíi ðiâ-

íÿííÿ äëÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü ç êëàñó (4.16), îêðiì ðiâíÿíü (4.31)

i (4.32). Îñòàííié äâà ðiâíÿííÿ ïðèçâîäÿòü î îáìåæåíü íà ïiäõîäÿùi ïiä-

àëãåáðè àëãåáðè g∼ess.

Ëåìà 4.22. s ∩ 〈Du,Z(χ)〉 = s ∩ 〈Dt〉 = {0} äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäõîäÿùî¨

ïiäàëãåáðè s.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïiäõîäÿùà ïiäàëãåáðà s àëãåáðè g∼ess ìiñòèòü

âåêòîðíå ïîëå Q = bDu +Z(χ), ïðè÷îìó b 6= 0 àáî χ 6= 0. Òîäi π∗Q ¹ îïå-

ðàòîðîì ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ ðiâíÿííÿ Lθ ç êëàñ (4.16). Ïiäñòàâëÿþ÷è
êîìïîíåíòè âåêòîðíîãî ïîëÿ π∗Q ó âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ (4.31) i (4.32),

ìà¹ìî íàñòóïíèé óìîâè íà íàáið äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ = (f, g):

(bu+ χ)fu = 0, (bu+ χ)gu = bg − χxxf.
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Òîäi fu = 0 i guu = 0, ÿêùî b 6= 0 àáî χ 6= 0. Öå ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ

êëàñó (4.16).

Àíàëîãi÷íî, óìîâà π∗Dt ∈ gθ äà¹ ðiâíÿííÿ f = 0, ÿêà òàêîæ ¹ ñóìiñíîþ

ç îçíà÷åííÿì êëàñó (4.16).

Îòæå, áóäü-ÿêà ïiäõîäÿùà ïiäàëãåáðà íå ìiñòèòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ðîç-

ãëÿíóòîãî âèãëÿäó.

Ëåìà 4.23. dim
(
s ∩ 〈D(ζ),Z(χ)〉

)
∈ {0, 1, 3} äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäõîäÿùî¨

ïiäàëãåáðè s.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî s � ïiäõîäÿùà ïiäàëãåáðà g∼ess i dim
(
s ∩

〈D(ζ),Z(χ)〉
)
> 2. Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäàëãåáðà s ìiñòèòü ùîíàéìåíøå äâà

âåêòîðíèõ ïîëÿ Qi = D(ζ i)+Z(χi), äå ôóíêöi¨ ζ i, i = 1, 2, ëiíiéíî íåçàëå-

æíi â ñèëó ëåìè 4.22. Iíøèìè ñëîâàìè ïðîåêöi¨ π∗Qi âåêòîðíèõ ïîëiâ Qi

ðàçîì ¹ îïåðàòîðàìè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.16). ×åðåç W

ïîçíà÷èìî Âðîíñüêiàí ôóíêöié ζ1 i ζ2, W = ζ1ζ2
x− ζ2ζ1

x. W 6= 0, îñêiëüêè

ôóíêöi¨ ζ1 i ζ2 ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Ïiäñòàíîâêà êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðiâ π∗Qi â ðiâíÿííÿ (4.31) äà¹ äâà

ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ f :

2ζ ifx + (ζ ixu+ 2χi)fu = 4ζ ixf. (4.44)

Äîìíîæó¹ìî ðiâíÿííÿ (4.44) ç i = 1 íà ζ2 i âiäíiìà¹ìî ðåçóëüòàò âiä ðiâ-

íÿííÿ (4.44) ç i = 2 äîìíîæåíîãî íà ζ1. Ðîçäiëèâøè îòðèìàíå ðiâíÿííÿ

íà W , îòðèìà¹ìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (u + β)fu = 4f , äå

β = β(x) := 2(ζ1χ2
x−ζ2χ1

x)/W i çìiííà x âiäiãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà. Ìîæíà

ïîêëàñòè β = 0 çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi Z(−β). Äié-

ñíî, öå ïåðåòâîðåííÿ çáåðiãà¹ âèãëÿä âåêòîðíèõ ïîëiâ Qi, òiëüêè çìiíþ-

þ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ïàðàìåòðiâ χi. Çîêðåìà, âîíî íå âïëèâà¹

íà ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ôóíêöié ζ i. Iíòåãðóþ÷è íàâåäåíå âèùå ðiâíÿííÿ

äëÿ β = 0, ìà¹ìî, ùî f = αu4, äå α = α(x) � íåíóëüîâà ôóíêöiÿ çìií-

íî¨ x. Çâàæàþ÷è íà âèâåäåíó ôîðìó f , ðîçùåïëåííÿ ðiâíÿííÿ (4.44) çà u
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ïðèçâîäèòü äî óìîâ ζ iαx = 0 i χiα = 0, òîáòî αx = 0 i χi = 0. Ñòàëó α

ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè α = ±1 ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (4.32), âðàõîâóþ÷è îáìåæå-

ííÿ ìíîæèíà íà ïàðàìåòð ôóíêöi¨ i âèãëÿä ôóíêöi¨ f . Äëÿ êîæíîãî Qi,

ðiâíÿííÿ (4.32) äà¹ ðiâíÿííÿ íà g,

2ζ igx + ζ ixugu = ζ ixg − ζ ixxxαu5. (4.45)

Çíîâó äîìíîæó¹ìî ðiâíÿííÿ (4.45) ç i = 1 íà ζ2 i âiäíiìà¹ìî îòðè-

ìàíå ðiâíÿííÿ ç ðiâíÿííÿ (4.45) ç i = 2 äîìíîæåíå íà ζ1, äiëè-

ìî ðåçóëüòàò íà W i òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî ugu = g + µ0u5, äå

µ0 = µ0(x) := −α(ζ1ζ2
xxx − ζ2ζ1

xxx)/W i çìiííà x çíîâó âiäiãðà¹ ðîëü ïà-

ðàìåòðà. Iíòåãðóþ÷è îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî g = µ0u5/4 + µ1u, äå

µ1 = µ1(x) � ãëàäêà ôóíêöiÿ x. Ïàðàìåòð ôóíêöiþ µ1 ìîæíà çàíóëèòè

ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi D(ϕ), äå ôóíêöiÿ ϕ = ϕ(x) � ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ α(2ϕxxxϕx − ϕ 2
xx) + µ1ϕ 2

x = 0. Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíó ôîð-

ìó g â ðiâíÿííÿ (4.45) i ðîçùåïëþþ÷è âiäíîñíî u, çíàõîäèìî, ùî µ1
x = 0,

ζ ixxx = 0. Îòæå, áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.16), ÿêå äîïóñêà¹ (ùîíàé-

ìåíøå) äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðíèõ ïîëÿ π∗Qi, íàñïðàâäi äîïóñêà¹

òî÷íî òðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðíèõ ïîëÿ òàêîãî âèãëÿäó i ¹ G∼-

åêâiâàëåíòíèì ðiâíÿííþ utt = ±u4uxx+µ1u, äå µ1 � öå ñòàëà, ÿêó ìîæíà

âiäêàëiáðóâàòè â ±1, ÿêùî âîíà íåíóëüîâà.

Ðiâíÿííÿ âèäó utt = ±u4uxx, äëÿ ÿêèé µ1 = 0, äîïóñêà¹ äîäàòêîâå

ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨.

Íàñëiäîê 4.24. Iñíóþòü ëèøå äâà G∼-íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøè-

ðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi (4.16), äå âiäïîâiäíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi ìiñòÿòü ùîíàéìåíøå äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèé âåêòîð-

íèõ ïîëÿ âèãëÿäó π∗Qi ç Qi = D(ζ i) + Z(χi),

14. utt = εu4uxx + ε′u : gmax = g∩ + π∗
〈
D(1),D(x),D(x2)

〉
,

19. utt = εu4uxx : gmax = g∩ + π∗
〈
D(1),D(x),D(x2),Du − 2Dt

〉
äå ε, ε′ = ±1.
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Íàñëiäîê 4.24 äà¹ êëàñèôiêàöiþ ïiäõîäÿùèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g∼ess

ðîçìiðíiñòü ïåðåòèíó ÿêèõ ç 〈D(ζ),Z(χ)〉 íå ìåíøà çà äâà. Òîìó ïðî-

äîâæèìî îá÷èñëåííÿ íååêâiâàëåíòíèõ ïiäõîäÿùèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g∼ess,

ùî ìiñòÿòü íå áiëüøå îäíîãî ëiíiéíî íåçàëåæíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âè-

ãëÿäó D(ζ) + Z(χ). Â ñèëó ëåìè 4.22 öå î÷åâèäíî, ùî ðîçìiðíiñòü òàêî¨

ïiäàëãåáðè íå ìîæå áóòè áiëüøà çà òðè. Îáåðåìî êàíäèäàòiâ äëÿ òàêèõ

ïiäàëãåáð, âèêîðèñòîâóþ÷è òiëüêè îáìåæåííÿ äëÿ ïiäõîäÿùèõ ïiäàëãåáð,

íàâåäåíèõ â ëåìi 4.22.

Ëåìà 4.25. Ïîâíèé ñïèñîê G∼ess-íååêâiâàëåíòíèõ ïiäõîäÿùèõ îäíîâèìið-

íèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g∼ess ñêëàäà¹òüñÿ ç ïiäàëãåáð

〈2Du − qDt + 2D(δ)〉, 〈Dt −D(2)〉, 〈Dt −Z(2)〉, 〈D(1)〉, (4.46)

äå δ ∈ {0, 1}, à q � äîâiëüíà ñòàëà.

Çàóâàæåííÿ 4.26. Â ëåìi 4.25 i íàñòóïíèõ äâîõ ëåìàõ âèáåðåìî òàêi

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ â áàçèñíèõ åëåìåíòàõ ïiäõîäÿùèõ ïiäàëãåáð ñåðåä

ìîæëèâèõ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ùîá âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ç

êëàñó W ìàëè ïðîñòi ôîðìè.

Ëåìà 4.27. Ç òî÷íiñòþ äî G∼ess-åêâiâàëåíòíîñòi, áóäü-ÿêà ïiäõîäÿùà

äâîâèìiðíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè g∼ess, ùî ìiñòèòü õî÷à á îäíå ëiíiéíî íå-

çàëåæíå âåêòîðíå ïîëå âèãëÿäó D(ζ) + Z(χ), ìiñòèòüñÿ ó ïåðåëiêó:

〈Du −D(p), Dt −D(2)〉, 〈Du − 2D(x), Dt −Z(2)〉,

〈a1Du + a2Dt + a3D(x) + Z(δ), D(1)〉,
(4.47)

äå p, a1, a2, a3, δ � ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè p 6= 0,

(a1, a2) 6= (0, 0), (a2, a3) 6= (0, 0) i (a1, a3, δ) 6= (0, 0, 0). Çàâäÿêè êàëiáðó-

âàííþ ïåðøîãî áàçèñíîãî åëåìåíòà i G∼ess-åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà òà-

êîæ ââàæàòè, ùî îäíà çi ñòàëèõ a1, a2, a3 äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à òàêîæ

(2a1 + a3)δ = 0, ïðè÷îìó δ ∈ {0, 1}.
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Ëåìà 4.28. Ç òî÷íiñòþ äî G∼ess-åêâiâàëåíòíîñòi áóäü-ÿêà ïiäõîäÿùà

òðèâèìiðíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè g∼ess, ùî ìiñòèòü õî÷à á îäíå ëiíiéíî íå-

çàëåæíå âåêòîðíå ïîëå âèãëÿäó D(ζ) + Z(χ), ìiñòèòüñÿ ó ïåðåëiêó:

〈Du + p1D(x), Dt + p2D(x), D(1)〉,

〈Du − 2D(x) + Z(d), Dt −Z(2), D(1)〉,
(4.48)

äå p1, p2, d � ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó p1p2 6= 0.

4.2.7. Ðåãóëÿðíi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Äëÿ êîæíîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ Q ç àëãåáðè g∼ ïiäñòàíîâêà êîìïîíåíòè π∗Q â ñèñ-

òåìó (4.31)�(4.32) ïðèçâîäèòü äî óìîâè íà íàáið äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

θ = (f, g), äëÿ ÿêîãî ðiâíÿííÿ Lθ iíâàðiàíòå âiäíîñíî π∗Q. Îñü ÷îìó

ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.16), ùî ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïðîåêöi¨ π∗s ïiäõî-

äÿùî¨ ïiäàëãåáðè s àëãåáðè g∼ íà ïðîñòið (t, x, u), ìîæíà îïèñàòè òàêèì

ñïîñîáîì: äëÿ êîæíîãî áàçèñíîãî åëåìåíòà Q ïiäàëãåáðè s, ïiäñòàâèìî

êîìïîíåíòè π∗Q â ðiâíÿííÿ (4.31) i (4.32). Óñi ðiâíÿííÿ, âèâåäåíi çà äî-

ïîìîãîþ óñiõ âåêòîðíèõ ïîëiâ ç áàçèñó s, ïðèçâîäÿòü äî ñèñòåìè (êâà-

çi)ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî

ïîðÿäêó íà äîâiëüíèé åëåìåíòè f i g, ÿêi òðåáà ðîçâ'ÿçàòè. Âîäíî÷àñ

ïåðåâiðÿ¹ìî, ÷è ïðîåêöiÿ π∗s ¹ äiéñíî ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ Lθ äëÿ îòðèìàíèõ çíà÷åííÿ íàáîðó äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ θ = (f, g).

Êîæíà àëãåáðà, íàâåäåíà â ëåìi 4.25 äiéñíî ïiäõîäÿùà îäíîâèìiðíà

ïiäàëãåáðà àëãåáðè g∼ess i ïðèçâîäèòü äî ïðîñòî¨ íåçà÷åïëåíî¨ ñèñòåìè äâîõ

ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó íà f i g. Âiäïîâiäíèé

ñïèñîê ðiâíÿíü ç êëàñó (4.16), ùî ìàþòü îäíîâèìiðíi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨
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ñèìåòði¨ àëãåáðè ÿäðà g∩ i ïîâ'ÿçàíi ç àëãåáðîþ g∼, ¹ òàêèì:

1. 2Du − qDt + 2D(δ) : utt = |u|q(f̂(ω)uxx + ĝ(ω)u),

2. Dt −D(2) : utt = ex(f̂(u)uxx + ĝ(u)),

3. Dt −Z(2) : utt = eu(f̂(x)uxx + ĝ(x)),

4. D(1) : utt = f̂(u)uxx + ĝ(u),

äå ω := x− δ ln |u|, δ ∈ {0, 1} i q � äîâiëüíi ñòàëi. Òóò i íàäàëi, â êîæíî-

ìó âèïàäêó íàâîäèìî ëèøå òi âåêòîðíi ïîëÿ, ùî ïîøèðþþòü áàçèñ (P t)
iäåàëó ĝ∩ àëãåáðè g∼ íà áàçèñ âiäïîâiäíî¨ ïiäàëãåáðè àëãåáðè g∼.

Îá÷èñëåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç äâîâèìiðíèìè ðîçøèðåííÿìè, áiëüø ñêëàäíi.

Íàâåäåìî ñïî÷àòêó ðåçóëüòàò.

9. Du −D(p), Dt −D(2), p 6= 0: utt = ±ex|u|p(uxx + νu),

10. Du − 2D(x), Dt −Z(2) : utt = ±x2euuxx + νeu,

11. −Du + 2Dt + 2D(x), D(1) : utt = f̂(u)uxx,

12. (1− q)Du + 2qDt − 2(1− q)D(x)−Z(4), D(1) :

utt = ±euuxx + ε′equ,

13. (3− p+ q)Du + 2(1− q)Dt + 2(1 + p− q)D(x), D(1) :

utt = ±|u|puxx + ε′|u|q.

Çâ'ÿçêè äëÿ ñòàëèõ i ôóíêöiîíàëüíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî íàêëàäåíi óìîâîþ

ìàêñèìàëüíîñòi äëÿ âiäïîâiäíèõ ðîçøèðåíü i ¨õ íååêâiâàëåíòíiñòþ, îáãî-

âîðåíî ïiñëÿ òåîðåìè 4.11.

Âèïàäêè 9 i 10 àñîöiéîâàíi, âiäïîâiäíî, ç ïåðøîþ i äðóãîþ ñiì'ÿìè

ïiäàëãåáð íàâåäåíî â ëåìi 4.27. Ó îáîõ âèïàäêàõ ν ¹ äîâiëüíîþ ñòàëîþ.

Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé ñòàëèé ìíîæíèê ó âèðàçi äëÿ äî-

âiëüíèé åëåìåíòà f , ùî âèíèêà¹ â ïðîöåñi iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ íà f ,

ìîæíà çàâæäè âiäêàëiáðóâàòè äî ±1, íàïðèêëàä, ðîçòÿãîì çà t.

Òðåòÿ ïiäàëãåáðà ç ëåìè 4.27 íàñïðàâäi çîáðàæó¹ ìóëüòèïàðàìåòðè-

÷íó ñiì'þ êàíäèäàòiâ äëÿ ðîçøèðåííÿ, ÿêó ðîçáèòî â ïðîöåñi ïîáóäîâè

iíâàðiàíòíèõ ðiâíÿíü íà âèïàäêè 11�13. Íå âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ äà-

þòü ðîçøèðåííÿ. Äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòðè âèïëèâàþòü ç óìîâè
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ñóìiñíîñòi àñîöiéîâàíî¨ ñèñòåìè íà äîâiëüíèé åëåìåíòè,

fx = 0, ((a1 + 1
2a3)u+ δ)fu = pf,

gx = 0, ((a1 + 1
2a3)u+ δ)gu = qg,

ç äîäàòêîâèìè óìîâàìè f 6= 0 i (fu, guu) 6= (0, 0) i âèìîãîþ, ùî ðîçìiðíiñòü

ðîçøèðåííÿ íå ïåðåâèùó¹ äâà. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ p = 2(a3 − a2) i q =

a1 + 1
2a3 − 2a2.

Íàâåäåíå âèùå ðîçáèòòÿ âèêîíàíî â òàêèé ñïîñiá. ßêùî a3 = −2a1 i

δ = 0, ç íåðiâíîñòi f 6= 0 âèïëèâà¹, ùî p = 0, òîáòî a2 = a3. Îñêiëüêè a1,

a2 i a3 íå ìîæóòü âîäíî÷àñ äîðiâíþâàòè íóëþ, çíàõîäèìî, ùî q 6= 0 i òîìó

g = 0. Äîìíîæóþ÷è ïåðøèé áàçèñíèé åëåìåíò íà −a−1
1 , ìà¹ìî a1 = −1.

ùî äà¹ âèïàäîê 11. Äëÿ a3 = −2a1 i δ = 1 ìà¹ìî a2 = −q/2, a3 = (p −
q)/2 i a1 = −(p − q)/4. Ïàðàìåòð p ìà¹ áóòè íåíóëüîâèì, îñêiëüêè â

iíøîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ, ÷èÿ ìàêñèìàëüíà àëãåáðà

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíîþ. Äîäàòêîâî äîìíîæó¹ìî

ïåðøèé áàçèñíèé åëåìåíò íà −4 i êàëiáðó¹ìî p ïåðåòâîðåííÿì Du(c2) äëÿ

äåÿêîãî c2 â 1, òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî âèïàäîê 12. Âèïàäîê 13 âiäïîâiäà¹

óìîâi a3 6= −2a1. Êàëiáðóâàííÿ ïåðøîãî áàçèñíîãî åëåìåíòà äîçâîëÿ¹

çðîáèòè a1 + 1
2a3 = 4, òîäi a2 = 2(1− q), a3 = 2(1 + p− q), a3 = (3− p +

q). Â îáîõ âèïàäêàõ 12 i 13 ïàðàìåòð ε′ íåíóëüîâèé (iíàêøå ðîçìiðíiñòü

ðîçøèðåííÿ áiëüøà çà äâà) i éîãî ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè â ±1 ðîçòÿãàìè

çìiííèõ t i x.

Ðîçãëÿíåìî êàíäèäàòiâ äëÿ òðèâèìiðíèõ ðîçøèðåíü, íàâåäåíèõ ó ëå-

ìi 4.28. Ç ñóìiñíîñòi àñîöiéîâàíî¨ ñèñòåìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, äîïîâíå-

íèõ íåðiâíiñòþ f 6= 0, âèïëèâà¹ p1 = 2(p2−1) i d = −4 äëÿ ïåðøî¨ i äðóãî¨

ïiäàëãåáðè ç ëåìè 4.28, âiäïîâiäíî. Çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè ç òî÷-

íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi � (f, g) = (±|u|p, 0) i (f, g) = (±eu, 0). Öå
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äà¹ òàêi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨:

16. (p− 4)Du − 2pD(x), (p− 4)Dt − 4D(x), D(1), p 6= 0, 4:

utt = ±|u|puxx,

17. Du − 2D(x)−Z(4), Dt −Z(2), D(1) :

utt = ±euuxx.

Òóò p := 4(p2−1)/p2 6= 4, îñêiëüêè äëÿ p = 4 âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹

îïåðàòîðè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ π∗D(x) i π∗D(x2). Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.16), ùî

¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äâîõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ âèãëÿ-

äó π∗Qi, äå Qi = D(ζ i) +Z(χi), ïðîêëàñèôiêîâàíi ó íàñëiäêó 4.24. Îòæå,

G∼-íååêâiâàëåíòíi ðåãóëÿðíi ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ â êëàñi (4.16)

âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1�4, 9�13, 14ã, 16, 17 i 19ã.

4.2.8. Âèñíîâêè. Ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó W (1+1)-

âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ i åëiïòè÷íèõ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (4.16) âè-

êîíàíî ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi é äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è íîâó âåðñiþ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ

íåíîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðåçóëüòàòè êëàñèôi-

êàöi¨ íàâåäåíî â òåîðåìi 4.11. Êëþ÷îâèì ìîìåíòîì êëàñèôiêàöi¨ ¹ ïîáó-

äîâà ïîðîäæóâàëüíî¨ ìíîæèíè äëÿ ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó W
ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, äèâ. òåîðåìó 4.12.

Ïîðiâíÿ¹ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñïîðiäíåíèõ êëà-

ñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó

êâàçiëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó

utt = uxx + g(t, x, u, ux) (4.49)

áóëî ðîçâ'ÿçàíî â ðîáîòi [199, 200]. Êëàñ (4.49) ðîçáèòèé íà ÷îòèðè (íîð-

ìàëiçîâàíi) ïiäêëàñè, ñèìåòði¨ êîæíîãî ç ÿêèõ ïðîêëàñèôiêîâàíî îêðå-

ìî. Îäèí ç öèõ ïiäêëàñiâ, ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç K, âèîêðåìëåíî ç êëà-
ñó (4.49) çâ'ÿçêîì gux = 0. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ïiäêëàñó K âèêîíàíî â

ïàðàãðàôi 6 ðîáîòè [200] i áiëüøó ÷àñòèíó êëàñèôiêàöiéíèõ ðåçóëüòàòiâ
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çiáðàíî â òàáëèöÿ 1, äèâ. òàêîæ ïàðàãðàô V i òàáëèöþ I â ðîáîòi [199]. Âè-

ïàäêè 1δ=1,p=2,f̂=1, 2f̂=1, 5àε=1, 6àε=1 i 18àε=1 òàáëèöi 4.6 öüîãî ïiäðîçäiëó

äèñåðòàöi¨ âiäïîâiäà¹ âèïàäêàì 3, 2, 8, 5 i 9 òàáëèöi 1 â [200], ðiâíÿííÿ Ëi-

óâiëëÿ âèíèêà¹ ó âèïàäêó 20 â òàáëèöÿ 4.6 i ÿê ðiâíÿííÿ (5.4) â [200], Öåé

âè÷åðïó¹ âñi ìîæëèâi àíàëîãi÷íi âèïàäêè. Âèïàäîê 1δ=1,p 6=2,f̂=1 òàáëèöi 4.6

ïðîïóùåíî â ðîáîòàõ [199,200]. Íàñïðàâäi, êîæíèé ç âèïàäêiâ 3 i 4 òàáëè-

öi 1 â [200] ìà¹ ìiñòèòè íà îäèí ñòàëèé ïàðàìåòð áiëüøå, ÿêèé íå ìîæíà

ïðèáðàòè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó K. Â ðîáîòàõ [16, 17]

áóëî ïðîêëàñèôiêîâàíî êâàçiëiíiéíi åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ

utt + uxx = F (t, x, u, ut, ux)

÷è¨ ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíi. Âè-

ïàäêè 6à, 7, 5à i 18à òàáëèöi 4.6 ¹ îáìåæåííÿìè íà êëàñ W ïåðøèõ âè-

ïàäêiâ òåîðåì 3.1 i 3.2 ç [16] i âèïàäêiâ �A3.8-iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ (1)� i

�A4.10-iíâàðiàíòíi ðiâíÿííÿ (3)� ç ðîáîòè [17]. Iíøèõ ñïîðiäíåíèõ âèïàäêiâ

â ðîáîòàõ [16,17] i öüîìó ïiäðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íåìà.

Áiëüø âàæëèâèìè, íiæ ðîçâ'ÿçîê îáãîâîðåíèõ âèùå ñïåöèôi÷íèõ êëà-

ñèôiêàöiéíèõ çàäà÷, ¹ ðîçâèòîê i ìîäèôiêàöiÿ çàãàëüíèé ïîíÿòü i òåõíiê,

à òàêîæ ¨õ êîìáiíóâàííÿ, ðåàëiçîâàíi â öüîìó ðîçäiëi.

Ðîçáèòòÿ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà ïiäêëàñè, ùî iíäóêóþòü

ðîçáèòòÿ âiäïîâiäíèõ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi, ðåãóëÿðíî çàñòîñîâóþòü

â ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi [54, 254, 261]. Ìà¹ìî äâà

ðîçáèòòÿ íà êëàñè, Wgen =W tWlin i W =W0 tW1, ùî äàþòü ðîçáèòòÿ

ãðóïî¨äiâ

G∼gen = G∼ t G∼lin i G∼ = G∼0 t G∼1 ,

äèâ. çàóâàæåííÿ 4.8 i òâåðäæåííÿ 4.16. Óñi íàâåäåíi âèùå êëàñè i ïiäêëàñè

ìàþòü òàêó ñàìó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼. Îäíàê, íà âiäìiíó âiä ïðè-

êëàäiâ, íàâåäåíèõ ðàíiøå â ëiòåðàòóði, ïiäêëàñè ç öèõ äâîõ ðîçáèòòiâ íå

ìàþòü êðàùèõ íîðìàëiçàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé, íiæ ¨õ íàäêëàñè. Îñü ÷îìó
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âëàñòèâiñòü íîðìàëiçîâàííîñòi íå âèïðàâäîâó¹ ðîçáèòòÿ â öüîìó âèïàä-

êó, ÿêå ñêîðiøå âèâåäåíî ÷åðåç ïðÿìèé àíàëiç âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ

äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü.

Ìà¹ìî ïîáóäîâàíi ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ïîðîäæóâàëüíi

ìíîæèíè B0 i B1 ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 i G∼1 , ùî ñêëàäàþòüñÿ, âiä-
ïîâiäíî, ç ñiìåé T1|W0

i T3�T9 i ñiìåé T1|W1
i T2, íàâåäåíèõ â òåîðåìi 4.12.

Âàæëèâèì ìîìåíòîì ¹ âñòàíîâëåííÿ ái¹êòèâíîãî ôóíêòîðà ìiæ äâîìà

êàòåãîðiÿìè, ùî ¹ ãðóïî¨äàìè åêâiâàëåíòíîñòi G∼00ε′ i G∼01g2
ïiäêëàñiâ W00ε′

i W01g2 ðiâíÿíü (4.39) i (4.42) ç g
1 6= 0, ôiêñîâàíèì ε′ ∈ {−1, 1} i ôiêñî-

âàíîþ ôóíêöi¹þ g2, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ g2
ug

2
uuu 6= (g2

uu)
2, âiäïîâiäíî.

Içîìîðôiçì ç G∼00ε′ â G∼01g2
çàäà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè

ε 7→ ε̌ = ε, g1 7→ ǧ1 = g1,

Φ: t̃ = T, x̃ = X, ũ = u− ln |X 2
x − εX 2

t | 7→

Φ̌ : t̃ = T, x̃ = X, ũ = u.

Ôiêñóâàííÿ ε′ i g2 ¹ ïðèðîäíèì, îñêiëüêè çíà÷åííÿ öèõ ïàðàìåòðiâ íå ìîæ-

íà çìiíèòè äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè â êëàñàõ W00 i W01 ç òî÷íiñòþ

êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ïåðåñóâàííÿ íåíóëüîâîãî

ñòàëîãî ìíîæíèêà ìiæ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè g1 i g2 â êëàñi W01, ÿêèì

ìîæíà çíåõòóâàòè. Îòæå, ðîçáèòòÿ êëàñiâW00 iW01 íà ïiäêëàñè, àñîöiéî-

âàíi ç ôiêñîâàíèìè çíà÷åííÿìè ε′ i g2, W00 = tε′W00ε′ i W01 = tg2W01g2,

iíäóêóþòü ðîçáèòòÿ âiäïîâiäíèõ ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíîñòi,

G∼00 = tε′ G∼00ε′ i G∼01 = tg2 G∼01g2.

Æîäíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó W00ε′ íå ïîâ'ÿçàíå ç ïåâíèì ðiâíÿííÿì ç êëà-

ñó W01g2 òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿìè. Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêòîð ç G∼00ε′

â G∼01g2
íå ïîâ'ÿçàíèé ç ñiì'¹þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ùî ïîðîäæó¹ âiä-

îáðàæåííÿ ç W00ε′ íà W01g2 àáî íàâïàêè. Îäíàê âií äîçâîëÿ¹ ëåãêî îòðè-

ìàòè ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi G∼01g2
ç ãðóïî¨äó åêâiâàëåíòíîñòi G∼00ε′.

Íåîáõiäíi ïåðåäóìîâè äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ñèíãóëÿðíè¨ ðîçøèðåíü ëi¨â-

ñüêî¨ ñèìåòði¨ â ïiäêëàñi W1 çàäàíî êëàñèôiêàöi¹þ äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-
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ðåíü â öüîìó ïiäêëàñi. Êëàñèôiêàöiþ ðåãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñè-

ìåòði¨ âèêîíàíî â ðàìêàõ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó, ¨¨ çâåäåíî äî ïîïåðåäíüî¨

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïiäêëàñóW . Âèêîðèñòàíî îïòèìiçîâàíó âåðñiþ öüî-

ãî ìåòîäó, ùî âêëþ÷à¹ êëàñèôiêàöiþ êàíäèäàòiâ íà ðîëü ïiäõîäÿùèõ ïiä-

àëãåáð àëãåáðè g∼, âðàõîâóþ÷è îñíîâíi îáìåæåííÿ íà ðîçìiðíiñòü i ñòðó-

êòóðó òàêèõ ïiäàëãåáð i çàâåðøåííÿ âèáîðó ïiäõîäÿùèõ ïiäàëãåáð â ïðî-

öåñi ïîáóäîâè âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü, ùî äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨.

4.3. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü Äiðàêà

Ó 2004�2005 ðîêàõ ïåðøèé äiéñíî äâîâèìiðíèé òâåðäèé ìàòåðiàë, ãðàôåí,

îòðèìàëè ó ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ [228, 229, 339]. Ïiçíiøå â 2010 À. Ãåéìà

i Ê. Íîâîñüîëîâà íàãîðîäèëè Íîáåëiâñüêîþ ïðåìi¹þ ç ôiçèêè �çà åêñïå-

ðèìåíòè ç äâîâèìiðíèì ìàòåðiàëîì ãðàôåíîì�. Ïðè öüîìó çàçíà÷àëîñü,

ùî â ãðàôåíi �òðàíñïîðò åëåêòðîíiâ îïèñó¹òüñÿ ðåëÿòèâiñòñüêèì ðiâíÿí-

íÿì Äiðàêà� [228]. Ó ðîáîòi [339] áóëî ðîçãëÿíóòî íîâi íåëiíiéíi ÿâèùà

ïðè êîíäåíñàöi¨ Áîçå�Åéíøòåéíà íà îïòè÷íèõ ðåøiòêàõ çi ñòðóêòóðîþ

áäæîëèíèõ ñòiëüíèêiâ, ÿêi òàêîæ ìîäåëþþòüñÿ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè

Äiðàêà ó ðîçìiðíîñòi 2+1, ïðè öüîìó âèãëÿä íåëiíiéíîñòi âèíèêàþòü ÿê

ðåçóëüòàò âçà¹ìîäi¨ ìiæ áîçîíàìè. Òàêîæ áóëî ïîêàçàíî, ùî ïðè êîí-

äåíñàöi¨ Áîçå�Åéíøòåéíà ëi¨âñüêà ñèìåòðiÿ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü, ïîðîäæå-

íà àëãåáðîþ Ïóàíêàðå, ïîðóøó¹òüñÿ. Ïåâíi òî÷íi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè

(2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Äiðàêà ïîáóäîâàíî â ðîáîòi [136] (äèâ.

òàêîæ [138]). Ñèìåòðiÿì ðiâíÿíü Äiðàêà ïðèñâÿ÷åíî ìîíîãðàôi¨ [31, 120].

Çâàæàþ÷è íà âàæëèâiñòü (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Äiðàêà,

äîñëiäèìî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ òàêîãî êëàñó ðiâíÿíü

(iσ2∂t + σ1∂x − σ3∂y)Ψ = Φ, äå Ψ =

(
u

v

)
, Φ =

(
F

G

)
, (4.50)
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u = u(t, x, y), v = v(t, x, y) � çàëåæíi çìiííi, F = F (u, v), G = G(u, v)

� äîâiëüíèé ãëàäêi ôóíêöi¨, ÿêi íå ¹ âîäíî÷àñ ëiíiéíèìè çà u i v, σ1, σ2,

σ3 � ìàòðèöi Ïàóëi:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

Ðiâíÿííÿ (4.50) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi çà÷åïëåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó

vt + vx − uy = F (u, v),

ut − ux − vy = −G(u, v).
(4.51)

Äîáðå âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ Äiðàêà îïèñó¹ êîìïëåêñíó õâèëüîâó ôóí-

êöiþ. Àëå äëÿ äåÿêèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷ ìîæíà îáìåæèòèñü äiéñíèìè

ðîçâ'ÿçêàìè, ÿê, çîêðåìà, â òåîði¨ ìàñèâíèõ íåéòðèíî. Â öüîìó âèïàä-

êó âèêîðèñòîâóþòü ñïåöiàëüíå çîáðàæåííÿ Ìàéîðàíà ìàòðèöü Äiðàêà. Ó

öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿä òàêîæ îáìåæåíî íà âèïàäîê äiéñíî¨ õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨.

4.3.1. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ñèñòåì ç êëàñó (4.51) øó-

êàòèìåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íèé ïiäõiä [23,235] ó ïî¹äíàííi ç àëãå-

áðà¨÷íîþ òåõíiêîþ. Ôiêñó¹ìî ñèñòåìó L ç êëàñó (4.51) i øóêà¹ìî âåêòîðíi
ïîëÿ âèãëÿäó

Q = ξt(t, x, y, u, v)∂t + ξx(t, x, y, u, v)∂x + ξy(t, x, y, u, v)∂y

+ ηu(t, x, y, u, v)∂u + ηv(t, x, y, u, v)∂v,

ùî ïîðîäæóþòü îäíîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ L.
Öi âåêòîðíi ïîëÿ óòâîðþþòü ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíò-

íîñòi Amax = Amax(L) ñèñòåìè L. Áóäü-ÿêå âåêòîðíå ïîëå Q çàäîâîëüíÿ¹

êðèòåðié iíôiíiòåçèìàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, à ñàìå

Q(1)
(
vt + vx − uy − F (u, v)

)∣∣
L = 0,

Q(1)
(
ut − ux − vy +G(u, v)

)∣∣
L = 0.

(4.52)
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Ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ ut i vt çà äîïîìîãîþ (4.51), ðiâíÿííÿ (4.52) ñòàþòü

òîòîæíîñòÿìè, ëiâi ÷àñòèíè ÿêèõ ¹ ìíîãî÷ëåíàìè çìiííèõ ux, uy, vx i vy.

Çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè öèõ çìiííèõ ïðîâîäèìî ðîçùåïëåííÿ (4.52). Òàêèì

÷èíîì îäåðæó¹ìî äâàäöÿòü ÷îòèðè âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íòè

ξt, ξx, ξy, ηu, ηv, ùî ìiñòÿòü òàêîæ äîâiëüíi åëåìåíòè êëàñó. Îá÷èñëåí-

íÿ ïåðåâiðåíî ç âèêîðèñòàííÿì ïàêåòó ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü GeM äëÿ

îá÷èñëåííÿ ñèìåòðié i çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [89].

Ðîçâ'ÿçàííÿ òèõ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, ùî íå ìiñòÿòü F iG, äàþòü âèãëÿä

êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðà Q:

ξt = 1
2α0(t

2 + x2 + y2) + (δ + α1x+ α2y)t+ β1y + β2x+ ρ0,

ξx = 1
2α1(t

2 + x2 − y2) + (δ + α0t+ α2y)x− β0y + β2t+ ρ1,

ξy = 1
2α2(t

2 − x2 + y2) + (δ + α0t+ α1x)y + β0x+ β1t+ ρ2,

ηu = λu+ ϕ− 1
2(β2 + α0x+ α1t)u

+ 1
2(α2(x− t)− (α0 + α1)y − (β0 + β1))v,

ηv = λv + ψ + 1
2(β2 + α0x+ α1t)v

− 1
2(α2(x+ t) + (α0 − α1)y + (β0 − β1))u,

äå αi, βi, ρi, i = 0, 1, 2, i δ � äîâiëüíi ñòàëi, λ, ϕ, ψ � äîâiëüíèé ãëàäêi

ôóíêöi¨, ùî çàëåæàòü âiä çìiííèõ t, x, y. Îòæå, çàãàëüíèé âèãëÿä iíôiíi-

òåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà òàêèé

Q = χ+ αiK
i + βiJ

i + δD + ρiP
i, (4.53)

äå αi, βi, ρi, i = 0, 1, 2, i δ � äîâiëüíèé ñòàëi é

χ = (λu+ ϕ)∂u + (λv + ψ)∂v, P 0 = ∂t, P 1 = ∂x, P 2 = ∂y,

D = t∂t + x∂x + y∂y, J0 = x∂y − y∂x − 1
2v∂u + 1

2u∂v,

J1 = t∂y + y∂t − 1
2v∂u −

1
2u∂v, J2 = t∂x + x∂t − 1

2u∂u + 1
2v∂v,

K0 = 1
2(t2 + x2 + y2)∂t + tx∂x + ty∂y − 1

2(xu+ yv)∂u + 1
2(xv − yu)∂v,

K1 = tx∂t + 1
2(t2 + x2 − y2)∂x + xy∂y − 1

2(tu+ yv)∂u + 1
2(yu+ tv)∂v,

K2 = ty∂t + xy∂x + 1
2(t2 − x2 + y2)∂y + 1

2(x− t)v∂u − 1
2(x+ t)u∂v.
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Çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, âiäáóâà¹òüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ. Íåíóëüîâi

êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ òàêi

[P i, Ki] = D, [P 0, J1] = P 2, [P 0, J2] = P 1, [P 1, J0] = P 2,

[P 1, J2] = P 0, [P 2, J0] = −P 1, [P 2, J1] = P 0, [J0, J1] = J2,

[J0, J2] = −J0, [J1, J2] = −J1, [P 0, K1] = J2, [P 0, K2] = J1,

[P 1, K0] = J2, [P 1, K2] = −J0, [P 2, K0] = J1, [P 2, K1] = J0,

äå i = 0, 1, 2. Òîäi ðåøòà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìiñòÿòü ôóíêöi¨ F , G

i ¨õíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çìiííèìè u i v, ìàþòü âèãëÿä[(
λ− 1

2(β2+α0x+α1t)
)
u− 1

2 (α2(t−x)+(α0+α1)y+β0+β1) v+ϕ
]
Fu

+
[

1
2 ((α1−α0)y−α2(x+t)+β0−β1)u+

(
λ+ 1

2(β2+α0x+α1t)
)
v+ψ

]
Fv

+1
2 [α2(t−x)+(α1+α0)y+β0+β1]G

+
[
(α0+ 1

2α1)t+(α1+ 1
2α0)x+α2y+ 1

2β2+δ−λ
]
F

+(λy+α2)u−(λt+λx+α1+α0)v−ψt−ψx+ϕy = 0,[(
λ− 1

2(β2+α0x+α1t)
)
u− 1

2 (α2(t−x) + (α0+α1)y+β0+β1) v+ϕ
]
Gu

+
[

1
2 ((α1−α0)y−α2(x+t)+β0−β1)u+

(
λ+ 1

2(β2+α0x+α1t)
)
v+ψ

]
Gv

+1
2 [α2(x+t)−(α1−α0)y−β0+β1]F

+
[
(α0− 1

2α1)t+(α1− 1
2α0)x+α2y− 1

2β2+δ−λ
]
G

+(λt−λx−α1+α0)u−(λy+α2)v+ϕt−ϕx−ψy = 0.

Öi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü êëàñèôiêóâàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. Îñíîâíà ñêëà-

äíiñòü çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êëàñèôiêóâàëüíi

ðiâíÿííÿ òðåáà âîäíî÷àñ ðîçâ'ÿçàòè äëÿ íåâèçíà÷åíèõ ôóíêöié i ñòàëèõ

ó êîåôiöi¹íòàõ îïåðàòîðà Q i äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó.

Àëãåáðà ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨,

ùî äîïóñêàþòüñÿ áóäü-ÿêîþ ñèñòåìîþ (4.51), ðîçùåïèìî êëàñèôiêóâàëüíi

ðiâíÿííÿ çà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè é ¨õíiìè ïîõiäíèìè. Öåé ïðèçâîäèòü
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äî óìîâ αi = βj = 0, i, j = 0, 1, 2, i δ = λ = ϕ = ψ = 0, à ρk, k = 0, 1, 2, �

äîâiëüíèé ñòàëi. Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.29. Àëãåáðà ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ñèñòåì ç êëà-

ñó (4.51) ñïiâïàäà¹ ç òðèâèìiðíîþ àëãåáðîþ Aker = 〈P 0, P 1, P 2〉.

Îòæå, áóäü-ÿêà ñèñòåìà ç êëàñó (4.51) ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî çñóâiâ

çà çìiííèìè t, x, y.

Îäíîâèìiðíi ðîçøèðåííÿ àëãåáðè Amax. Îñêiëüêè êëàñèôiêóâàëüíi

ðiâíÿííÿ ¹ äîñèòü ñêëàäíèìè, îáìåæèìî ðîçãëÿä ðîçøèðåííÿìè àëãåáðè

ÿäðà Aker íà îäèí îïåðàòîð ñèìåòði¨. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî îïåðàòîð ëi¨â-

ñüêî¨ ñèìåòði¨ çàãàëüíîãî âèãëÿäó (4.53) i âèìàãà¹ìî ùîá Q i îïåðàòîðè

ç Aker óòâîðþâàëè àëãåáðó Ëi, òîáòî [Aker, Q] ∈ 〈Aker, Q〉. Îòæå, ìàþòü
âèêîíóâàòèñü ðiâíîñòi

[P 0, X] = α0D + α1J
2 + α2J

1 + χt = aX,

[P 1, X] = α0J
2 + α1D − α2J

0 + χx = bX,

[P 2, X] = α0J
1 + α1J

0 + α2D + χy = cX.

Ç öüîãî âèïëèâàþòü äâi ìîæëèâîñòi äëÿ Q

1. (a, b, c) = (0, 0, 0) ⇒ Q = δD + βiJ
i + χ,

2. (a, b, c) 6= (0, 0, 0) ⇒ Q = eat+bx+cyχ,

äå a, b, c � äîâiëüíi äiéñíi ñòàëi, χ = (λu+ ϕ)∂u + (λv + ψ)∂v, λ, ϕ, ψ �

äîâiëüíèé ñòàëi.

Âèïàäîê I. ßêùî Q = δD + βiJ
i + (λu + ϕ)∂u + (λv + ψ)∂v, äå λ, ϕ, i

ψ � äîâiëüíèé ñòàëi, òî êëàñèôiêóâàëüíi ðiâíÿííÿ íàáóâàþòü âèãëÿäó

[(2λ− β2)u− (β0 + β1)v + 2ϕ]Fu + [(β0 − β1)u

+(2λ+ β2)v + 2ψ]Fv + (β1 + β0)G+ (2δ − 2λ+ β2)F = 0,

[(2λ− β2)u− (β0 + β1)v + 2ϕ]Gu + [(β0 − β1)u

+(2λ+ β2)v + 2ψ]Gv + (2δ − 2λ− β2)G+ (β1 − β0)F = 0.

(4.54)
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Öÿ ñèñòåìà äîïóñêà¹ òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

u = a1ũ+ b1ṽ + c1, v = a2ũ+ b2ṽ + c2,

F = a1F̃ + b1G̃, G = a2F̃ + b2G̃,

äå ai, bi, ci, i = 1, 2, � äîâiëüíèé ñòàëi, ïðè÷îìó ∆ = a1b2 − b1a2 6= 0.

Ñòàëi ïàðàìåòðè, ùî âèíèêàþòü ó ñèñòåìi (4.54), çìiíþþòüñÿ ïiä äi¹þ

öèõ ïåðåòâîðåíü òàêèì ÷èíîì: λ̃d = d̃λ,

β̃0 =
1

2∆

d̃

d

(
(β0−β1)(a

2
1+b2

1) + (β0+β1)(a
2
2+b2

2) + 2β2(a1a2+b1b2)
)
,

β̃1 = − 1

2∆

d̃

d

(
(β0−β1)(a

2
1−b2

1) + (β0+β1)(a
2
2−b2

2) + 2β2(a1a2−b1b2)
)
,

β̃2 =
1

∆

d̃

d
((β0−β1)a1b1 + (β0+β1)a2b2 + β2(a1b2+b1a2)) ,

ϕ̃ = − 1

2∆

d̃

d
[(β0−β1)b1c1 + (β0+β1)b2c2 + β2(b1c2+c1b2)

+ 2λ(b1c2−c1b2) + 2b1ψ−2b2ϕ] ,

ψ̃ =
1

2∆

d̃

d
[(β0−β1)a1c1 + (β0+β1)a2c2 + β2(a1c2+c1a2)

+ 2λ(a1c2−c1a2) + 2a1ψ−2a2ϕ] ,

äå ∆ = a1b2−b1a2 6= 0. Ðîçãëÿíóâøè ìîæëèâîñòi ñïðîùåííÿ êîåôiöi¹íòiâ,

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíóþòü ëèøå òðè íååêâiâàëåíòíi çíà÷åííÿ íàáîðiâ

(β̃0, β̃1, β̃2) â çàëåæíîñòi âiä çíàêó D = b2
2 + b2

1 − b2
0:

(0, 0, 1), ÿêùî D > 0,

(1, 1, 0), ÿêùî D = 0,

(1, 0, 0), ÿêùî D < 0.

Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ÷îòèðè íååêâiâàëåíòíi íàáîðè

ñòàëèõ (β̃0, β̃1, β̃2, δ̃, λ̃, ϕ̃, ψ̃): 1. (0, 0, 1, δ′, λ′, 0, 0), 2. (1, 0, 0, δ′, λ′, 0, 0),

3. (1, 1, 0, δ′, λ′, 0, 0), 4. (1, 1, 0, δ′, 0, ϕ′, ψ′). Ï'ÿòèé íàáið, à ñàìå

5. (0, 0, 0, δ′, λ′, 0, 0) âèíèêà¹, êîëè β0 = β1 = β2 = 0.
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Ðîçãëÿíüìî ïåðøèé âèïàäîê, äå β0 = β1 = ϕ = ψ = 0, β2 = 1, δ i λ �

äîâiëüíi ñòàëi, òîäi ñèñòåìà (4.54) ìà¹ âèãëÿä

(2λ− 1)uFu + (2λ+ 1)vFv + (2δ − 2λ+ 1)F = 0,

(2λ− 1)uGu + (2λ+ 1)vGv + (2δ − 2λ− 1)G = 0.
(4.55)

ßêùî λ 6= 1/2, òî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.55) òàêèé F = u1+ 2δ
1−2λ F

(
vu

1+2λ
1−2λ
)
,

G = u1+ 2δ−2
1−2λ G

(
vu

1+2λ
1−2λ
)
(âèïàäîê 1 òàáë. 4.7). Òóò i íàäàëi ôóíêöi¨ F i G �

äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ çìiííèõ. ßêùî λ = 1
2 , òî F = v−δ F(u),

G = v1−δ G(u) (âèïàäîê 2 òàáë. 4.7).

Ó äðóãîìó âèïàäêó ñèñòåìà (4.54) íå ìà¹ äiéñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó òðåòüîìó i ÷åòâåðòîìó âèïàäêàõ ñèñòåìà (4.54) íàáóâà¹ âèãëÿäó

(λu− v + ϕ)Fu + (λv + ψ)Fv + (δ − λ)F +G = 0,

(λu− v + ϕ)Gu + (λv + ψ)Gv + (δ − λ)G = 0,
(4.56)

äå àáî ϕ = ψ = 0, àáî λ = 0. Ðåçóëüòàòè iíòåãðóâàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè

ïðåäñòàâëåíi ó âèïàäêàõ 3�5 òàáë. 4.7. Ó ï'ÿòîìó âèïàäêó ñèñòåìà (4.54)

ìà¹ âèãëÿä

uFu + vFv + (δ/λ− 1)F = 0, uGu + vGv + (δ/λ− 1)G = 0.

�¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òàêèé: F = u1−δ/λF(v/u), G = u1−δ/λF(v/u) (âè-

ïàäîê 6 òàáë. 4.7).

Âèïàäîê II. ßêùî X = eat+bx+cy ((λu+ ϕ)∂u + (λv + ψ)∂v), äå a, b, c, λ,

ϕ, ψ � äîâiëüíèé ñòàëi, ïðè÷îìó (a, b, c) 6= (0, 0, 0), òî ñèñòåìà êëàñèôi-

êóâàëüíèõ ðiâíÿíü ñòà¹ íåçà÷åïëåíîþ

(λu+ϕ)Fu+(λv+ψ)Fv−λF+c(λu+ϕ)−(a+b)(λv+ψ) = 0,

(λu+ϕ)Gu + (λv+ψ)Gv − λG+ (a−b)(λu+ϕ)− c(λv+ψ) = 0.
(4.57)

ßêùî λ 6= 0, òî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ũ = λu + ϕ, ṽ = λv + ψ,

F̃ = λF, G̃ = λG âiäîáðàæàþòü ñèñòåìó (4.57) â òàêó ñèñòåìó ç λ̃ = 1,

ϕ̃ = ψ̃ = 0, ÷èé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äà¹ âèïàäîê 7 òàáë. 4.7:

F = ((b+a)v−cu) lnu+ uF(v/u) , G = ((b−a)u+cv) lnu+ uG(v/u) .
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Òàáë. 4.7: Ðiâíÿííÿ Äiðàêà (4.51), ùî äîïóñêàþòü ùîíàéìåíøå ÷îòèðèâèìiðíó

àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi.

� Âèä íåëiíiéíîñòåé Áàçèñíi îïåðàòîðè àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi

1 F = u1+
2δ

1−2λ F
(
vu

1+2λ
1−2λ

)
, P 0, P 1, P 2,

G = u1+
2δ−2
1−2λ G

(
vu

1+2λ
1−2λ

)
, λ 6= 1

2 δD+J2+λ(u∂u+v∂v)

2 F = v−δ F(u), P 0, P 1, P 2,

G = v1−δ G(u) δD+J2+ 1
2(u∂u+v∂v)

3 F = − 1
λ W(z)G P 0, P 1, P 2,

+ e
λ−δ
λ

W(z)F(ln v+λu/v) , δD+J0+J1+λ(∂u+v∂v)

G = e
λ−δ
λ

W(z)G(ln v+λu/v), λ 6=0

4 F =
ϕ− v
ψ

G P 0, P 1, P 2,

+e
δ
ψ
(ϕ−v)F(ϕv − ψu− 1

2v
2), δD+J0+J1+ϕ∂u+ψ∂v

G = e
δ
ψ
(ϕ−v) G(ϕv − ψu− 1

2v
2), ψ 6=0

5 F =
u

v − ϕ
G+ e

δu
v−ϕ F (v) , P 0, P 1, P 2,

G = e
δu
v−ϕ G (v) δD+J0+J1+ϕ∂u

6 F = u1−δ/λF(v/u), P 0, P 1, P 2,

G = u1−δ/λ G(v/u), λ 6=0 δD+λ(u∂u+v∂v)

7 F = ((b+a)v − cu) lnu+uF(v/u) , P 0, P 1, P 2,

G = ((b−a)u+ cv) lnu+uG(v/u) eat+bx+cy(u∂u+v∂v)

8 F = ((b+ a)/ϕ− c)u+ F(u− ϕv) , P 0, P 1, P 2,

G = (b− a+ c/ϕ)u+ G(u− ϕv), ϕ 6=0 σ(ω)eat+bx+cy(ϕ∂u+∂v)

9 F = (a+b)v + F(u), P 0, P 1, P 2,

G = cv + G(u) σ(x−t)eat+bx+cy∂v

10 F = −cu+ F(v), P 0, P 1, P 2,

G = (b−a)u+ G(v) σ(x+t)eat+bx+cy∂u

Òóò δ, λ, ϕ, ψ, a, b, c � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó a2 + b2 + c2 6= 0, ω = ϕ2(t+ x) + 2ϕy + t− x;
σ � äîâiëüíèé ãëàäêà íåíóëüîâà ôóíêöiÿ âêàçàíîãî àðãóìåíòó. W(z) = LambertW(z) [96],

äå z = −λu
v
e−λ

u
v .
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ßêùî λ = 0, òî (ϕ, ψ) ìà¹ òàêi íååêâiâàëåíòíi çíà÷åííÿ (ϕ, 1) ç ϕ 6= 0

i (1, 0). Âiäïîâiäíi çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè êëàñèôiêóâàëüíèõ ðiâíÿíü:

F = ((b+ a)/ϕ− c)u+ F(u− ϕv) ,

G = (b− a+ c/ϕ)u+ G(u− ϕv) ,
ϕ 6= 0, ψ = 1,

F = (a+b)v + F(u), G = cv + G(u), ϕ = 0, ψ = 1,

F = −cu+ F(v), G = (b−a)u+ G(v), ϕ = 1, ψ = 0,

(âèïàäêè 8�10 òàáë. 4.7).

Çàóâàæèìî, ùî ÷îòèðèâèìiðíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

〈P 0, P 1, P 2, eat+bx+cy(ϕ∂u + ψ∂v)〉, (ϕ, ψ) ∈ {(ϕ, 1), (1, 0)}

íå ¹ ìàêñèìàëüíèìè äëÿ íåëiíiéíîñòåé íàâåäåíèõ ó âèïàäêàõ 8�10. Âiä-

ïîâiäíèé ñèñòåìè (4.51) äîïóñêàþòü íåñêií÷åííîâèìiðíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè, íàâåäåíèìè â òàáëèöi 4.7.

Òàêèì ÷èíîì çíàéäåíî âñi íåëiíiéíîñòi F i G, äëÿ ÿêèé (2+1)-âèìiðíi

íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ Äiðàêà äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ íà îäèí îïåðàòîð ñè-

ìåòði¨. Ó âèïàäêàõ 1�7 ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ÷î-

òèðèâèìiðíi (äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü F i G), à ó âèïàäêàõ 8�10 � íå-

ñêií÷åííîâèìiðíi. Äëÿ ñïåöèôi÷íèõ çíà÷åíü F i G) ìîæëèâå ïîäàëüøå

ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Íàïðèêëàä, íåõàé ϕ = 0, Fv = Gv = 0 ó

âèïàäêó 5 òàáë. 4.7, òîäi ñèñòåìà (4.51) íàáóâà¹ âèãëÿäó

vt + vx − uy =
(u
v
κ1 + κ2

)
e
δu
v ,

ut − ux − vy = −κ1e
δu
v ,

äå κ1, κ2 � ñòàëi, κ2
1 + κ2

2 6= 0. Ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàði-

àíòíîñòi öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ï'ÿòèâèìiðíîþ ç äîäàòêîâèì îïåðàòîðîì ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ D + u∂u + v∂v.

Çàóâàæåííÿ 4.30. Iñíóþòü äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ

âèïàäêàìè òàáëèöi 4.7. Òàê, âèïàäêè 9 i 10 åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî òî÷êî-

âîãî ïåðåòâîðåííÿ

t 7→ −t, x 7→ x, y 7→ −y, u 7→ v, v 7→ u, F 7→ G, G 7→ F,
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ùî íàëåæèòü äî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (4.51). Öå ñàìå ïåðåòâîðåííÿ

âiäîáðàæà¹ âèïàäîê 2 äî âèïàäêó 1 ç λ = −1/2.

4.3.2. Ëi¨âñüêà ðåäóêöiÿ. Íàâåäåì êiëüêà ïðèêëàäiâ çíàõîäæåííÿ òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ç êëàñó (4.51) ìåòîäîì ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨. Ðîç-

ãëÿíüìî âèïàäîê 6 òàáë. 4.7 ç δ = λ 6= 0, à ñàìå, ñèñòåìó (4.51) ðiâíÿíü

âèãëÿäó

vt + vx − uy = F(v/u),

ut − ux − vy = −G(v/u),
(4.58)

ùî äîïóñêà¹ àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ g = 〈P 0, P 1, P 2, D + u∂u + v∂v〉.
Ç âèêîðèñòàííÿì îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g ìîæíà ðåäóêóâàòè

ñèñòåìó (4.58) äî ñèñòåìè (1+1)-âèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Âiçüìåìî, íàïðèêëàä, îäíîâèìiðíó ïiäàëãåáðó 〈D + u∂u + v∂v〉 àëãåá-
ðè g, ùî íàëåæèòü îïòèìàëüíié ñèñòåìi ïiäàëãåáð àëãåáðè g (ïðîöåäóðó

çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¨ ñèñòåìè ïiäàëãåáð îïèñàíî ó [235], à êëàñèôiêà-

öiþ ïiäàëãåáð äiéñíèé òðè- i ÷îòèðèâèìiðíèõ àëãåáð Ëi âèêîíàíî â [245]).

Àíçàöè u = t U(z, w), v = t V (z, w), äå z = x/t, w = y/t, ðåäóêóþòü ñèñ-

òåìó (4.58) äî ñèñòåìè (1+1)-âèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñ-

òèííèìè ïîõiäíèìè

(1− z)Vz − wVw − Uw + V = F(V/U),

(1 + z)Uz + wUw + Vw − U = G(V/U).
(4.59)

×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê öi¹é ñèñòåìè äëÿ âèïàäêó F = ±G òàêèé

U = ∓V = (w ∓ 1)C1 ∓F(∓1), F = ±G,

äå C1 � äîâiëüíà ñòàëà. Îòæå, ñèñòåìà (4.58) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè

u = −v = (y − t)C1 − tF(−1), ÿêùî F = G,

u = v = (y + t)C1 + tF(1), ÿêùî F = −G.



282

Ðåäóêöiþ ñèñòåìè (4.58) äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ìîæíà âèêîíàòè ça äâîâèìiðíîþ ïiäàëãåáðîþ ç îïòèìàëüíî¨ ñèñòåìè

ïiäàëãåáð àëãåáðè g. Ðîçëÿíüìî äâîâèìiðíó ïiäàëãåáðó

〈P 1 + α2P
2 + α0P

0, D + u∂u + v∂v〉, α2, α0 ∈ R.

Âiäïîâiäíi àíçàöè

u = (t− α0x)U(z),

v = (t− α0x)V (z),
äå z =

y − α2x

t− α0x
,

ðåäóêóþòü ñèñòåìó (4.58) äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

((α0 − 1)z − α2)Vz − Uz + (1− α0)V = F(V/U),

((α0 + 1)z − α2)Uz + Vz − (1 + α0)U = G(V/U).
(4.60)

ßêùî F = G, òî öÿ ñèñòåìà ìà¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê

U = −V = (α2 − 1 + (1− α0)z)C1 −F(−1)/(1− α0), α0 6= 1,

äå C1 � äîâiëüíà ñòàëà. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.58) ç F = G ìà¹

âèãëÿä

u = −v = [(t− α0x)(α2 − 1) + (y − α2x)(1− α0)]C1−
(t− α0x)F(−1)

(1− α0)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ðåäóêöi¨, ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

iíøèõ ðiâíÿíü Äiðàêà (4.51) ç íåëiíiéíîñòÿìè íàâåäåíèìè â òàáë. 4.7.
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè òà âèñíîâêè

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì:

• Ðîçâèíóòî òà ôîðìàëiçîâàíî òåîðiþ ãðóïî¨äiâ êëàñiâ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíèõ i ñèíãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðîçøè-

ðåíî íà íåíîðìàëiçîâàíi êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çàñòîñó-

âàâøè öåé ìåòîä, âè÷åðïíî îïèñàíî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi òà âè-

êîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ íåíîðìàëiçîâàíîãî êëàñó íåëiíiéíèõ

õâèëüîâèõ òà åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

• Äîñëiäæåíî òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi çàãàëüíîãî êëàñó (1+1)-

âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïîáó-

äîâàíî ëàíöþæîê âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ öüîãî êëà-

ñó, äëÿ ÿêèõ âè÷åðïíî îïèñàíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi. Îêðå-

ìî ðîçãëÿíóòî äâà íåíîðìàëiçîâàíi ïiäêëàñè ðiâíÿíü òèïó ðåàêöi¨�

êîíâåêöi¨�äèôóçi¨, ùî ¹ öiêàâèìè äëÿ çàñòîñóâàíü i çíàéäåíî ¨õíi ãðó-

ïè åêâiâàëåíòíîñòi.

• Ïðîâåäåíî ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç äåêiëüêîõ êëàñiâ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, çîêðåìà, êëàñó ðiâíÿíü

Ôiøåðà ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ ÷àñó, i äåêiëüêîõ

êëàñiâ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä ïðî-

ñòîðîâî¨ çìiííî¨. Ç äîïîìîãîþ ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ (êîíòðàêöié) çíà-

éäåíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òà îòðèìàíî êëàñèôiêàöiþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

êëàñó ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç åêñïîíåíöiàëüíèìè íåëiíiéíîñòÿìè.

Ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî ìåòîä êîíòðàêöié äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè âè÷åð-

ïíèé ðåçóëüòàò ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ òàêîãî êëàñó.

• Ç äîïîìîãîþ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ïðîêëàñèôiêîâàíî ëi¨âñüêi òà

íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ ç
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êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ ÷àñó, à òàêîæ çíàéäåíî ïî-

òåíöiàëüíi ñèìåòði¨ äåêiëüêîõ êëàñiâ äèôóçiéíèõ ðiâíÿíü.

• Âèêîíàíî ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç äâîõ êëàñiâ óçàãàëüíåíèõ ðiâ-
íÿíü Áþðãåðñà, çíàéäåíi ñèìåòði¨ çàñòîñîâàíî äëÿ çíàõîäæåííÿ òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü òà ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i. Çíà-

éäåíî íèçêó ðiâíÿíü, ùî ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî íèçüêîðîçìiðíèõ

àëãåáð Ãàëiëåÿ àáî ¨õ äåôîðìàöié.

• Çíàéäåíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi òà ïðîâåäåíî ðîçøèðåíèé ãðóïî-
âèé àíàëiç êëàñiâ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òðåòüî-

ãî i ï'ÿòîãî ïîðÿäêiâ, ðiâíÿíü Êàâàõàðè òà K(m,n). Äëÿ äåÿêèõ

òàêèõ ðiâíÿíü çíàéäåíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òà ðîçâ'ÿçàíî ãðàíè÷íi çà-

äà÷i. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì âiäíîâëåííÿ âñiõ âèïàäêiâ ðîçøèðåí-

íÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ çi ñïèñêó, ïîáóäîâàíîãî ç òî÷íiñòþ äî íàéøèð-

øî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó. Äëÿ êëàñiâ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òà ìîäèôiêîâàíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ç áàãàòüìà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ îòðèìàíî

ìåòîäîì åêâiâàëåíòíîñòi. Óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè çi ñòåïå-

íåâèìè êîåôiö¹íòàìè çàïðîïîíîâàíå ó ÿêîñòi ìîäåëi, ùî îïèñó¹ ðóõ

õâèëü ó ìîði ïiä êðèãîþ, òîâùèíà ÿêî¨ çáiëüøó¹òüñÿ ç ÷àñîì. Ïîáó-

äîâàíî ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ.

• Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè çàñòîñîâàíî äî äî-

ñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi òàêèõ ðiâíÿíü. Â ðåçóëüòàòi çíàéäåíî âñi

iíòåãðîâíi âèïàäêè, äëÿ ÿêèõ ïîáóäîâàíî ïàðè Ëàêñà.

• Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü, ïðîêëàñèôiêîâàíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü Ãàðäíåðà,

Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi òà Áåíäæàìiíà�Áîíà-Ìàõîíi�Áþðãåðñà çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òàêîæ çíàéäåíî íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðå-

äóêöi¨ äâîõ êëàñiâ ðiâíÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè.
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• Ïîáóäîâàíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ äåêiëüêîõ êëàñiâ ðiâ-

íÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ òà ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè.

• Äëÿ äâîõ ðiçíèõ êàëiáðóâàíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ âèêîíàíî ãðóïî-

âó êëàñèôiêàöiþ (2+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïîêàçàíî, ùî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi i,

çîêðåìà, ¨¨ òèï ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ó ÿêîñòi êðèòåðiþ îïòèìàëü-

íîãî êàëiáðóâàííÿ. Äëÿ äâîâèìiðíîãî âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ Áþð-

ãåðñà, ùî ¹ ÷ëåíîì êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà, ïðîâå-

äåíî ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî òî÷êîâi òà

óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨, êîñèìåòði¨, ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ, ëi¨â-

ñüêi ðåäóêöi¨, ïðèõîâàíi ñèìåòði¨ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

• Çíàéäåíî âñi íåëiíiéíîñòi, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ ç êëàñó (2+1)-âèìiðíèõ
íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Äiðàêà äîïóñêàþòü ÷îòèðèâèìiðíó àëãåáðó ëi¨â-

ñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi. Ïðîâåäåíî ëi¨âñüêó ðåäóêöiþ òà ïîáóäîâàíî òî-

÷íi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü.
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Äîäàòîê À

Ëi¨âñüêi é íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ êâàçiëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨

Ó öüîìó äîäàòêó íàâåäåíî ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ é íåêëà-

ñè÷íèõ (óìîâíèõ i ïîòåíöiàëüíèõ) îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ êëàñiâ (1+1)-

âèìiðíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä ïðî-

ñòîðîâî¨ çìiííî¨.

Ïiäðîçäië A.1 ïðèñâÿ÷åíî ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨ íåíîðìàëiçîâàíîãî

êëàñó ðiâíÿíü äèôóçi¨ ç íåëiíiéíèì äæåðåëîì ut = uxx + h(x)B(u),

hBuu 6= 0. Äëÿ îòðèìàííÿ âè÷åðïíî¨ êëàñèôiêàöi¨ âèêîðèñòàíî óìîâíó

ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, çíàéäåíó â ïðîöåñi âèâ÷åííÿ äîïóñòèìèõ ïåðåòâî-

ðåíü ó öüîìó êëàñi.

Ó ïiäðîçäiëi A.2 ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè äî-

ñëiäæåíî ëi¨âñüêi é íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç åêñïîíåíöiàëüíèì äæåðåëîì i çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)emu, fghm 6= 0. Ðåçóëüòàòè àíàëîãi÷íîãî äî-

ñëiäæåííÿ ùîäî íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü çi

ñòåïåíåâèì äæåðåëîì f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)um, fgh 6= 0, m 6= 0, 1,

íàâåäåíî â ïiäðîçäiëi A.3. Çíàéäåíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ âèêîðèñòàíî äëÿ

ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó ïiäðîçäiëi A.4 äîñëiäæåíî ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè f(x)ut = (g(x)unux)x, fgn 6= 0.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi ó äîäàòêó À, îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [7, 166, 298,

308,310].
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À.1. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ðiâíÿíü

ðåàêöi¨�äèôóçi¨

Ðîçãëÿíüìî (1+1)-âèìiðíi êâàçiëiíiéíi ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�äèôóçi¨

ut = uxx + h(x)B(u), hBuu 6= 0, (À.1)

äå h = h(x) i B = B(u) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíèõ çìiííèõ. Öi

ðiâíÿííÿ, çîêðåìà, ìîäåëþþòü ïðîöåñè ïîïóëÿöiéíî¨ ãåíåòèêè é ìiêðî-

õâèëüîâîãî íàãðiâàííÿ [77]. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü (À.1) ç h = 1

âèêîíàíî Â.À. Äîðîäíiöèíèì ùå ó 1979 ðîöi [8]. Êëàñ (À.1) òàêîæ ìiñòèòü

ðiâíÿííÿ Ãàêñëi,

ut = uxx + h(x)u2(1− u),

ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ÿêèõ âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ [76, 160]. Òàêîæ iñíó¹ íåçíà-

÷íèé ïåðåòèí ç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [309], ó ÿêié ç ñèìåòðiéíî¨ òî÷êè çîðó

äîñëiäæåíî êëàñè ðiâíÿíü

ut = uxx +H(x)um + F (x)u, (À.2)

ut = uxx +H(x)u2 +G(x), (À.3)

äå m 6= 0, 1, H 6= 0. Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ

çàãàëüíîãî êëàñó êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ut = F (t, x, u, ux)uxx +G(t, x, u, ux), F 6= 0,

ðîçâ'ÿçàíî â ðîáîòi [50]. Îäíàê ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü (À.1) ç âèêî-

ðèñòàííÿì òèõ ðåçóëüòàòiâ ¹ áiëüø ñêëàäíîþ çàäà÷åþ, íiæ ¨¨ áåçïîñåðåäí¹

ðîçâ'ÿçàííÿ.

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ êëàñó À.1 çíàéäåíî ïðÿìèì ìåòîäîì [184].

Òåîðåìà À.1. Çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (À.1) ñêëàäà-

þòü íåâèðîäæåíi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ2
1t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ũ = δ4u+ δ5, h̃ =

δ4

δ2
1δ0

h, B̃ = δ0B,

äå δj, j = 0, . . . , 5, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ0δ1δ4 6= 0.
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Òàáë. À.1: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (À.1).

� B(u) h(x) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1 ∀ δx−2 ∂t, 2t∂t + x∂x

2 ∀ δ ∂t, ∂x

3 um δxs ∂t, 2(m− 1)t∂t + (m− 1)x∂x − (s+ 2)u∂u

4 um δex ∂t, (1−m)∂x + u∂u

5 um δ ∂t, ∂x, 2(m− 1)t∂t + (m− 1)x∂x − 2u∂u

6 eu δxs ∂t, 2t∂t + x∂x − (s+ 2)∂u

7 eu δe±x
2

∂t, ∂x ∓ 2x∂u

8 eu δ ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − 2∂u

9 u lnu δ ∂t, ∂x, eδtu∂u, eδt(∂x − δ
2xu∂u)

Òóò δ, m, s � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó m 6= 0, 1, s 6= 0, δ = ±1 mod G∼.

Iñíóþòü òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ðiâíÿííÿìè ç êëàñó (À.1), ÿêi íå

íàëåæàòü äî ãðóïè G∼, òîáòî êëàñ (À.1) íåíîðìàëiçîâàíèé. À ñàìå iñíó¹

ïiäêëàñ êëàñó (À.1), ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ÿêîãî ¹ íå çâè÷àéíîþ, à ðîç-

øèðåíîþ óçàãàëüíåíîþ.

Òåîðåìà À.2. Ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼exp ïiä-

êëàñó

ut = uxx + h(x)(enu + r) (À.4)

êëàñó (À.1) óòâîðþþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ũ = δ4u+ ϕ(x),

h̃ =
δ4

δ1
2
e−

n
δ4
ϕh, ñ =

n

δ4
, r̃ = e

n
δ4
ϕ

(
r − ϕxx

δ4h

)
,

äå r, δj, j = 1, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ4 6= 0. Êîìïîíåíòó ïåðåòâî-

ðåííÿ äëÿ ñòàëî¨ r ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê óìîâó íà ôóíêöiþ ϕ :

ϕxx = δ4h(r − r̃e−
n
δ4
ϕ).
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Ç òåîðåìè À.2 âèïëèâà¹, ùî êëàñ (À.4) çâîäèòüñÿ äî êëàñó

ũt = ũxx + h̃(x)enũ ïåðåòâîðåííÿì t̃ = t, x̃ = x, ũ = u + ϕ(x), äå

h̃(x̃) = e−ϕ(x)h(x) òà ϕxx = rh(x). Êëàñ (À.4) íîðìàëiçîâàíèé. Îòæå, ãðó-

ïó åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó êëàñó (À.4), âèîêðåìëåíîãî óìîâîþ r = 0,

ìîæíà çíàéòè, ïîêëàâøè r̃ = r = 0 ó ïåðåòâîðåííÿõ ç ãðóïè Ĝ∼exp. Îòðè-

ìó¹ìî íàñëiäîê òåîðåìè À.2.

Íàñëiäîê À.3. Êëàñ ðiâíÿíü

ut = uxx + h(x)enu

äîïóñêà¹ çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼exp, óòâîðåíó íåâèðîäæåíè-

ìè òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè

t̃ = δ2
1t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ũ = δ4u+ δ5x+ δ6,

h̃ =
δ4

δ2
1

e−
n
δ4

(δ5x+δ6)h, ñ =
n

δ4
,

äå δj, j = 1, . . . , 6, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ4 6= 0.

Ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

âèêîðèñòàíî äëÿ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåíü òà äëÿ çàïèñó îòðèìàíèõ ðå-

çóëüòàòiâ ó êîìïàêòíié ôîðìi [7, 317]. Äîñëiäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

ó êëàñi (À.1) âèêîíó¹ìî êëàñè÷íèì ìåòîäîì [23], äîïîâíåíèì òåõíiêîþ

ðîçãàëóæåíîãî ðîçùåïëåííÿ [258]. Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâ-

íÿíü (À.1) ïiäñóìîâàíî ó À.1.

Àëãåáðîþ Ëi, ùî âiäïîâiäà¹ ÿäðó îñíîâíèõ ãðóï ðiâíÿíü ç êëàñó (À.1),

¹ îäíîâèìiðíà àëãåáðà A∩ = 〈∂t〉. Óñi íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ
ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ó êëàñi (À.1) ïðåäñòàâëåíî âèï. 1�9 òàáë. À.1.

Çàóâàæèìî, ùî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ïiäêëàñó (À.4) âèêîíàíî ç òî÷-

íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼exp, à êëàñèôiêàöiþ äëÿ

ðåøòè ðiâíÿíü ç êëàñó (À.1) � ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü çi çâè÷àéíî¨

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ âñüîãî êëàñó. Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ ïîøóêó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç êëàñó (À.1)

ç êîåôiöi¹íòàìè, íàâåäåíèìè ó òàáë. À.1.
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À.2. Ëi¨âñüêi òà íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

êëàñó íàïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨

ç åêñïîíåíöiéíèì äæåðåëîì

Ó öüîìó ðîçäiëi âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè, ùîá çíàé-

òè íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-äèôóçi¨ çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè òà åêñïîíåíöiéíîþ íåëiíiéíiñòþ

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)emu, (À.5)

äå f , g, h � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä x, ïðè÷îìó fgh 6= 0,m � äîâiëüíà

íåíóëüîâà ñòàëà.

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ i ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Êëàñ (À.5) ìà¹

ñêëàäíi òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi. Iíäèêàòîðîì öüîãî ¹ òîé ôàêò, ùî

âií ìà¹ íåòðèâiàëüíó óçàãàëüíåíó ðîçøèðåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà

íå ñïiâïàäà¹ ç éîãî çâè÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi, äèâ. òåîðåìó À.4

íèæ÷å. Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíàòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (À.5), íåîá-

õiäíî âiäêàëiáðóâàòè äîâiëüíi åëåìåíòè öüîãî êëàñó ïåðåòâîðåííÿìè åêâi-

âàëåíòíîñòi, ïiñëÿ ÷îãî âiäîáðàçèòè éîãî íà áiëüø ïðîñòèé êëàñ [298,309].

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ïðîîáðàçîì êîæíîãî ðiâíÿííÿ ç âiäîáðàæåíîãî êëàñó ¹ äâî-

ïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ðiâíÿíü ç ïî÷àòêîâîãî êëàñó (À.5). Áiëüø òîãî, ïðî-

îáðàçè îäíîãî é òîãî æ ðiâíÿííÿ íàëåæàòü òié ñàìié îðáiòi ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi ïî÷àòêîâîãî êëàñó. Öå äîçâîëÿ¹ øóêàòè ëèøå íàéïðîñòiøîãî

ïðåäñòàâíèêà ïðîîáðàçó äëÿ îòðèìàííÿ éîãî ñèìåòðié, ðîçâ'ÿçêiâ òîùî,

à ïîòiì âiäòâîðèòè öi ðåçóëüòàòè äëÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨ ðiâíÿíü ç ïî-

÷àòêîâîãî êëàñó, âèêîðèñòàâøè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà À.4. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼exp êëà-

ñó (À.5) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = δ3u+ ψ(x),

f̃ =
δ0δ1

ϕx
f, g̃ = δ0ϕxg, h̃ =

δ0δ3

ϕx
exp

(
−m
δ3
ψ

)
h, m̃ =

m

δ3
,
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äå ϕ � äîâiëüíà íåñòàëà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííî¨ x, ψ = δ4

∫
dx
g(x) + δ5; δj,

j = 0, 1, . . . , 5, � äîâiëüíi ñòàëi, òàêi ùî δ0δ1δ3 6= 0.

Íàñëiäîê À.5. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (À.5) ¹ ïiäãðó-

ïîþ Ĝ∼exp, âèîêðåìëåíîþ óìîâîþ δ4 = 0.

Ïåðåòâîðåííÿ ç Ĝ∼exp, ïîâ'ÿçàíi çi çìiíîþ çíà÷åíü ïàðàìåòðà δ0, íà-

ñïðàâäi íå çìiíþþòü ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.5). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âî-

íè óòâîðþþòü ãðóïó êàëiáðóâàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó. Çíà÷å-

ííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, ïîâ'ÿçàíi òàêèì ïåðåòâîðåííÿì, âiäïîâiäàþòü

ðiçíèì ôîðìàì îäíîãî é òîãî æ ðiâíÿííÿ.

Ñïî÷àòêó âiäîáðàçèìî êëàñ (À.5) íà éîãî ïiäêëàñ

f(x)ut = (f(x)ux)x + h(x)eu (À.6)

(òèëüäè íàä çìiííèìè îïóùåíî), âèêîðèñòîâóþ÷è ñiì'þ ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi, ïàðàìåòðèçîâàíó äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè f , g òà m:

t̃ = sign(f(x)g(x)) t, x̃ =

∫ ∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣ 12 dx, ũ = mu. (À.7)

Íîâi äîâiëüíi åëåìåíòè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ñòàði òàêèì ÷èíîì:

f̃(x̃) = g̃(x̃) = sign(g(x))|f(x)g(x)|
1
2 , h̃(x̃) = m

∣∣∣∣g(x)

f(x)

∣∣∣∣ 12 h(x), m̃ = 1.

Íàñòóïíèé êðîê � çìiíèìî çàëåæíó çìiííó ó êëàñi (À.6):

v(t, x) = u(t, x) +G(x), äå G(x) = ln |f(x)−1h(x)|. (À.8)

Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî êëàñ

vt = vxx + F (x)vx + εe v +H(x), (À.9)

äå ε = sign(f(x)h(x)), à íîâi äîâiëüíi åëåìåíòè F òà H âèðàæàþòüñÿ

÷åðåç äîâiëüíi åëåìåíòè êëàñó (À.9) ÿê

F = fxf
−1 òà H = −Gxx −GxF. (À.10)
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Òàáë. À.2: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó À.9.

� F (x) H(x) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1 αx−1 + µx βx−2 + 2µ ∂t, e−2µt(∂t − µx∂x + 2µ∂v)

2 αx−1 βx−2 ∂t, 2t∂t + x∂x − 2∂v

3 µx γ ∂t, e−µt∂x

4 λ γ ∂t, ∂x

5 µx 2µ ∂t, e−µt∂x, e−2µt(∂t − µx∂x + 2µ∂v)

6 λ 0 ∂t, ∂x, 2t∂t + (x− λt)∂x − 2∂v

Òóò λ ∈ {0, 1} mod G∼exp, µ = ±1 mod G∼exp; α, β òà γ � äîâiëüíi ñòàëi, α2+β2 6= 0.

Êðiì öüîãî, ó âèïàäêó 3 γ 6= 2µ; ó âèïàäêó 4 γ 6= 0.

Âñi ðåçóëüòàòè ùîäî ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié òà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (À.9) ìîæíà ïîøèðèòè íà êëàñ (À.6) çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ, îáåð-

íåíîãî äî (À.8).

Äîâiëüíi åëåìåíòè f òà h êëàñó (À.9) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ôóíêöi¨ F

òà H òàêèì ÷èíîì:

f = c0 exp
(∫
Fdx

)
, h = εc0 exp

(∫
Fdx+G

)
,

äå G =
∫
e−

∫
Fdx
(
c1 −

∫
He

∫
Fdxdx

)
dx+ c2.

(À.11)

Òóò c0, c1 òà c2 � äîâiëüíi ñòàëi, c0 6= 0. Ñòàëà c0 ¹ íåñóòò¹âîþ: ¨¨ ìîæíà

ïîêëàñòè ðiâíîþ îäèíèöi, çàñòîñóâàâøè î÷åâèäíå ïåðåòâîðåííÿ êàëiáðó-

âàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.6), ùî ìàþòü òîé ñàìèé

îáðàç ó êëàñi (À.9) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ (À.8), òîáòî äîâiëüíi åëåìåíòè

ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä (À.11) i âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿìè ñòàëèõ c1 i c2,

¹ Ĝ∼exp-åêâiâàëåíòíèìè. Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

t̃ = t, x̃ = x, ũ = u+ c1

∫
e−

∫
Fdxdx+ c2 (À.12)

âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ (À.9), ó ÿêîìó f òà h ìàþòü âèãëÿä (À.11)

i c2
1 + c2

2 6= 0, ó ðiâíÿííÿ ç c1 = c2 = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ç òî÷íiñòþ äî
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Ĝ∼exp-åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ðîçãëÿäàòè (áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi) ëè-

øå òi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.6), ÿêi ìàþòü äîâiëüíi åëåìåíòè âèãëÿäó (À.11)

ç c1 = c2 = 0.

Òåîðåìà À.6. Óçàãàëüíåíà ðîçøèðåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼exp êëà-

ñó (À.9) ñïiâïàäà¹ ç éîãî çâè÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi é ñêëàäà¹-

òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ 2
1 t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ṽ = v − ln δ 2

1 , F̃ = δ−1
1 F, H̃ = δ−2

1 H,

äå δj, j = 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1 6= 0.

ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (À.9) � îäíîâèìiðíà àëãåáðà 〈∂t〉. Öå îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíå ðiâíÿííÿ

ç êëàñó (À.9) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî çñóâiâ ïî t. Iíøèõ ëi¨âñüêèõ ñèìåò-

ðié, ñïiëüíèõ äëÿ âñiõ ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó, íå iñíó¹.

Òåîðåìà À.7. G∼exp-íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíî¨

àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ó êëàñi (À.9) âè÷åðïóþòüñÿ íàâåäåíè-

ìè â òàáëèöi À.2.

Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (À.5) ç òî÷-

íiñòþ äî Ĝ∼exp-åêâiâàëåíòíîñòi áóëî îòðèìàíî â ðîáîòi [298]. �õ çiáðàíî

â òàáëèöi À.3. Ïåðøà öèôðà ó íîìåði êîæíîãî âèïàäêó âiäñèëà¹ äî âiä-

ïîâiäíîãî âèïàäêó òàáëèöi À.2.

Òàêîæ çíàéäåíî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ G∼exp-

íååêâiâàëåíòíèìè âèïàäêàìè ðîçøèðåíü ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié. Ïàðè

òî÷êîâî-åêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ç òàáëèöi À.2 òà âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ

âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè:

1 7→ 2̃, 5 7→ 6̃|λ̃=0 : t̃ =
1

2µ
e2µt, x̃ = eµtx, ṽ = v − 2µt,

4 7→ 4̃|λ̃=0, 6 7→ 6̃|λ̃=0 : t̃ = t, x̃ = x+ λt, ṽ = v.
(À.13)

Íååêâiâàëåíòíiñòü âñiõ iíøèõ âèïàäêiâ òàáëèöi À.2 ìîæíà äîâåñòè, âè-

êîðèñòîâóþ÷è âiäìiííîñòi ó òèõ âëàñòèâîñòÿõ âiäïîâiäíèõ ìàêñèìàëüíèõ
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Òàáë. À.3: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (À.6)

� f(x) h(x) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂t

1 xαe
µ
2
x2 δxαe

µ
2
x2+ω1

∂t, e−2µt
[
∂t − µx∂x + µ

(
2 + xω1

x

)
∂u
]

2.1 xα δxα+
β

1−α ∂t, 2t∂t + x∂x −
(

2 + β
1−α

)
∂u

2.2 x δx1−
β
2
lnx ∂t, 2t∂t + x∂x − (2− β lnx)∂u

3 e
µ
2
x2 δe

µ
2
x2+ω3

∂t, e−µt∂x − e−µtω3
x∂u

4.1 ex δe ρx ∂t, ∂x + (1− ρ)∂u

4.2 1 δe−
γ
2
x2 ∂t, ∂x + γx∂u

5 e
µ
2
x2 δe

µ
2
x2+ω5

∂t, e−µt∂x − e−µtω5
x∂u,

e−2µt
[
∂t − µx∂x + µ

(
2 + xω5

x

)
∂u
]

6.1 ex δex ∂t, ∂x, 2t∂t + (x− t)∂x − 2∂u

6.2 1 δ ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − 2∂u

Òóò δ = ±1, µ = ±1 mod Ĝ∼1 ; α, β, γ, ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ρ 6= 1, α2 + β2 6= 0. Ó âèïàäêó 2.1

α 6= 1. Ó âèïàäêó 3 γ 6= 2µ. Ó âèïàäêó 4.2 γ 6= 0. ω1 = −
∫
x−αe−

µ
2
x2
∫

(βx−2+2µ)xαe
µ
2
x2dx dx,

ω3 = −γ
∫
e−

µ
2
x2
∫
e
µ
2
x2dx dx, ω5 = ω3|γ=2µ, ωix = dωi

dx , i=1,3,5.

àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi, ÿêi äëÿ ïîäiáíèõ ðiâíÿíü ïîâèííi ñïiâïà-

äàòè. Òàêèì ÷èíîì, ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ìàþòü

ðîçìiðíîñòi: îäèí � äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó 0, òðè � äëÿ âèïàäêiâ 5 òà 6,

äâà � äëÿ âñiõ iíøèõ âèïàäêiâ.

Áiëüø ñêëàäíà çàäà÷à � äîâåñòè, ùî ìiæ ïàðàìåòðèçîâàíèìè âèïàä-

êàìè òàáëèöi À.2 (íàñïðàâäi òóò âñi âèïàäêè ¹ ïàðàìåòðèçîâàíèìè) íå

iñíó¹ íiÿêèõ iíøèõ äîäàòêîâèõ åêâiâàëåíòíîñòåé. Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ

ïåðåòâîðåíü ó êëàñi (À.9) îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèìè òâåðäæåííÿìè.

Òâåðäæåííÿ À.8. Äîïóñòèìi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ â êëàñi (À.9) ìà-

þòü âèãëÿä

t̃ = T (t), x̃ = δ
√
Tt x+X(t), ṽ = v − lnTt,
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äå δ = ±1; T òà X � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä t, ïðè÷îìó Tt > 0.

Âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

F̃ =
δ√
Tt
F − δ

2

Ttt√
Tt3

x− Xt

Tt
, H̃ =

1

Tt
H − Ttt

Tt2
.

Íàñëiäîê À.9. Òiëüêè òi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.9), äîâiëüíi åëåìåíòè

ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä

F = µx+ λ+
α

x+ κ
, H = γ +

β

(x+ κ)2
, (À.14)

äå α, β, γ, κ òà µ � ñòàëi, ìàþòü äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ, íå ïîðî-

äæåíi ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼exp.

Ïiäêëàñ êëàñó (À.9), âèîêðåìëåíèé óìîâàìè (À.14), ¹ çàìêíåíèì âiä-

íîñíî áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî ïåðåòâîðåííÿ êëàñó (À.9). Ñòàëi ïàðà-

ìåòðè ó âèðàçàõ (À.14) ïåðåòâîðþþòüñÿ äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿ-

ìè íàñòóïíèì ÷èíîì:

α̃ = α, β̃ = β, κ̃ = δ
√
Ttκ−X if (α, β) 6= (0, 0),

γ̃ =
γ

Tt
− Ttt
T 2
t

, µ̃ =
µ

Tt
− 1

2

Ttt
T 2
t

, λ̃ = −µ̃X − Xt

Tt
+

δλ√
Tt
.

Çîêðåìà, Ttt = 0 ïðè γ 6= 2µ.

Íàðåøòi, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ ùîäî ãðóïîâî¨ êëàñèôi-

êàöi¨ âiäíîñíî ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü.

Òåîðåìà À.10. Ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi âèïàäêè ðîç-

øèðåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ó êëàñi (À.9)

âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 0, 2, 3, 4|λ=0 òà 6|λ=0 òàáëèöi À.2.

À.2.1. Íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Îïå-

ðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ç êëàñó (À.6) ëåãêî çíàéòè çà âiäîìèìè îïåðàòî-

ðàìè ðåäóêöi¨ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ç (À.9), âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó

Q̃ = τ∂t + ξ∂x + (η − ξGx) ∂u. (À.15)
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Òóò τ , ξ òà η � êîåôiöi¹íòè ïðè ∂t, ∂x òà ∂v â îïåðàòîði ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ

ç êëàñó (À.9). Ôóíêöiþ G âèçíà÷åíî â (À.11).

Â [308, 309] îáãîâîðåíî äâà ñïîñîáè âèêîðèñòàííÿ âiäîáðàæåíü ìiæ

êëàñàìè ðiâíÿíü ïðè äîñëiäæåííi îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ òà ¨õ çàñòîñóâàííi

äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ. Íàéêðàùèé ñïîñiá ïîëÿãà¹ ó ðåàëiçàöi¨ ðå-

äóêöié ó âiäîáðàæåíîìó êëàñi òà âçÿòòi ïðîîáðàçó îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

çàìiñòü âçÿòòÿ ïðîîáðàçó âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíèé âèùå àëãîðèòì, øóêà¹ìî G∼exp-íååêâiâà-

ëåíòíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ∂t äëÿ ðiâ-

íÿíü ç âiäîáðàæåíîãî êëàñó (À.9). Ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíî¨ åêâiâàëåíò-

íîñòi îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè ëèøå îïåðàòîðè âèãëÿäó

Q = ∂t + ξ(t, x, v)∂x + η(t, x, v)∂v.

Çàñòîñîâóþ÷è óìîâíèé êðèòåðié iíâàðiàíòíîñòi äî ðiâíÿííÿ (À.9),

îòðèìà¹ìî ìíîãî÷ëåí òðåòüîãî ñòåïåíÿ âiä vx ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëå-

æàòü âiä t, x òà v, ÿêèé ìà¹ òîòîæíî äîðiâíþâàòè íóëþ. Ðîçùåïëåííÿ çà

ðiçíèìè ñòåïåíÿìè vx äà¹ íàñòóïíi âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íòè

ξ òà η:

ξvv = 0, ηvv = 2(ξxv − ξξv − Fξv),

ξt−ξxx+2ξxξ+3ξv (H+εev)+2ηvx−2ξvη+Fξx+ξFx = 0, (À.16)

ηt−ηxx+2ξxη = ξHx+Fηx+(2ξx−ηv)H+εev(η+2ξx−ηv) .

Iíòåãðóþ÷è ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ (À.16), îòðèìà¹ìî âèðàçè äëÿ ξ òà η,

ÿêi ÿâíî çàëåæàòü âiä v:

ξ = av + b, η = −1

3
a2v3 + (ax − ab− aF )v2 + cv + d, (À.17)

äå a = a(t, x), b = b(t, x), c = c(t, x) òà d = d(t, x) � ãëàäêi ôóíêöi¨.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (À.17) äëÿ ξ òà η â òðåò¹ i ÷åòâåðòå ðiâíÿí-

íÿ (À.16) òà çáèðàþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè ðiçíèõ ñòåïåíÿõ v, âèâîäèìî óìîâè

a = c = 0, d = −2bx òà äâà êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ, ÿêi ìiñòÿòü ÿê êî-
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åôiöi¹íò b = b(t, x), òàê i äîâiëüíi åëåìåíòè F = F (x) òà H = H(x).

Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ À.11. Áóäü-ÿêèé ðåãóëÿðíèé îïåðàòîð ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ

ç âiäîáðàæåíîãî êëàñó (À.9) åêâiâàëåíòíèé îïåðàòîðó âèãëÿäó

Q = ∂t + b∂x − 2bx∂v, (À.18)

äå êîåôiöi¹íò b = b(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

bt − bxx + 2bbx + Fbx + bFx = 0,

bHx + 2bxH − 4bbxx − 2(Fb)xx − 2Fbxx = 0
(À.19)

ç âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ F =F (x) òà H=H(x).

Ìè íå çìîãëè çàâåðøèòè äîñëiäæåííÿ âñiõ âèïàäêiâ iíòåãðóâàííÿ ñèñ-

òåìè (À.19) â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü F òàH. Òîìó íàìàãàëèñÿ ðîçâ'ÿçàòè

öþ ñèñòåìó, íàêëàäàþ÷è ðiçíi äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà b ÷è íà (F,H).

Íàéáiëüø öiêàâi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî ïðè îáìåæåííi bt = 0: ïiñëÿ ÷àñ-

òêîâîãî iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü (À.19) F òà H âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ôóíêöiþ

b = b(x), ùî ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà À.12. Äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ b = b(x) ðiâíÿííÿ ç êëà-

ñó (À.9) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè

F =
1

b

(
bx + k1 − b2

)
, H =

2

b2

(
k2 + bx(k1 − b2) + bbxx

)
, (À.20)

äå k1 òà k2 � ñòàëi, äîïóñêà¹ îïåðàòîð ðåäóêöi¨ (À.18) ç òi¹þ æ ôóíê-

öi¹þ b.

Àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨ (À.18) ç bt = 0, ìà¹ âèãëÿä

v = z(ω)− 2 ln |b|, äå ω = t−
∫

dx

b
.

Ïiäñòàíîâêà öüîãî àíçàöó â ðiâíÿííÿ (À.9) ïðèçâîäèòü äî ðåäóêîâàíîãî

çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

zωω − k1zω + εe z + 2k2 = 0. (À.21)
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Ïðè k1 = 0 çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (À.21) ìîæíà ïîäàòè â íåÿâíié ôîðìi:∫
(c1 − 4k2z − 2εe z)−

1
2 dz = ±(ω + c2). (À.22)

Ç òî÷íiñòþ äî iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (À.9) ñòàëà c2 ¹ íåñóò-

ò¹âîþ: ¨¨ ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíîþ íóëþ çà äîïîìîãîþ çñóâó ïî ω, ÿêèé

çàâæäè ïîðîäæó¹òüñÿ çñóâîì ïî t.

Ïîêëàâøè äîäàòêîâî k2 = 0, ðiâíÿííÿ (À.22) ìîæíà ïðîiíòåãðóâàòè

â ÿâíîìó âèãëÿäi i ÿâíî çàïèñàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (À.21).

ßêùî ε = 1, òî c1 > 0 i (À.22) äà¹ íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ez:

ez =
2s2

1

ch2(s1ω + s2)
.

Òóò i äàëi s1 =
√
|c1|/2 òà s2 = c2s1. ßêùî ε = −1, òî

ez =



2s2
1

sh2(s1ω + s2)
, c1 > 0,

2s2
1

cos2(s1ω + s2)
, c1 < 0,

2

(ω + c2)2
, c1 = 0.

Â ðåçóëüòàòi äëÿ ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.9) âèãëÿäó

vt = vxx +
1

b

(
bx − b2

)
vx + εev +

2

b
(bxx − bbx) (À.23)

ç ε = −1 áóäó¹ìî òðè ñiì'¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ÿâíîìó âèãëÿäi:

v = −2 ln

∣∣∣∣∣
√

2

2s1
b sh

(
s1t− s1

∫
dx

b
+ s2

)∣∣∣∣∣ ,
v = −2 ln

∣∣∣∣∣
√

2

2s1
b cos

(
s1t− s1

∫
dx

b
+ s2

)∣∣∣∣∣ , (À.24)

v = −2 ln

∣∣∣∣∣
√

2

2
b

(
t−
∫
dx

b
+ c2

)∣∣∣∣∣ ,
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äå s1, s2 òà c2 � äîâiëüíi ñòàëi, s1 6= 0. Òàêîæ ìà¹ìî ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ

v = −2 ln

∣∣∣∣∣
√

2

2s1
b ch

(
s1t− s1

∫
dx

b
+ s2

)∣∣∣∣∣ (À.25)

ðiâíÿííÿ (À.23) ç ε = 1.

Ïðîäîâæèìî ðîçãëÿä äîñëiäæåííÿì íàñòóïíîãî ïèòàííÿ: ÷è ìàþòü

ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.9), ÿêi âîëîäiþòü íåòðèâiàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ëi-

¨âñüêèõ ñèìåòðié (òîáòî ìàþòü ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíò-

íîñòi ðîçìiðíîñòi äâà ÷è òðè), íåòðèâiàëüíi (íååêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì)

ðåãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨? ßê âæå áóëî âiäçíà÷åíî, ðiâíÿííÿ ç êëà-

ñó (À.9) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òàêèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ íå äîïó-

ñêàþòü [46, 93]. Îòæå, íåìà¹ íåîáõiäíîñòi ðîçãëÿäàòè âèïàäêè 4 òà 6 òà-

áëèöi À.2, òàê ñàìî ÿê i âèïàäîê 5, ïîâ'ÿçàíèé ç âèïàäîêîì 6 òî÷êîâèì

ïåðåòâîðåííÿì (À.13). Îñêiëüêè âèïàäîê 1 çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 2 òèì

ñàìèì ïåðåòâîðåííÿì (À.13), çàëèøà¹òüñÿ äîñëiäèòè ëèøå âèïàäêè 2 òà 3.

Ïiäñòàâèìî âiäïîâiäíi ïàðè çíà÷åíü ôóíêöié-ïàðàìåòðiâ F òà H ó ñèñòå-

ìó (À.19), ùîá çíàéòè çíà÷åííÿ b. Ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî bt = 0 � íåîáõiäíà

óìîâà iñíóâàííÿ íåëi¨âñüêèõ ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ ðiâíÿíü

ç òàêèìè çíà÷åííÿìè (F,H). Òîìó â ïîäàëüøîìó ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ

ðiâíÿííÿìè (À.20) çàìiñòü (À.19).

Äîñëiäæåííÿ âèïàäêó 3 òàáëèöi À.2 ïðèâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî íåëi-

¨âñüêèõ ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ öüîãî âèïàäêó íå iñíó¹.

Ôóíêöi¨ F òà H, íàâåäåíi ó âèïàäêó 2 òàáëèöi À.2, çàäîâîëüíÿ-

þòü (À.20) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè β = 2(1−α), òîáòî âîíè ìàþòü âèãëÿä

F = αx−1 i H = 2(1 − α)x−2, ïðè÷îìó k1 = k2 = 0. Âiäïîâiäíèì çíà-

÷åííÿì b áóäå b = −(1 + α)x−1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî α 6= −1, îñêiëüêè

iíàêøå b = 0. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèâåäåíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ b ó ôîðìóëè (À.24)

òà (À.25), îòðèìó¹ìî òîé ôàêò, ùî ðiâíÿííÿ

vt = vxx +
α

x
vx + εev +

2(1− α)

x2
(À.26)
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ìà¹ ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ

v = −2 ln

∣∣∣∣∣
√

2(1 + α)

2s1x
ch

(
s1t+

s1x
2

2(1 + α)
+ s2

)∣∣∣∣∣
ïðè ε = 1, à òàêîæ

v = −2 ln

∣∣∣∣∣
√

2(1 + α)

2s1x
sh

(
s1t+

s1x
2

2(1 + α)
+ s2

)∣∣∣∣∣ ,
v = −2 ln

∣∣∣∣∣
√

2(1 + α)

2s1x
cos

(
s1t+

s1x
2

2(1 + α)
+ s2

)∣∣∣∣∣ ,
v = −2 ln

∣∣∣∣∣
√

2(1 + α)

2x

(
t+

x2

2(1 + α)
+ c2

)∣∣∣∣∣ ,
ïðè ε = −1. Íàãàäà¹ìî, ùî s1, s2 òà c2 � äîâiëüíi ñòàëi, s1 6= 0.

Â ÿêîñòi ïðåäñòàâíèêà ïðîîáðàçó ðiâíÿííÿ (À.45) ïðè ïåðåòâîðåí-

íi (À.8) ìîæíà îáðàòè ðiâíÿííÿ

xαut = (xαux)x + εxα+2eu. (À.27)

Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ ëåãêî îòðèìàòè ç ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (À.45),

íàâåäåíèõ âèùå, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ u = v − 2 ln |x|. ßêùî
α = 1, òî îáðàíå ðiâíÿííÿ (À.27) ìîæíà çàìiíèòè, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿì

xut = (xux)x + εxeu, ÿêå ¹ ïðîñòî iíøîþ ôîðìîþ ðiâíÿííÿ (À.45).

Íåëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

vt = vxx +
(α
x

+ µx
)
vx + εev +

2(1− α)

x2
+ 2µ,

äå α 6= −1 (âèïàäîê 1 òàáëèöi À.2), ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè ç òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (À.27), âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (À.13). Âiäïî-

âiäíèé îïåðàòîð ðåäóêöi¨ ìà¹ âèãëÿä (À.18), äå b = −(1 + α)x−1 − µx.
Äîâåäåìî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ À.13. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.9) ïðè F = const àáî H = const

ìîæóòü äîïóñêàòè ëèøå íåòðèâiàëüíi ðåãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨,

ÿêi åêâiâàëåíòíi îïåðàòîðàì âèãëÿäó (À.18), äå ôóíêöiÿ b íå çàëåæèòü

âiä çìiííî¨ t.
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Òâåðäæåííÿ À.14. Êîæåí îïåðàòîð ðåäóêöi¨ äåÿêîãî ðiâíÿííÿ ç êëà-

ñó (À.9) âèãëÿäó (À.18), äå bxx = 0, åêâiâàëåíòíèé îïåðàòîðó ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ.

À.3. Íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

êëàñó êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨

çi ñòåïåíåâèì äæåðåëîì

Ó ðîáîòi [309] îäíî÷àñíå âèêîðèñòàííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi òà

âiäîáðàæåíü ìiæ êëàñàìè äîçâîëèëî ïðîâåñòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëà-

ñó êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨ çi ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ òà

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)um, (À.28)

äå f = f(x), g = g(x) òà h = h(x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x,

ïðè÷îìó f(x)g(x)h(x) 6= 0;m � äîâiëüíà ñòàëà (m 6= 0, 1). Ñïî÷àòêó áóëî

âèêîíàíî êàëiáðóâàííÿ f = g çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

öüîãî êëàñó � òàêèì ÷èíîì êëàñ áóëî çâåäåíî äî éîãî ïiäêëàñó (À.28)

f(x)ut = (f(x)ux)x + h(x)um, fh 6= 0, m 6= 0, 1. (À.29)

Íàñòóïíèé êðîê � çàìiíà çàëåæíî¨ çìiííî¨

v(t, x) =
√
|f(x)|u(t, x) (À.30)

ó êëàñi (À.29). Â ðåçóëüòàòi îòðèìàíî êëàñ ïîâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü

vt = vxx +H(x)vm + F (x)v, (À.31)

äå íîâi äîâiëüíi åëåìåíòè F òà H âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ñòàði çà ôîðìóëàìè

F (x) = −
(
√
|f(x)|)xx√
|f(x)|

, H(x) =
h(x) sign f(x)

(
√
|f(x)|)m+1

. (À.32)
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Äîñëiäèìî íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü (À.31) òà âèêîðè-

ñòà¹ìî ¨õ äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (À.29).

Îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ äëÿ çàãàëüíèõ çíà÷åíü m. Çíàéäåìî G∼FH-

íååêâiâàëåíòíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ âiäîáðàæåíîãî êëàñó (À.31). Ó öüîìó

êëàñi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ìàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä Q = τ∂t + ξ∂x + η∂v,

äå τ , ξ òà η � ôóíêöi¨ âiä t, x òà v, ïðè÷îìó (τ, ξ) 6= (0, 0). Îñêiëüêè

ðiâíÿííÿ (À.31) � åâîëþöiéíå, ìè ñòèêà¹ìîñÿ ç äâîìà ñóòò¹âî ðiçíèìè

âèïàäêàìè çíàõîäæåííÿ Q: τ 6= 0 òà τ = 0 [117, 193, 341]. Ñèíãóëÿðíèé

âèïàäîê τ = 0 äëÿ çàãàëüíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âè÷åðïíî äîñëiäæåíî

ó ðîáîòàõ [193,341].

ßêùî τ 6= 0, òî ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî τ = 1. Òîäi âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ ìàþòü

âèãëÿä

ξvv = 0, ηvv = 2(ξxv − ξξv),

ηt − ηxx + 2ξxη = (À.33)

ξ (Hxv
m + Fxv) + (2ξx − ηv)(Hvm + Fv) + η

(
F +Hvm−1m

)
,

3ξv (Hvm + Fv) + 2ξxξ + ξt + 2ηvx − ξxx − 2ξvη = 0.

Iíòåãðóâàííÿ ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü öi¹¨ ñèñòåìè äà¹ âèðàçè äëÿ ξ òà η:

ξ = av + b, η = −1
3a

2v3 + (ax − ab)v2 + cv + d, (À.34)

äå a = a(t, x), b = b(t, x), c = c(t, x), d = d(t, x) � äîâiëüíi ôóíêöi¨.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ξ òà η ç (À.34) â òðåò¹ òà ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ (À.33),

îòðèìó¹ìî êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü ÿê ðåøòó íå âèçíà÷åíèõ

ïîêè ùî êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðà, òàê i äîâiëüíi åëåìåíòè êëàñó, ùî ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ a, b, c, d, F , H íå çàëåæàòü âiä çìiííî¨ v, êëàñèôiêó-

þ÷i ðiâíÿííÿ ñëiä ðîçùåïèòè çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè v. Äâà ñóòò¹âî ðiçíi

âèïàäêè (a = 0 i a 6= 0) ðîçãëÿäà¹ìî îêðåìî.
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ßêùî a = 0, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî m 6= 0, 1, 2 ðîçùåïëåííÿ äà¹ ñèñòåìó

ç ï'ÿòè ðiâíÿíü

mHd = 0, dt − dxx + 2bxd− Fd = 0,

bt − bxx + 2bbx + 2cx = 0, bHx + (c(m− 1) + 2bx)H = 0,

bFx + 2bxF + cxx − ct − 2bxc = 0.

(À.35)

Îñêiëüêè mH 6= 0, ìà¹ìî d = 0 i äðóãå ðiâíÿííÿ (À.35) ñòà¹ òîòîæíiñòþ.

Çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó iíøèõ òðüîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè (À.35)

âèÿâèëîñÿ äóæå ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Àëå íåâàæêî ïîáóäóâàòè ïåâíi ÷àñ-

òêîâi ðîçâ'ÿçêè, ïîêëàâøè, íàïðèêëàä, bt = 0. Ç öüîãî ïðèïóùåííÿ âè-

ïëèâà¹, ùî ct = 0. Òîäi iíòåãðóâàííÿ (À.35) äà¹ ìîæëèâiñòü âèðàçèòè c,

F òà H ÷åðåç ôóíêöiþ b(x) 6= 0:

c = −1

2
b2 +

1

2
bx + k1,

F = −1

4
b2 + k1 + k2b

−2 + bx +
1

4

(
bx
b

)2

− 1

2

bxx
b
, (À.36)

H = k3b
−m+3

2 exp

[
(m− 1)

∫ (
b

2
− k1

b

)
dx

]
, (À.37)

äå k1, k2, k3 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó k3 6= 0.

Òåîðåìà À.15. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.31) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, çà-

äàíèìè ôîðìóëàìè (À.36) òà (À.37), äîïóñêàþòü îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

âèãëÿäó

Q = ∂t + b∂x +

(
−1

2
b2 +

1

2
bx + k1

)
v∂v, (À.38)

äå b = b(x) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, k1 � äîâiëüíà ñòàëà.

Çàóâàæåííÿ À.16. Òåîðåìà À.15 ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ R,
âêëþ÷àþ÷è m ∈ {0, 1, 2}.

Íàâåäåìî iëþñòðàòèâíèé ïðèêëàä äëÿ êîíêðåòíî¨ ôóíêöi¨ b, à ñàìå

ðîçãëÿíüìî b = x−1. Ç îãëÿäó íà òåîðåìó À.15 ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.31)

ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè

F = k1 + k2x
2 − 2x−2, H = k3x

m+1e
1
2 (1−m)k1x

2

(À.39)
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äîïóñêàþòü îïåðàòîð ðåäóêöi¨ Q = ∂t + x−1∂x +
(
k1 − x−2

)
v∂v. Çà öèì

îïåðàòîðîì áóäó¹ìî àíçàö v = x−1e k1tz(ω), äå ω = x2−2t. Òîäi ðåäóêîâàíå

ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

4zωω + k3e
1
2 (1−m)k1ωzm + k2z = 0.

ßêùî k1 = k2 = 0, òî ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê

z =


(
±m−1

2

√
− k3

2(m+1) ω
) 2

1−m
, m 6= −1,

exp

(
−
[
erf−1

(
±
√

2
2

√
k3
π ω

)]2
)
, m = −1.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíi z â àíçàö, ïîáóäó¹ìî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

ç êëàñó (À.31) ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè (À.39) äëÿ çíà÷åíü k1 = k2 = 0.

Ðiâíÿííÿ-ïðîîáðàç x4ut = (x4ux)x+k3 x
3(m+1)um ìà¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

u =


x−3

(
±m−1

2

√
− k3

2(m+1) (x2 − 2t)
) 2

1−m
, m 6= −1,

x−3 exp

{
−
[
erf−1

(
±
√

2
2

√
k3
π (x2 − 2t)

)]2
}
, m = −1.

Áiëüøå ïðèêëàäiâ íàâåäåíî ó ðîáîòi [308]. Ìè ïîêàçàëè çàñòîñîâíiñòü

òåîðåìè À.15 äî ïîáóäîâè íåëi¨âñüêèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç êëà-

ñiâ (À.29) i (À.31). Áiëüø òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðîçâ'ÿçêè, ìîæíà çíàé-

òè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè é iíøèõ ðiâíÿíü ç êëàñiâ (À.31) òà (À.29) çà äîïîìîãîþ

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ç âiäïîâiäíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó âèïàäêó m = 3 ìîæíà ïîáóäóâàòè áiëüøå òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü

ç êëàñó (À.31), êîåôiöi¹íòè ÿêèõ íàâåäåíî ó (À.36)�(À.37), ïðè k1 = 0,

à ñàìå äëÿ ðiâíÿíü

vt = vxx + k3b
−3e

∫
bdxv3

+

(
k2

b2
− 1

4
b2 + bx +

1

4

(
bx
b

)2

− 1

2

bxx
b

)
v, (À.40)

äå b = b(x), k3 6= 0.
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Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè À.15, ðiâíÿííÿ (À.40) äîïóñêà¹ îïåðàòîð ðåäóê-

öi¨ (À.38) ç k1 = 0. Ïîáóäîâàíèé çà öèì îïåðàòîðîì àíçàö

v = z(ω)
√
|b| e−

1
2

∫
bdx, äå ω = t−

∫
dx

b
,

ðåäóêó¹ (À.40) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

zωω = −k3z
3 − k2z.

Öiêàâî, ùî öå ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ íå çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ b(x). Äîìíî-

æèâøè éîãî íà zω òà îäèí ðàç ïðîiíòåãðóâàâøè, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

z2
ω = −k3

2
z4 − k2z

2 + C1.

Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç åëiïòè÷íi ôóíêöi¨ ßêîái, ùî

çàëåæàòü âiä çíà÷åíü ñòàëèõ k2, k3 òà C1.

Íàïðèêëàä, ÿêùî k2 = 1+µ2, k3 = −2µ2 (0 < µ < 1) òà C1 = 1, ìîæíà

çíàéòè äâà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (À.40):

v = sn

(
t−
∫

1

b
dx, µ

)√
|b| e−

1
2

∫
bdx,

v = cd

(
t−
∫

1

b
dx, µ

)√
|b| e−

1
2

∫
bdx,

äå sn(ω, µ), cd(ω, µ) � åëiïòè÷íi ôóíêöi¨ ßêîái [325].

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê a 6= 0. Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ξ òà η ç (À.34) äî ñèñ-

òåìè (À.33) ¨¨ îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

2
3a

3v3 + 2a(ab− 2ax)v
2 + (at + 3axx + 3aF − 2(ab)x − 2ac)v

+ bt + 2bxb− bxx − 2ad+ 2cx + 3aHvm = 0.
(À.41)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî a 6= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè m = 3.

Ñïåöiàëüíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ äëÿ êóái÷íî¨ íåëiíiéíîñòi. Ðîç-

ùåïëþþ÷è ðiâíÿííÿ (À.41) çà çìiííîþ u ïðè óìîâàõ m = 3 òà a 6= 0,

áà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ a, b, c, d íå çàëåæàòü âiä çìiííî¨ t i âèðàæàþòüñÿ
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÷åðåç ôóíêöi¨ F òà H òàêèì ÷èíîì:

a =
3

2

√
2 ε
√
−H, b =

Hx

H
,

c =
1

8

(
12F − 2

(
Hx

H

)
x

−
(
Hx

H

)2)
,

d =

√
2 ε

2
√
−H

(
Fx +

1

2

Hx

H

(
Hx

H

)
x

− 1

2

(
Hx

H

)
xx

)
,

(À.42)

äå ε = ±1. ßêùî H < 0, òî âiäïîâiäíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ìàþòü äiéñíi

êîåôiöi¹íòè.

Òîäi ðîçùåïëåííÿ òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (À.33) ïðè m = 3 äàñòü

ñèñòåìó ç äâîõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

H3Hxxxx − 13H4
x + 2FxH

3Hx + 22HH2
xHxx − 4FH2H2

x

− 4H2H2
xx − 6H2HxHxxx + 4FH3Hxx − 6FxxH

4 = 0,

16FxxxH
5 + 16H2HxH

2
xx + 3H2H2

xHxxx − 4FxH
4Hxx

− 6H3HxxHxxx − 18HH3
xHxx − 8FFxH

5 + 2FxH
3H2

x

− 20FH2H3
x − 12FH4Hxxx + 5H5

x + 32FH3HxHxx = 0.

(À.43)

Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà À.17. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (À.31) ç m = 3 i äîâiëüíèìè åëåìåíòà-

ìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (À.43), äîïóñêàþòü îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

âèãëÿäó

Q = ∂t +

(
3

2

√
2 ε
√
−H v +

Hx

H

)
∂x

+

[
3

2
Hv3 +

3

4

√
2 ε

Hx√
−H

v2 +
1

8

(
12F − 2

(
Hx

H

)
x

−
(
Hx

H

)2
)
v

+

√
2 ε

2
√
−H

(
Fx +

1

2

Hx

H

(
Hx

H

)
x

− 1

2

(
Hx

H

)
xx

)]
∂v, (À.44)

äå ε = ±1.
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Ñèñòåìà (À.43) ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ íåëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ÷åòâåðòîãî òà òðåòüîãî ïîðÿäêó. Íà æàëü, çíàéòè ¨¨ çà-

ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåìîæëèâî. Àëå ìè ïåðåâiðèëè øiñòü ïàð ôóíêöié F

òà H, ùî çóñòði÷àþòüñÿ â òàáëèöi 1, íà ïðåäìåò òîãî, ÷è çàäîâîëüíÿþòü

âîíè ñèñòåìó (À.43). ßêùî öå òàê, òî âiäïîâiäíèé îïåðàòîð ðåäóêöi¨ ëåãêî

ïîáóäóâàòè çà ôîðìóëîþ (À.44). Âèÿâèëîñÿ, ùî ñèñòåìó (À.43) çàäîâîëü-

íÿþòü ôóíêöi¨ F òà H ç âèïàäêiâ 1, 2 òà 6, à òàêîæ òi ôóíêöi¨ ç âèïàäêiâ 3

i 4, äëÿ ÿêèõ (k, a2) =
(
−3, 9

4

)
àáî (k, a2) =

(
−3

2 ,
3
16

)
.

Ïðèêëàä À.18. Êëàñ (À.31) ìiñòèòü ðiâíÿííÿ ç êóái÷íîþ íåëiíiéíiñòþ,

ÿêi íå çâîäÿòüñÿ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôi-

öi¹íòàìè òà äîïóñêàþòü îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ âèãëÿäó (À.44). Îäíå ç íèõ

ìà¹ âèãëÿä

vt = vxx − x−3v3 +
9

4
x−2v. (À.45)

Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè À.17, öå ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ äâà ïîäiáíi îïåðàòîðè

ðåäóêöi¨ (ε = ±1):

Q± = ∂t +
3

2

√
2
(
εx−

3
2v −

√
2x−1

)
∂x

− 3

4

√
2
(√

2x−3v3 − 3εx−
5
2v2 −

√
2x−2v + 4εx−

3
2

)
∂v.

Âîíè äàþòü ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå çíàêàìè. Îñêiëüêè ðiâ-

íÿííÿ (À.45) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ v 7→ −v, ðîçãëÿíåìî
äåòàëüíî ëèøå âèïàäîê ε = 1. Àáè óñi âèðàçè áóëè êîðåêòíî âèçíà÷åíèìè,

îáìåæèìîñÿ çíà÷åííÿìè x > 0 (iíøèé ñïîñiá � çàìiíèòè x íà |x|).
Äëÿ çðó÷íîñòi ïðè ðåäóêöi¨ çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà

t̃ = v, x̃ = x, ṽ = t,

ÿêå âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ (À.45) òà îïåðàòîð ðåäóêöi¨ Q+ ó ðiâíÿííÿ

ṽt̃
2 ṽx̃x̃ + ṽx̃

2 ṽt̃t̃ − 2 ṽt̃ ṽx̃ ṽt̃x̃ + ṽt̃
2 +

t̃ 3

x̃3
ṽt̃

3 − 9

4

t̃

x̃2
ṽt̃

3 = 0 (À.46)
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òà éîãî îïåðàòîð ðåäóêöi¨

Q̃+ = −3

4

√
2
(√

2 x̃−3t̃ 3 − 3x̃−
5
2 t̃ 2 −

√
2 x̃−2t̃+ 4x̃−

3
2

)
∂t̃

+
3

2

√
2
(
x̃−

3
2 t̃−
√

2 x̃−1
)
∂x̃ + ∂ṽ.

Ïîáóäîâàíèé çà îïåðàòîðîì Q̃+ àíçàö ìà¹ âèãëÿä

ṽ =
1

24
x̃2 t̃+

√
2x̃

t̃−
√

2x̃
− 1

12
x̃2 + z(ω), äå ω = x̃2 t̃−

√
2x̃

t̃+
√

2x̃
.

Âií ðåäóêó¹ (À.46) äî ëiíiéíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ωzωω + 2zω = 0, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî z = c̃1 + c̃2ω
−1 ïðè ïiäñòàíîâöi

â àíçàö äà¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

ṽ =
x̃4 + 24c̃2

24x̃2

t̃+
√

2x̃

t̃−
√

2x̃
− 1

12
x̃2 + c̃1

ðiâíÿííÿ (À.46). Çàñòîñóâàâøè îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà òà ïî-

çáóâøèñü ñòàëî¨ c̃1 çñóâîì ïî t, áóäó¹ìî íåëi¨âñüêèé ðîçâ'ÿçîê

v =
√

2x
3x4 + 24tx2 + c2

x4 + 24tx2 − c2
(À.47)

ðiâíÿííÿ (À.45). Ðîçâ'ÿçîê (À.47) ç c2 = 0 ¹ ëi¨âñüêèì ðîçâ'ÿçêîì, iíâàði-

àíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà äèëàòàöi¨ D = 4t∂t + 2x∂x + v∂v ç ìàêñèìàëü-

íî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (À.45). Ïðîòå çíàéòè öåé

ðîçâ'ÿçîê çà äîïîìîãîþ ðåäóêöi¨ çà îïåðàòîðîì D ñêëàäíiøå. Âiäïîâiä-

íèé àíçàö v =
√
xz(ω), äå ω = t−1x2, ìà¹ ïðîñòèé âèãëÿä, àëå ðåäóêîâàíå

çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ 4ω2zωω + ω(ω + 4)zω + 2z − z3 = 0

¹ íåëiíiéíèì.

Öåé ïðèêëàä ïiäòâåðäæó¹ ñïîñòåðåæåííÿ Â.I. Ôóùè÷à [30]: �Àíçàöè,

ïîðîäæåíi îïåðàòîðàìè óìîâíî¨ ñèìåòði¨, ÷àñòî ðåäóêóþòü ïî÷àòêîâå íå-

ëiíiéíå ðiâíÿííÿ äî ëiíiéíîãî. ßê ïðàâèëî, ëi¨âñüêà ðåäóêöiÿ íå çìiíþ¹

íåëiíiéíî¨ ñòðóêòóðè ðiâíÿííÿ�.

Ìîæíà ñôîðìóëþâàòè é áiëüø çàãàëüíå òâåðäæåííÿ: ñêëàäíèé íåëi-

¨âñüêèé àíçàö ìîæå ïðèâîäèòè äî ïðîñòîãî ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ, â òîé
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÷àñ ÿê ïðîñòèé ëi¨âñüêèé àíçàö ìîæå äàòè ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ, ÿêå ñêëà-

äíî ïðîiíòåãðóâàòè.

Îäíèì ç ïðîîáðàçiâ ðiâíÿííÿ (À.45) ïðè ïåðåòâîðåííi (À.30) ¹ òàêå

ðiâíÿííÿ

x sin2(
√

2 lnx)ut =
(
x sin2(

√
2 lnx)ux

)
x
− x−1 sin4(

√
2 lnx)u3,

ùî ìà¹ íåëi¨âñüêèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

u =

√
2

x

∣∣ cosec(
√

2 lnx)
∣∣3x4 + 24tx2 + c2

x4 + 24tx2 − c2
.

Ïðèêëàä À.19. Ðîçãëÿíüìî ðiâíÿííÿ ç âiäîáðàæåíîãî êëàñó (À.31)

vt = vxx − x−
3
2v3 +

3

16

v

x2
(À.48)

ïðè x > 0. Âîíî äîïóñêà¹ îïåðàòîð ðåäóêöi¨ âèãëÿäó (À.44):

Q+ = ∂t +
3

2

(√
2x−

3
4v − x−1

)
∂x −

3

8

(
4x−

3
2v3 − 3

√
2x−

7
4v2 + x−2v

)
∂v.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó æ òåõíiêó, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, îòðèìà¹ìî

íåëi¨âñüêèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (À.48):

v =
1

2
5
√

2x
1
4

3 t+ x2

√
x(15 t+ x2) + c2

. (À.49)

Çàñòîñóâàâøè äî íüîãî ïåðåòâîðåííÿ

v =
√
x(b1x

1
4 + b2x

− 1
4 )u,

îòðèìà¹ìî íåëi¨âñüêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

x
(
b1x

1
4 + b2x

− 1
4

)2
ut =

(
x
(
b1x

1
4 + b2x

− 1
4

)2
ux
)
x
−
√
x
(
b1x

1
4 + b2x

− 1
4

)4
u3

ç êëàñó (À.29), äå b1 òà b2 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó b2
1 + b2

2 6= 0.

Áiëüøå ïðèêëàäiâ òà íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (À.29), ùî çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëà-

ñó (À.31), ìîæíà çíàéòè ó ðîáîòi [308].
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À.4. Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ êëàñó íåîäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü äèôóçi¨

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

f(x)ut = (g(x)unux)x, fgn 6= 0. (À.50)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ t̃ = t, x̃ =
∫

dx
g(x) , ũ = u, êîæíå ðiâ-

íÿííÿ ç öüîãî êëàñó ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿííÿ f̃(x̃)ũt̃ = (ũnũx̃)x̃, äå

f̃(x̃) = g(x)f(x) òà g̃(x̃) = 1. Òîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà

äîñëiäæóâàòè ëèøå òi ðiâíÿííÿ, ùî ìàþòü âèãëÿä

f(x)ut = (unux)x, fn 6= 0. (À.51)

Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (À.51) ìà¹ ïðîñòó ñòðóêòóðó i ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ4, x̃ = δ2x+ δ5, ũ = δ3u,

f̃ = δ1δ
−2
2 δn3f, ñ = n,

äå δi, i = 1, . . . , 5, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ2δ3 6= 0. Ðàçîì ç òèì êëàñ (À.51)

ìà¹ óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà ¹ áiëüø øèðîêîþ, íiæ G∼.

Òåîðåìà À.20. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ êëàñó (À.51)

ïðè óìîâi n 6= −1 ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ =
δ3x+ δ4

δ5x+ δ6
, ũ = δ7|δ5x+ δ6|−

1
n+1u,

f̃ = δ1δ7
n|δ5x+ δ6|

3n+4
n+1 f, ñ = n,

äå δj, j = 1, . . . , 7, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ7 6= 0 òà δ3δ6−δ4δ5 = ±1.

Ó âèïàäêó n = −1 ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè Ĝ∼ ìàþòü âèãëÿä

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3x+ δ4, ũ = δ5e
δ6xu, f̃ = δ1δ

−2
3 δ−1

5 e−δ6xf,

äå δj, j = 1, . . . , 6, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ3δ5 6= 0.
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Îñêiëüêè ïàðàìåòð n ¹ iíâàðiàíòîì âñiõ äîïóñòèìèõ (òî÷êîâèõ) ïåðå-

òâîðåíü ó êëàñi (À.51), öåé êëàñ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ íåïåðå-

òèííèõ ïiäêëàñiâ, êîæåí ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ôiêñîâàíîìó çíà÷åííþ n. Òàêå

çîáðàæåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíò-

íîñòi Ĝ∼ ÿê ñiì'þ çâè÷àéíèõ óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñiâ, ïà-

ðàìåòðèçîâàíèõ ñòàëîþ n (çíà÷åííÿ n = 0 òà n = −1 ñèíãóëÿðíi).

Çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ êëàñó (À.51) çíàéäåíî ó [161, 164]. Ïðîñòið

ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ (À.51) ç n 6= 0 ¹ äâî-

âèìiðíèì òà ïîðîäæó¹òüñÿ çàêîíàìè çáåðåæåííÿ çi çáåðåæíèìè âåêòîðà-

ìè (fu,−unux) òà (xfu, −xunux +
∫
undu).

Ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi öi çàêîíè çáåðåæåííÿ ïðèâîäÿòü

äî íàñòóïíèõ íååêâiâàëåíòíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì äëÿ ðiâíÿíü (À.51):

1. v1
x = fu, v1

t = unux;

2. v2
x = xfu, v2

t = xunux −
∫
undu;

3. v1
x = fu, v1

t = unux, v2
x = xfu, v2

t = xunux −
∫
undu.

Ñèñòåìè 1 òà 2 � âiäïîâiäàþòü çàêîíàì çáåðåæåííÿ, ùî ìàþòü õàðàêòå-

ðèñòèêè 1 òà x, âiäïîâiäíî. Îá'¹äíàíà ñèñòåìà 3 âiäïîâiäà¹ âñüîìó ïðî-

ñòîðó çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼, ïðî-

äîâæåíà íà ïîòåíöiàëè, âñòàíîâëþ¹ äîäàòêîâó åêâiâàëåíòíiñòü ìiæ ïî-

òåíöiàëüíèìè ñèñòåìàìè. Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó n 6= −1 ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = t, x̃ = x−1, ũ = |x|− 1
n+1u,

ṽ1 = −(signx)v2, ṽ2 = −(signx)v1
(À.52)

âiäîáðàæà¹ ñèñòåìè 1 òà 2 ó ñèñòåìè 2 òà 1 (â òèëüäîâàíèõ çìiííèõ),

âiäïîâiäíî, äå f̃ = |x̃|− 3n+4
n+1 f(x̃−1). Ñèñòåìè 1 òà 2 ¹ Ĝ∼-íååêâiâàëåíòíèìè

äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè çíà÷åíü f òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n = −1.

Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (À.51), ùî âiäïîâiäàþòü ñèñòåìi 1,

âïåðøå îòðèìàíî â [286, 287] (äèâ. òàêîæ [1, 71, 72] äëÿ âèïàäêó ñòàëîãî

êîåôiöi¹íòà f = 1). Iñíó¹ äâà íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (À.51),

ùî äîïóñêàþòü òàêi íåëîêàëüíi ñèìåòði¨. Âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ i áàçèñè ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi:
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1.1. f = 1, n = −2:

〈∂t, ∂v1, 2t∂t +u∂u + v1∂v1, x∂x−u∂u, −v1x∂x + (xu+ v1)u∂u + 2t∂v1,

4t2∂t−((v1)2+2t)x∂x+((v1)2+6t+2xuv1)u∂u+4tv1∂v1, ϕ∂x−ϕv1u2∂u〉;
1.2. f = x−4/3, n = −2:

〈∂t, ∂v1, 2t∂t + u∂u + v1∂v1, 3x∂x − u∂u − 2v1∂v1,

3xv1∂x − (v1 + 3x−1/3u)u∂u − (v1)2∂v1〉.
Òóò i äàëi ϕ = ϕ(t, v1) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëî-

ïðîâiäíîñòi ϕt = ϕv1v1.

Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (À.51), ùî âiäïîâiäàþòü ñèñòåìi 2, áó-

ëî âïåðøå äîñëiäæåíî ó ðîáîòi [288] (äèâ. òàêîæ [165]). Ç òî÷íiñòþ äî

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ iñíó¹ äâà âèïàäêè ðiâíÿíü ó êëàñi (À.51), ùî

äîïóñêàþòü òàêi ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨:

2.1. f = x−2, n = −2:

〈∂t, ∂v2, x∂x, 2t∂t + u∂u + v2∂v2, v
2x∂x − u2∂u + 2t∂v2,

4t2∂t+((v2)2+2t)x∂x+2(2t−uv2)u∂u+4tv2∂v2, x
2ψ∂x−xu(ψ+ψv2u)∂u〉.

2.2. f = x−2(c1 + c2x
−1)−4/3, c2 6= 0, n = −2:

〈∂t, ∂v2, 2t∂t+u∂u+ v2∂v2, 3(c1x+ c2)x∂x− (2c2 + 3c1x)u∂u+ 2c2v
2∂v2,

3v2(c1x+c2)x∂x−(3x4/3(c1x+c2)
−1/3u+(2c2+3c1x)v2)u∂u+c2(v

2)2∂v2〉.
Òóò i äàëi ψ = ψ(t, v2) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëî-

ïðîâiäíîñòi ψt = ψv2v2. Ïåðåòâîðåííÿ (À.52) äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèïàäêè 2.1

i 2.2 äî âèïàäêiâ 1.1 òà 1.2 âiäïîâiäíî. Äëÿ ñòðîãîãî ïðîâåäåííÿ ðåäóê-

öi¨ 2.2 → 1.2 ñëiä äîäàòêîâî âèêîíàòè ïåðåòâîðåííÿ t̂ = t̃, x̂ = c1 + c2x̃,

û = c−1
2 ũ ç ãðóïè G∼.

Îá'¹äíàíà ñèñòåìà 3 åêâiâàëåíòíà ïîòåíöiàëüíié ñèñòåìi äðóãîãî ðiâíÿ

v1
x = fu, wx = v1, wt =

∫
undu, (À.53)

îòðèìàíié ç ñèñòåìè 1 ç âèêîðèñòàííÿì ¨¨ çáåðåæíîãî âåêòîðà

(v,−
∫
undu). Òóò w = xv1 − v2. Íåòðèâiàëüíi G∼-íååêâiâàëåíòíi âèïàä-
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êè ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié, ùî âiäïîâiäàþòü ñèñòåìi (À.53), ¹ íîâèìè é

âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè:

3.1. f = 1, n = −2:

〈∂t, ∂w, ∂v1 + x∂w, 2t∂t + u∂u + v1∂v1 + w∂w, x∂x − u∂u + w∂w,

(w − 2v1x)∂x + (2xu+ v1)u∂u + 2t∂v1 + (2t− (v1)2)x∂w,

4t2∂t+(2v1w−3x(v1)2−6tx)∂x+(6xuv1−2uw+(v1)2+10t)u∂u+4tv1∂v1

+ ((v1)2w − 2tw − 2x(v1)3)∂w, ϕv1∂x − ϕtu2∂u + (v1ϕv1 − ϕ)∂w〉;

3.2. f = 1, n = −2/3:

〈∂t, ∂x, ∂w, ∂v1 + x∂w, 2t∂t + 3u∂u + 3v1∂v1 + 3w∂w,

x∂x − 3u∂u − 2v1∂v1 − w∂w, w∂x − 3uv1∂u − (v1)2∂v1〉;

3.3. f = x−2, n = −2:

〈∂t, ∂w, ∂v1 + x∂w, x∂x − v1∂v1, 2t∂t + u∂u + v1∂v1 + w∂w,

x(2xv1 − w)∂x − u(xv1 + 2u)∂u + v1(w − xv1)∂v1 + (x2(v1)2 − 2t)∂w,

4t2∂t + x(6t+ 3x2(v1)2 − 4xv1w + w2)∂x

+ 2u(2t− 3xuv1 + 2uw − x2(v1)2 + xv1w)∂u

+(2xv1w − 2t− x2(v1)2 − w2)v1∂v1 + 2(2tw + x3(v1)3 − x2(v1)2w)∂w,

x2ψv2∂x + (ψv2 + uψt)xu∂u − ψ∂v1 + x(xv1ψv2 − ψ)∂w〉;

3.4. f = x−6, n = −2/3:

〈∂t, ∂w, ∂v1+x∂w, 2t∂t+3u∂u+3v1∂v1+3w∂w, x∂x+6u∂u+v1∂v1+2w∂w,

x2∂x + 3xu∂u + (w − xv1)∂v1 + xw∂w,

xw∂x − 3(xv1 − 2w)u∂u − (xv1 − w)v1∂v1 + w2∂w〉.

Òóò v2 = xv1 − w. Ïåðåòâîðåííÿ (À.52), ÿêùî éîãî ïåðåïèñàòè äëÿ v1

i w ÿê ṽ1 = w signx − |x|v1 òà w̃ = |x|−1w, äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèïàäêè 3.3

òà 3.4 äî âèïàäêiâ 3.1 òà 3.2 âiäïîâiäíî.
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Äîäàòîê Á

Ãðóïîâèé àíàëiç ðiâíÿíü K(m,n), ðiâíÿíü

Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà

òà ðiâíÿíü òèïó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

Ó öüîìó äîäàòêó íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ãðóïîâîãî àíàëiçó ðiâíÿíüK(m,n),

ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà é óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà òðåòüîãî i ï'ÿòîãî ïîðÿäêiâ. Âèêîðèñòàííÿ ïåðåòâî-

ðåíü ç ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi êîæíîãî êëàñó âiäiãðà¹ âèðiøàëüíó ðîëü

â ïîâíîìó ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñiâ, ùî ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ.

Ó ïiäðîçäiëi Á.1 âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ Ãàðäíåðà

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + k(t)uux + f(t)u2ux + g(t)uxxx = 0, fg 6= 0.

Ìè ïîêàæåìî, ùî âèêîðèñòàííÿ íàâiòü çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ïîâíèé ðåçóëüòàò. Àëå âèêîðèñòàííÿ áiëüø øèðîêî¨,

à ñàìå ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, äà¹ ùå áiëüøå

ñïðîùåííÿ, à òîìó áiëüø ïåðñïåêòèâíå.

Âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòå-

âåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut +unux +h(t)u+ g(t)uxxx = 0,

ng 6= 0, íàâåäåíî â ïiäðîçäiëi Á.2. Çíàéäåíi ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ çàñòîñîâàíî

äëÿ òîãî, ùîá çâåñòè çàäà÷ó ç ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ

óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà äî çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíié-

íèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó.

Ïiäðîçäiëè Á.3 òà Á.4 ïðèñâÿ÷åíî âè÷åðïíié ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨ óçà-

ãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó ç êîåôiöi¹íòàìè,
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ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó, çàãàëüíîãî âèãëÿäó ut+unux+α(t)u+β(t)uxxxxx = 0,

nβ 6= 0. Âèïàäêè n = 1 òà n 6= 1 âiäðiçíÿþòüñÿ òðàíñôîðìàöiéíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè, òîìó ðîçãëÿíåìî ¨õ îêðåìî â ðîçäiëàõ B.3 òà B.4, âiäïîâiäíî.

Ó ïiäðîçäiëi Á.5 äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü

K(m,n) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + g(t)(um)x + f(t)(un)xxx = 0, fn 6=
0. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ íàâåäåíî ç òî÷íiñòþ äî íàéøèðøèõ ìîæëèâèõ

ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi: çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi âñüîãî êëàñó äëÿ

çàãàëüíîãî âèïàäêó òà óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ îêðåìèõ çíà÷åíü

ïîêàçíèêiâ ñòåïåíÿ m òà n.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè, â ðîçäiëi B.6 ìè

íàâåäåìî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�

Ìàõîíi�Áþðãåðñà ut+f(t)ux+g(t)uux+k(t)uxx+h(t)uxxt = 0, ghk 6= 0. ßê

ïîái÷íèé ïðîäóêò öüîãî ïiäõîäó òàêîæ îòðèìàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

ïîâ'ÿçàíîãî êëàñó ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà ç äæåðå-

ëîì ut + uux +K(t)uxx +H(t)uxxt = F (t), HK 6= 0.

Äëÿ áàãàòüîõ ðiâíÿíü ç ðîçãëÿíóòèõ êëàñiâ òàêîæ ïîáóäîâàíî òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi ó öüîìó äîäàòêó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [?, 196,

197,306]

Á.1. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü Ãàðäíåðà

ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè

Ó öüîìó ðîçäiëi âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü Ãàðäíåðà çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut + k(t)uux + f(t)u2ux + g(t)uxxx = 0, fg 6= 0. (Á.1)

Òóò k, f òà g � ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä t. ×àñòêîâi ðåçóëüòàòè ùîäî ëi¨âñüêèõ

ñèìåòðié òàêèõ ðiâíÿíü íàâåäåíî ó ðîáîòi [218]. Âè÷åðïíà êëàñèôiêàöiÿ

äîñÿãà¹òüñÿ âèêîðèñòàííÿì ãðóï ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (Á.1).
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Ïîêàæåìî, ùî âèêîðèñòàííÿ íàâiòü çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi äî-

çâîëÿ¹ îòðèìàòè ïîâíèé ðåçóëüòàò. Ðàçîì ç òèì âèêîðèñòàííÿ áiëüø øè-

ðîêî¨, à ñàìå ðîçøèðåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, äà¹ ùå áiëü-

øå ñïðîùåííÿ, à òîìó áiëüø ïåðñïåêòèâíå. Öå ïðîiëþñòðîâàíî â ïðîöåñi

çíàõîäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü (Á.1).

Ñïî÷àòêó äîñëiäèìî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ó êëàñi (Á.1). Ñïðàâå-

äëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà Á.1. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ êëà-

ñó (Á.1) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = α(t), x̃ = δ1x+ δ1δ3
δ 2
2

∫
(δ2k(t)− δ3f(t))dt+ δ4, ũ = δ2u+ δ3,

k̃(t̃) =
δ1

δ2αt

(
k(t)− 2

δ3

δ2
f(t)

)
, f̃(t̃) =

δ1

δ 2
2 αt

f(t), g̃(t̃) =
δ 3

1

αt
g(t),

äå δi, i = 1, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ2 6= 0; α � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíê-

öiÿ, ïðè÷îìó αt 6= 0.

Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (Á.1) ñêëàäà¹òüñÿ ç íàâå-

äåíèõ âèùå ïåðåòâîðåíü ç δ3 = 0.

Òåîðåìà Á.2. Óñÿ ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü (ãðóïî¨ä åêâi-

âàëåíòíîñòi) êëàñó (Á.1) ïîðîäæó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè Ĝ∼.

Êëàñ (Á.1) íîðìàëiçîâàíèé ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi.

Òàêèì ÷èíîì, iíøèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ìiæ ðiâíÿííÿìè ç êëà-

ñó (Á.1), êðiì ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè Ĝ∼, íå iñíó¹. Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç

ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó (Á.1) çâîäÿòüñÿ äî ñâî¨õ âiä-

ïîâiäíèêiâ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ñëiä ïðèïóñòèòè, ùî äîâiëüíi åëå-

ìåíòè k̃ òà f̃ â ïåðåòâîðåííi ç Ĝ∼ � ñòàëi. Öå ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî

òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ Á.3. Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëàñó (Á.1)

çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ç öüîãî æ êëàñó òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè f , g òà k çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(f/k)t = (g/k)t = 0.
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Îñêiëüêè â ïåðåòâîðåííÿõ ç ãðóïè Ĝ∼ ëèøå îäíà äîâiëüíà ôóíêöiÿ

α(t), ìîæíà ââàæàòè îäèí ç äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó (Á.1) íåíóëüîâîþ

ñòàëîþ. Îáåðåìî êàëiáðóâàííÿ g = 1 òà âèêîíà¹ìî éîãî çà äîïîìîãîþ

ïåðåòâîðåííÿ

t̃ =
∫
g(t)dt, x̃ = x, ũ = u. (Á.2)

Òîäi äîâiëüíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (Á.1) âiäîáðàæà¹òüñÿ ó ðiâíÿííÿ ç éîãî

ïiäêëàñó, âèîêðåìëåíîãî óìîâîþ g = 1. Ñòàði âèãëÿäè äîâiëüíèõ åëåìåí-

òiâ ïîâ'ÿçàíi ç íîâèìè ôîðìóëàìè k̃ = k/g òà f̃ = f/g.

Íàéáiëüø çàãàëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ ç êëà-

ñó (Á.1) â iíøå ðiâíÿííÿ ç öüîãî æ êëàñó ç g = 1, ìà¹ âèãëÿä

t̃ = δ 3
1

∫
g(t)dt+ δ0, ũ = δ2u+ δ3,

x̃ = δ1x+
δ1δ3

δ 2
2

∫
(δ2k(t)− δ3f(t))dt+ δ4,

(Á.3)

äå δi, i = 0, . . . , 4, � ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ2 6= 0.

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi äîñòàòíüî äîñëiäèòè êëàñ

ut + k(t)uux + f(t)u2ux + uxxx = 0. (Á.4)

Îñêiëüêè êëàñ (Á.1) íîðìàëiçîâàíèé ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó

ñåíñi, äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi éîãî ïiäêëàñó ç g = 1 äî-

ñòàòíüî ïîêëàñòè g̃ = g = 1 â ïåðåòâîðåííÿõ ç ãðóïè Ĝ∼, íàâåäåíèõ

ó òåîðåìi 1. Öå ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ αt = δ 3
1 , çâiäêè α = δ 3

1 t + δ0, äå

δ0 � äîâiëüíà ñòàëà. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà Á.4. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëà-

ñó (Á.4) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ 3
1 t+ δ0, x̃ = δ1x+

δ1δ3

δ 2
2

∫
(δ2k(t)− δ3f(t))dt+ δ4,

ũ = δ2u+ δ3, k̃(t̃) =
δ2k(t)− 2δ3f(t)

δ 2
1 δ

2
2

, f̃(t̃) =
f(t)

δ 2
1 δ

2
2

,
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Òàáë. Á.1: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.1) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

� f(t) k(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂x

I.1 λ1t
ρ λ2t

3ρ−2
6 + δtρ ∂x, 3t∂t +

(
x− κ 3ρ+2

2

(
6λ2
3ρ+4 t

3ρ+4
6 + δ

ρ+1 t
ρ+1
))

∂x−

− 3ρ+2
2 (u+ κ) ∂u

I.2 λ1t
− 2

3 t−
2
3 ln |t| ∂x, 2λ1t∂t +

(
2
3λ1x− 3 (ln |t| − 3) t

1
3

)
∂x − ∂u

I.3 λ1t
−1 λ2t

− 5
6 + δt−1 ∂x, 3t∂t +

(
x+ κ

(
3λ2t

1
6 + 1

2δ ln |t|
))

∂x + 1
2 (u+ κ) ∂u

I.4 λ1t
− 4

3 λ2t
−1 + δt−

4
3 ∂x, 3t∂t +

(
x+ κ

(
λ2 ln |t| − 3δt−

1
3

))
∂x + (u+ κ) ∂u

II λ1e
t λ2e

t
2 + δet ∂x, 2∂t − κ

(
2λ2e

t
2 + δet

)
∂x − (u+ κ) ∂u

III λ1 t ∂x, 2λ1∂t − 1
2 t

2∂x − ∂u

IV ε δ ∂x, ∂t, 3t∂t + (x− κ δt)∂x − (u+ κ) ∂u

Òóò g = 1 mod G∼; λi, i = 1, 2, òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó λ1 6= 0, ρ 6= −4
3 ,−1;

δ ∈ {0, 1} mod G∼, ε = ±1 mod G∼ òà κ = 1
2δ/λ1. Ó âèïàäêó I.1 (ρ, δ) 6= (0, 0).

äå δi, i = 0, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ2 6= 0.

Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 êëàñó (Á.4) ñêëàäà¹òüñÿ ç íàâå-

äåíèõ âèùå ïåðåòâîðåíü ç δ3 = 0.

Çàóâàæèìî, ùî êëàñ (Á.4) íîðìàëiçîâàíèé ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëü-

íåíîìó ñåíñi. Ç òâåðäæåííÿ Á.3 âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿíü (Á.4) çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi á òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè çâîäèëèñÿ äî ðiâíÿíü

ç öüîãî æ êëàñó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, íå iñíó¹.

Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi ïðîäåìîíñòðîâàíî âèêîðèñòàííÿ çíàéäåíèõ

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ïðè ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨. Ïîðiâíþþòüñÿ

ñïðîùåííÿ, äîñÿãíóòi çâè÷àéíîþ òà óçàãàëüíåíîþ ãðóïàìè åêâiâàëåíò-

íîñòi.

Êëàñèôiêàöiÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié. Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íèé ìåòîä

Ëi�Îâñÿííiêîâà, äîâåäåìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà Á.5. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (Á.1) ñïiâïàäà¹ ç îäíîâèìiðíîþ àëãåáðîþ 〈∂x〉. Âñi ìîæëèâi
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Òàáë. Á.2: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.1) ç òî÷íiñòþ äî Ĝ∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

� f(t) k(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∂x

I.1 λ1t
ρ δt

3ρ−2
6 ∂x, 3t∂t + x∂x − 3ρ+2

2 u∂u

I.2 λ1t
− 2

3 t−
2
3 ln |t| ∂x, 2λ1t∂t +

(
2
3λ1x− 3 (ln |t| − 3) t

1
3

)
∂x − ∂u

II λ1e
t δe

t
2 ∂x, 2∂t − u∂u

III λ1 t ∂x, 2λ1∂t − 1
2 t

2∂x − ∂u

IV ε 0 ∂x, ∂t, 3t∂t + x∂x − u∂u

Òóò g = 1 mod Ĝ∼; λ1 òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi, λ1 6= 0, δ ∈ {0, 1} mod Ĝ∼

òà ε = ±1 mod G∼. Ó âèïàäêó I.1 (ρ, δ) 6= (0, 0).

G∼-íååêâiâàëåíòíi (âiäïîâiäíî, Ĝ∼-íååêâiâàëåíòíi) âèïàäêè ðîçøèðåííÿ

ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêà-

ìè I�IV òàáëèöi Á.1 (âiäïîâiäíî, òàáëèöi Á.2).

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè íàéáiëüø çàãàëüíi ôîðìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

êëàñó (Á.1) (ÿêi íå ñïðîùåíî ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi), ïîòðiáíî

çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ (Á.3) äî ðiâíÿíü (Á.4) ç k òà f , íàâåäåíèìè

ó òàáëèöi Á.1, àáî íàâiòü áiëüø ïðîñòå ïåðåòâîðåííÿ (Á.3) ç δ3 = 0 äî ðiâ-

íÿíü (Á.4) ç k òà f , íàâåäåíèìè ó òàáëèöi Á.2. Ïîâíi ðåçóëüòàòè íàâå-

äåíî ó ðîáîòi [306]. Â öié ðîáîòi òàêîæ âèêîðèñòàíî ìåòîä âiäîáðàæåíü

ìiæ êëàñàìè ç ìåòîþ âèêîíàííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîäiáíîãî äî êëà-

ñó (Á.1) êëàñó ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ïàðàìåòðèçîâíèõ äîâiëüíèìè

åëåìåíòàìè f , g, k êëàñó (Á.1),

t̃ =

∫
g(t) dt, x̃ = x+

∫
k(t)2

4f(t)
dt, ũ = u+

k(t)

2f(t)
, (Á.5)

ùî âiäîáðàæà¹ êëàñ (Á.1) â êëàñ

ut + F (t)u2ux + uxxx = L(t), F 6= 0. (Á.6)
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Äîâiëüíi åëåìåíòè F , L ïîâ'ÿçàíi ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè f , g, k ÷åðåç

ôîðìóëè

F (t̃) =
f(t)

g(t)
, L(t̃) =

1

2g(t)

(
k(t)

f(t)

)
t

. (Á.7)

Òåîðåìà Á.6. Êëàñ (Á.6) íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Çâó÷àéíó

ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó G∼2 ñêëàäàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = δ1
3t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ3, ũ = δ2u,

F̃ (t̃) =
F (t)

δ1
2δ2

2 , L̃(t̃) =
δ2

δ1
3L(t),

äå δi, i = 0, . . . , 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ2 6= 0.

Òåîðåìà Á.7. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (Á.6) ñïiâïàäà¹ ç îäíîâèìiðíîþ àëãåáðîþ 〈∂x〉. Óñi ìîæëèâi

G∼2 -íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âè÷åð-

ïóþòüñÿ âèïàäêàìè:

I. F = λ1t
ρ, L = δt−

3ρ+8
6 : Amax =

〈
∂x, 3t∂t + x∂x − 3ρ+2

2 u∂u
〉
;

II. F = λ1e
t, L = δe−

1
2 t : Amax = 〈∂x, 2∂t − u∂u〉;

III. F = ε, L = 1: Amax = 〈∂x, ∂t〉;
IV. F = ε, L = 0: Amax = 〈∂x, ∂t, 3t∂t + x∂x − u∂u〉.

Òóò λ1, ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó λ1 6= 0, δ ∈ {0, 1}, ε = ±1. Ó

âèïàäêó I (ρ, δ) 6= (0, 0).

Îêðiì çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñ (Á.1) äîïóñêà¹ áiëüø

øèðîêó, ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼. Íåçâàæàþ÷è

íà òå, ùî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (Á.1) ìîæíà ïðîâåñòè,

íàâiòü âèêîðèñòîâóþ÷è çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi, ìè ïîêàçàëè, ùî

ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi äà¹ ùå áiëüøå ñïðîùåííÿ

òà äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê â ïðîñòié òà ëàêîíi÷íié

ôîðìi (äîñèòü ïîðiâíÿòè òàáëèöþ Á.2 ç òàáëèöåþ Á.1).

Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê òðèâèìiðíî¨ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ ó ðîáîòi [218] íå âiäçíà÷åíî.
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Á.2. Çàñòîñóâàííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

äî êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Íà ïðàêòèöi ÷àñòî áóâàþòü öiêàâèìè ðîçâ'ÿçêè äàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèì ïî÷àòêî-

âèì i/àáî êðàéîâèì óìîâàì. Ó ðîáîòi [316] óñïiøíî çàñòîñîâàíî ëi¨âñüêi

ñèìåòði¨, ùîá ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ç ïî÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ

óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, ùî âèíèêà¹ â íåëiíiéíié àêóñòèöi. Öþ

çàäà÷ó áóëî çâåäåíî äî çàäà÷i Êîøi ïîâ'ÿçàíîãî íåëiíiéíîãî çâè÷àéíî-

ãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. ßê ðåçóëüòàò, ó ÿâíî-

ìó âèãëÿäi çíàéäåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ç ïî÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè

óìîâàìè äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà. Âìîòèâîâàíi öi¹þ ðîáî-

òîþ, ìè âèðiøèëè çàñòîñóâàòè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i ç ïî÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut + unux + h(t)u+ g(t)uxxx = 0, ng 6= 0, (Á.8)

ùî ìà¹ êiëüêà çàñòîñóâàíü (äèâ. [279] òà ïîñèëàííÿ ó öié ðîáîòi). Ç öi¹þ

ìåòîþ ïðîâåäåìî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü ç öüîãî êëà-

ñó. Iíøèìè ñëîâàìè, ñïî÷àòêó çíàéäåìî ëi¨âñüêó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi,

ùî äîïóñêà¹òüñÿ áóäü-ÿêèì ðiâíÿííÿì ç öüîãî êëàñó � òàê çâàíå ÿäðî,

à òîäi ïðîêëàñèôiêó¹ìî âñi ìîæëèâi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ àëãåáð ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi òàêèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó [23].

Äåÿêi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äëÿ (Á.8) áóëî çíàéäåíî

ó ðîáîòi [279], à ñàìå âèïàäêè h = const òà h = 1/(at + b), äå a òà b

ñòàëi. Òóò ìè íàâîäèìî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ, âèêîðèñòàâøè ïå-

ðåâàãè ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (ó ðîáîòi [279] öi¹þ ìîæëèâiñòþ áóëî

çíåõòóâàíî). Çàçíà÷èìî, ùî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (Á.8) äëÿ

n = 1 òà n = 2 îòðèìàíî â [264,299] (äèâ. òàêîæ [300]). Ó öèõ ðîáîòàõ ðå-

çóëüòàòè ïðåäñòàâëåíî äâîìà ñïîñîáàìè: ç âðàõóâàííÿì âiäïîâiäíî¨ ãðó-
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ïè åêâiâàëåíòíîñòi òà áåç âèêîðèñòàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ñëiä çàóâàæèòè,

ùî â [133] ïðîâåäåíî ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ êëàñiâ, ùî

ìiñòÿòü êëàñ (Á.8). Ïðîòå âèâîäèòè ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (Á.8)

ç öèõ ðåçóëüòàòiâ áóëî á íåçðó÷íî, îñêiëüêè âîíè îòðèìàíi äëÿ äóæå øè-

ðîêî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi.

Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî áiëüø çàãàëüíèé êëàñ âèãëÿäó

ut + f(t)unux + h(t)u+ g(t)uxxx = 0, nfg 6= 0, (Á.9)

çâîäèòüñÿ äî êëàñó (Á.8) øëÿõîì çàìiíè çìiííî¨ t. Îñü ÷îìó áåç îáìå-

æåííÿ çàãàëüíîñòi äîñòàòíüî äîñëiäèòè êëàñ (Á.8), à âñi ðåçóëüòàòè ùîäî

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ñèìåòðié, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òîùî äëÿ êëàñó (Á.9)

ìîæíà âèâåñòè ç ðåçóëüòàòiâ äëÿ (Á.8).

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ó êëàñi (Á.8) äî-

ñëiäæåíî ïðÿìèì ìåòîäîì [184]. Ïðîïóñòèìî äåòàëi îá÷èñëåíü i âiäðàçó

íàâåäåìî ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà Á.8. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (Á.8) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïå-

ðåòâîðåíü

t̃ = ε1

∫
θ−ndt+ ε2, x̃ = ε1x+ ε0, ũ = θu,

g̃ = ε 2
1 θ

n g, h̃ =
θn

ε1

(
h− θt

θ

)
, ñ = n,

(Á.10)

äå εj, j = 0, 1, 2, � äîâiëüíi ñòàëi, ε1 6= 0; θ = θ(t) � äîâiëüíà ãëàäêà

ôóíêöiÿ, ùî íå ìà¹ íóëiâ.

Òåïåð ìîæíà âèêîðèñòàòè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (Á.10), ùîá

âiäêàëiáðóâàòè îäèí ç äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g ÷è h äî ïðîñòîãî ñòàëîãî

çíà÷åííÿ. Ó ðîáîòi [264] ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiþ-ïàðàìåòð h ó ðiâíÿííi

(Á.8) ìîæíà ïåðåòâîðèòè â íóëü òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì

t̃ =
∫
e−n

∫
h(t) dt dt, x̃ = x, ũ = e

∫
h(t) dtu, (Á.11)

ïðè÷îìó ïåðåòâîðåíå çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g̃(t̃) = en
∫
h(t) dtg(t).

Öå ïåðåòâîðåííÿ ëåãêî çíàéòè ç òåîðåìè Á.8, ïîêëàâøè h̃ = 0 â (Á.10)
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òà ðîçâ'ÿçàâøè îòðèìàíå ðiâíÿííÿ íà θ. Òîé ôàêò, ùî äîâiëüíèé åëå-

ìåíò h ìîæíà çàâæäè ïîêëàñòè ðiâíèì íóëþ, îçíà÷à¹, ùî çàôiêñóâàâøè

äîâiëüíèé åëåìåíò h, íåìîæëèâî îòðèìàòè âèïàäêè ðiâíÿíü (Á.8) ç äî-

äàòêîâèìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Òàêèì ÷èíîì, áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi äîñòàòíüî äîñëiäèòè ëèøå êëàñ

ut + unux + g(t)uxxx = 0, ng 6= 0. (Á.12)

Iíøèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, êðiì (Á.10), ÿêi ïîâ'ÿçóâàëè á ðiâíÿííÿ

ç êëàñó (Á.8) ç n 6= 0, 1, íå iñíó¹. Îòæå, öåé êëàñ íîðìàëiçîâàíèé. Öå îçíà-

÷à¹, ùî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ (Á.12) ìîæíà âèâåñòè ç òåîðåìè Á.8,

ïðîñòî ïîêëàâøè h̃ = h = 0. Òîäi îòðèìà¹ìî, ùî θ = ε3 � äîâiëüíà

íåíóëüîâà ñòàëà i ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ:

Íàñëiäîê Á.9. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 êëàñó (Á.12) ñêëàäà¹òüñÿ

ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = ε1ε
−n
3 t+ ε0, x̃ = ε1x+ ε2, ũ = ε3u,

g̃ = ε 2
1 ε

n
3 g, ñ = n,

äå εj, j = 0, . . . , 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó ε1ε3 6= 0.

Á.2.1. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.8) ç òî÷íiñòþ

äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi çâîäèòüñÿ äî ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (Á.12)

ç òî÷íiñòþ äî G∼0 -åêâiâàëåíòíîñòi. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (Á.12)

ïðîâåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè÷íîãî àëãîðèòìó [235].

Ñêàçàíå âèùå ïiäñóìó¹ìî òâåðäæåííÿì.

Òåîðåìà Á.10. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

Amax ðiâíÿíü ç êëàñó (Á.12) (âiäïîâiäíî, (Á.8)) ñïiâïàäà¹ ç îäíîâèìið-

íîþ àëãåáðîþ 〈∂x〉. Óñi ìîæëèâi G∼0 -íååêâiâàëåíòíi (âiäïîâiäíî, G
∼-

íååêâiâàëåíòíi) âèïàäêè ðîçøèðåííÿ Amax âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1�3

òàáëèöi Á.3.
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Òàáë. Á.3: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.8) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

� g(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x

1 εtρ ∂x, 3nt∂t + (ρ+ 1)nx∂x + (ρ− 2)u∂u

2 εet ∂x, 3n∂t + nx∂x + u∂u

3 ε ∂x, ∂t, 3nt∂t + nx∂x − 2u∂u

Òóò h = 0 mod G∼, ε = ±1 mod G∼, ρ � äîâiëüíà íåíóëüîâà ñòàëà.

Òàáë. Á.4: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.8) áåç âèêîðèñòàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

� g(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x

1 λ
( ∫

e−n
∫
h(t) dtdt+ κ

)ρ
e−n

∫
h(t)dt ∂x, H∂t + n(ρ+ 1)x∂x + (ρ− 2− h(t)H)u∂u

2 λ e
∫
(me−n

∫
h(t) dt−nh(t))dt ∂x, 3nen

∫
h(t)dt∂t +mnx∂x +

(
m− 3nh(t)en

∫
h(t)dt

)
u∂u

3 λ e−n
∫
h(t)dt ∂x, e

n
∫
h(t)dt (∂t − h(t)u∂u),

H∂t + nx∂x − (2 + h(t)H)u∂u

Òóò λ, κ, ρ òà m � äîâiëüíi ñòàëi, λρm 6= 0. Ôóíêöiÿ h(t) ¹ äîâiëüíîþ â óñiõ âèïàäêàõ;

H = 3nen
∫
hdt
( ∫

e−n
∫
hdtdt+ κ

)
, ïðè÷îìó ó âèïàäêó 3 κ = 0.

Ó òàáëèöi Á.4 òàêîæ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëà-

ñó (Á.8) áåç êàëiáðóâàííÿ h òà g ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Ðîçøè-

ðåíèé êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê ìîæíà âèâåñòè ç íàâåäåíîãî ó òàáëèöi Á.3,

âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (äîêëàäíî öåé àëãîðèòì

îïèñàíî ó ðîáîòi [299, 300]). Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàáëèöÿ Á.4 âêëþ÷à¹ âñi

âèïàäêè, îïèñàíi ó ðîáîòi [279].

Iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ äàþòü àëãîðèòìi÷íèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìåòîäîì ðåäóêöi¨ [23, 235]. Ñ. Ëi äîâiâ, ùî çíàþ÷è îäèí

îïåðàòîð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ïî-
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Òàáë. Á.5: Îïòèìàëüíi ñèñòåìè ïiäàëãåáð Amax, íàâåäåíèõ ó òàáëèöi Á.3.

� Îïòèìàëüíà ñèñòåìà ïiäàëãåáð

1ρ 6=−1 g1 = 〈∂x〉, g1.1 = 〈3nt∂t + (ρ+ 1)nx∂x + (ρ− 2)u∂u〉

1ρ=−1 g1 = 〈∂x〉, ga1.2 = 〈nt∂t + a∂x − u∂u〉

2 g1 = 〈∂x〉, g2 = 〈3n∂t + nx∂x + u∂u〉

3 g1 = 〈∂x〉, gσ3.1 = 〈∂t + σ∂x〉, g3.2 = 〈3nt∂t + nx∂x − 2u〉

Â óñiõ âèïàäêàõ a ∈ R, n 6= 0, σ ∈ {−1, 0, 1}.

ðÿäîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çìåíøèòè íà îäèíèöþ; ÿêùî æ âiäîìèé

îïåðàòîð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ n-âèìiðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, òî öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðåäóêóâàòè äî (n−1)-

âèìiðíîãî. Öå ñïðàâåäëèâî äëÿ îïåðàòîðiâ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié, ùî âiä-

ïîâiäàþòü îäíîïàðàìåòðè÷íèì ãðóïàì ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié, ÿêi äiþòü ðå-

ãóëÿðíî i òðàíñâåðñàëüíî íà ìíîãîâèäi, âèçíà÷åíîìó öèì äèôåðåíöiàëü-

íèì ðiâíÿííÿì [235]. Òàêèì ÷èíîì, ó íàøîìó âèïàäêó (1+1)-âèìiðíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äîñòàòíüî âèêîíàòè

ðåäóêöi¨ çà îäíîâèìiðíèìè ïiäàëãåáðàìè çíàéäåíî¨ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi, ùîá îòðèìàòè ðåäóêöi¨ äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü.

Ðåäóêöi¨ ñëiä âèêîíóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäàëãåáðè ç îïòèìàëüíî¨

ñèñòåìè [235]. Îïòèìàëüíi ñèñòåìè îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð àëãåáð ëi¨â-

ñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ç òàáëèöi Á.3 ïîäàíî ó òàáëèöi Á.5.

Ìè íå ðîçãëÿíåìî ðåäóêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü ïiäàëãåáði g1 = 〈∂x〉,
îñêiëüêè âîíè ïðèâîäÿòü òiëüêè äî ñòàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Àíçàöè òà ðåäó-

êîâàíi ðiâíÿííÿ, îòðèìàíi äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (Á.12) çà äîïîìîãîþ îäíî-

âèìiðíèõ ïiäàëãåáð ç òàáëèöi Á.5, çiáðàíî â òàáëèöi Á.6.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðåäóêîâàíå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

εϕ′′′ + (ϕn − σ)ϕ′ = 0 (Á.13)

ç âèïàäêó 4 òàáëèöi Á.6, ìîæíà îòðèìàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó÷î¨
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Òàáë. Á.6: Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ êëàñó ut + unux + g(t)uxxx = 0, ng 6= 0, ùî âiäïîâiäàþòü

ïiäàëãåáðàì, íàâåäåíèì ó òàáëèöi Á.5.

� g(t) g ω Àíçàö, u Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

1 εtρ, ρ 6= −1 g1.1 xt−
ρ+1
3 t

ρ−2
3n ϕ(ω) εϕ′′′ +

(
ϕn − ρ+1

3 ω
)
ϕ′ + ρ−2

3n ϕ = 0

2 εt−1 ga1.2 x− a
n ln t t−

1
nϕ(ω) εϕ′′′ +

(
ϕn − a

n

)
ϕ′ − 1

nf = 0

3 εet g2 xe−
1
3
t e

1
3n
tϕ(ω) εϕ′′′ +

(
ϕn − 1

3ω
)
ϕ′ + 1

3nϕ = 0

4 ε gσ3.1 x− σt ϕ(ω) εϕ′′′ + (ϕn − σ)ϕ′ = 0

5 ε g3.2 xt−
1
3 t−

2
3nϕ(ω) εϕ′′′ +

(
ϕn − 1

3ω
)
ϕ′ − 2

3nϕ = 0

Â óñiõ âèïàäêàõ a ∈ R, n 6= 0, σ ∈ {−1, 0, 1}, ε = ±1 mod G∼.

õâèëi äëÿ ðiâíÿííÿ ut + unux + εuxxx = 0. Ïðè σ 6= 0 äâîìà ÷àñòèííè-

ìè ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹, íàïðèêëàä, ϕ =

(
− σ(n+1)(n+2)

2 sh2(n2
√

σ
εω+C)

) 1
n

òà ϕ =

(
σ(n+1)(n+2)

2 ch2(n2
√

σ
εω+C)

) 1
n

, äå C � äîâiëüíà ñòàëà. Âîíè ïðèâîäÿòü äî

ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷î¨ õâèëi óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôði-

çà çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + unux + εuxxx = 0 âèãëÿäó

u =

(
−σ(n+ 1)(n+ 2)

2 sh2 z

) 1
n

, u =

(
σ(n+ 1)(n+ 2)

2 ch2 z

) 1
n

,

äå z = n
2

√
σ
ε (x− at) + C. Çàóâàæèìî, ùî â [60, 330] âæå áóëî ïîáóäîâàíî

äåÿêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + unux + α(t)u + εe−n
∫
α(t) dtuxxx = 0. Àëå öüîãî

âäàëîñÿ äîñÿãòè ñàìå çàâäÿêè òîìó, ùî îñòàííi ðiâíÿííÿ çâîäÿòüñÿ äî

ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôði-

çà. Iñíó¹ äåêiëüêà ñïîñîáiâ âèêîðèñòàííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ïðè çâåäåííi

êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

äî êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Êëàñè÷íèé

ìåòîä � âèìàãàòè, ùîá i ðiâíÿííÿ, i êðàéîâi óìîâè çàëèøàëèñÿ iíâàði-

àíòíèìè âiäíîñíî îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè Ëi iíôiíiòåçèìàëüíèõ ïåðå-
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òâîðåíü. Çâè÷àéíî, öåé iíôiíiòåçèìàëüíèé ïiäõiä çàñòîñîâó¹òüñÿ ÷àñòiøå

(äèâ., íàïðèêëàä, [65, Section 4.4]). Ìè çàñòîñó¹ìî éîãî äî çàäà÷i ç ïî-

÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ÿê ç ëiíiéíèì äåìïôóâàííÿì, òàê i áåç

íüîãî.

Çàäà÷à ç ïî÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ óçàãàëüíåíèõ

ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà áåç ëiíiéíîãî äåìïôóâàííÿ. Çàñòî-

ñó¹ìî ñïî÷àòêó öåé àëãîðèòì äî çàäà÷ ç ðiâíÿííÿì Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

âèãëÿäó (Á.12), òîáòî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ç ïî÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè óìî-

âàìè

ut + unux + g(t)uxxx = 0, t > 0, x > 0, (Á.14)

u(x, 0) = 0, x > 0,

u(0, t) = q(t), t > 0,

ux(0, t) = 0, t > 0,

uxx(0, t) = 0, t > 0,

(Á.15)

äå q(t) � ãëàäêà ôóíêöiÿ, ùî íå ìà¹ íóëiâ.

Àëãîðèòì ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç ïðèïóùåííÿ, ùî çàãàëüíà ñèìåòðiÿ ìà¹

âèãëÿä

Q =
n∑
i=1

αiQi, (Á.16)

äå n � êiëüêiñòü áàçèñíèõ îïåðàòîðiâ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ ií-

âàðiàíòíîñòi äàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,

à αi, i = 1, . . . , n, � ñòàëi, ÿêi ïîòðiáíî âèçíà÷èòè.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 1 òàáëèöi Á.3. Çàãàëüíà ñèìåòðiÿ (Á.16) íàáóâà¹

âèãëÿäó

Q = α1∂x + α2 [3nt∂t + (ρ+ 1)nx∂x + (ρ− 2)u∂u] .

Çàñòîñóâàâøè Q äî ïåðøî¨ êðàéîâî¨ óìîâè x = 0, u(t, 0) = q(t), ìà¹ìî

α1 = 0, q(t) = γt
ρ−2
3n , γ = const .
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Çàïèñàâøè äðóãå ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà Q, à ñàìå

Q(2) = 3nt∂t + (ρ+ 1)nx∂x + (ρ− 2)u∂u

+ (ρ− nρ− n− 2)ux∂ux + (ρ− 2nρ− 2n− 2)uxx∂uxx

(äîäàíêè, ùî íå âèêîðèñòîâóþòüñÿ, òóò ïðîïóùåíî), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

âîíî çàëèøà¹ ïî÷àòêîâó óìîâó òà òðè îñòàííi êðàéîâi óìîâè iíâàðiàíòíè-

ìè. Íàðåøòi, ñèìåòðiÿ Q ïîðîäæó¹ àíçàö

u = t
ρ−2
3n ϕ(ω), ω = xt−

ρ+1
3 , (Á.17)

ÿêèé ðåäóêó¹ çàäà÷ó (Á.14) äî çàäà÷i Êîøi

εϕ′′′ + ϕnϕ′ − ρ+1
3 ωϕ′ + ρ−2

3n ϕ = 0,

ϕ(0) = γ, ϕ′(0) = 0, ϕ′′(0) = 0.
(Á.18)

Ó âèïàäêó 2 òàáëèöi Á.3 âiäïîâiäíà ñèìåòðiÿ íå çàëèøà¹ êðàéîâi óìîâè

iíâàðiàíòíèìè. Ó âèïàäêó 3 îòðèìà¹ìî íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè ç ρ = 0.

Çàäà÷à ç ïî÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ óçàãàëüíåíî-

ãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ç ëiíiéíèì äåìïôóâàííÿì. Ðîç-

ãëÿíåìî çàäà÷ó ç ïî÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ óçàãàëüíåíîãî

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç ëiíiéíèì äåì-

ïôóâàííÿì

ut + unux +
j

t
u+ g(t)uxxx = 0, t > 0, x > 0, (Á.19)

ç ïî÷àòêîâîþ òà êðàéîâèìè óìîâàìè (Á.15). Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ïî-

êàçàíî, ùî îïåðàòîð ñèìåòði¨, ÿêèé äîïóñêà¹òüñÿ ÿê ðiâíÿííÿì ç êëà-

ñó (Á.8), òàê i ïî÷àòêîâîþ òà êðàéîâèìè óìîâàìè (Á.15), äå q ¹ ñòåïåíå-

âîþ ôóíêöi¹þ, � öå òàê çâàíèé îïåðàòîð äèëàòàöi¨, òîáòî îïåðàòîð, ùî

âiäïîâiäà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íié ãðóïi Ëi ìàñøòàáóâàíü çìiííèõ t, x òà u.

Ðiâíÿííÿ (Á.20) äîïóñêà¹ îïåðàòîð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, ÿêèé çàëèøà¹ êðà-

éîâi óìîâè iíâàðiàíòíèìè, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g � ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ

÷è ñòàëà (âèïàäêè 1 òà 3 òàáëèöi Á.4). Ïiäñòàâëÿþ÷è h = j/t ó ôîðìóëè
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äëÿ g òà âiäïîâiäíi îïåðàòîðè ñèìåòði¨, íàâåäåíi ó âèïàäêó 1 òàáëèöi Á.4

(äå áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ïîêëàñòè κ = 0), ïåðåêîíó¹ìîñÿ,

ùî ðiâíÿííÿ

ut + unux +
j

t
u+ λtρ(1−nj)−njuxxx = 0 (Á.20)

äîïóñêà¹ îïåðàòîðè ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ∂x òà

Q =
3n

1− nj
t∂t + n(ρ+ 1)x∂x +

(
ρ− 2− 3nj

1− nj

)
u∂u.

Êðàéîâi óìîâè (Á.15) iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ ñèìåòði¨, ïîðî-

äæåíîãî îïåðàòîðîì Q, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q = γt
(ρ−2)(1−nj)−3nj

3n , äå

γ = const. Îòæå, ìîæíà çàñòîñóâàòè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨, ùîá ðîçâ'ÿçàòè

êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ç ëiíié-

íèì äåìïôóâàííÿì

ut + unux +
j

t
u+ λtρ(1−nj)−njuxxx = 0, t > 0, x > 0, (Á.21)

u(x, 0) = 0, x > 0,

u(0, t) = γt
ρ(1−nj)−nj−2

3n , t > 0,

ux(0, t) = 0, t > 0,

uxx(0, t) = 0, t > 0.

(Á.22)

Ñèìåòðiÿ Q ïîðîäæó¹ ïåðåòâîðåííÿ

u = t
ρ(1−nj)−nj−2

3n ϕ(ω), ω = xt
(ρ+1)(nj−1)

3 ,

ùî çâîäèòü çàäà÷ó (Á.21)�(Á.22) äî

λϕ′′′ + ϕnϕ′ + (ρ+1)(nj−1)
3 ωϕ′ + (ρ−2)(1−nj)

3n ϕ = 0,

ϕ(0) = γ, ϕ′(0) = 0, ϕ′′(0) = 0.
(Á.23)

Äëÿ j = 1/2 òà j = 1 ðiâíÿííÿ (Á.21) ñòà¹ óçàãàëüíåíèì öèëiíäðè÷íèì

òà ñôåðè÷íèì ðiâíÿííÿì Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà, âiäïîâiäíî.
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Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (Á.8) ïðîâåäåíî âè÷åðïíî. Ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâ-

ëåíî äâîìà ñïîñîáàìè: ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi (òàáëèöÿ Á.3) òà

áåç ñïðîùåííÿ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi (òàáëèöÿ Á.4). Ïðîêëàñè-

ôiêîâàíî iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè (òàáëèöÿ Á.6). Çíàéäåíi ëi¨âñüêi ñèìåòði¨

óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çàñòîñîâàíî äî çàäà÷i ç ïî÷à-

òêîâèìè i êðàéîâèìè óìîâàìè (Á.14)�(Á.15) ç ìåòîþ ïåðåòâîðåííÿ ¨¨ ó çà-

äà÷ó Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (Á.18) [307]. Ðå-

çóëüòóþ÷ó íåëiíiéíó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî ÷èñåëüíî çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî-

ðiçíèöåâî¨ ñõåìè äðóãîãî ïîðÿäêó òà ìåòîäó ïðîñòèõ iòåðàöié. Ñõåìó ïåðå-

âiðåíî øëÿõîì ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî ïîäiáíèõ çàäà÷, ÿêi âæå áóëî ðîçâ'ÿçàíî

iíøèìè ìåòîäè: ðåçóëüòàòè ÷óäîâî óçãîäæóþòüñÿ. Ïåðåâiðåíî åôåêò êå-

ðiâíèõ ïàðàìåòðiâ íà ðîçâ'ÿçêàõ (Á.14)�(Á.15). Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùåçãà-

äàíi ïåðåòâîðåííÿ, ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçêè îðèãiíàëüíîãî äèôåðåíöiàëüíî-

ãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Á.3. Ãðóïîâèé àíàëiç ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà âèíèêà¹, çîêðåìà, ïðè ìîäåëþâàííi îäíî-

âèìiðíèõ ïëîñêèõ õâèëü ó õîëîäíié êâàçiíåéòðàëüíié áåçêîëiçiéíié ïëà-

çìi, ùî ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ îñi x, ïiä äi¹þ îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïî-

ëÿ [173]. Âèÿâèëîñÿ, ùî êîëè êóò ïîøèðåííÿ õâèëi âiäíîñíî çîâíiøíüî-

ãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ ñòà¹ êðèòè÷íèì, ïîõiäíó òðåòüîãî ïîðÿäêó (äèñïåð-

ñiþ) â ìîäåëüíîìó ðiâíÿííi ïîòðiáíî çàìiíèòè íà ïîõiäíó ï'ÿòîãî ïîðÿä-

êó [174]. Òîáòî ìàãíiòíî-àêóñòè÷íi õâèëi, ùî ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ öüîãî

êðèòè÷íîãî íàïðÿìó, ìîäåëþþòüñÿ íàéïðîñòiøèì ðiâíÿííÿì Êîðòåâåãà�

äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó

ut + uux + µuxxxxx = 0, µ = const. (Á.24)
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Ó ðîáîòi [222] ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ (Á.24) ç µ = −1 îïèñó¹ ïîîäèíîêi

õâèëi â íåëiíiéíié ëiíi¨ ïåðåäà÷i òèïó LC-ladder.

Ðiâíÿííÿ (Á.24) òà éîãî óçàãàëüíåííÿ âèâ÷àëè ó âåëèêié êiëüêîñòi ðî-

áiò. Òàê, ó [176,328] çíàéäåíî òî÷íèé ñîëiòîííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (Á.24)

ó òåðìiíàõ åëiïòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ßêîái cn. Ðîçâ'ÿçêè òèïó ¾ïóëüñóþ÷î-

ãî ìóëüòèïëåòó¿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïåðåâiðåíî ó ðîáîòi [153]. Òàì æå íà-

âåäåíî ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ çi çáåðåæåíèìè ñòðóìàìè u, u2 òà

u3 + 3
2(uxx)

2. Íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà,

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó íå iíòåãðó¹òüñÿ ìåòîäîì

ïåðåòâîðåííÿ îáåðíåíîãî ðîçñiÿííÿ [214]. Ó ðîáîòi [207] çíàéäåíî ëi¨âñüêi

ñèìåòði¨ òà âiäïîâiäíi ðåäóêöi¨ (Á.24) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ.

Ó [320] çðîáëåíî ñïðîáó êëàñèôiêóâàòè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ óçàãàëüíåíèõ

ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëå-

æàòü âiä ÷àñó, âèãëÿäó ut + unux +α(t)u+ β(t)uxxxxx = 0. Ïðîòå íàâåäåíi

òàì ðåçóëüòàòè, âçàãàëi êàæó÷è, íåêîðåêòíi. Ó öié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

âèêîíàíî êîðåêòíó òà ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó

ut + uux + α(t)u+ β(t)uxxxxx = 0, β 6= 0, (Á.25)

äå α òà β � ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t. Ùîá çìåíøèòè êiëüêiñòü çìiííèõ

êîåôiöi¹íòiâ i ïðîäîâæèòè ñèìåòðiéíèé àíàëiç îïòèìàëüíèì øëÿõîì, ñïî-

÷àòêó çíàéäåíî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ [261] ó êëàñi (Á.25). Òåïåð ìîæíà

íàâåñòè êëàñèôiêàöiþ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié òà ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié.

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (Á.25) îïè-

ñàíî òàêèì òâåðäæåííÿì.

Òåîðåìà Á.11. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼ êëà-

ñó (Á.25) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = (x+ δ1)X
1 + δ2, ũ =

1

Tt

(
X1u+X1

t (x+ δ1)
)
,

α̃(t̃) =
1

Tt

(
α(t)− 2

X1
t

X1
+
Ttt
Tt

)
, β̃(t̃) =

(X1)5

Tt
β(t),
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äå X1 = (δ3

∫
e−

∫
α(t)dtdt + δ4)

−1; δj, j = 1, . . . , 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè-

÷îìó (δ3, δ4) 6= (0, 0); T = T (t) � ãëàäêà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ Tt 6= 0.

Óñÿ ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó (Á.25) ïîðîäæó¹òüñÿ

ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè Ĝ∼.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òåîðåìó, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié çâiäíîñòi

ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

äî ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà Á.12. Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëàñó (Á.25) çâî-

äèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êî-

åôiöi¹íòàìè (Á.24) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî êîåôiöi¹íòè α òà β

ïîâ'ÿçàíi ôîðìóëîþ

β = e−
∫
α(t)dt

(
c1

∫
e−

∫
α(t)dtdt+ c2

)3

, (Á.26)

äå c1 òà c2 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó (c1, c2) 6= (0, 0).

Âèêîðèñòàâøè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

t̂ =
∫
e−

∫
α(t) dtdt, x̂ = x, û = e

∫
α(t) dtu (Á.27)

ç ãðóïè Ĝ∼, ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè äîâiëüíèé åëåìåíò α äî íóëüîâîãî çíà-

÷åííÿ. Äiéñíî, öå ïåðåòâîðåííÿ âiäîáðàæà¹ êëàñ (Á.25) ó éîãî ïiäêëàñ

ç α̂ = 0. Äîâiëüíèé åëåìåíò β̂ âiäîáðàæåíîãî ðiâíÿííÿ âèðàæà¹òüñÿ â òåð-

ìiíàõ α òà β ÿê β̂ = e
∫
α(t) dtβ. Òîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi äîñòàòíüî

äîñëiäèòè êëàñ

ut + uux + β(t)uxxxxx = 0. (Á.28)

Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ó êëàñi (Á.28) ìîæíà îòðèìàòè, ïîêëàâ-

øè α̃ = α = 0 ó ïåðåòâîðåííi, íàâåäåíîìó â òåîðåìi Á.11.

Íàñëiäîê Á.13. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼α=0 êëàñó (Á.28)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
at+ b

ct+ d
, x̃ =

e2x+ e1t+ e0

ct+ d
, ũ =

e2(ct+ d)u− e2cx− e0c+ e1d

∆
,
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β̃ =
e2

5

(ct+ d)3

β

∆
,

äå a, b, c, d, e0, e1 òà e2 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó ∆ = ad− bc 6= 0 òà

e2 6= 0. Íàáið (a, b, c, d, e0, e1, e2) âèçíà÷åíî ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî

ìíîæíèêà, òîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ∆ =

±1.

Óñÿ ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó (Á.28) ïîðîäæó¹òüñÿ

ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼α=0.

Êîìïîíåíòè öüîãî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ t, x òà u ñïiâïàäàþòü ç âiä-

ïîâiäíèìè êîìïîíåíòàìè, îòðèìàíèìè äëÿ êëàñó ðiâíÿíü Áþðãåðñà

ut + uux + β(t)uxx = 0 [247] òà äëÿ êëàñó ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà

ut + uux + β(t)uxxx = 0 [264].

Íàñëiäîê Á.14. Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëàñó (Á.28)

çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè (Á.24) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè β = (c1t + c2)
3, äå c1 òà

c2 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó (c1, c2) 6= (0, 0).

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íèé ïiäõiä Ëi�Îâñÿííiêîâà. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà Á.15. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (Á.28) � äâîâèìiðíà àáåëåâà àëãåáðà Aker = 〈∂x, t∂x + ∂u〉.
Óñi ìîæëèâi G∼α=0-íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíèõ

àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè 1�4 òàáëè-

öi Á.7.

Çàóâàæåííÿ Á.16. Êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê äëÿ êëàñó (Á.25) ç òî÷íiñòþ

äî Ĝ∼-åêâiâàëåíòíîñòi ñïiâïàäà¹ çi ñïèñêîì, íàâåäåíèì ó òàáëèöi Á.7.

Çàóâàæåííÿ Á.17. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (Á.25) äîïóñêà¹ ÷îòèðüîõâèìið-

íó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî òî÷êîâî-

åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè (Á.24).



369

Òàáë. Á.7: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.28) ç òî÷íiñòþ äî G∼α=0-åêâiâàëåíòíîñòi.

� β(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x, t∂x + ∂u

1 tρ ∂x, t∂x + ∂u, 5t∂t + (ρ+ 1)x∂x + (ρ− 4)u∂u

2 et ∂x, t∂x + ∂u, 5∂t + x∂x + u∂u

3 (t2 + 1)
3
2 e5ν arctg t ∂x, t∂x + ∂u, (t2 + 1)∂t + (t+ ν)x∂x + ((ν − t)u+ x)∂u

4 1 ∂x, t∂x + ∂u, ∂t, 5t∂t + x∂x − 4u∂u

Òóò ρ òà ν � äiéñíi ñòàëi, ρ 6= 0. Ç òî÷íiñòþ äî G∼α=0-åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ââà-

æàòè, ùî ρ 6 3/2, ν > 0.

Ó òàáëèöi Á.8 òàêîæ ïîäàíî ïîâíèé ñïèñîê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêèõ ñè-

ìåòðié äëÿ êëàñó (Á.25), äå äîâiëüíi åëåìåíòè íå ñïðîùåíî òî÷êîâèìè

ïåðåòâîðåííÿìè. Äëÿ éîãî îòðèìàííÿ âèêîðèñòàíî ïiäõiä, ùî  ðóíòó¹-

òüñÿ íà ïîíÿòòi åêâiâàëåíòíîñòi [299].

Âèïàäêè, íàâåäåíi ó òàáëèöi Á.8, äàþòü óñi ðiâíÿííÿ (Á.25), äëÿ ÿêèõ

åôåêòèâíèì ¹ êëàñè÷íèé ìåòîä ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié.

Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ äàþòü íàì ïîòóæíèé iíñòðóìåíò

çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè � äîçâîëÿþòü çâåñòè ¨õ äî ðiâíÿíü ç ìåíøîþ êiëüêi-

ñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ, àáî íàâiòü äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü. ßêùî (1+1)-âèìiðíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè äîïóñêà¹ îïåðàòîð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u,

òî àíçàö, ùî ðåäóêó¹ öå ðiâíÿííÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ, ìîæíà çíàéòè ÿê ðîçâ'ÿçîê óìîâè iíâàðiàíòíîñòi ïîâåðõíi

Q[u] := τut + ξux− η = 0 [23,235]. Íà ïðàêòèöi äëÿ öüîãî ñëiä ðîçâ'ÿçàòè

âiäïîâiäíó õàðàêòåðèñòè÷íó ñèñòåìó dt
τ = dx

ξ = du
η . Ùîá îòðèìàòè íååê-

âiâàëåíòíi ðåäóêöi¨, ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäàëãåáðè ç îïòèìàëüíî¨

ñèñòåìè (äèâ. [235, ðîçäië 3.3]).

Ìè ïîáóäóâàëè îïòèìàëüíi ñèñòåìè îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð äëÿ âñiõ

ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi, íàâåäåíèõ ó òàáëèöi Á.7.
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Òàáë. Á.8: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.25) áåç âèêîðèñòàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

� β(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x, T∂x + Tt∂u

1 ∂x, T∂x + Tt∂u, 5T−1t (aT + b)(cT + d)∂t +
[
5acT

λTt(aT + b)ρ(cT + d)3−ρ + ad(ρ+ 1) + bc(4− ρ)
]
x∂x +

(
5acxTt −

[
5acT

+ 5αT−1t (aT + b)(cT + d) + bc(ρ+ 1) + ad(4− ρ)
]
u
)
∂u

2 λTt(cT + d)3 exp
(
aT+b
cT+d

)
∂x, T∂x + Tt∂u, 5T−1t (cT + d)2∂t + (5c(cT + d) + ∆)x∂x

+
[
5c2xTt +

(
∆− 5(cT + d)(c+ α(cT + d)T−1t )

)
u
]
∂u

3 ∂x, T∂x + Tt∂u, T−1t

(
(aT + b)2 + (cT + d)2

)
∂t

λTte
5ν arctg(aT+b

cT+d) +
[
a(aT + b) + c(cT + d) + ν∆

]
x∂x

×
(
(aT + b)2 + (cT + d)2

) 3
2 +

[
(a2 + c2)xTt −

(
a(aT + b) + c(cT + d)− ν∆

+ αT−1t

(
(aT + b)2 + (cT + d)2

))
u
]
∂u

4a λTt ∂x, T∂x + Tt∂u, T−1t (∂t − αu∂u),

5TT−1t ∂t + x∂x − (4 + 5TT−1t α)u∂u

4b ∂x, T∂x + Tt∂u,

Tt(cT + d)3 5T−1t (cT + d)∂t + 4cx∂x − (c+ 5T−1t (cT + d)α)u∂u,

T−1t (cT + d)2∂t + c(cT + d)x∂x

+ [c2xTt − (cT + d)(c+ T−1t (cT + d)α)u]∂u

Òóò a, b, c, d, λ, ν òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó λ 6= 0 òà ρ 6= 0, 3, ∆ = ad − bc 6= 0;

ôóíêöiÿ α(t) ¹ äîâiëüíîþ â óñiõ âèïàäêàõ; T =
∫
e−

∫
α(t)dtdt.

Ðåçóëüòàòè çiáðàíî â òàáëèöi Á.9.

Ðåäóêöi¨ çà ïiäàëãåáðîþ g ïðèâîäÿòü òiëüêè äî ñòàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ðå-

äóêöiþ çà ïiäàëãåáðîþ g4.3 íå íàâîäèìî, îñêiëüêè âîíà ñïiâïàäà¹ ç ðåäó-

êöi¹þ çà g1.1 ïðè ρ = 0. Iíøi ðåäóêöi¨ ïåðåëi÷åíî â òàáëèöi Á.10.
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Òàáë. Á.9: Îïòèìàëüíi ñèñòåìè îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð Amax ç òàáëèöi Á.7.

Âèïàäîê Îïòèìàëüíà ñèñòåìà

0 g = 〈∂x〉, ga = 〈(t+ a)∂x + ∂u〉

1ρ6=−1,4 g = 〈∂x〉, gσ = 〈(t+ σ)∂x + ∂u〉, g1.1 = 〈5t∂t + (ρ+ 1)x∂x + (ρ− 4)u∂u〉

1ρ=−1 g = 〈∂x〉, gσ = 〈(t+ σ)∂x + ∂u〉, ga1.2 = 〈t∂t + a∂x − u∂u〉

2 g = 〈∂x〉, g0 = 〈t∂x + ∂u〉, g2 = 〈5∂t + x∂x + u∂u〉

3 g = 〈∂x〉, g3 = 〈(t2 + 1)∂t + (t+ ν)x∂x + (x+ (ν − t)u)∂u〉

4 g = 〈∂x〉, g4.1 = 〈∂t〉, gσ4.2 = 〈σ∂t + t∂x + ∂u〉, g4.3 = 〈5t∂t + x∂x − 4u∂u〉

Òóò a � äiéñíi ñòàëà, σ ∈ {−1, 0, 1}. Ç òî÷íiñòþ äî G∼α=0-åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ââà-

æàòè, ùî ρ 6 3/2, ν > 0.

Òàáë. Á.10: Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (Á.28).

Âèïàäîê g ω Àíçàö, u = Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

0 ga t ϕ(ω) +
x

t+ a
(ω + a)ϕ′ + ϕ = 0

1ρ 6=−1,4 g1.1 xt−
ρ+1
5 t

ρ−4
5 ϕ(ω) ϕ′′′′′ +

(
ϕ− ρ+1

5 ω
)
ϕ′ + ρ−4

5 ϕ = 0

1ρ=−1 ga1.2 x− a ln t t−1ϕ(ω) ϕ′′′′′ + (ϕ− a)ϕ′ − ϕ = 0

2 g2 xe−
1
5
t e

1
5
tϕ(ω) ϕ′′′′′ +

(
ϕ− 1

5ω
)
ϕ′ + 1

5ϕ = 0

3 g3
xe−ν arctg t√

t2 + 1

eν arctg t√
t2 + 1

ϕ(ω) +
xt

t2 + 1
ϕ′′′′′ + (ϕ− νω)ϕ′ + νϕ+ ω = 0

4.1 g4.1 x ϕ(ω) ϕ′′′′′ + ϕϕ′ = 0

4.2 gσ4.2 x± t2

2
ϕ(ω)∓ t ϕ′′′′′ + ϕϕ′ ∓ 1 = 0

Òóò a � äîâiëüíà ñòàëà.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç òàáëèöi Á.10 òà

çàñòîñóâàâøè ïiñëÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ (Á.31), ìîæíà îòðèìàòè ¾âèðî-

äæåíèé¿ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (Á.25), à ñàìå

u =
x+ b∫

e−
∫
α(t)dtdt+ a

e−
∫
α(t)dt,

ÿêèé ¹ êîðåêòíèì äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ α. Òóò a òà b � äîâiëüíi
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ñòàëi.

Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷íèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (Á.25), ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ¨õíiõ âiäïîâiäíèêiâ çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè, òîáòî êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì (Á.26).

Âiçüìåìî âiäîìèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (Á.24) ó òåðìiíàõ åëiïòè÷íî¨ ôóíê-

öi¨ ßêîái cn ç ðîáîòè [328] òà îòðèìà¹ìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

u =

105
16 a cn4

(
W (t, x);

√
2

2

)
+ c1(x+ d)

e
∫
α(t)dtZ

äëÿ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-

òàìè

ut + uux + α(t)u− e−
∫
α(t)dtZ3uxxxxx = 0,

äå W (t, x) =
√

2
4 a

1
4

(
x+d
Z −

21
8 a
∫

e−
∫
α(t)dt

Z2 dt
)

+ b, Z = c1

∫
e−

∫
α(t)dtdt + c2,

a � äîäàòíà ñòàëà, c1, c2, b òà d � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó (c1, c2) 6= (0, 0).

Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáð ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié, ùî äîïóñêàþòüñÿ

ðiâíÿííÿìè ç êëàñó (Á.25), ïðîêëàñèôiêîâàíî â òàáëèöi Á.9. Óñi íååêâi-

âàëåíòíi ðåäóêöi¨ çà òàêèìè ïiäàëãåáðàìè çiáðàíî â òàáëèöi Á.10. Âèêî-

íàíi ðåäóêöi¨ ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ i/àáî ÷èñåëüíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Ïðèêëàäè òàêî¨ ïîáóäîâè äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êàâà-

õàðè íàâåäåíî ó ðîáîòi [195]. Äâà ïðîñòi ðîçâ'ÿçêè ïîáóäîâàíî â öüîìó

ðîçäiëi.

Á.4. Ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó

Ó öüîìó ðîçäiëi ç òî÷êè çîðó ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äîñëiäæåíî êëàñ óçà-

ãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè

ut + unux + α(t)u+ β(t)uxxxxx = 0. (Á.29)
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Òóò α òà β � ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä t, ùî íå ìàþòü íóëiâ; n � äîäàòíå

öiëå ÷èñëî, n > 2. Öÿ ðîáîòà � ïðèðîäíå ïðîäîâæåííÿ íàøîãî äîñëiä-

æåííÿ [197], äå ïðîâåäåíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü (Á.29)

ç n = 1. Ñèìåòðiéíèé àíàëiç êëàñó (Á.29) ðîçïî÷àòî â ðîáîòi [320], àëå ìè

ïîêàæåìî, ùî íàâåäåíi òàì ðåçóëüòàòè íåêîðåêòíi. Âèïàäîê n = 2 ðîçãëÿ-

äàâñÿ òàêîæ ó [321], àëå ïîâíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ òàì íå äîñÿãíóòî.

Ðiçíîìàíiòíi óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà âèíèêàþòü

ó áàãàòüîõ ôiçè÷íèõ ìîäåëÿõ, âêëþ÷àþ÷è òàêi, ùî îïèñóþòü ãðàâiòàöié-

íi õâèëi, õâèëi ó ïëàçìi òà ó ðåøiòêàõ [168]. Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ (Á.29)

ç n = 1, α = 0 òà β = const ìîäåëþ¹ îäíîâèìiðíi ãiäðîìàãíiòíi õâèëi ó õî-

ëîäíié êâàçiíåéòðàëüíié áåçêîëiçiéíié ïëàçìi, ùî ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ

îñi x ïiä äi¹þ îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ çà äåÿêèõ óìîâ, à ñàìå � êîëè

êóò ïîøèðåííÿ õâèëi âiäíîñíî çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ ñòà¹ êðèòè-

÷íèì [174]. Áiëüøå ïîñèëàíü íà äîñëiäæåííÿ, ïðèñâÿ÷åíi öèì ðiâíÿííÿì,

ìîæíà çíàéòè ó ðîáîòi [197].

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ. Ïîøóê äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëà-

ñi (Á.29) ïðîâåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì ïðÿìîãî ìåòîäó [184]. Ñïðàâåäëèâå

òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà Á.18. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (Á.29)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ =

(
δ1

Tt

) 1
n

u,

α̃(t̃) =
α

Tt
+

Ttt
nT 2

t

, β̃(t̃) =
δ1

5

Tt
β(t), ñ = n,

äå δj, j = 1, 2, � äîâiëüíi ñòàëi, T � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó

δ1Tt > 0.

Âñÿ ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó (Á.29) ïîðîäæó¹òüñÿ

ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼.

ßêùî ââàæàòè, ùî ñòàëà n çìiíþ¹òüñÿ â êëàñi (Á.29), òî ãðóïà åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼ � óçàãàëüíåíà, îñêiëüêè n ÿâíî ïðèñóòíÿ â ïåðåòâîðåííi
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çìiííî¨ u. Îñêiëüêè n ¹ iíâàðiàíòîì ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi, êëàñ (Á.29) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ éîãî íåïåðå-

òèííèõ ïiäêëàñiâ ç ôiêñîâàíèì n. Äëÿ êîæíîãî òàêîãî ïiäêëàñó ãðóïà

åêâiâàëåíòíîñòi G∼ ¹ çâè÷àéíîþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Á.18, âèâåäåìî êðèòåðié çâiäíîñòi ðiâíÿíü

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (Á.29) äî ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

ç öüîãî æ êëàñó.

Òåîðåìà Á.19. Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êëàñó (Á.29) çâî-

äèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ç öüîãî æ êëàñó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî êîåôiöi¹íòè α òà β çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

n (α/β)t = (1/β)tt . (Á.30)

Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ç ãðóïè G∼ äîçâîëÿþòü âiäêàëiáðóâàòè

îäèí ç äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α ÷è β äî ïðîñòîãî ñòàëîãî çíà÷åííÿ. Íàïðè-

êëàä, α ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíèì íóëþ, àáî æ β � ðiâíèì îäèíèöi. Êàëiáðó-

âàííÿ α = 0 ïðèâîäèòü äî áiëüø ñóòò¹âîãî ñïðîùåííÿ äîñëiäæåííÿ, òîáòî

¹ áiëüø âèãðàøíèì. Äîâiëüíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (Á.29) ìîæíà âiäîáðàçèòè

ó ðiâíÿííÿ ç öüîãî æ êëàñó ç α̃ = 0 ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi

t̃ =
∫
e−n

∫
α(t) dtdt, x̃ = x, ũ = e

∫
α(t) dtu. (Á.31)

Òîäi ¹äèíèé çìiííèé êîåôiöi¹íò ó ïåðåòâîðåíîìó ðiâíÿííi âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç α òà β ÿê β̃ = en
∫
α(t) dtβ (òóò i äàëi iíòåãðàë çà t ñëiä ðîçóìiòè

ÿê äåÿêó ôiêñîâàíó ïåðâiñíó). Îòæå, ìîæíà îáìåæèòèñÿ äîñëiäæåííÿì

êëàñó

ut + unux + β(t)uxxxxx = 0. (Á.32)

Ùîá îòðèìàòè ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ (Á.32), ó âiäïîâiäíîìó ïåðå-

òâîðåííi, íàâåäåíîìó â òåîðåìi Á.18, ïîêëàäåìî α̃ = α = 0. Òîäi ëåãêî

äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ T � ëiíiéíà çà t i ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ:



375

Òàáë. Á.11: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.32) ç òî÷íiñòþ äî G∼0 -åêâiâàëåíòíîñòi.

� β(t) Áàçèñ Amax

1 ∀ ∂x

2 εtρ ∂x, 5nt∂t + (ρ+ 1)nx∂x + (ρ− 4)u∂u

3 εet ∂x, 5n∂t + nx∂x + u∂u

4 ε ∂x, ∂t, 5nt∂t + nx∂x − 4u∂u

Òóò n 6= 0, 1, ρ � äîâiëüíà íåíóëüîâà ñòàëà; ε = ±1 mod G∼0 .

Íàñëiäîê Á.20. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼0 êëàñó (Á.32)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ3t+ δ4, x̃ = δ1x+ δ2, ũ =
(
δ1
δ3

) 1
n

u,

β̃(t̃) =
δ1

5

δ3
β(t), ñ = n,

(Á.33)

äå δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ3 > 0.

Óñÿ ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó (Á.32) ïîðîäæó¹òüñÿ

ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè G∼0 .

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à ãðóïî-

âî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (Á.29) çâîäèòüñÿ äî ïîäiáíî¨ çàäà÷i äëÿ éîãî

ïiäêëàñó (Á.32). Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà Á.21. ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi íå-

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êëàñó (Á.32) ç n 6= 1 ñïiâïàäà¹ ç îäíîâèìiðíîþ àë-

ãåáðîþ 〈∂x〉. Óñi ìîæëèâi G∼0 -íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåííÿ ìàê-

ñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ íàâåäåíèìè

ó âèïàäêàõ 2�4 òàáëèöi Á.11.

Òâåðäæåííÿ Á.22. Êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê äëÿ êëàñó (Á.29) ç òî÷íi-

ñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ñïiâïàäà¹ çi ñïèñêîì, íàâåäåíèì ó òàáëè-

öi Á.11.
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Òàáë. Á.12: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.29) ç n 6= 0, 1 áåç âèêîðèñòàííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi.

� β(t) Áàçèñ Amax

1 ∀ ∂x

2 λTt
(
T + κ

)ρ
∂x, 5n(T + κ)T−1t ∂t + n(ρ+ 1)x∂x + (ρ− 4− 5nα(t)(T + κ)T−1t )u∂u

3 λTte
mT ∂x, 5nT−1t ∂t +mnx∂x +

(
m− 5nα(t)T−1t

)
u∂u

4 λTt ∂x, T
−1
t (∂t − α(t)u∂u), 5nTT−1t ∂t + nx∂x − (4 + 5nα(t)TT−1t )u∂u

Òóò λ, κ, ρ òà m � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó λρm 6= 0, T = T (t) =
∫
e−n

∫
α(t) dtdt,

à ôóíêöiÿ α(t) ¹ äîâiëüíîþ ó âñiõ âèïàäêàõ.

Òâåðäæåííÿ Á.23. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (Á.29) äîïóñêà¹ òðüîõâèìiðíó

àëãåáðó ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî òî÷êîâî-

åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè ut + unux + εuxxxxx = 0 ç öüîãî æ êëàñó.

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîäàëüøèõ çàñòîñóâàíü íàâåäåìî â òàáëèöi Á.12 ïîâíèé

ñïèñîê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ ïî÷àòêîâîãî êëàñó (Á.29), äå äî-

âiëüíi åëåìåíòè íå ñïðîùåíî ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi (äîêëàäíèé

àëãîðèòì îòðèìàííÿ òàêèõ ñïèñêiâ çi ñïðîùåíèõ îïèñàíî â [299]).

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äàþòü âñi ðiâíÿííÿ (Á.29),

äî ÿêèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè êëàñè÷íèé ìåòîä ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié.

Ñèìåòðiéíi ðåäóêöi¨ òà ïîáóäîâà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ùîá çíàéòè

îïòèìàëüíi ñèñòåìè îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð äëÿ àëãåáð Ëi Amax, íàâåäå-

íèõ ó òàáëèöi Á.11, ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ¨õíþ ñòðóêòóðó, âèêîðèñòàâøè

ïîçíà÷åííÿ ðîáîòè [245]. Ó âèïàäêàõ 2 òà 3 ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨â-

ñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi � äâîâèìiðíi. Ó âèïàäêó 2 ç ρ = −1 âîíè àáåëåâi

(2A1). Àëãåáðè ó âèïàäêó 2 ç ρ 6= −1 òà ó âèïàäêó 3 � íåàáåëåâi (A2).

Òðüîõâèìiðíà àëãåáðà ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè, íàâåäåíèìè ó âèïàäêó 4,

íàëåæèòü äî òèïó Aa
3.5, äå a = 1/5.

Îòæå, îïòèìàëüíi ñèñòåìè îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð ìàêñèìàëüíèõ àë-

ãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi Amax, íàâåäåíèõ ó òàáëèöi Á.11, òàêi:
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Òàáë. Á.13: Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ ut + unux + β(t)uxxxxx = 0.

� β(t) g ω Àíçàö Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

1 εtρ, ρ 6= −1 g2.1 xt−
ρ+1
5 u = t

ρ−4
5n ϕ(ω) εϕ′′′′′ +

(
ϕn − ρ+1

5 ω
)
ϕ′ + ρ−4

5n ϕ = 0

2 εt−1 ga2.2 x− a
n ln t u = t−

1
nϕ(ω) εϕ′′′′′ +

(
ϕn − a

n

)
ϕ′ − 1

nϕ = 0

3 εet g3 xe−
1
5
t u = e

1
5n
tϕ(ω) εϕ′′′′′ +

(
ϕn − 1

5ω
)
ϕ′ + 1

5nϕ = 0

4 ε gσ4.1 x− σt u = ϕ(ω) εϕ′′′′′ + (ϕn − σ)ϕ′ = 0

5 ε g4.2 xt−
1
5 u = t−

4
5nϕ(ω) εϕ′′′′′ +

(
ϕn − ω

5

)
ϕ′ − 4

5nϕ = 0

Òóò a � äîâiëüíà ñòàëà, σ ∈ {−1, 0, 1}, ε = ±1 mod G∼0 , n 6= 0, 1.

2ρ 6=−1 : g0 = 〈∂x〉, g2.1 = 〈5nt∂t + (ρ+ 1)nx∂x + (ρ− 4)u∂u〉;
2ρ=−1 : g0 = 〈∂x〉, ga2.2 = 〈nt∂t + a∂x − u∂u〉, äå a � äîâiëüíà ñòàëà;

3: g0 = 〈∂x〉, g3 = 〈5n∂t + nx∂x + u∂u〉;
4: g0 = 〈∂x〉, gσ4.1 = 〈∂t + σ∂x〉, g4.2 = 〈5nt∂t + nx∂x − 4u∂u〉,

σ ∈ {−1, 0, 1}.
Ðåäóêöi¨ çà ïiäàëãåáðîþ g0 íå âèêîíó¹ìî, îñêiëüêè âîíè ïðèâîäÿòü

òiëüêè äî ñòàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ðåäóêöi¨ çà iíøèìè îäíîâèìiðíèìè ïiäàëãå-

áðàìè é îòðèìàíi îïòèìàëüíi ñïèñêè ïîäàíî â òàáëèöi Á.13.

Ìîæíà ðîçãëÿíóòè òàêîæ ðåäóêöi¨ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó äî àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, âèêîðèñòîâóþ÷è äâîâè-

ìiðíi ïiäàëãåáðè ¨õíiõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi. Iñíó¹ ëèøå îäíà

òàêà ïiäàëãåáðà, ùî ïðèâîäèòü äî íåñòàëîãî ðîçâ'ÿçêó. Öå ïiäàëãåáðà

〈∂t, 5nt∂t + nx∂x − 4u∂u〉

àëãåáðè Amax, íàâåäåíî¨ ó âèïàäêó 4 òàáëèöi Á.11. Âiäïîâiäíèé àíçàö

u = Cx−
4
n ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ

ut + unux + εuxxxxx = 0 (Á.34)

äî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ íà ñòàëó C. Ðîçâ'ÿçàâøè éîãî, îòðèìà¹ìî ñòà-

öiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê

u = (−8ε(n+ 1)(n+ 2)(n+ 4)(3n+ 4))
1
n (nx)−

4
n
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ðiâíÿííÿ (Á.34). Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðîçâ'ÿçîê òà ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi (Á.31), ïîáóäó¹ìî ïðîñòèé íåñòàöiîíàðíèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

u =
(
− 8ε(n+ 1)(n+ 2)(n+ 4)(3n+ 4)

) 1
n (nx)−

4
ne−

∫
α(t) dt

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëå-

æàòü âiä ÷àñó

ut + unux + α(t)u+ εe−n
∫
α(t) dtuxxxxx = 0, (Á.35)

äå α � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ùî íå ìà¹ íóëiâ.

Ïðè n = 2 ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê òèïó áiæó÷î¨ õâèëi

u = ±2
√
−10ε

(
3 th(x+ 24εt)2 − 2

)
ðiâíÿííÿ (Á.34), âiäîìèé ç [243]. Âèêîðèñòîâóþ÷è (Á.31), îòðèìà¹ìî òî-

÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (Á.35) ç n = 2

u = ±2
√
−10ε

(
3 th

(
x+ 24ε

∫
e−2

∫
α(t) dtdt

)2

− 2

)
e−

∫
α(t) dt.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îòðèìàíi ðåäóêöi¨ äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ óçàãàëüíåíîãî

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó, äèâ. [195,307].

Ïðèêiíöåâi çàóâàæåííÿ. Ñèìåòðiéíèé àíàëiç êëàñó (Á.29) áóëî ðîçïî-

÷àòî ó ðîáîòi [320], à âèïàäîê n = 2 îêðåìî ðîçãëÿíóòî â [321]. Ïðîòå

íàâåäåíi òàì ðåçóëüòàòè ¹ íåêîðåêòíèìè [320] àáî íåïîâíèìè [321]. Êîí-

êðåòèçó¹ìî îñíîâíi íåäîëiêè ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â öèõ äâîõ ðîáîòàõ.

Ó [321] áóëî çíàéäåíî ëèøå äåÿêi âèïàäêè ðîçøèðåíü ëi¨âñüêèõ ñèìåò-

ðié ðiâíÿíü âèãëÿäó (Á.29) ç n = 2, à ñàìå âèïàäêè ç α = const òà α = 1/t.

Ïðè âèêîíàííi ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ç òî÷íiñòþ äî âiäïîâiäíèõ ïåðåòâî-

ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê α = 0. Ùîá îòðèìà-

òè êëàñèôiêàöiþ, ùî ìiñòèòü âñi ðiâíÿííÿ, ÿêi äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨, à íå ëèøå ¨õíi íååêâiâàëåíòíi ïðåäñòàâíèêè, âñi òàêi

ðiâíÿííÿ ïîâèííi ìàòè äîâiëüíèé êîåôiöi¹íò α, òîáòî âèïàäêè α = const
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òà α = 1/t ìîæíà ðîçãëÿäàòè òiëüêè ÿê ÷àñòêîâi ïðèêëàäè. Áiëüø òîãî,

íàâiòü âèâ÷àþ÷è öi ÷àñòêîâi âèïàäêè, àâòîðè [321] ïðîïóñòèëè îäèí âèïà-

äîê ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äëÿ êîæíîãî ðîçãëÿíóòîãî çíà÷åííÿ

α. Íàïðèêëàä, äëÿ âèïàäêó α = 0 öå β = ε(t + δ)ρ, äå ε, δ òà ρ � äî-

âiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó ερ 6= 0. Òèì íå ìåíøå, ïðèíàéìíi ðîçìiðíîñòi òà

áàçèñíi îïåðàòîðè çíàéäåíèõ ó ðîáîòi [321] àëãåáð ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äëÿ

öèõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ êîðåêòíi, ÷îãî íå ìîæíà ñêàçàòè ïðî ðåçóëüòàòè

ðîáîòè [320].

Ó [320] àâòîðè ñòâåðäæóþòü, ùî âîíè çíàéøëè òðè âèïàäêè ðîçøèðåíü

ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ ðiâíÿíü (Á.29) i â êîæíîìó âèâåäåíîìó âèïàäêó

âiäïîâiäíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ � ÷îòèðüîõâèìiðíà. Öå òâåðäæåííÿ

õèáíå. Ó öié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi òà â [197] ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ (Á.29)

äîïóñêà¹ ÷îòèðüîõâèìiðíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè n = 1. Áiëüø òîãî, öå ðiâíÿííÿ ¹ òî÷êîâî-åêâiâàëåíòíèì íàéïðîñòi-

øîìó ðiâíÿííþ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi-

¹íòàìè ut+uux+µuxxxxx = 0, äå µ = const. Òàêèì ÷èíîì, ðåçóëüòàòè [320]

ïðèíöèïîâî íåêîðåêòíi.

Á.5. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü K(m,n)

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Äëÿ òîãî, ùîá çðîçóìiòè ðîëü íåëiíiéíî¨ äèñïåðñi¨ ó ôîðìóâàííi âiçåðóí-

êiâ ó êðàïëèíàõ ðiäèíè, Ðîçåíî òà Õiìåí [272] çàïðîïîíóâàëè óçàãàëüíå-

ííÿ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà âèãëÿäó

ut + ε(um)x + (un)xxx = 0,

äå ε = ±1. Öi ðiâíÿííÿ, âiäîìi òàêîæ ÿê ðiâíÿííÿ K(m,n), ìàþòü òàêó

âëàñòèâiñòü: äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü m òà n ¨õíi ñîëiòîííi ðîçâ'ÿçêè ìàþòü

êîìïàêòíèé íîñié (òîòîæíî äîðiâíþþòü íóëþ çà ìåæàìè äåÿêî¨ ñêií÷åí-

íî¨ öåíòðàëüíî¨ îáëàñòi). Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ: [268�271].
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Ðîçãëÿíåìî êëàñ ðiâíÿíü K(m,n) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

ut + ε(um)x + f(t) (un)xxx = 0, (Á.36)

äå f(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, ùî íå ìà¹ íóëiâ; n òà m � äîâiëüíi ñòàëi,

n 6= 0; ε = ±1. Çàóâàæèìî, ùî áiëüø çàãàëüíèé êëàñ ðiâíÿíü (çãàäàíèé,

íàïðèêëàä, ó ðîáîòi [332]) âèãëÿäó

ut + g(t)(um)x + f(t)(un)xxx = 0, fn 6= 0, (Á.37)

çâîäèòüñÿ äî êëàñó (Á.36) ïåðåòâîðåííÿì t̃ = ε
∫
g(t)dt, x̃ = x, ũ = u. Öå

ïåðåòâîðåííÿ âiäîáðàæà¹ êëàñ (Á.37) ó éîãî ïiäêëàñ (Á.36), äå f̃ = εf/g.

Îñü ÷îìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi äîñòàòíüî äîñëiäèòè êëàñ (Á.36).

Ó öüîìó ðîçäiëi ïðîâåäåìî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ äëÿ êëàñó (Á.36).

Îïèøåìî âñi òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïîâ'ÿçóþòü ðiâíÿííÿ ç öüîãî êëà-

ñó. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi âñüîãî êëàñó, à òîäi âèîêðå-

ìèìî òðè éîãî ïiäêëàñè, ùî ìàþòü íåòðèâiàëüíi óìîâíi ãðóïè åêâiâàëåíò-

íîñòi. Îòðèìàíi ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ çàñòîñó¹ìî òàêîæ äî ñïåöiàëüíî¨ êðàéî-

âî¨ çàäà÷i.

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ. Ðåçóëüòàòè ùîäî äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü

äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó (Á.36) çiáðàíî ó òåîðåìàõ, ÿêi îïèñóþòü ãðóïî¨ä åêâi-

âàëåíòíîñòi (äîâåäåííÿ òåîðåì íå íàâîäèìî). Ëiíiéíi ðiâíÿííÿ, òîáòî ðiâ-

íÿííÿ ç (n,m) ∈ {(1, 0), (1, 1)}, âèêëþ÷åíî ç ðîçãëÿäó.

Òåîðåìà Á.24. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (Á.36) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = ±δ1δ
1−m
3 t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u,

f̃ = ±δ2
1δ

m−n
3 f, ε̃ = ±ε, ñ = n, m̃ = m,

äå δj, j = 0, 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðè (n,m) ∈ {(n, 0), (n, 1), (1, 2)} iñíóþòü íåòðèâi-

àëüíi óìîâíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (Á.36), áiëüø øèðîêi, íiæ G∼.

Ñïðàâåäëèâi òâåðäæåííÿ:
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Òåîðåìà Á.25. Êëàñ (Á.36) ç m = 0

ut + f(t) (un)xxx = 0 (Á.38)

äîïóñêà¹ çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼(n,0), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðå-

òâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u, f̃ =
δ3

1δ
1−n
3

Tt
f, ñ = n,

äå δj, j = 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ3 6= 0, T (t) � äîâiëüíà ãëàäêà

ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó Tt 6= 0.

Òåîðåìà Á.26. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼(n,1) êëàñó (Á.36)

ç m = 1

ut + εux + f(t) (un)xxx = 0 (Á.39)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1(x− εt)± εT (t) + δ2, ũ = δ3u,

f̃ =
δ3

1δ
1−n
3

Tt
f, ε̃ = ±ε, ñ = n,

äå δj, j = 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, δ1δ3 6= 0; T (t) � äîâiëüíà ãëàäêà

ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ Tt 6= 0.

Òåîðåìà Á.27. Óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼(1,2) êëàñó

ut + ε(u2)x + f(t)uxxx = 0 (Á.40)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

ũ = ±2εκ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ

2ε(αδ − βγ)
,

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
, ε̃ = ±ε, f̃ =

κ3

αδ − βγ
f

γt+ δ
,

äå α, β, γ, δ, µ1, µ0 òà κ � ñòàëi, âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî

ìíîæíèêà, κ(αδ − βγ) 6= 0.



382

Òàáë. Á.14: Êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü (Á.36) ç n 6= 1.

� n m f(t) Áàçèñ Amax

1 ∀ ∀ ∀ ∂x

2 ∀ n+2
3 ∀ ∂x, x∂x + 3

n−1u∂u

3 ∀ 0 1 ∂t, ∂x, x∂x + 3
n−1u∂u, 3t∂t + x∂x

4 −1
2 0 1 ∂t, ∂x, x∂x − 2u∂u, 3t∂t + x∂x, x

2∂x − 4xu∂u

5 ∀ ∀ 1 ∂t, ∂x, (3m−n−2)t∂t + (m−n)x∂x − 2u∂u

6a −1
2 −1

2 1 ∂t, ∂x, 3t∂t + 2u∂u,

sinx ∂x − 2 cosxu∂u, cosx ∂x + 2 sinxu∂u

6b −1
2 −1

2 1 ∂t, ∂x, 3t∂t + 2u∂u, e
x∂x − 2exu∂u, e

−x∂x + 2e−xu∂u

7 ∀ ∀ tk ∂x, (3m−n−2)t∂t + (km− k+m−n)x∂x + (k−2)u∂u

8 ∀ n+2
3 t2 ∂x, x∂x + 3

n−1u∂u, t∂t + x∂x

9 ∀ ∀ et ∂x, (3m−n−2)∂t + (m−1)x∂x + u∂u

Òóò k � äîâiëüíà íåíóëüîâà ñòàëà. Ó âèïàäêàõ 6a òà 6b ε = 1 òà ε = −1, âiäïîâiäíî.

Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (Á.39) ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿíü ç êëàñó (Á.38)

(ç òèëüäîâàíèìè çìiííèìè) äîäàòêîâèì ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi

t̃ = t, x̃ = x − εt, ũ = u. Îòæå, âèïàäîê m = 1 íàñïðàâäi åêâiâàëåíòíèé

âèïàäêó m = 0 i éîãî ñëiä âèêëþ÷èòè ç êëàñèôiêàöiéíîãî ñïèñêó.

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨. Âèêîíà¹ìî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (Á.36), âèêî-

ðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íèé ïiäõiä [23, 71, 235]. Òóò âèíèêà¹ äâà ñóòò¹âî ðiçíi

âèïàäêè: n 6= 1 òà n = 1.

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü (Á.36) ç n 6= 1 â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó f(t)

íàâåäåíî ó òàáëèöi Á.14. Óñi âèïàäêè öi¹¨ òàáëèöi, çà âèíÿòêîì âèïàäêiâ 3

òà 4, ïðîêëàñèôiêîâàíî ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ âèïàäêiâ 3

òà 4, äå m = 0, âèêîðèñòàíî ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼(n,0), ÿêà ¹ áiëüø

øèðîêîþ, íiæ G∼. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (Á.38) ç n 6= −1/2 äîïóñêà¹

÷îòèðüîõâèìiðíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè

1

f(t)
∂t, ∂x, x∂x +

3

n− 1
u∂u, 3

∫
f(t)dt

f(t)
∂t + x∂x
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Òàáë. Á.15: Êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.36) ç n = 1.

� f(t) Áàçèñ Amax

m 6= 2

1 ∀ ∂x

2 1 ∂t, ∂x, 3(m− 1)t∂t + (m− 1)x∂x − 2u∂u

3 tk ∂x, 3(m− 1)t∂t + (m− 1)(k + 1)x∂x + (k − 2)u∂u

4 et ∂x, 3(m− 1)∂t + (m− 1)x∂x + u∂u

m = 2

5 ∀ ∂x, 2εt∂x + ∂u

6 1 ∂t, 2εt∂x + ∂u, ∂x, 3t∂t + x∂x − 2u∂u

7 tk ∂x, 2εt∂x + ∂u, 3t∂t + (k + 1)x∂x + (k − 2)u∂u

8 et ∂x, 2εt∂x + ∂u, 3∂t + x∂x + u∂u

9 ek arctg t
√
t2 + 1 ∂x, 2εt∂x + ∂u, 6ε(t2 + 1)∂t + 2ε(3t+ k)x∂x + (2ε(k − 3t)u+ 3x)∂u

Òóò k � äîâiëüíà ñòàëà ç òàêèìè îáìåæåííÿìè: k 6= 0 ó âèïàäêó 3; k 6= 0, 1 òà k > 1/2 mod

G∼(1,2) ó âèïàäêó 7; k > 0 mod G∼(1,2) ó âèïàäêó 9.

íåçàëåæíî âiä âèãëÿäó ôóíêöi¨ f . Òóò i äàëi iíòåãðàë çà t ñëiä ðîçóìiòè

ÿê äåÿêó ôiêñîâàíó ïåðâiñíó. ßêùî n = −1/2, òî àëãåáðà ëi¨âñüêèõ ñè-

ìåòðié ðiâíÿííÿ (Á.38) � ï'ÿòèâèìiðíà i ïîðîäæó¹òüñÿ íàâåäåíèìè âèùå

îïåðàòîðàìè é îïåðàòîðîì x2∂x − 4xu∂u. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi t̃ =
∫
f(t)dt, x̃ = x, ũ = u ç ãðóïè G∼(n,0), çâîäèìî öi

âèïàäêè äî âèïàäêiâ ç f = 1 (äèâ. âèïàäêè 3 òà 4 òàáëèöi Á.14).

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü (Á.36) ç n = 1 â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó f(t)

íàâåäåíî ó òàáëèöi Á.15.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (Á.36) ç n = 1 òà m 6= 2 âèêîíàíî ç òî÷-

íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâ-

íÿííÿ (Á.36) ç n = 1 òà m = 2 âèêîðèñòàíî áiëüø øèðîêó, óìîâíó ãðó-

ïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼(1,2). Îñêiëüêè ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè G∼(1,2) äîñèòü

ñêëàäíi, äîäàìî òàêîæ äîäàòêîâi âèïàäêè ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨
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ðiâíÿíü (Á.36) ç n = 1 òà m = 2, ÿêi íå åêâiâàëåíòíi âèïàäêàì 6�9 òàáëè-

öi Á.15 âiäíîñíî ãðóïè G∼.

1. f = (t+ β)kt1−k, k 6= 0, 1, β 6= 0: 〈∂x, 2εt∂x + ∂u, Q3〉, äå

Q3 = 6εt(t+ β)∂t + 2ε (3t+ β(2− k))x∂x + [3x− 2ε(3t+ β(k + 1))u]∂u;

2. f = te
1
t : 〈∂x, 2εt∂x+∂u, 6εt2∂t+2ε(3t−1)x∂x+(3x−2ε(3t+2)u)∂u〉;

3. f = t: 〈∂x, 2εt∂x+∂u, 3t∂t+2x∂x−u∂u, 2εt2∂t+2εtx∂x+(x−2εtu)∂u〉.

Íà ïåðøèé ïîãëÿä çäà¹òüñÿ, ùî àíàëîã âèïàäêó 9 òàáëèöi Á.14 ïðîïó-

ùåíî. Àëå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ f = λ exp
(
k arctgαt+βγt+δ

)
ëîêàëüíî

äîðiâíþ¹ ôóíêöi¨ f̌ = λ̌ exp(k arctg(α̌t+ β̌)) (äèâ. ó [249] äîêëàäíiøå).

ßê ïðèêëàä ðåäóêöi¨ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ðîç-

ãëÿíåìî âèïàäîê 7 òàáëèöi Á.15, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ Êîðòåâåãà�äå

Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut + ε(u2)x + tkuxxx = 0, (Á.41)

ùî äîïóñêà¹ òðüîõâèìiðíó àëãåáðó ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

Q1 = ∂x, Q2 = 2εt∂x + ∂u, Q3 = 3t∂t + (k + 1)x∂x + (k − 2)u∂u,

Â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ k îïòèìàëüíà ñèñòåìà îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð

öi¹¨ àëãåáðè ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ñêëàäà¹òüñÿ ç ïiäàëãåáð

〈Q1〉, 〈Q2 + σQ1〉, 〈Q3〉, ÿêùî k 6= −1, 2,

〈Q1〉, 〈Q2 + σQ1〉, 〈Q3 + aQ1〉, ÿêùî k = −1,

〈Q1〉, 〈Q2 + σQ1〉, 〈Q3 + aQ2〉, ÿêùî k = 2.

Òóò σ ∈ {−1, 0, 1}, a ∈ R.
Ðåäóêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü ïiäàëãåáði 〈Q1〉, íå ðîçãëÿäà¹ìî, îñêiëüêè

âîíè ïðèâîäÿòü òiëüêè äî ñòàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà ïiä-

àëãåáðîþ 〈Q2 + σQ1〉, ìà¹ âèãëÿä u =
x

2εt+ σ
+ φ(ω) ç iíâàðiàíòíîþ

çìiííîþ ω = t. Öåé àíçàö ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (7) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2εω + σ)φω + 2εφ = 0, çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî
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¹ φ =
c1

2εω + σ
, äå c1 � äîâiëüíà ñòàëà. Âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê (7) íàáó-

âà¹ âèãëÿäó u =
x+ c1

2εt+ σ
. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (Á.40) äëÿ äîâiëüíèõ f . Iíøi ðåäóêöi¨ çàëåæàòü âiä ïî-

êàçíèêà ñòåïåíÿ k. Íàâåäåìî àíçàöè i âiäïîâiäíi ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ:

k 6= −1, 2. 〈Q3〉 : u = t
k−2
3 φ(ω), ω = xt−

k+1
3 ,

3φωωω + 6εφφω − (k + 1)φωω + (k − 2)φ = 0;

k = −1. 〈Q3 + aQ1〉 : u =
1

t
φ(ω), ω = x−

3
ln t,

3φωωω + 6εφφω − aφω − 3φ = 0;

k = 2. 〈Q3 + aQ2〉 : u =
a

3
ln t+ φ(ω), ω =

x

t
− 2aε

3
ln t,

3φωωω + 6εφφω − 3φωω − 2aεφω + a = 0.

Çàóâàæèìî, ùî îñòàííi äâà âèïàäêè åêâiâàëåíòíi. Äiéñíî, ðiâíÿííÿ ut +

ε(u2)x + t2uxxx = 0 âiäîáðàæà¹òüñÿ ó ðiâíÿííÿ ũt̃ + ε(ũ)2
x̃ + t̃−1ũx̃x̃x̃ = 0

ïåðåòâîðåííÿì

t̃ =
1

t
, x̃ = −x

t
, ũ =

2εtu− x
2ε

ç ãðóïè G∼(1,2).

Ðåäóêöiÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ç ïî÷àòêîâîþ òà êðàéî-

âèìè óìîâàìè

ut + ε(um)x + tk(un)xxx = 0, t > 0, x > 0, (Á.42)

u(x, 0) = 0, x > 0,

u(0, t) = q(t), ux(0, t) = 0, uxx(0, t) = 0, t > 0.
(Á.43)

Çíàéäåìî íåñòàëèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i, âèêîðèñòîâóþ÷è ¾ïðÿìèé¿ ïiä-

õiä, çàïðîïîíîâàíèé Áëþìàíîì [65,68].

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ äëÿ ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (Á.42) îòðè-

ìàíî â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi. Òåïåð ïåðåâiðèìî, ÿêi ç öèõ ñèìåòðié çà-
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ëèøàþòü âiäïîâiäíi ïî÷àòêîâó òà êðàéîâi óìîâè iíâàðiàíòíèìè. Äëÿ ðiâ-

íÿííÿ (Á.42) ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè çàãàëüíèé îïåðàòîð ñèìåòði¨ âèãëÿäó

Q = α1∂x + α2 [(3m−n−2)t∂t + (km−k+m−n)x∂x + (k−2)u∂u] .

Çàñòîñóâàííÿ Q äî ïåðøî¨ êðàéîâî¨ óìîâè x = 0, u(t, 0) = q(t) äà¹ α1 = 0

òà q(t) = γt
k−2

3m−n−2 , m 6= n+2
3 . Âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãå ðîçøèðåííÿ Q

Q(2) = 3nt∂t + (k + 1)nx∂x + (k − 2)u∂u + (k − nk − n− 2)ux∂ux+

+ (k − 2nk − 2n− 2)uxx∂uxx,

ó çàïèñi ÿêîãî íåâèêîðèñòàíi äîäàíêè ïðîïóùåíî, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

âîíî çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèìè ïî÷àòêîâó óìîâó òà äâi êðàéîâi óìîâè (Á.43),

ùî çàëèøèëèñÿ. Íàðåøòi, ñèìåòðiÿ Q ïîðîäæó¹ ïåðåòâîðåííÿ

u = t
k−2

3m−n−2φ(ω), ω = xt−
km−k+m−n

3m−n−2 , (Á.44)

ùî ðåäóêó¹ çàäà÷ó (Á.42)�(Á.43) äî çàäà÷i Êîøi

(φn)′′′ + ε(φm)′ − km− k +m− n
3m− n− 2

ωφ′ +
k − 2

3m− n− 2
φ = 0,

φ(0) = γ, φ′(0) = 0, φ′′(0) = 0.

(Á.45)

Öþ çàäà÷ó Êîøi ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÷èñåëüíî. Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ç ïî÷à-

òêîâîþ i êðàéîâèìè óìîâàìè (Á.42)�(Á.43) ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ-

÷è ïåðåòâîðåííÿ (Á.44). Ó ðîáîòi [307] óñïiøíî ðîçâ'ÿçàíî ïîäiáíó çàäà÷ó

äëÿ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó

ñêií÷åííèõ ðiçíèöü.

Îòæå, ó öüîìó äîäàòêó ïðîêëàñèôiêîâàíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü

K(m,n) ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

íàâåäåíî ç òî÷íiñòþ äî íàéøèðøèõ ìîæëèâèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi: çâè-

÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ âñüîãî êëàñó â çàãàëüíîìó âèïàäêó òà

óìîâíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ îêðåìèõ çíà÷åíü ïîêàçíèêiâ ñòåïåíÿm

òà n.
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Á.6. Ãðóïîâèé àíàëiç êëàñó ðiâíÿíü

Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà

Ðåãóëÿðèçîâàíå ðiâíÿííÿ äîâãî¨ õâèëi ut + ux + uux − uxxt = 0 çàïðîïî-

íîâàíî Ïåðåãðiíîì [246] òà ïiçíiøå Áåíäæàìiíîì ç iíøèìè àâòîðàìè [53]

äëÿ îïèñó äîâãèõ õâèëü ìàëî¨ àìïëiòóäè íà ïîâåðõíi âîäè â êàíàëi. Äëÿ

âðàõóâàííÿ ìåõàíiçìiâ, ùî ïðèâîäÿòü äî çàòóõàííÿ õâèëi, ó [42] áóëî ðîç-

ãëÿíóòî ìîäåëü, ùî ìiñòèòü äèñèïàòèâíèé ÷ëåí uxx, à ñàìå

ut + ux + uux − νuxx − uxxt = 0, ν ∈ R+.

Òóò u = u(x, t) � äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ x òà t,

ÿêi çàçâè÷àé ïðîïîðöiéíi âiäñòàíi â íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ òà çàòðà÷åíîìó

÷àñó, âiäïîâiäíî. Çàëåæíà çìiííà ìîæå îçíà÷àòè ïåðåìiùåííÿ ñåðåäîâèùà

àáî øâèäêiñòü [42]. Ðåãóëÿðèçîâàíå ðiâíÿííÿ äîâãî¨ õâèëi ç äèñèïàòèâíèì

÷ëåíîì òèïó Áþðãåðñà ÷àñòiøå íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Áåíäæàìiíà�Áîíà�

Ìàõîíi�Áþðãåðñà [223].

Ðiâíÿííÿ Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó

êîåôiöi¹íòàìè ìàþòü âèãëÿä

ut + f(t)ux + g(t)uux + k(t)uxx + h(t)uxxt = 0, ghk 6= 0, (Á.46)

äå f , g, h, k � ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t.

Ó öüîìó äîäàòêó íàøà ìåòà � äîñëiäèòè öåé êëàñ ç òî÷êè çîðó ëi¨â-

ñüêèõ ñèìåòðié, à ñàìå íàâåñòè ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü öüîãî

êëàñó. Ïîäiáíå äîñëiäæåííÿ ðîçïî÷àòî ó ðîáîòi [190], àëå ïîâíî¨ òà êîðå-

êòíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ òàì íå îòðèìàíî. Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ òà çàêîíè

çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü (Á.46) áåç äèñèïàòèâíîãî ÷ëåíà (òîáòî ç k = 0) áóëî

äîñëiäæåíî ó ðîáîòi [314].

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (Á.46) ïðîâåäåìî ç âèêîðèñòàííÿì ìå-

òîäó âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè, ÿêèé çàïðîïîíîâàíî ó ðîáîòi [309] òà

óñïiøíî çàñòîñîâàíî äî êiëüêîõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (äèâ., íàïðèêëàä, [306, 314]).
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Îòðèìàâøè ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ, âèêîíà¹ìî ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ ðiâ-

íÿííÿ Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü òà ïîáóäó¹ìî äåÿêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè.

Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi i ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ. Ðîçãëÿíåìî

òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi êëàñó (Á.46). Øóêà¹ìî äîïóñòèìi òî÷êîâi

ïåðåòâîðåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä [184]. Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü

àíàëîãi÷íi íàâåäåíèì ó ðîáîòi [314] äëÿ ðiâíÿíü (Á.46) ç k = 0. Òàêèì ÷è-

íîì, ïðîïóñòèìî äåòàëi îá÷èñëåíü òà íàâåäåìî îñòàòî÷íi ðåçóëüòàòè.

Óñi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ó êëàñi (Á.46) ïîðîäæóþòüñÿ ïåðåòâîðåí-

íÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Îòæå, öåé êëàñ íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà Á.28. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (Á.46) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u+ δ4, k̃(t̃) =
δ1

2

Tt
k(t),

f̃(t̃) =
δ1

Ttδ3
(δ3f(t)− δ4g(t)), g̃(t̃) =

δ1

Ttδ3
g(t), h̃(t̃) = δ1

2h(t),

äå δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0; T = T (t) �

äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ Tt 6= 0. Êëàñ (Á.46) íîðìàëiçîâàíèé

ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òåîðåìó, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié çâiäíîñòi

ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

ç êëàñó (Á.46) äî ¨õíiõ âiäïîâiäíèêiâ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè:

Òâåðäæåííÿ Á.29. Ðiâíÿííÿ ç êëàñó (Á.46) çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

çâîäèòüñÿ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹í-

òàìè ç öüîãî æ êëàñó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè

f , g, h òà k çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(f/g)t = ht = kt = 0,

òîáòî k òà h � ñòàëi, à ôóíêöiÿ f ïðîïîðöiéíà äî g.
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Òàáë. Á.16: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.48) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi.

� H(t) K(t) F (t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∀ ∂x

1 εtρ λtρ−1 δt
ρ−4
2 ∂x, 2t∂t + ρx∂x + (ρ− 2)u∂u

2 εet λet δe
1
2
t ∂x, 2∂t + x∂x + u∂u

3 ε λ δ ∂x, ∂t

Òóò ε, δ, λ òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó ελ 6= 0, ε = ±1 mod G∼1 .

Ó âèïàäêó 3 δ = 0, 1 mod G∼1 , à òàêîæ λ = −1 mod G∼1 ïðè δ = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòiAmax ðiâ-

íÿííÿ Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè áó-

ëî çíàéäåíî ó ðîáîòi [79]. Öå äâîâèìiðíà àáåëåâà àëãåáðà 〈∂t, ∂x〉, ïîðî-
äæåíà çñóâàìè ó ïðîñòîði òà ÷àñi.

Ïðèñóòíiñòü ÷îòèðüîõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ó êëàñi (Á.46) óñêëàäíþ¹

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Îòæå, äîöiëüíî ñïðîñòèòè çà-

äà÷ó, çìåíøèâøè êiëüêiñòü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ó êëàñi. Öå ìîæíà çðîáè-

òè àáî øëÿõîì êàëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ïåðåòâîðåííÿìè åêâi-

âàëåíòíîñòi, àáî âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè. Îáå-

ðåìî äðóãèé âàðiàíò.

Ñiì'ÿ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

t̃ =
∫
g(t)dt, x̃ = x, ũ = u+

f(t)

g(t)
, (Á.47)

ïàðàìåòðèçîâàíà äâîìà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè êëàñó (Á.46), âiäîáðà-

æà¹ êëàñ (Á.46) ó ïîâ'ÿçàíèé êëàñ ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�

Áþðãåðñà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ç äæåðåëîì

ut + uux +K(t)uxx +H(t)uxxt = F (t), HK 6= 0 (Á.48)

(òèëüäè â ðiâíÿííi (Á.48) ïðîïóùåíî). Äîâiëüíi åëåìåíòè ïî÷àòêîâîãî

êëàñó (Á.46) òà âiäîáðàæåíîãî êëàñó (Á.48) ïîâ'ÿçàíi ôîðìóëàìè

K(t̃) =
k(t)

g(t)
, H(t̃) = h(t), F (t̃) =

1

g(t)

(
f(t)

g(t)

)
t

. (Á.49)
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Êåðóþ÷èñü ìåòîäîì âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè, ñïî÷àòêó ïðîêëàñèôi-

êó¹ìî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ âiäîáðàæåíîãî êëàñó (Á.48), à òîäi âèêîðèñòà¹ìî

ñiì'þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü (Á.47) òà ñïiââiäíîøåííÿ (Á.49), àáè ïîøè-

ðèòè ðåçóëüòàò íà ïî÷àòêîâèé êëàñ (Á.46).

Äëÿ òîãî, ùîá åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ

êëàñó (Á.48), øóêà¹ìî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â öüîìó êëàñi, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä. Àíàëîãi÷íî äî êëàñó (Á.46), òàêi ïåðåòâîðåííÿ

âè÷åðïóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè çi çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêó

äîïóñêà¹ öåé êëàñ.

Òåîðåìà Á.30. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼1 êëàñó (Á.48) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
δ1

δ3
t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u,

K̃(t̃) = δ1δ3K(t), H̃(t̃) = δ1
2H(t), F̃ (t̃) =

δ3
2

δ1
F (t),

äå δj, j = 0, 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1δ3 6= 0. Êëàñ (Á.48)

íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (Á.48) íàâåäåíî â òàáëè-

öi Á.16.

Çàóâàæåííÿ Á.31. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþð-

ãåðñà çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ut + fux + guux + kuxx +hutxx = 0 ìîæíà

çâåñòè äî ðiâíÿííÿ ut + uux − uxx + εutxx = 0, äå ε = sign(h) (âèïàäîê 4

òàáëèöi Á.17 ç δ = 0 òà λ = −1) ïåðåòâîðåííÿì t̃ = − k

|h|
t, x̃ =

x√
|h|

,

ũ = −
√
|h|
k

(gu+ f) ç ãðóïè G∼.

Êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê äëÿ ïî÷àòêîâîãî êëàñó (Á.46) ìîæíà ïîáó-

äóâàòè, âèêîðèñòàâøè ïåðåòâîðåííÿ (Á.47), ñïiââiäíîøåííÿ (Á.49) òà ðå-

çóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, îòðèìàíi äëÿ âiäîáðàæåíîãî êëàñó (Á.48)

(òàáëèöÿ Á.16). Ïåðåòâîðåííÿ (Á.47) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êîìïîçèöiþ

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi τ∼ : t̃ =
∫
g(t̄)dt̄, x̃ = x̄, ũ = ū ç ãðóïè G∼
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Òàáë. Á.17: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.46) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

� h(t) k(t) f(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∀ ∂x

1 εtρ λtρ−1 δt
ρ−2
2 ∂x, 2t∂t + ρx∂x + (ρ− 2)u∂u

2 εt2 λt δ ln t ∂x, t∂t + x∂x − δ∂u

3 εet λet δe
1
2
t ∂x, 2∂t + x∂x + u∂u

4 ε λ δt ∂x, ∂t − δ∂u

Òóò g(t) = 1 mod G∼; ε, δ, λ òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó ελ 6= 0, ε = ±1 mod G∼.

Ó âèïàäêó 4 δ = 0, 1 mod G∼ òà äîäàòêîâî λ = −1 mod G∼ ÿêùî δ = 0.

òà ïåðåòâîðåííÿ τ : t̄ = t, x̄ = x, ū = u + f(t)
g(t) , ùî íå íàëåæèòü äî ãðó-

ïè G∼. Ïåðåòâîðåííÿ τ∼ âiäîáðàæà¹ äîâiëüíå ðiâíÿííÿ ç (1) ó ðiâíÿííÿ

ç öüîãî æ êëàñó ç g = 1. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

êëàñó (Á.46) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ïå-

ðåòâîðåííÿ (Á.47) ç g = 1. Òîäi ôîðìóëè (Á.49), ÿêi ïî¹äíóþòü äîâiëüíi

åëåìåíòè â êëàñàõ (Á.46) òà (Á.48), íàáóâàþòü ïðîñòîãî âèãëÿäó: H = h,

K = k, F = ft. Iíòåãðóþ÷è îñòàíí¹ çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü F , ùî çóñòði÷àþòüñÿ ó òàáëèöi Á.16, îòðèìà¹ìî òàêi

âèãëÿäè f = f(t):

1. f = δ̄t
ρ−2
2 + C (δ̄ = 2δ/(ρ− 2)) ïðè ρ 6= 2, iíàêøå f = δ ln t+ C;

2. f = δ̄e
1
2 t + C (δ̄ = 2δ);

3. f = δt+ C.

Ñòàëà iíòåãðóâàííÿ C = 0 mod G∼. Îñòàííié êðîê � çàìiíà çìiííî¨

ũ = u + f(t) â áàçèñíèõ îïåðàòîðàõ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ ií-

âàðiàíòíîñòi, íàâåäåíèõ ó òàáëèöi Á.16. Ðåçóëüòàòè � ó òàáëèöi Á.17.

Òàêîæ íàâîäèìî ïîâíèé ñïèñîê ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äëÿ âñüî-

ãî êëàñó (Á.46), äå äîâiëüíi åëåìåíòè íå ñïðîùåíî òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåí-

íÿìè (òàáëèöÿ Á.18).

Ðåäóêöi¨ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè. Êëàñè ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�
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Òàáë. Á.18: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (Á.46) áåç âèêîðèñòàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

� h(t) k(t) f(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∀ ∀ ∂x

1 µ1(εT + κ)ρ µ2g(εT + κ)ρ−1 µ3g(εT + κ)
ρ−2
2 + µ4g ∂x,

2

g
(εT + κ)∂t + ερx∂x

+ ε(ρ− 2)(u+ µ4)∂u

2 µ1(εT + κ)2 µ2g(εT + κ) µ3g ln(εT + κ) + µ4g ∂x,
1

g
(εT + κ)∂t + εx∂x − εµ3∂u

3 µ1 exp(σT ) µ2g exp(σT ) µ3g exp(12σT ) + µ4g ∂x,
2

g
∂t + σx∂x + σ(u+ µ4)∂u

4 µ1 µ2g µ3gT + µ4g ∂x,
1

g
∂t − µ3∂u

Òóò g � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ùî íå ìà¹ íóëiâ; T =
∫
g(t) dt; ε = ±1; µi, i = 1, . . . , 4,

σ, κ òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó σµ1µ2 6= 0.

Ìàõîíi�Áþðãåðñà (Á.46) òà (Á.48) � ïîäiáíi âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü (Á.47).

ßêùî îäèí ç íèõ ìà¹ òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâíÿíü (Á.48), òî ïîäiáíi

ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâíÿíü (Á.46) ëåãêî çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è (Á.47). Òîìó

çðó÷íî âèêîíàòè êëàñèôiêàöiþ ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié äëÿ êëàñó (Á.48), äå

êiëüêiñòü íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ìåíøà.

Ùîá âèêîíàòè êëàñèôiêàöiþ ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié, ïîòðiáíi îïòèìàëü-

íi ñèñòåìè îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ ií-

âàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà (Á.48). Òàêi

àëãåáðè � ùîíàéáiëüøå äâîâèìiðíi. Îïòèìàëüíà ñèñòåìà äâîâèìiðíèõ

àëãåáð Ëi 〈X1, X2〉 � öå {〈X1〉, 〈X2〉} (ÿêùî àëãåáðà íåàáåëåâà) àáî

{〈X1〉, 〈X2 +αX1〉}, äå α ∈ R (ÿêùî àëãåáðà àáåëåâà). Ó âèïàäêó 1 ç ρ 6= 0

òà ó âèïàäêó 2 òàáëèöi Á.16 ìà¹ìî íåàáåëåâi àëãåáðè; ó âèïàäêó 1 ç ρ = 0

òà ó âèïàäêó 3 � àáåëåâi àëãåáðè. Ðåäóêöi¨ çà ïiäàëãåáðîþ 〈X1 = ∂x〉
ïðèâîäÿòü äî òðèâiàëüíèõ ñòàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Îòæå, âèêîíà¹ìî ëèøå ðå-

äóêöi¨ çà äðóãîþ ïiäàëãåáðîþ. Äëÿ êîæíîãî âèïàäêó íàâåäåìî ðiâíÿííÿ

Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�Áþðãåðñà, îäíîâèìiðíó ïiäàëãåáðó, ïîáóäîâà-

íèé çà öi¹þ ïiäàëãåáðîþ àíçàö òà âiäïîâiäíå ðåäóêîâàíå çâè÷àéíå äèôå-
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ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ.

Âèïàäîê 1ρ 6=0:

ut + uux + λtρ−1uxx + εtρuxxt = δt
ρ−4
2 , (Á.50)

〈2t∂t + ρx∂x + (ρ− 2)u∂u〉, u = t
ρ
2−1ϕ(ω), äå ω = xt−

ρ
2 ,

ερ ωϕ′′′ + (ε(ρ+ 2)− 2λ)ϕ′′ − 2ϕϕ′ + ρωϕ′ + (2− ρ)ϕ+ 2δ = 0.

Öå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ÷àñòêîâèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

ϕ = ω + 2δ
ρ , ÿêèé äà¹ ¾âèðîäæåíèé¿ ðîçâ'ÿçîê u =

x

t
+

2δ

ρ
t
ρ
2−1 ðiâíÿí-

íÿ (Á.50) ç ρ 6= 0.

Âèïàäîê 1ρ=0:

ut + uux + λt−1uxx + εuxxt = δt−2, (Á.51)

〈t∂t + α∂x − u∂u〉, u =
1

t
ϕ(ω), äå ω = x− α ln t,

εαϕ′′′ + (ε− λ)ϕ′′ − ϕϕ′ + αϕ′ + ϕ+ δ = 0.

Ïðè α = −δ öå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ÷àñòêîâèé

ðîçâ'ÿçîê ϕ = ω + c, äå c � äîâiëüíà ñòàëà. Âií ïðèâîäèòü äî ¾âèðî-

äæåíîãî¿ ðîçâ'ÿçêó u =
1

t
(x+ δ ln t+ c) ðiâíÿííÿ (Á.51).

Âèïàäîê 2:

ut + uux + λetuxx + εetuxxt = δe
1
2 t, (Á.52)

〈2∂t + x∂x + u∂u〉, u = e
t
2ϕ(ω), äå ω = xe−

t
2 ,

εωϕ′′′ + (ε− 2λ)ϕ′′ − 2ϕϕ′ + ωϕ′ − ϕ+ 2δ = 0.

Âèïàäîê 3:

ut + uux + λuxx + εuxxt = δ, (Á.53)

〈∂t + α∂x〉, u = ϕ(ω), äå ω = x− αt,

εαϕ′′′ − λϕ′′ − ϕϕ′ + αϕ′ + δ = 0.



394

Ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ðîçãëÿíóòè λ = −1. Ìè çíàéøëè

òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ âèïàäêó δ = 0:

ϕ = −2 thω, α = 0,

ϕ = ±1− 12ε

10ε
− 12

5
thω ± 6

5
th2 ω, α = ± 1

10ε
.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ ut+uux−uxx+εuxxt = 0 äîïóñêà¹ òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

u = −2 thx òà

u = ±1− 12ε

10ε
− 12

5
th

(
x± t

10ε

)
± 6

5
th2

(
x± t

10ε

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä âiäîáðàæåííÿ ìiæ êëàñàìè, ìè âèêîíà-

ëè ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�

Áþðãåðñà (Á.46). ßê ïîái÷íèé ïðîäóêò öüîãî ïiäõîäó òàêîæ îòðèìàíî ãðó-

ïîâó êëàñèôiêàöiþ ïîâ'ÿçàíîãî êëàñó ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�

Áþðãåðñà ç äæåðåëîì (Á.48). Äëÿ çðó÷íîñòi çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòè íà-

âîäèìî äâîìà ñïîñîáàìè: êëàñèôiêàöiéíèé ñïèñîê, ùî ìiñòèòü ëèøå íååê-

âiâàëåíòíi ðiâíÿííÿ (òàáëèöÿ Á.17) òà ñïèñîê ç ¨õíiì íàéáiëüø çàãàëüíèì

âèãëÿäîì (òàáëèöÿ Á.18).
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