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Дослiдження вимушених нелiнiйних
коливань рiдини у кругових
цилiндричних ємностях на основi
семимодової моделi третього
порядку ∗

I.О. Луковський, О.В. Солодун

Iнститут математики НАН України, Київ

A nonlinear oscillation of an ideal incompressible fluid in partially
filled vertical cylinder container are studied. An approximate periodical
solution for seven-modes nonlinear differential system describes nonlinear
oscillations in cylinder container in the plane of action of perturbation
force are built. A numerical realization of the method and analysis of
hydrodynamical interaction of the fluid and container is made in domain
of main resonance.

1. Вступ. В данiй роботi дослiджуються нелiнiйнi ефекти, що ви-
никають при взаємодiї рiдини iз жорстким цилiндричним баком, що
здiйснює в часi гармонiчнi коливання. Найбiльш цiкавим з практич-
ної точки зору є випадок коливання рiдини в околi резонансу най-
нижчої частоти власних коливань вiльної поверхнi, де здебiльшого
проявляються iстотно нелiнiйнi ефекти руху рiдини.

Лiнiйнi постановки задач динамiки твердих тiл з рiдиною [8, 10,
11, 14, 16, 17] тощо, як вiдомо, призводять до цiлого ряду парадоксiв,
яких можна уникнути при дослiдженнi вiдповiдних проблем тiльки
у нелiнiйнiй постановцi. Це пiдтверджено низкою експериментальних
дослiджень [8, 9, 15, 16, 17, 27], а також багатьма теоретичними роз-
робками [3, 10, 12, 13, 18, 19, 20, 21, 24, 25, 26] тощо.

Широкого розповсюдження останнiм часом набув модальний пiд-
хiд, що розвивається на засадах варiацiйних принципiв механiки

∗ Робота виконувалася при частковiй пiдтримцi НДР № 0102U000917
та DFG.
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[1, 3, 4, 5, 23] тощо. Вiн полягає в тому, що початкова задача ме-
ханiки, сформульована в рiвняннях у частинниx похiдних, зводиться
до систем нелiнiйних звичайних диференцiальниx рiвнянь вiдносно
залежних вiд часу параметрiв, що xарактеризують еволюцiю вiль-
ної поверхнi рiдини. Цей пiдхiд має цiлий ряд iстотних переваг пе-
ред аналогiчними методами, побудованими на засадах теорiї збурень
[2, 4, 10, 12, 21] тощо. Сучасний стан математичних проблем нелiнiй-
ної теорiї коливань рiдини в рухомих резервуарах обговорюється в
роботi [7].

В данiй роботi наводяться математична модель та результати тео-
ретичних дослiджень вимушених коливань рiдини в прямому круго-
вому цилiндрi при семимодовiй апроксимацiї вiльної поверхнi рiдини
за припущень теорiї третього порядку малостi. Метою даної роботи
є вивчення впливу бiльш високих гармонiк (за числом хвиль в кру-
говому напрямку) на кiнематичнi та динамiчнi характеристики руху
механiчної системи як з кiлькiсного, так i з якiсного боку. Результати
дослiджень порiвнюються з аналогiчними результатами, одержаними
ранiше на основi п’ятимодової моделi [4, 13, 20] та експерименталь-
ними даними роботи [15].

2. Математична постановка задачi.
Будемо розглядати поступальний рух
абсолютно жорсткого кругового ци-
лiндра, що мiстить в собi обмеже-
ний об’єм iдеальної нестисливої рi-
дини густини ρ. Вважаємо далi, що
стiнки бака є абсолютно жорсткими.
Цей рух розглядається у зв’язанiй з
баком цилiндричнiй системi коорди-
нат x, ξ, η, причому початок коорди-
нат вибираємо на незбуренiй вiльнiй
поверхнi Σ0. Вiсь Ox направимо по
осi цилiндра у напрямку, протилеж-
ному вектору прискорення сил земно-
го тяжiння ~g.

Рис.: 1. Ескiз моделi.

Обмежимося розглядом безвихорових рухiв рiдини. При цьому
розподiл її швидкостей можна представити у виглядi потенцiальної
функцiї Φ(x, ξ, η, t) як ~v = ∇Φ(x, ξ, η, t). Потенцiал швидкостей пови-
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нен бути розв’язком такої нелiнiйної крайової задачi з вiльною гра-
ницею, яка пов’язує Φ(x, ξ, η, t) i миттєве положення вiльної поверхнi,
форму якої будемо задавати рiвнянням ζ(x, ξ, η, t) = 0 :

4Φ = 0, ~r ∈ Q (t), (1)

∂ Φ
∂ ν

= ~v0 · ~ν, ~r ∈ S (t), (2)

∂ Φ
∂ ν

= ~v0 · ~ν − ζt√
(∇ ζ)2

, ~r ∈ Σ(t), (3)

∂ Φ
∂ t

+
1
2

(∇Φ)2 −∇Φ · ~v0 + U = 0, ~r ∈ Σ(t), (4)

де ~ν — орт зовнiшньої нормалi до поверхнi областi Q, зайнятою рiди-
ною; S та Σ — тверда стiнка та збурена вiльна поверхня рiдини вiд-
повiдно; ~r — радiус-вектор точок об’єму рiдини Q у зв’язанiй системi
координат; ~v0 — вектор поступального руху цилiндра; U — потенцiал
сил земного тяжiння.

Розподiл тиску в об’ємi рiдини визначається за допомогою iнте-
гралу Лагранжа–Кошi, записаного у зв’язанiй з рухомим цилiндром
системi координат O x ξ η

∂ Φ
∂ t

+
1
2

(∇Φ)2 −∇Φ · ~v0 + g x +
p− p 0

ρ
= 0, (5)

де p 0 — тиск газу над вiльною поверхнею рiдини, при умовi збере-
ження об’єму рiдини

∫
Q(t)

dQ = 0.

Припускаємо, що тиск p на Σ рiвний p 0 = const. Умова збереження
об’єму являє собою умову розв’язуваностi крайової задачi Неймана
(1)–(3).

Еволюцiйна задача з вiльною границею (1)–(4) вимагає постанов-
ки початкових умов Кошi, пов’язаниx iз заданням профiлю вiльної
поверхнi Σ(t0) та розподiлу швидкостей на ньому в початковий мо-

мент часу t = t0; ζ(x, ξ, η, t0) = ζ0(x, ξ, η),
∂ Φ
∂ ν

∣∣∣∣
Σ(t0)

= Φ0(x, ξ, η), де

ζ0(x, ξ, η) та Φ0(x, ξ, η) є вiдомi функцiї.

3. Модальна система. В роботах [4, 22, 23] показано, що узагаль-
ненi розв’язки крайової задачi (1)–(4) надають стацiонарного значен-
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ня функцiоналу W =
t2∫
t1

Ldt, тобто δW = δ
t2∫
t1

Ldt = 0,

L =
∫

Q(t)

p dQ = −ρ

t2∫

t1

∫

Q(t)

[
∂ Φ
∂ t

+
1
2

(∇Φ)2 −∇Φ · ~v0 + g x

]
dQ. (6)

Використаємо прямий метод [3, 23] розв’язування сформульованої
варiацiйної задачi для визначення вiльної поверхнi та потенцiалу
швидкостей в даному об’ємi. Вiн полягає в тому, що форма вiль-
ної поверхнi (за припущень розв’язуваностi вiдносно однiєї змiнної)
x = f(ξ, η, t) та потенцiал швидкостей Φ(x, ξ, η, t), представляється у
виглядi таких розкладiв в узагальненi ряди Фур’є:

f(ξ, η, t) =
∞∑

i=1

βi(t) fi(ξ, η), (7)

Φ(x, ξ, η, t) = ~v0 · ~r +
∞∑

j=1

Rj(t)ϕj(x, ξ, η), (8)

де fi(ξ, η) — повна, ортогональна разом з константою на Σ0 в гiль-
бертовому просторi L2(Σ0) система функцiй; βi(t) — узагальненi ко-
ефiцiєнти Фур’є, що залежать вiд часу як вiд параметру i мають
змiст узагальнених координат задачi (вони характеризують вiдхи-
лення вiльної поверхнi рiдини вiд незбуреного положення); Rj (t) —
параметри, що характеризують змiну потенцiалу швидкостi в часi;
ϕj (x, ξ, η) — система гармонiчних функцiй в областi Q(t), що задо-
вольняють крайову умову неперетiкання на змочуванiй поверхнi S(t).
Зображення шуканих функцiй f(ξ, η, t) та ϕ(x, ξ, η, t) грунтується на
розв’язках гiдродинамiчної проблеми в лiнiйнiй постановцi, якi в за-
дачi для кiльцевого вiдсiку, утвореного двома концентричними ци-
лiндричними поверхнями, мають вигляд

fmp (ξ, η) = Ym (kmp ξ), (9)

Ym (kmp ξ) =
Jm(kmp ξ) N ′

m(ζmp)−Nm(kmp ξ)J ′m(ζmp)
Jm(ζmp) N ′

m(ζmp)−Nm(ζmp) J ′m(ζmp)
, (10)

ϕmp (x, ξ, η) =
ch kmp (x + h)

ch kmp h
Ym (kmp ξ), (11)
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Jm(kmp ξ) i Nm(kmp ξ) — функцiї Беселя i Неймана m-го порядку;
ζmp = kmp R — коренi рiвняння

J ′m(δ ζ)N ′
m(ζ)−N ′

m(δ ζ)J ′m(ζ) = 0, δ = R0/R; (12)

h — глибина рiдини; R0 i R — радiуси внутрiшнього та зовнiшнього
цилiндрiв вiдповiдно.

Пiдставимо розклад (8) для потенцiалу швидкостей з врахуван-
ням (7) у вираз (6). Iнтегруючи по просторових змiнних, “функцiю
Лагранжа” L за вищезгаданим варiацiйним принципом представимо у
виглядi функцiї змiнних βi(t), Rj(t), Ṙj(t). Для визначення парамет-
рiв βi(t) та Rj(t) iз δW = 0 отримаємо наступну систему нелiнiйних
звичайних диференцiальниx рiвнянь загального вигляду:

∂ L

∂ βi
= 0,

d

d t

∂ L

∂ Ṙn

− ∂ L

∂ Rn
= 0, i = 1, 2, ..., n = 1, 2, ... (13)

Практично досяжнi результати вдається отримати при врахуван-
нi скiнченної кiлькостi параметрiв βi(t) та Rj(t), видiляючи серед
них тi, якi грають в цiй проблемi домiнуючу роль. Нашою метою є
побудова бiльш повної математичної моделi та вивчення на її основi
нелiнiйних процесiв за рахунок утримання бiльшої кiлькостi узагаль-
нених координат βi(t) у порiвняннi з роботами [4, 13, 20]. Аналiтичний
шлях реалiзацiї наведеного тут методу припускає також введення об-
межень на порядок малостi циx параметрiв. Iз всiєї множини βi(t),
надалi ми обмежимося у (7) врахуванням тiльки семи узагальнених
координат, якi для зручностi запису перепозначимо таким чином:

β0 = p0, β1 = r1, β2 = p1, β3 = r2, β4 = p2, β5 = r3, β6 = p3.

З огляду на це представлення (7) та (8) набудуть вигляду

f(ξ, η, t)=p 0(t)Y0(k 01 ξ) +
3∑

i =1

(
p i(t) cos i η + r i(t) sin i η

)
Y i(k i1 ξ),

(14)
Φ(x, ξ, η, t) = ~v0 · ~r + P 0(t) ψ01(ξ, η)+

+
3∑

j =1

(
P j(t) cos j η + R j(t) sin j η

)
ψ j1(ξ, η). (15)

За припущень, що r1 ≈ p1 ≈ ε, p0 ≈ r2 ≈ p2 ≈ ε2, r3 ≈ p3 ≈ ε3,
обмежимося тут розглядом математичної моделi з величинами па-
раметрiв до порядку ε3 включно. Це припущення пiдтверджується в
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процесi реалiзацiї даного методу на етапi отримання нелiнiйної мате-
матичної моделi.

4. Вимушенi коливання у вiдсiку пiд дiєю гармонiчної збу-
рюючої сили. Розглянемо задачу про вимушенi коливання рiдини в
круговому цилiндрi, що здiйснює гармонiчнi в часi рухи в напрямку
осi O z за законом u(t) = H cos ω t. В залежностi вiд конкретних зна-
чень амплiтуди H i кругової частоти ω вiльна поверхня рiдини прий-
має найрiзноманiтнiшi конфiгурацiї, серед яких є i дуже небезпечнi з
точки зору силової взаємодiї рiдини зi стiнками баку. Найбiльш цiка-
вим у цьому вiдношеннi є окiл основного резонансу, вивченню якого
присвячено значну кiлькiсть публiкацiй. Найбiльш повно питання про
вимушенi коливання рiдини у прямому круговому цилiндрi, включа-
ючи i проблеми з’ясування стiйкостi усталених рухiв, розглянутi на
основi п’ятимодової нелiнiйної моделi в роботах [4, 13, 20].

Наш подальший розгляд грунтується на бiльш складнiй семи-
модовiй нелiнiйнiй моделi. Для одержання цiєї моделi використає-
мо варiацiйний метод, включивши у розгляд у вiдповiдностi до (14)
та (15) крiм узагальнених координат p0(t), r1(t), p1(t), r2(t), p2(t) з
частотами власних коливань σ2

0 =
g

R
th k01h, σ2

1 =
g

R
th k11h, σ2

2 =
g

R
th k21h, ще i узагальненi координати r3(t) та p3(t) з власною часто-

тою σ2
3 =

g

R
th k31h (тут kmn =

ζmn

R
, а ζ01 = 3.83171, ζ11 = 1.84118,

ζ21 = 3.05424, ζ31 = 4.20119).

Базуючись на методологiї робiт [4, 5, 6], одержимо математичну
модель у виглядi такої системи нелiнiйних звичайних диференцiаль-
них рiвнянь:

L0 = p̈0 + σ2
0 p0 + d8 (ṗ2

1 + ṙ2
1) + d14 (p1 p̈1 + r1 r̈1) = 0;

L1 = p̈1 + σ2
1 p1 + d1 (p1 ṗ2

1 + p1 ṙ2
1 + p2

1 p̈1 + p1 r1 r̈1)+
+d2 (r2

1 p̈1 − 2 p1 ṙ2
1 + 2 r1 ṗ1 ṙ1 − p1 r1 r̈1)+

+d3 (ṗ1 ṗ2 + ṙ1 ṙ2 + p2 p̈1 + r2 r̈1) + d4 (p1 p̈2 + r1 r̈2)+
+d5 (ṗ0 ṗ1 + p0 p̈1) + d6 p1 p̈0 = 0;
L2 = r̈1 + σ2

1 r1 + d1 (r1 ṗ2
1 + r1 ṙ2

1 + r2
1 r̈1 + p1 r1 p̈1)+

+d2 (p2
1 r̈1 − 2 r1 ṗ2

1 + 2 p1 ṗ1 ṙ1 − p1 r1 p̈1)+
+d3 (ṗ1 ṙ2 − ṗ2 ṙ1 + r2 p̈1 − p2 r̈1) + d4 (p1 r̈2 − r1 p̈2)+
+d5 (ṗ0 ṙ1 + p0 r̈1) + d6 r1 p̈0 − P1 ω2 cos ω t = 0;

(16)
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L3 = p̈2 + σ2
2 p2 + d7 (ṗ2

1 − ṙ2
1) + d15 (p1 p̈1 − r1 r̈1) = 0;

L4 = r̈2 + σ2
2 r2 + 2 d7 ṗ1 ṙ1 + d15 (r1 p̈1 + p1 r̈1) = 0;

L5 = p̈3 + σ2
3 p3 + d9 (p1 ṗ2

1 − 2 r1 ṗ1 ṙ1 − p1 ṙ2
1)+

+d10 (p2
1 p̈1 − 2 p1 r1 r̈1 − r2

1 p̈1) + d11 (ṗ1 ṗ2 − ṙ1 ṙ2)+
+d12 (p2 p̈1 − r2 r̈1) + d13 (p1 p̈2 − r1 r̈2) = 0;
L6 = r̈3 + σ2

3 r3 + d9 (r1 ṗ2
1 + 2 p1 ṗ1 ṙ1 − r1 ṙ2

1)+
+d10 (p2

1 r̈1 + 2 p1 r1 p̈1 − r2
1 r̈1) + d11 (ṗ1 ṙ2 + ṗ2 ṙ1)+

+d12 (p2 r̈1 + r2 p̈1) + d13 (p1 r̈2 + r1 p̈2) = 0.

d1 =
d1
∗

µ1
, d2 =

d∗2
µ1

, d3 =
d∗3
µ1

, d4 =
d∗4
µ1

, d5 =
d∗5
µ1

,

d6 =
d∗6
µ1

, d7 =
d∗7
µ2

, d8 =
d∗8
µ0

, d9 =
d∗9
µ3

, d10 =
d∗10
µ3

,

d11 =
d∗11
µ3

, d12 =
d∗12
µ3

, d13 =
d∗13
µ3

, d14 =
d6

µ0
, d15 =

d4

µ2
,

P1 =
H λ2

µ1
, d∗7 = d∗4 −

d∗3
2

, d∗8 = d∗6 −
d∗5
2

.

(17)

В таблицi 1 наведенi числовi значення коефiцiєнтiв d∗i , що визнача-
ються деякими квадратурами вiд цилiндричних функцiй. Їх числовi
значення одержано для цилiндра з параметрами R0 = 0, R = 1 для
рiзної глибини h заповнення рiдини.

Аналiз усталених вимушених коливань рiдини пов’язаний з вiдшу-
канням перiодичних розв’язкiв системи (16). Для цього координати
r1(t), p1(t) представимо у виглядi вiдрiзкiв ряду Фур’є з невизначе-
ними коефiцiєнтами [2, 4, 13]

r1(t) = A0 +
3∑

k=1

(A2k−1 cos k ω t + A2k sin k ω t) ,

p 1(t) = B0 +
3∑

k=1

(B2k−1 cos k ω t + B2k sin k ω t) .

(18)

При цьому з першого та чотирьох останнiх рiвнянь системи (16) мож-
на знайти явнi вирази для узагальнених координат p0(t), r2(t), p2(t),
r3(t), p3(t).

Пiсля пiдстановки виразiв (18) i знайдених для p0(t), r2(t), p2(t),
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Таблиця 1: Значення коефiцiєнтiв системи (16)

h µ0 µ1 µ2 µ3 d∗1 d∗2 d∗3 d∗4
0.2 1.27155 1.70657 0.53930 0.26714 9.28680 4.99196 1.82085 -1.50166
0.4 0.90011 0.95928 0.34966 0.19641 1.54091 0.27694 0.88471 -0.25984
0.6 0.83658 0.74980 0.30921 0.18562 0.69184 -0.13359 0.71647 -0.03993
0.8 0.82347 0.66821 0.29824 0.18368 0.47126 -0.21712 0.66210 0.02919
1.0 0.82067 0.63253 0.29508 0.18332 0.39199 -0.24156 0.64029 0.05602
1.4 0.81993 0.60846 0.29388 0.18324 0.34431 -0.25384 0.62625 0.07265
1.8 0.81990 0.60307 0.29378 0.18324 0.33433 -0.25606 0.62319 0.07614
2.2 0.81989 0.60184 0.29377 0.18324 0.33210 -0.25654 0.62249 0.07692
2.6 0.81989 0.60156 0.29377 0.18324 0.33160 -0.25664 0.62233 0.07710
h d∗5 d∗6 d∗7 d∗9 d∗10 d∗11 d∗12 d∗13
0.2 4.71381 -1.62479 -2.41209 7.59982 2.37893 -2.67365 -0.82884 -0.56775
0.4 1.79997 -0.37316 -0.70219 1.01412 0.28312 -0.89413 -0.11440 -0.06716
0.6 1.27631 -0.14689 -0.39816 0.34702 0.07803 -0.58775 0.01711 0.00776
0.8 1.10708 -0.07311 -0.30185 0.18809 0.03125 -0.49503 0.06103 0.02512
1.0 1.03921 -0.04327 -0.26412 0.13530 0.01639 -0.46017 0.07915 0.02968
1.4 0.99551 -0.02392 -0.24048 0.10591 0.00853 -0.43909 0.09106 0.03129
1.8 0.98597 -0.01967 -0.23545 0.10018 0.00708 -0.43473 0.09370 0.03142
2.2 0.98380 -0.01870 -0.23433 0.09894 0.00677 -0.43376 0.09430 0.03143
2.6 0.98331 -0.01848 -0.23407 0.09866 0.00670 -0.43354 0.09444 0.03144

r3(t), p3(t) розв’язкiв у рiвняння Бубнова–Гальоркiна

2π
ω∫
0

L1 cos k ω t d t = 0,

2π
ω∫
0

L1 sin k ω t d t = 0,

2π
ω∫
0

L2 cos k ω t d t = 0,

2π
ω∫
0

L2 sin k ω t d t = 0,

(19)

отримаємо систему 12 алгебраїчних рiвнянь (тут k набуває значень
1, 2, 3), з якої визначаються коефiцiєнти рядiв Фур’є Ai, Bi, (i =
1, ..., 6) представлень основних узагальнених координат (18).

Iз аналiзу цiєї системи при умовi P1 6= 0 у загальному випадку про-
сторових рухiв рiдини (коли збурюються всi узагальненi координати
p0(t), r1(t), p1(t), r2(t), p2(t), r3(t), p3(t)) знаходимо, що тiльки A1 6= 0,
A5 6= 0, B2 6= 0, B6 6= 0, а решта коефiцiєнтiв Ai, Bi обертаються в
нуль.

Цьому випадку вiдповiдає наступний наближений перiодичний
розв’язок нелiнiйної системи (16), що характеризує просторовий рух
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рiдини в областi нестiйкостi “плоских” коливань вiльної поверхнi:

r1(t) = A1 cos ω t + A5 cos 3 ω t,
p 1(t) = B2 sin ω t + B6 sin 3ω t,
p 0(t) = a0 + a3 cos 2 ω t + a7 cos 4 ω t + a11 cos 6 ω t,
r 2(t) = b2 sin 2 ω t + b4 sin 4ω t + b6 sin 6ω t,
p 2(t) = c0 + c3 cos 2 ω t + c7 cos 4 ω t + c11 cos 6 ω t,
r 3(t) = w1 cosω t + w5 cos 3 ω t + w9 cos 5 ω t+

+w13 cos 7 ω t + w17 cos 9 ω t,
p 3(t) = v2 sin ω t + v6 sin 3 ω t + v10 sin 5 ω t+

+v14 sin 7 ω t + v18 sin 9 ω t.

(20)

На вiдмiну вiд попереднiх дослiджень вимушених коливань рiди-
ни цим методом у наближеному розв’язку (20) для узагальнених ко-
ординат r1(t) та p1(t) в данiй роботi утримано гармонiки sin 3 ω t та
cos 3 ω t, що приводить до точних виразiв для узагальнених коорди-
нат p0(t), r2(t), p2(t), r3(t), p3(t), в яких, як видно, фiгурують члени
з бiльш високими гармонiками. Коефiцiєнти розкладiв узагальнених
координат p0(t), r2(t), p2(t), r3(t), p3(t) пов’язанi з коефiцiєнтами A1,
A5, B2, B6 представлень основних узагальнених координат r1(t), p1(t)
такими спiввiдношеннями:

a0 = − (
A2

1 + B2
2 + 4 (A2

3 + B2
4) + 9 (A2

5 + B2
6)

)
o0,

a1 = −(A1 A3 + B2 B4) o1 − (A3 A5 + B4 B6) o2,
a3 = (A2

1 −B2
2) o31 − (A1 A5 + B2 B6) o32,

a5 = (A1 A3 −B2 B4) o5,
a7 = (A2

3 −B2
4) o71 + (A1 A5 −B2 B6) o72,

a9 = (A3 A5 −B4 B6) o9, a11 = (A2
5 −B2

6) o11,

(21)

b2 = (A3 B2 −A1 B4) s1 + (A5 B4 −A3 B6) s2,
b4 = 2 A1 B2s31 + (A5 B2 −A1 B6) s32,

b6 = (A3 B2 + A1 B4) s5,
b8 = 2 A3 B4 s71 + (A5 B2 + A1 B6) s72,

b10 = (A5 B4 + A3 B6) s9, b12 = 2 A5 B6 s11,

(22)

c0 =
(
(A2

1 −B2
2) + 4 (A2

3 − 4 B2
4) + 9 (A2

5 − 9 B2
6)

)
s0,

c1 = (A1 A3 −B2 B4) s1 + (A3 A5 −B4 B6) s2,
c3 = −(A2

1 + B2
2) s31 + (A1 A5 −B2 B6) s32,

c5 = −(A1 A3 + B2 B4) s5,
c7 = −(A2

3 + B2
4) s71 − (A1 A5 + B2 B6) s72,

c9 = −(A3 A5 + B4 B6) s9, c11 = −(A2
5 + B2

6) s11,

(23)
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w1 = (A3
1 −A1 B2

2) u11 + (A1 A2
5 −A1 B2

6) u15+
+(A2

1 A5 + A5 B2
2 − 2 A1 B2 B6) u12,

w5 = (−A3
1 − 3 A1 B2

2)u51 + (A2
1 A5 −A5 B2

2)u54+
+(A3

5 −A5 B2
6)u55,

w9 = −(A1 A2
5 − 2 A5 B2 B6 + A1 B2

6) u91−
−(A2

1 A5 + A5 B2
2 + 2 A1 B2 B6) u93,

w13 = −(A1 A2
5 + 2 A5 B2 B6 + A1 B2

6) u13,
w17 = −(A3

5 + 3 A5 B2
6)u17,

(24)

v2 = (A2
1 B2 −B3

2)u11 + (A2
5 B2 −B2 B2

6)u15+
+(−2 A1 A5 B2 + A2

1 B6 + B2
2 B6)u12,

v6 = −(3A2
1 B2 + B3

2)u51 + (A2
1 B6 −B2

2 B6) u54+
+(A2

5 B6 −B3
6)u55,

v10 = (A2
5 B2 − 2 A1 A5 B6 + B2 B2

6) u91+
−(2A1 A5 B2 + A2

1 B6 + B2
2 B6)u93,

v14 = −(A2
5 B2 + 2 A1 A5 B6 + B2 B2

6)u13,
v18 = −(3A2

5 B6 + B3
6)u17,

(25)

u11 = 1/4 (d9 − 3 d10 + 4 d12 s0 + 2 (2 d11 − d12−
−4 d13) s31) h1,

u12 = 1/4 (5 d9 − 11 d10 + 2 ((6 d11 − 9 d12 − 4 d13) s31+
+(−2 d11 + d12 + 4 d13) s32)) h1,

u15 = 1/2 (9 d9 − 19 d10 + 18 d12 s0 + (−6 d11 + 9 d12+
+4 d13) s32 + (12 d11 − 9 d12 − 16 d13) s72) h1,

u51 = 1/4 (d9 + d10 + 2 (2 d11 + d12 + 4 d13) s31)h5,
u54 = 1/2 (d9 − 11 d10 + 18 d12 s0 + (2 d11 + d12

+4 d13) s32 + (4 d11 − d12 − 16 d13) s72) h5,
u55 = 9/4 (d9 − 3 d10 + 36 d12 s0 + 2 (2 d11 − d12−

−4 d13) s11) h5,

(26)

u91 = 1/4 (3 d9 + 19 d10 − 2 ((6 d11 − d12 − 36 d13) s11+
+(6 d11 + 9 d12 + 4 d13) s32))h9,

u93 = 1/4 (7 d9 + 11 d10 + 2 ((6 d11 + 9 d12 + 4 d13) s31+
+(4 d11 + d12 + 16 d13) s72))h9,

u13 = 1/4 (15 d9 + 19 d10 + 2 ((6 d11 + d12 + 36 d13) s11+
+(12 d11 + 9 d12 + 16 d13) s72))h13,

u17 = 9/4 (d9 + d10 + 2 (2 d11 + d12 + 4 d13) s11)h17.

(27)
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Тут i вище

o0 = (d8 − d14) f0, o1 = 1/2 (4 d8 − 5 d14) f1,
o2 = 1/2 (12 d8 − 13 d14) f1, o31 = 1/2 (d8 + d14) f3,

o32 = (3 d8 − 5 d14) f3, o5 = 1/2 (4 d8 + 5 d14) f5,
o71 = 2 (d8 + d14) f7; o72 = (3 d8 + 5 d14) f7,

o9 = 1/2 (12 d8 + 13 d14) f9, o11 = 9/2 (d8 + d14) f11,

(28)

s0 = (d7 − d15) g0, s1 = 1/2 (4 d7 − 5 d15) g1,
s2 = 1/2 (12 d7 − 13 d15) g1, s31 = 1/2 (d7 + d15) g3,

s32 = (3 d7 − 5 d15) g3, s5 = 1/2 (4 d7 + 5 d15) g5,
s71 = 2 (d7 + d15) g7, s72 = (3 d7 + 5 d15) g7,

s9 = 1/2 (12 d7 + 13 d15) g9, s11 = 9/2 (d7 + d15) g11,

(29)

разом з

f0 =
1

2 σ̄2
0

, f1 =
1

σ̄2
0 − 1

, f3 =
1

σ̄2
0 − 4

, f3 =
1

σ̄2
0 − 9

,

f7 =
1

σ̄2
0 − 16

, f9 =
1

σ̄2
0 − 25

, f11 =
1

σ̄2
0 − 36

,

g0 =
1

2 σ̄2
2

, g1 =
1

σ̄2
2 − 1

, g3 =
1

σ̄2
2 − 4

, g5 =
1

σ̄2
2 − 9

,

g7 =
1

σ̄2
2 − 16

, g9 =
1

σ̄2
2 − 25

, g11 =
1

σ̄2
2 − 36

,

h1 =
1

σ̄2
3 − 1

, h5 =
1

σ̄2
3 − 9

, h9 =
1

σ̄2
3 − 25

, h13 =
1

σ̄2
3 − 49

,

h17 =
1

σ̄2
3 − 81

, σ̄2
i =

ω2

σ2
i

.

(30)

Значення амплiтуд A1, A5, B2, B6 знаходяться iз системи кубiчних
рiвнянь такого вигляду:

A3
1n1 + A1B

2
2n2 + A2

1A5n4 + A1A
2
5n5 −A5B

2
2n7+

+A1B
2
6n8 + A1B2B6n11 + A5B2B6n14 + A1

(
σ̄2

1 − 1
)

= P1,
B3

2n1 + A2
1B2n2 −B2

2B6n4 + B2B
2
6n5 + A2

1B6n7+
+A2

5B2n8 −A1A5B2n11 + A1A5B6n14 + B2

(
σ̄2

1 − 1
)

= 0,
A2

1A5n5 + A5B
2
2n8 + A1B2B6n14 + A3

1n24 −A1B
2
2n24+

+A3
5n28 + A5B

2
6n29 + A5

(
σ̄2

1 − 9
)

= 0,
B2

2B6n5 + A2
1B6n8 + A1A5B2n14 + A2

1B2n24 −B3
2n24+

+B3
6n28 + A2

5B6n29 + B6

(
σ̄2

1 − 9
)

= 0.

(31)
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Тут величини ni мають вигляд:

n1 = −d1/2 + d5o0 + (d5/2− 2d6) o31 + d3s0+
+(d3/2− 2d4) s31,

n2 = d1/2− 2d2 + d5o0 − (d5/2− 2d6) o31 − d3s0+
+(3 d3/2− 6d4) s31,

n4 = −3 d1/2− (3 d5/2 + 2d6) o31 − (d5/2− 2d6) o32−
− (3 d3/2 + 2d4) s31 − (d3/2− 2d4) s32,

n5 = −5d1 + 9d5o0 + (3 d5/2 + 2d6) o32+
+(3 d5/2− 8d6) o72 + 9d3s0 + (3 d3/2 + 2d4) s32+
+(3 d3/2− 8d4) s72,

n7 = −d1/2− (3 d5/2 + 2d6) o31 + (3 d3/2 + 2d4) s31−
− (d3/2− 2d4) s32,

n8 = −5d2 + 9d5o0 − 9d3s0 + (3 d3/2 + 2d4) s32+
+(3 d3/2− 8d4) s72,

n11 = −d1 − (d5/2− 2d6) o32 − (3d3 + 4d4)s31;
n14 = 3d1 − 9d2 + (3 d5/2 + 2d6) o32 − (3 d5/2− 8d6) o72−

−(3d3 + 4d4)s32 + (3d3 − 16d4)s72,
n24 = −d1/2− (3 d5/2 + 2d6) o31 − (3 d3/2 + 2d4) s31,
n28 = −9 d1/2 + 81d5o0 + (9 d5/2− 18d6) o11+

+81d3s0 + (9 d3/2− 18d4) s11,
n29 = 9 d1/2− 18d2 + 81d5o0 − (9 d5/2− 18d6) o11−

−81d3s0 + (27 d3/2− 54d4) s11.

(32)

Для режиму руху рiдини в площинi дiї збурюючої сили можли-
вий такий наближений уточнений перiодичний розв’язок нелiнiйної
системи (16), що характеризує плоский рух рiдини:

r1(t) = A1 cos ω t + A5 cos 3 ω t,
p 1(t) = 0, r 2(t) = 0, p 3(t) = 0,
p 0(t) = a0 + a3 cos 2 ω t + a7 cos 4 ω t + a11 cos 6 ω t,
p 2(t) = c0 + c3 cos 2 ω t + c7 cos 4 ω t + c11 cos 6 ω t,
r 3(t) = w1 cosω t + w5 cos 3 ω t + w9 cos 5 ω t+

+w13 cos 7 ω t + w17 cos 9 ω t,

(33)
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де

a0 = (−A2
1 − 9 A2

5) o0, a3 = A2
1 o31 −A1 A5 o32,

a7 = A1 A5 o72, a11 = A2
5 o11, ai, ci = 0, (i = 1, 5, 9),

bj = 0, (j = 2, 4, 6), vk = 0, (k = 2, 6, 10, 14, 18),
c0 = (A2

1 + 9 A2
5) s0, c3 = −A2

1 s31 + A1 A5 s32,
c7 = −A1 A5 s72, c11 = −A2

5 s11,
w1 = A3

1 u11 + A2
1 A5 u12 + A1 A2

5 u15,
w5 = −A3

1 u51 + A2
1 A5 u54 + A3

5 u55, w13 = −A1 A2
5 u13,

w9 = −A1 A2
5 u91 −A2

1 A5 u93, w17 = −A3
5 u17.

(34)

При цьому значення амплiтуд A1, A5 знаходяться iз системи кубiч-
них рiвнянь

A3
1 n1 + A2

1 A5 n4 + A1 A2
5 n5 + A1

(
σ̄2

1 − 1
)

= P1,
A2

1 A5 n5 + A3
1 n24 + A3

5 n28 + A5

(
σ̄2

1 − 9
)

= 0.
(35)

Аналогiчнi рiвняння для амплiтудно-частотних xарактеристик рi-
дини можна також отримати i iншими методами нелiнiйної механiки,
зокрема, методом Крилова–Боголюбова–Митропольського, або мето-
дом гармонiчного балансу.

В таблицi 2 наведено деякi чисельнi значення модуля амплiтуд ви-
мушених плоских коливань рiдини (33) поблизу основного резонансу
по параметрах p1(t) та r1(t) при заданiй силi P1, а в таблицi 3 наведе-
но деякi чисельнi значення модуля амплiтуд вимушених просторових
коливань рiдини (20) поблизу основного резонансу при заданiй силi
P1.

Таблиця 2: Модулi амплiтуд плоских коливань (33)

ω AV
1 AV II

1 ω AV
1 AV II

1
3.736944 0.053079803 0.053079121 4.373923 0.184498741 0.184899377
3.779409 0.059039749 0.059038530 4.416388 0.160920445 0.161116819
3.821875 0.066277523 0.066275205 4.458854 0.141364389 0.141461492
3.864340 0.075288439 0.075283667 4.501319 0.125372324 0.125421805
3.906805 0.086900480 0.086889538 4.543784 0.112337689 0.112363991
3.949270 0.102673253 0.102643789 4.586249 0.101669178 0.101683830
3.991736 0.126251022 0.126144914 4.628715 0.092864139 0.092872689
4.034201 0.172736043 0.171791308 4.671180 0.085522613 0.085527826
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Таблиця 3: Модулi амплiтуд просторових коливань (20)
ω AV

1 AV II
1 BV

2 BV II
2 AV II

5 BV II
6

4.20406 0.1681162 0.1666599 0.2770995 0.2787168 0.0009356 0.0014742
4.24652 0.2301096 0.2289682 0.2966470 0.2976075 0.0009182 0.0011415
4.28899 0.2924265 0.2912575 0.3358417 0.3364157 0.0009178 0.0009916
4.33145 0.3503322 0.3494595 0.3811242 0.3818522 0.0009174 0.0009714
4.37392 0.4035309 0.4027108 0.4268312 0.4275379 0.0009242 0.0009538
4.41638 0.4528059 0.4520186 0.4712718 0.4719676 0.0009334 0.0009494
4.45885 0.4989884 0.4982232 0.5141174 0.5148063 0.0009441 0.0009518
4.50131 0.5427680 0.5420184 0.5554702 0.5561545 0.0009560 0.0009582

Iндексом при Ai та Bj зверху вiдмiченi числовi значення, одержанi
на основi розгляду вiдповiдно п’ятимодової та семимодової моделi.

Iз наведених таблиць випливає, що значення амплiтуд основних
мод коливань рiдини, знайдених на основi п’ятимодової та семимодо-
вої моделi близькi мiж собою (розходження спостерiгається в третiй-
четвертiй значущiй цифрi). Порiвняльний аналiз наведених резуль-
татiв пiдтверджує також, що в розглядуваних перiодичних коливан-
нях вирiшальний внесок дає основна гармонiчна складова (згiдно з
представленнями (20) та (33) для координат p1(t), r1(t)), яка має пе-
рiод зовнiшнього збурення, а бiльш високими гармонiками, в рамках
припущення теорiї третього порядку малостi, можна знехтувати.

5. Аналiз амплiтудно-частотних характеристик нелiнiй-
них коливань вiльної поверхнi рiдини. Амплiтудно-частотнi ха-
рактеристики нелiнiйних коливань вiльної поверхнi рiдини визнача-
ються виразами (31) та (35). Для усталених режимiв руху можна
також в кожному конкретному випадку прослiдкувати за еволюцiєю
вiльної поверхнi рiдини, скориставшись її представленням у виглядi

x = p0(t)Y0(k0 ξ) + r1(t)Y1(k1 ξ) sin η+
+p1(t)Y1(k2 ξ) cos η + r2(t)Y2(k2 ξ) sin 2 η+
+p2(t)Y2(k2 ξ) cos 2 η + r3(t)Y3(k3 ξ) sin 3 η + p3(t)Y3(k3 ξ) cos 3 η.

(36)
Для цилiндра з параметрами R0 = 0, R = 1, d = 2R, h = 2, H =

0.01094, ω = 4.246527 на рис. 2 наведено кiлька профiлiв (проекцiй на
вiсь симетрiї) просторової хвилi (31) в напрямку лiнiї дiї збурюючої
сили (η = 0).

Iз аналiзу еволюцiї вiльної поверхнi рiдини для вертикального ци-
лiндра iз вказаними вище параметрами випливає, що всi нелiнiйнi
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Рис. 1: Профiлi просторових хвиль

ефекти в поведiнцi збуреної вiльної поверхнi, включаючи її несимет-
ричнiсть та рухомiсть вузлової лiнiї, при семимодовiй апроксимацiї
зберiгаються. Амплiтудно-частотнi характеристики якiсно повнiстю
спiвпадають з аналогiчними характеристиками, одержаними на осно-
вi п’ятимодової моделi [4, 20]. В кiлькiсному вiдношеннi цi результати
спiвпадають з точнiстю до третьої значущої цифри. В такiй же мiрi це
вiдноситься i до граничних значень амплiтуд плоских i просторових
рухiв вiльної поверхнi рiдини, а також критичної глибини рiдини, при
якiй вiдбувається змiна характеристики нелiнiйної системи з м’якого
типу на характеристики жорсткого типу.

6. Силова взаємодiя рiдини та ємностi. Розглянемо важливе
для практики питання про силову взаємодiю рiдини з частково за-
повненим баком. Як вiдомо, головний вектор сил, якi дiють з боку
рiдини на резервуар визначається як

~P =
∫

S

∫
p~n dS, (37)

де ~n — орт зовнiшньої нормалi до змоченої поверхнi S, p — тиск
рiдини, який визначається iз iнтегралу Лагранжа–Кошi (4).

Безпосереднє використання формули (37) на практицi дуже уск-
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ладнене. Для отримання виразу гiдродинамiчної сили скористаємося
результатами §13 роботи [4], що приводить до

~P = −m (~̈u− ~g)− d ~K

dt
, (38)

де m — маса рiдини, ~g = (−g, 0, 0) — вектор прискорення сил тяжiн-
ня, вектор ~u = (0, 0,H cos ωt) визначає закон руху резервуару, ~K —
вектор кiлькостi руху маси рiдини, який виражається формулою

~K = ρ

∫∫

Q

∫
(∇Φ) dQ. (39)

В загальному вападку, коли рiвняння збуреної вiльної поверхнi Σ
має вигляд (7), для проекцiй вектора кiлькостi руху ~K на осi декар-
тової системи координат отримуємо такi вирази:

Kx =
1
2

∑

i

λi1βiβ̇i, Ky =
∑

i

λi2β̇i, Kz =
∑

i

λi3β̇i, (40)

λi1 = ρ

∫

Σ0

f2
i dS, λi2 = ρ

∫

Σ0

y fi dS, λi3 = ρ

∫

Σ0

z fi dS. (41)

У розглядуваному випадку роль узагальнених координат βi(t)
грають величини p0(t), r1(t), p1(t), r2(t), p2(t), r3(t), p3(t). Проекцiї
гiдродинамiчної сили на осi зв’язаної системи координат з точнiстю
до членiв третього порядку малостi мають такий вигляд:

Px = −mg − λ1(r1r̈1 + ṙ2
1 + p1p̈1 + ṗ2

1), Py = −λ2p̈1, Pz = −mü− λ2r̈1,
(42)

λ1 =
π ρ

2

R∫

R0

ξ Y 2
1 (k11 ξ) d ξ, λ2 = π ρ

R∫

R0

ξ2 Y1(k11 ξ) d ξ. (43)

Найбiльш важливою з практичної точки зору, в даному випадку, є
складова сумарної гiдродинамiчної сили Pz у напрямку осi Oz, вздо-
вж якої сектор здiйснює вимушенi коливання i яка пiсля пiдстановки
у третє рiвняння системи (42) набуває вигляду:

Pz = π ω2ρ
[(

H R2 h + A1 λ∗2
)

cos ω t + 9 A5 λ∗2 cos 3 ω t
]
, (44)
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де λ∗2 = λ2 /(π ρ).
Як видно iз наведеного вище, включення до розгляду гармонiк

r3(t) та p3(t) не впливає на силову взаємодiю баку з рiдиною внаслi-
док того, що цi узагальненi координати не входять у рiвняння для
визначення p0(t), r1(t), p1(t), r2(t) та p2(t).

Наявнiсть у виразах для r1(t) та p1(t) згiдно з (33) та (20) вищих за
часом гармонiк iстотно не позначилося на амплiтудi сили Pz, (42). Чи-
сельнi значення амплiтуди уточнюються лише в третiй-четвертiй зна-
чущiй цифрi, що призводить до графiчних залежностей, якi в околi
головного резонансу вiзуально спiвпадають з аналогiчними залежно-
стями, наведеними в [4].

6. Висновки. В роботi розглянуто нелiнiйнi коливання iдеаль-
ної нестисливої рiдини в баках цилiндричної форми на основi се-
мимодової апроксимацiї вiльної поверхнi рiдини. Методом Бубнова–
Гальоркiна побудовано перiодичнi розв’язки семимодової системи
нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь, що описує нелiнiйнi
вимушенi коливання рiдини у круговому цилiндричному баку при дiї
збурюючої сили в однiй з площин симетрiї. Пiдтверджено, що в околi
основного резонансу системи амплiтуди вимушених коливань рiдини
та амплiтуди сили обмеженi, положення вузлової лiнiї вiльної поверх-
нi рiдини змiнюється з часом, висота “горба” деформованої поверхнi
перевищує глибину “впадини”. Встановлено, що для досить повного
опису нелiнiйних коливань iдеальної нестисливої рiдини в цилiндрич-
ному баку, включаючи i просторовi рухи рiдини, достатньо у розкла-
дах головних узагальнених координат обмежитися лише основними
гармонiками. Аналiз чисельних результатiв показує, що семимодова
апроксимацiя вiльної поверхнi рiдини та потенцiалу швидкостей не
призводить до iстотних уточнень амплiтуд коливань вiльної поверхнi
та амплiтуд сил взаємодiї у порiвняннi з п’ятимодовою апроксима-
цiєю. Результати розрахункiв добре узгоджуються з даними експери-
ментiв [15] та можуть бути використанi при проектуваннi транспорт-
них засобiв, якi мiстять великi маси рiдини.
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