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Доведено, що за вiдомого унiверсального iнварiанта повний набiр фун-
кцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв будь-якого по-
рядку однопараметричної групи локальних перетворень в просторi n
незалежних та m залежних змiнних будується через одну квадратуру
i диференцiювання.

It is proved that if universal invariant for one-parameter group of local
transformations in the space of n independent and m dependent variables
is known then the complete set of its functionally independent differential
invariants can be constructed via one quadrature and differentiation.

1. Вступ. Диференцiальнi iнварiанти широко застосовуються при
iнтегруваннi в квадратурах або пониженнi порядку звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, а також для опису класiв iнварiантних дифе-
рецiальних рiвнянь, тому їх теорiя є важливою складовою групового
аналiзу диференцiальних рiвнянь. В теорiї диференцiальних iнварi-
антiв особливу роль вiдiграють рiзнi варiанти теореми про скiнчений
базис диференцiальних iнварiантiв, що нестрого формулюється на-
ступним чином: для довiльної групи G локальних перетворень iснує
такий скiнчений набiр диференцiальних iнварiантiв, що кожен ди-
ференцiальний iнварiант групи G є функцiєю цих iнварiантiв та їх
похiдних. Вперше твердження такого типу (для однопараметричної
групи локальних перетворень у просторi двох змiнних) отримано ще
С. Лi наприкiнцi ХIХ ст. [1] (див. також [2, 3]) i невдовзi суттєво уза-
гальнено А. Трессом [4]. Прогрес останнього часу в цьому напрямi
пов’язаний з роботами Л.В. Овсяннiкова [5] i П. Олвера [6]–[9], де
введено поняття оператора iнварiантного диференцiювання, iнварi-
антного кофрейму дифренцiальних форм та iн., отримано, зокрема,
результати зi стабiлiзацiї рангу продовженої дiї групи i оцiнки кiль-
костi диференцiальних iнварiантiв.
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В цiй статтi вивчаються диференцiальнi iнварiанти однопараме-
тричних груп локальних перетворень в просторi n незалежних та
m залежних змiнних (m,n ∈ N). (Випадок n = m = 1 розглянуто
в [10], а результати для для випадку n = 1 при довiльному m ∈ N

опублiковано в [11].) Важливiсть такої задачi обумовлена тим, що
побудова диференцiальних iнварiантiв однопараметричної групи ло-
кальних перетворень є складовою задачi пошуку диференцiальних
iнварiантiв для групи довiльної розмiрностi [3]. Узагальнення теоре-
ми Лi про диференцiальнi iнварiанти однопараметричної групи ло-
кальних перетворень проведено не тiльки за кiлькiстю залежних i
незалежних змiнних, але й i безпосереднiм посиленням її твердже-
нням. А саме, доведено, що за вiдомого унiверсального iнварiанта
повний набiр функцiонально незалежних диференцiальних iнварiан-
тiв будь-якого порядку такої групи будується через одну квадратуру
i диференцiювання. Проаналiзовано зв’язок мiж диференцiальними
iнварiантами першого порядку i iнтегруванням систем рiвнянь типу
Рiккатi.

2. Узагальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiан-
ти. Нехай Q = ξa(x, u)∂xa

+ ηi(x, u)∂ui — iнфiнiтезiмальний опера-
тор однопараметричної групи G локальних перетворень, що дiє на
множинi M ⊂ J(0) = X × U , де X � R

n — простiр незалежних
змiнних x = (x1, x2, . . . , xn) i U � R

m — простiр залежних змiн-
них u = (u1, u2, . . . , um), G(r) — продовження дiї групи G на пiдмно-
жину M(r) = M × U (1) × U (2) × · · · × U (r) продовженого простору
J(r) = X × U(r) струменiв r-го порядку над простором X × U (тут
U(r) = U × U (1) × U (2) × · · · × U (r), r ≥ 1, Q(r) — r-те продовження
оператора Q (див. [3, 8]). Диференцiальним iнварiантом r-го поряд-
ку групи G (або оператора Q) називається функцiя I:M(r) → R, яка
є iнварiантом продовженої дiї G(r). Необхiдною i достатньою умовою
для того, щоб функцiя I була диференцiальним iнварiантом r-го по-
рядку групи G, є спiввiдношення Q(r)I = 0.

Тут i надалi, якщо не обумовлено iнше, iндекси a, b, c, d змiню-
ються вiд 1 до n, iндекси i, j, k, l — вiд 1 до m. За iндексами, що
повторюються, йде пiдсумовування.

Нехай I = I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) — пов-
ний набiр функцiонально незалежних iнварiантiв (або унiверсаль-
ний iнварiант [5]) оператора Q, а J(x, u) — частинний розв’язок
рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)
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i J(x, u) — функцiонально незалежнi. Виконаємо локальну замiну
змiнних: yc = Ic(x, u), c = 1, n− 1, yn = J(x, u) — новi незалежнi
змiннi та vi = Ii+n−1(x, u) — новi залежнi змiннi. В змiнних y =
(y1, y2, . . . , yn) i v = (v1, v2, . . . , vm) оператор Q має вигляд ∂yn

. Отже,
для будь-якого r ≥ 1 вигляд продовженого оператора Q(r) спiвпадає
з Q = ∂yn

, а тому

ŷ = (y1, y2, . . . , yn−1),

v(r) =
{
viα=

∂|α|vi

∂yα1
1 ∂yα2

2 . . . ∂yαn
n

∣∣∣∣ αa∈N∪{0}, |α|=
n∑
a=1

αa≤r
}

(тут viα = vi, якщо |α| = 0) утворюють повний набiр його функцiо-
нально незалежних iнварiантiв, тобто (ŷ, v(r)) — унiверсальний iнва-
рiант групи G(r). (Функцiональна незалежнiсть компонент ŷ i v(r)
очевидна, бо (y, v(r)) є набором змiнних у просторi J(r).) Це означає,
що (ŷ, v) є фундаментальним набором диференцiальних iнварiантiв
оператора Q, тобто будь-який диференцiальний iнварiант операто-
ра Q можна зобразити як функцiю вiд ŷ i v та похiдних v за опе-
раторами G-iнварiантного диференцiювання, якi спiвпадають тут з
операторами Dya

= ∂ya
+ viya

∂vi + viyayb
∂vi

yb
+ · · · повних похiдних за

змiнними ya.
Повернемося до змiнних x, u. В цих змiнних

Dyc
=

(−1)c+a

∆
D(Id, d=1,n−1, d�=c, J)
D(xb, b=1,n, b �=a)

Dxa
, c = 1, n− 1,

Dyn
=

(−1)n+a

∆
D(Id, d=1,n−1)
D(xb, b=1,n, b �=a)

Dxa
,

(1)

де Dxa
= ∂xa

+ uixa
∂ui + uixaxb

∂ui
xb

+ · · · — оператор повної похiдної
за змiнною xa, а

D(Id, d=1,n−1, d�=c, J)
D(xb, b=1,n, b �=a)

,
D(Id, d=1,n−1)
D(xb, b=1,n, b �=a)

, ∆ =
D(Id, d=1,n−1, J)
D(xb, b=1,n)

позначають якобiани (з повних похiдних)
функцiй Id, d = 1, n− 1, d �= c, J за змiнними xb, b = 1, n, b �= a,
функцiй Id, d = 1, n− 1 за змiнними xb, b = 1, n, b �= a,
функцiй Id, d = 1, n− 1, J за змiнними xb, b = 1, n,

вiдповiдно.
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Як результат отримаємо наступну теорему.

Теорема 1. Нехай I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) —
унiверсальний iнварiант оператора Q, J(x, u) — частинний розв’я-
зок рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї

Ic(x, u), Dα1
y1 D

α2
y2 . . . D

αn
yn
Ii+n−1(x, u),

де c = 1, n− 1, αa ∈N ∪ {0},
∑n
a=1 αa ≤ r, а оператори Dya

визна-
чаються формулами (1), утворюють повний набiр функцiонально
незалежних диференцiальних iнварiантiв (або унiверсальний дифе-
ренцiальний iнварiант) r-го порядку оператора Q.

Наслiдок 1. Для будь-якого оператора Q iснує повний набiр фун-
кцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв r-го порядку,
в якому кожен iнварiант є рацiональною функцiєю змiнних uiα (α =
(α1, α2, . . . , αn), αa ∈ N ∪ {0}, 0 <

∑n
a=1 αa ≤ r) продовженого про-

стору J(r) з коефiцiєнтами, що залежать вiд xa та uj.

Наслiдок 2. Якщо I = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) — унiвер-
сальний iнварiант оператора Q i J = J(x, u) — частинний розв’язок
рiвняння QJ = 1, то функцiї

Dyc
Ii+n−1 =

(−1)c+a

∆
D(Id, d=1,n−1, d�=c, J)
D(xb, b=1,n, b �=a)

Dxa
Ii+n−1,

Dyn
Ii+n−1 =

(−1)n+a

∆
D(Id, d=1,n−1)
D(xb, b=1,n, b �=a)

Dxa
Ii+n−1

(2)

(c = 1, n− 1) утворюють повний набiр функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв строго першого порядку оператора Q.

Зауважимо, що за вiдомого унiверсального iнварiанта I операто-
ра Q частинний розв’язок рiвняння QJ = 1 легко знаходиться через
одну квадратуру. Наприклад, у випадку, коли для деякого фiксова-
ного a ξa �= 0, маємо частинний розв’язок

J(x, u) =
∫
dxa/ξ

a(X1 . . . , Xa−1, xa,X
a+1, . . . , Xn, U1, . . . , Um),

де xb = Xb(xa, C), b �= a, uj = U j(x,C) — розв’язок системи алгебра-
їчних рiвнянь I(x, u) = C := (C1, C2, . . . , Cm+n−1) вiдносно змiнних
xb, b �= a, uj , а пiсля iнтегрування необхiдно виконати зворотну пiд-
становку C = I(x, u) (пiдсумовування по a тут немає). Аналогiчно,
коли ηi �= 0 для деякого фiксованого i, тодi можна покласти

J(x, u) =
∫
dui/ηi(X1, . . . , Xn, U1, . . . , U i−1, ui, U i+1, . . . , Um)
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(пiдсумовування по i тут немає), де xb = Xb(ui, C), uj = U j(ui, C),
j �= i, — розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь I(x, u) = C вiдносно
змiнних xb, uj , j �= i.

Таким чином, справедлива наступна теорема.

Теорема 2. Якщо знайдено унiверсальний iнварiант оператора Q,
то повний набiр його функцiонально незалежних диференцiальних
iнварiантiв будь-якого порядку будується через одну квадратуру i
диференцiювання.

3. Iнварiантнi диференцiали. Введемо поняття iнварiантного ди-
ференцiала що є частинним випадком бiльш загального поняття кон-
тактно-iнварiантної диференцiальної форми першого порядку у про-
довженому просторi [7].

Означення. Диференцiал dW (x, u) назвемо iнварiантним вiдносно
групи G (оператора Q), якщо вiн не змiнюється пiд дiєю перетво-
рень з групи G.

Необхiдною i достатньою умовою iнварiантностi диференцiала є
рiвнiсть dQW (x, u) = 0. Можливi два принципово рiзнi випадки:
1) функцiя W (x, u) є iнварiантом оператора Q, тобто QW (x, u) = 0;
диференцiал dW (x, u) автоматично є iнварiантним вiдносно опера-
тора Q (iнварiантний диференцiал першого роду);
2) функцiя W (x, u) не є iнварiантом оператора Q, але диференцiал
dW (x, u) iнварiантний вiдносно оператора Q (iнварiантний диферен-
цiал другого роду); тодi QW (x, u) — ненульова стала.

Якщо вiдомо деякий набiр функцiй I(x, u) = (Iq(x, u))q=1,m+n−1

i J(x, u), що задають унiверсальний iнварiант i iнварiантний дифе-
ренцiал оператора Q другого роду вiдповiдно, то всi такi набори,
очевидно, можна знайти за формулами

Î(x, u) = F (I(x, u)), Ĵ(x, u) = J(x, u) +H(I(x, u)), (3)

де F = (F 1, F 2, . . . , Fm+n−1) i H — диференцiйовнi функцiї своїх
аргументiв, |∂F/∂I| �= 0. Формули (3) визначають вiдношення еквi-
валентностi Ω на множинi M наборiв з m + n гладких функцiй вiд
m+ n змiнних з ненульовим якобiаном. Вiдповiдну множину класiв
еквiвалентностi позначимо через M/Ω.

Твердження 1. Мiж M/Ω i множиною ненульових операторiв
{Q} в просторi змiнних (x, u) iснує взаємно-однозначна вiдповiд-
нiсть: сукупнiсть {(I(x, u);J(x, u))} розв’язкiв системи QIq = 0,
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q = 1,m+ n− 1, QJ = 1, де Iq — функцiонально незалежнi, є еле-
ментом множиниM/Ω, i навпаки, якщо (I(x, u);J(x, u)) — деякий
представник класу еквiвалентностi з M/Ω, то система QIq = 0,
q = 1,m+ n− 1, QJ = 1 є визначеною системою лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв вiдповiдного оператора Q.

4. Випадок n = 1. Розглянемо докладнiше випадок однiєї незале-
жної змiнної x (n = 1), в якому можна значно компактнiше сформу-
лювати теорему 1 та її наслiдки, а також отримати деякi додатковi
результати.

Теорема 1′. Нехай I = I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im(x, u)) —
унiверсальний iнварiант оператора Q, J(x, u) — частинний розв’я-
зок рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї

Ij(x, u),
(

1
DxJ

Dx

)s
Ij(x, u), s = 1, r,

де Dx = ∂x+uix∂ui +uixx∂ui
x
+ . . . — оператор повної похiдної за змiн-

ною x, утворюють повний набiр функцiонально незалежних дифе-
ренцiальних iнварiантiв (або унiверсальний диференцiальний iнва-
рiант) r-го порядку оператора Q.

Зауважимо, що iдею доведення теореми 1′ у випадку m = 1 наве-
дено в [12].

Наслiдок 1′. Для будь-якого оператора Q iснує повний набiр фун-
кцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв n-го порядку,
в якому кожен iнварiант є рацiональною функцiєю змiнних uix, uixx,
. . . , (ui)(n) продовженого простору з коефiцiєнтами, що залежать
вiд x та ui.

Наслiдок 2′. Якщо I = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im(x, u)) — унiвер-
сальний iнварiант оператора Q i J = J(x, u) — частинний розв’язок
рiвняння QJ = 1, то функцiї

Ij(1) = Ij(1)(x, u(1)) =
dIj

dJ
=
DxI

j

DxJ
=

Ijx + Ijuiu
i
x

Jx + Jui′ui
′
x

(4)

утворюють повний набiр функцiонально незалежних диференцiаль-
них iнварiантiв строго першого порядку оператора Q.
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Наслiдок 3. Компоненти строго першого порядку унiверсального
диференцiального iнварiанту оператора Q можна шукати у вигля-
дi дробово-лiнiйних функцiй змiнних uix продовженого простору з
коефiцiєнтами, що залежать вiд x та ui.

Наслiдок 2′ можна переформулювати, використовуючи поняття
iнварiантного диференцiала.

Наслiдок 4. Вiдношення iнварiантних диференцiалiв оператора Q
першого i другого роду є його диференцiальним iнварiантом строго
першого порядку. Якщо dI1, dI2, . . . , dIm утворюють повний набiр
незалежних iнварiантних диференцiалiв оператора Q першого роду,
то їх вiдношення з його iнварiантним диференцiалом другого роду
вичерпують функцiонально незалежнi диференцiальнi iнварiанти
строго першого порядку оператора Q.

Наслiдок 5 (теорема Лi). Нехай n=m=1, I(x, u) i I(1)(x, u, ux) —
диференцiальнi iнварiанти нульового i строго першого порядку опе-
ратора Q. Тодi функцiї

I, I(1),
dsI(1)

dIs
=
(

1
DxI

Dx

)s
I(1), s = 1, r − 1,

утворюють повний набiр функцiонально незалежних диференцiаль-
них iнварiантiв n-го порядку оператора Q.

Оператори G-iнварiантного диференцiювання у випадку однiєї
незалежної змiнної традицiйно шукається у виглядi

D =
1

DxI0
Dx,

де I0 — диференцiальний iнварiант групи G (див., наприклад, наслi-
док 5). Тому для побудови унiверсального диференцiального iнварi-
анта довiльного порядку однопараметричної групи локальних пере-
творень з допомогою оператора G-iнварiантного диференцiювання
такого вигляду необхiдно знати m + 1 функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв групи G мiнiмально можливого поряд-
ку, тобтоmфункцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв
нульового порядку (або просто iнварiантiв) i один диференцiальний
iнварiант строго першого порядку. Запропонований в теоремi 1′ алго-
ритм дозволяє взагалi уникнути прямої побудови диференцiальних
iнварiантiв.
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Приклад 1. (Див. для порiвняння [3].) Нехай n = m = 1, а
G = SO(2) — група поворотiв, що дiє на X × U � R

2, з iнфiнiтезi-
мальним оператором Q = u∂x − x∂u. I =

√
x2 + u2 — iнварiант гру-

пи G (оператора Q), а тому (в позначеннях з доведення теореми 2)
U(x,C) = ±

√
C2 − x2. Тодi

J = ±
∫

dx√
C2 − x2

= ± arcsin
x

C
= ± arcsin

x√
x2 + u2

(тут константу iнтегрування покладено рiвною нулю), звiдки

I(1) =
Ix + Iuux
Jx + Juux

=
x+ uux
−u+ xux

√
x2 + u2, або Ĩ(1) =

x+ uux
−u+ xux

— диференцiальний iнварiант першого порядку оператора Q.

5. Стандартний пiдхiд та iнтегрування систем рiвнянь типу
Рiкатi. Прямим методом диференцiальнi iнварiанти строго першого
порядку знаходяться як iнварiанти першого продовження

Q(1) = ξa∂xa
+ ηi∂ui + (ηkc + ηkujujc − ξbxc

ukb − ξbujujcu
k
b )∂uk

c

оператора Q, тобто як першi iнтеграли вiдповiдної характеристичної
системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dxa

ξa
=
dui

ηi
=

dukc
ηkc + ηkujujc − ξbxc

ukb − ξbujujcu
k
b

, (5)

що залежать не тiльки вiд x та u, а й вiд iнших змiнних постору J(1).
(Тут uia — змiнна продовженого простору J(1), що вiдповiдає похiднiй
∂ui/∂xa; нижнi iндекси функцiй означають диференцiювання за вiд-
повiдними змiнними; в останньому рiвняннi пiдсумовування по a, c,
i та k немає). Iнтегрування системи (5) як правило є технiчно скла-
дною задачею. За вiдомого унiверсального iнварiанта I(x, u) опера-
тора Q воно зводиться до iнтегрування систем рiвнянь типу Рiккатi
вигляду

dukc
dxa

= −ξ
b
uj

ξa
ujcu

k
b +

ηkuj

ξa
ujc −

ξbxc

ξa
ukb +

ηkxc

ξa

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

xd=Xd(xa,C), d �=a
, (6)

якщо ξa �= 0 для деякого фiксованого a, або

dukc
dui

= −ξ
b
uj

ηi
ujcu

k
b +

ηkuj

ηi
ujc −

ξbxc

ηi
ukb +

ηkxc

ηi

∣∣∣∣ x=X(ui,C),

ul=U l(ui,C), l �=i
, (7)
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якщо ηi �= 0 для деякого фiксованого i. Тут xd = Xd(xa, C), d �= a,
u = U(x,C) та x = X(ui, C), ul = U l(ui, C), l �= i, — розв’язки систе-
ми алгебраїчних рiвнянь I(x, u) = C вiдносно змiнних xd, d �= a, u та
x, ul, l �= i, вiдповiдно. Константи C = (C1, C2, . . . , Cm+n−1) в систе-
мах (6) i (7) вважаються параметрами. Випадок ηi �= 0 зводиться до
випадку ξa �= 0 з допомогою перетворення годографа:

x̃a = ui, x̃d = xd, ũi = xa, ũl = ul, d �= a, l �= i,

ũia =
1
uia
, ũid = −u

i
d

uia
, ũla =

ula
uia
, ũld = uld −

uid
uia
ula.

Тому надалi детально розглядається лише випадок ξa �= 0.
Запропонований нами в наслiдку 2 метод знаходження диферен-

цiальних iнварiантiв строго першого порядку на вiдмiну вiд стан-
дартного метода дозволяє уникнути прямого iнтегрування систем
рiвнянь типу Рiккатi (6) або (7) i знайти розв’язок задачi через одну
квадратуру i диференцiювання. Це означає, що за вiдомого унiвер-
сального iнварiанта I(x, u) оператора Q системи (6) i (7) завжди
iнтегруються однiєю квадратурою. Дiйсно, загальний розв’язок си-
стеми (6) задається неявно m незачепленими системами лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь

Dxb
Îj
∣∣∣∣ u=U(xa,C)

xd=Xd(xa,C), d �=a
= 0,

де Îj = Ij+n−1 +
∑n−1
d=1 C̃jdI

d + C̃jnJ , C̃ib — довiльнi сталi. Щоб за-
писати розв’язок в явному виглядi, додатково введемо позначення:

x̄ = (xd)nd=1, d �=a, X̄ = (Xd)nd=1, d �=a, z = xa,

I x̄ = (Id)n−1
d=1 , Iu = (Ij+n−1)mj=1,

C x̄ = (Cd)n−1
d=1 , Cu = (Cj+n−1)mj=1,

C̃ ′ = (C̃jd)mj=1
n−1
d=1 , C̃ ′′ = (C̃jn)mj=1, Î = Iu + C̃ ′I x̄ + C̃ ′′J.

Тодi загальний розв’язок системи (6) дається формулами

(ujb)
m
j=1

n
b=1 = −Î−1

u Îx

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

x̄=X̄(xa,C)

,

або
(uja)

m
j=1 = Uz − UCx̄X̄−1

Cx̄ X̄z +H((C̃ ′ + C̃ ′′JCx̄)X̄−1
Cx̄ X̄z − C̃ ′′JCx̄),

(ujb)
m
j=1

n
b=1, b �=a = UCx̄X̄−1

Cx̄ −H(C̃ ′ + C̃ ′′JCx̄)X̄−1
Cx̄ ,
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де H = (UCu −UCx̄X̄−1
Cx̄ X̄Cu)(E + C̃ ′′JCu − (C̃ ′ + C̃ ′′JCx̄)X̄−1

Cx̄XCu)−1,
E — одинична матриця розмiру m × m; значки вектор-функцiй з
нижнiми iндексами з наборiв змiнних позначають вiдповiднi матри-
цi Якобi. Для iснування в деякому околi фiксованої точки (x0, u0)
всiх обернених матриць, що зустрiчаються вище, достатньо вважати
сталi C̃ib малими i виконати попередньо невироджену лiнiйну замiну
в множинi iнварiантiв таким чином, щоб матриця I(x̄,u)(x0, u0) була
одиничною.

Якщо покласти C̃ib = 0, то отримаємо частинний розв’язок

(uja)
m
j=1 = Uz − UCx̄X̄−1

Cx̄ X̄z, (ujb)
m
j=1

n
b=1, b �=a = UCx̄X̄−1

Cx̄ .

Розв’язок системи (6) в явному виглядi при n = 1 необхiдно ви-
писувати окремо. Так як в цьому випадку u = U(x,C) — загальний
розв’язок системи duj/dx = ηj(x, u)/ξ(x, u), то легко перевiрити, що
ux = Ux(x,C) є частинним розв’язком системи (6) (тут, як i в (6),
C — набiр параметрiв). Загальний розв’язок системи (6) має вигляд

ux = −(Iu − C̃Ju)−1(Ix + C̃Jx)
∣∣∣∣
u=U(x,C)

=

= Uz − UC(E + C̃JC)−1C̃Jz

(8)

(в останнiй рiвностi виконано замiну x = z, u = U(z, C)), де E —
одинична матриця розмiру m×m, C̃ = (C̃1, C̃2, . . . , C̃m)T — стовпчик
довiльних констант, Iu = (Iiuj ), Ix = (Iix), Uz = (Ukz ), UC = (U iCj

).
Оберненi матрицi в (8) завжди iснують для достатньо малих C̃i.

Приклад 2.Нехай n = m = 1,Q = ex+u(∂x+2x∂u). I(x, u) = u−x2 —
iнварiант оператора Q, звiдки u = U(x,C) = x2 + C. Тодi

J =
∫
e−x−x

2−Cdx = e−C
∫
e−x−x

2
dx = ex

2−u
∫
e−x−x

2
dx,

а тому

I(1) =
Ix + Iuux
Jx + Juux

=
(ux − 2x)eu

e−x − (ux − 2x)
∫
e−x−x2dx

— диференцiальний iнварiант першого порядку оператора Q. Рiвня-
ння (6) для оператора Q має вигляд

dux
dx

= −u2
x + (2x− 1)ux + 2x+ 2,

а функцiя ux = Ux = 2x є його частинним розв’язком.
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Приклад 3. Нехай n = m = 1, Q = xu(x∂x + ku∂u), k ∈ R.
I(x, u) = ux−k — iнварiант оператора Q, звiдки U(x,C) = Cxk. Тодi

J =
∫

dx

Cxk+2
=


lnx
C

=
lnx
xu

, якщо k = −1,

− x−(k+1)

(k + 1)C
= − 1

(k + 1)xu
, якщо k �= −1

(тут константу iнтегрування покладено рiвною 0). Вiдповiдне рiвня-
ння Рiккатi

dux
dx

= − 1
Cxk

u2
x +

2(k − 1)
x

ux + kCxk−2.

Функцiя ux = kCxk−1 є частинним розв’язком цього рiвняння, а його
загальний розв’язок задається формулою

ux = − C

x2

(
1 +

1

Ĉ − lnx

)
, якщо k = −1, або

ux = Cxk−1

(
k − k + 1

1 + Ĉxk+1

)
, якщо k �= −1,

де Ĉ — довiльна стала.

Зауваження. Для добре вiдомих груп перетворень на площинi (тоб-
то n = m = 1) iнтегровнiсть в квадратурах рiвнянь (6) i (7) як пра-
вило очевидно випливає з вигляду цих рiвнянь. Так, коли ξu = 0 або
ηx = 0, вони є лiнiйними рiвнянням або рiвняннями Бернулi вiдповiд-
но. Якщо G — однопараметрична група конформних перетворень, то
ξx = ηu i ξu = −ηx, а тому в рiвняннях (6) i (7) змiннi роздiляються:

dv

v2 + 1
=
ηx
ξ
dx

∣∣∣∣
u=U(x,C)

i
dv

v2 + 1
=
ηx
η
du

∣∣∣∣
x=X(u,C)

.

5. Висновки. Таким чином, пошук диференцiальних iнварiантiв
однопараметричної групиG локальних перетворень у просторi з однi-
єю незалежною змiнною зводиться теоремами 1 i 2 до побудови унi-
версального iнварiанта групи G. Доведення цих теорем не є суттєво
чутливим до кiлькостi змiнних i, крiм того, допускає узагальнення на
деякi класи багатопараметричних груп локальних перетворень (або
алгебр Лi диференцiальних операторiв).
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