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Описано оператори Q-умовної симетрiї лiнiйного n-вимiрного (n≥2)
однорiдного рiвняння теплопровiдностi. Введено поняття еквiвалент-
ностi операторiв Q-умовної симетрiї вiдносно групи перетворень. От-
римано деякi результати стосовно рiвнянь теплопровiдностi з джере-
лом.

The Q-conditional symmetry operators of the linear n-dimensional (n≥2)
homogeneous heat equation are described. The notion of the equivalence
of Q-conditional symmetry operators under a transformation group is
introduced. Some results for heat equations with source are obtained.

1. Вступ. В теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-
ми чiльне мiсце займають рiвняння, якi мають просту структуру i
яким водночас притаманнi нетривiальнi математичнi, зокрема, си-
метрiйнi властивостi. Як правило, такi рiвняння плiдно використо-
вуються для математичного моделювання об’єктiв, явищ i процесiв
в рiзних наукових галузях, i саме вони стимулюють виникнення та
розвиток нових понять i методiв теорiї диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними.
Одним з таких рiвнянь є лiнiйне рiвняння теплопровiдностi. Його

симетрiйнi властивостi дослiджував ще С. Лi. В 1969 роцi Блумен i
Коул [1] саме на прикладi лiнiйного одновимiрного рiвняння тепло-
провiдностi ввели поняття i продемонстрували алгоритм знаходжен-
ня Q-умовної (або, в їхнiй термiнологiї, некласичної) симетрiї дифе-
ренцiального рiвняння з частинними похiдними вiдносно одного опе-
ратора. Надалi задача дослiження Q-умовної симетрiї лiнiйного од-
новимiрного рiвняння теплопровiдностi розглядалася багатьма авто-
рами. Зокрема, в [2] в одному з випадкiв, що виникають, для частини
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системи визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q-умовної
iнварiантностi вивчена лiївська симетрiя та знайденi нелокальнi пе-
ретворення, що зв’язують дослiджувану систему з рiвнянням Бюр-
герса та рiвнянням теплопровiдностi з джерелом. Повне (в певному
сенсi) розв’язання задачi про Q-умовну iнварiантность лiнiйного од-
новимiрного рiвняння теплопровiдностi дано в [3] (див. також [4, 5]).
А саме, в обох випадках, що виникають, знайдена лiївська симетрiя
систем визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q-умовної
iнварiантностi i нелокальнi перетворення, що зводять цi системи до
вихiдного рiвняння.
В данiй роботi вперше розв’язана задача про Q-умовну симетрiю

лiнiйного n-вимiрного (n ≥ 2) однорiдного рiвняння теплопровiдностi

ut = uaa, де u = u(t, �x), t = x0, �x = (x1, . . . , xn). (1)

Отриманi результати застосовано до лiнiйних рiвнянь теплопровiд-
ностi з джерелом.
В (1) i надалi iндекси a, b, c i d змiнюються вiд 1 до n, iндекси

i та j – вiд 1 до n − 1, iндекс µ – вiд 0 до n. За iндексами, що
повторюються, йде пiдсумовування. Нижнiй iндекс функцiї означає
диференцiювання по вiдповiднiй змiннiй.
Лiївська симетрiя рiвняння (1) добре вивчена: максимальна (в

сенсi Лi) алгебра його iнварiантностi A(LHE) породжується операто-
рами

∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa
, D = 2t∂t + xa∂a,

Ga = t∂a − 1
2xau∂u, Jab = xa∂b − xb∂a (a < b), I = u∂u,

Π = 4t2 + 4txa∂a − (xaxa + 2t)u∂u, f(t, �x)∂u,

(2)

де f = f(t, �x) – довiльний розв’язок рiвняння (1). Для алгебри
A(LHE) справедливий такий розклад:

A(LHE) = AG2(1, n) +A∞(LHE),

де AG2(1, n) = 〈∂t, ∂a, D, Ga, Jab, I, Π〉 – скiнченновимiрна час-
тина алгебри A(LHE) (алгебра узагальненої групи Галiлея G2(1, n) з
однiєю часовою i n просторовими змiнними); A∞(LHE) = 〈f(t, �x)∂u |
f = f(t, �x) : ft = faa〉.
2. Еквiвалентнiсть операторiв Q-умовної симетрiї. Дамо необ-
хiднi означення. Нехай

L(x, u(r)) = 0, (3)
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– диференцiальне рiвняння з частинними похiдними r-го порядку з
n + 1 незалежною змiнною x = (x0, x1, . . . , xn) вiдносно невiдомої
функцiї u = u(x). Тут u(r) позначає всi похiднi функцiї u вiд 0-го до
r-го порядку включно.

Означення 1 [6, 7]. Кажуть, що рiвняння (3) Q-умовно iнварiан-
тне вiдносно оператора

Q = ξµ(x, u)∂µ + η(x, u)∂u (4)

(у якого хоча б один коефiцiєнт ξµ не дорiвнює 0), якщо виконується
умова

Q(r)L(x, u(r))
∣∣∣

L(x,u(r))=0, M
= 0, (5)

де Q(r) – r-е продовження оператора Q, а M – множина всiх дифе-
ренцiальних наслiдкiв рiвняння Q[u] = 0 до порядку r − 1 включно,
Q[u] := η − ξµuµ – дiя оператора Q на функцiю u = u(x). При цьо-
му оператор Q називають оператором Q-умовної симетрiї рiвнян-
ня (3).

Якщо рiвняння (3) Q-умовно iнварiантне вiдносно деякого опера-
тора Q, то воно Q-умовно iнварiантне i вiдносно оператора λQ для
довiльної ненульової функцiї λ = λ(x, u). Тому на множинi опера-
торiв природно ввести наступне вiдношення еквiвалентностi.

Означення 2 [1, 6, 7]. Два оператори Q1 i Q2 Q-умовної симет-
рiї рiвняння (3) називаються еквiвалентними, якщо вони вiдрiзня-
ються на ненульвий множник λ = λ(x, u).
Позначення: Q1 ∼ Q2.

Це вiдношення еквiвалентностi можна узагальнити, скористав-
шись наступним спостереженням: для довiльного локального пере-
творення g: (x, u) −→ (x̃, ũ) = g(x, u), вiдносно якого рiвняння (3)
iнварiантне, приєднане зображення Ad(g) визначає бiєкцiю множи-
ни операторiв Q-умовної симетрiї рiвняння (3) на себе.

Означення 3. Два оператори Q1 i Q2 Q-умовної симетрiї рiвнян-
ня (3) називаються еквiвалентними вiдносно локального перетво-
рення g симетрiї рiвняння (3), якщо

∃λ = λ(x, u) �= 0 : Q2 = λAd(g)Q1.

Позначення: Q1 ∼ Q2 (mod g).
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Означення 4. Два оператори Q1 i Q2 Q-умовної симетрiї рiвнян-
ня (3) називаються еквiвалентними вiдносно групи G локальних
перетворень симетрiї рiвняння (3), якщо вони еквiвалентнi вiд-
носно деякого елемента цiєї групи.

Два оператори Q1 i Q2 Q-умовної симетрiї рiвняння (3) назива-
ються еквiвалентними вiдносно алгебри A лiївської симетрiї рiв-
няння (3), якщо вони еквiвалентнi вiдносно однiєї з однопарамет-
ричних груп, що породжуються елементами цiєї алгебри.
Позначення: Q1 ∼ Q2 (modG); Q1 ∼ Q2 (modA).

Зауваження 1. Еквiвалентнi в сенсi означення 2 оператори визна-
чають однаковi, а еквiвалентнi в сенсi означення 3 (або 4) – несуттєво
рiзнi вiдносно перетворення g (групи G, алгебри A) сiм’ї розв’язкiв
рiвняння (3).

Зауваження 2. Вiдношення еквiвалентностi операторiв з означень
2, 3 i 4 можна легко узагальнити на iнволютивнi множини операторiв
Q-умовної симетрiї.

3. Основнi результати. Сформулюємо основний результат роботи.

Теорема 1. Для будь-якого оператора Q Q-умовної симетрiї рiв-
няння (1) виконується одне з спiввiдношень:

1. Q ∼ Q̃0, де Q̃0∈A(LHE);

2. Q ∼ Q̃1 = ∂n + gng
−1u∂u (modASO(n) +A∞(LHE)),

де g = g(t, xn) – розв’язок рiвняння теплопровiдностi, тобто
gt = gnn;

3. Q ∼ Q̃2 = J12 + ϕ(θ)u∂u (modAG(1, n) +A∞(LHE)),
де ϕ = ϕ(θ) – розв’язок рiвняння ϕθθ + 2ϕϕθ = 0, ϕθ �= 0, θ –
полярний кут в площинi OX1X2.

Зауваження 3. Для функцiї ϕ з теореми 1 iснує чотири суттєво
рiзнi (вiдносно зсувiв по θ) випадки:

а) ϕ = −κ tg κθ, б) ϕ = κ th κθ, в) ϕ = κ cth κθ, г) ϕ = θ−1,

де κ – ненульова константа.
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Зауваження 4. Анзаци i редукованi рiвняння, що вiдповiдають
операторам Q̃1 i Q̃2, мають вiдповiдно вигляд:

1) u = g(t, xn)v(ω0, . . . , ωn−1), де ω0 = t, ωi = xi

(1) =⇒ v0 = vii;

2) u = exp
( ∫
ϕ(θ)dθ

)
v(ω0, . . . , ωn−1),

де ω0 = t, ω1 = r, ωs = xs+1, s = 2, n− 1

(1) =⇒ v0 = v11 + ω−1
1 v1 − λω−2

1 v + vss.

В 2) λ = −ϕθ − ϕ2 = const, (r, θ) – полярнi координати в площинi
OX1X2.
В силу зауваження 3 другий анзац об’єднує в собi чотири суттєво

рiзнi вiдносно A∞(LHE) анзаци:

а) ϕ = −κ tg κθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) cos κθ, λ = κ
2;

б) ϕ = κ th κθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) ch κθ, λ = −κ
2;

в) ϕ = κ cth κθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) sh κθ, λ = −κ
2;

г) ϕ = θ−1 : u = v(ω0, . . . , ωn−1)θ, λ = 0.

В доведеннi теореми 1 використовуються наступнi твердження.

Лема 1. Функцiя z = z(t, �x) задовольняє рiвняння

zt − zaa − 2hnz = 0, де h = h(t, xn) : ht − hnn − 2hnh = 0, (6)

тодi i тiльки тодi, коли має мiсце зображення

z = fn − hf, де f = f(t, �x) : ft = faa. (7)

Доведення. Введемо позначення: T := ∂t − ∂a∂a, T̂ := T − 2hn. В
силу спiввiдношення T̂ (∂n − h) = (∂n − h)T рiвняння (6) є наслiдком
зоображення (7). Доведемо, що зоображення (7) має мiсце для будь-
якого розв’язку рiвняння (6). Фiксуємо розв’язок z цього рiвняння i
розв’яжемо (7) вiдносно f як лiнiйне диференцiальне рiвняння з па-
раметрами t, x̄ = (x1, . . . , xn−1): f := f0 +Cg, де f0 = f0(t, �x) – част-
ковий розв’язок цього рiвняння, C = C(t, x̄) – довiльна гладка функ-
цiя своїх аргументiв, g = g(t, xn) – розв’язок рiвняння теплопровiд-
ностi gt = gnn, що визначається з замiни Коула-Хопфа gn/g = h. Тодi
0 = T̂ z = T̂ (∂n−h)f0 = (∂n−h)Tf0, звiдки Tf0 = Dg, де D = D(t, x̄),
а тому Tf = 0, якщо TC = −D. �
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Лема 2. Функцiя z = z(t, �x) задовольняє рiвняння

zt − zaa − 2
ϕθ

r2
z = 0, де ϕ = ϕ(θ) : ϕθθ + 2ϕϕθ = 0, ϕθ �= 0 (8)

(тут (r, θ) – полярнi координати в площинi OX1X2) тодi i тiльки
тодi, коли має мiсце зображення

z = x1f2 − x2f1 − ϕf, де f = f(t, �x) : ft = faa. (9)

Доведення леми 2 аналогiчне доведенню леми 1.

Зауваження 5. Твердження лем 1 i 2 легко переносяться на лiнiйне
рiвняння Шрьодiнгера

iψt = −ψaa + V ψ (10)

з стацiонарним потенцiалом V = V (�x), де ψ = ψ(t, �x) – комплексно-
значна функцiя, i – уявна одиниця. А саме, якщо

1) V = −2hn, де h = h(xn) : hnn + 2hnh = 0, hn �= 0, або

2) V = −2
ϕθ

r2
, де ϕ = ϕ(θ) : ϕθθ + 2ϕθϕ = 0, ϕθ �= 0

(нагадаємо, що (r, θ) позначають полярнi координати в площинi
OX1X2), то нелокальною замiною

1) ψ = ψ̃n − hψ̃ або 2) ψ = x1ψ̃2 − x2ψ̃1 − ϕψ̃

рiвняння (10) зводиться до вiльного рiвняння Шрьодiнгера (V = 0).
Згiдно з зауваженням 3 обом випадкам вiдповiдає по чотири класи
потенцiалiв:

1) V =
2κ

2

cos2 κxn
; V =

−2κ
2

ch2
κxn

; V =
−2κ

2

sh2
κxn

; V =
2
x2

n

;

2) V =
2κ

2

r2 cos2 κθ
; V =

−2κ
2

r2 ch2
κθ

; V =
−2κ

2

r2 sh2
κθ

; V =
2

r2θ2
;

Перший набiр потенцiалiв добре вiдомий для одновимiрного рiвнян-
ня Шрьодiнгера (n = 1).

4. Доведення теореми 1. Нехай (4) – оператор Q-умовної симетрiї
рiвняння (3). Розглянемо окремо два суттєво рiзних випадки: ξ0 �= 0
i ξ0 = 0.
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I. ξ0 �= 0. В силу iснування вiдношення еквiвалентностi можна
вважати, що ξ0 = 1, тобто Q = ∂t + ξa∂a + η∂u. Умова (5) для такого
оператора i рiвняння (1) набуває вигляду:

ηt − ξa
t ua − (ηaa + 2ηauua + ηuuuaua)+

+(ξb
aa + 2ξb

auua + ξb
uuuaua)ub + (ξb

a + ξb
uua)uab = 0,

(11)

якщо unn = η−ξaua−uii. Розщеплюючи в (11) по змiнним uab, a �= b,
uii, ua, пiсля спрощення отримаємо наступну систему визначальних
рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q:

ξa
u = 0, ηuu = 0 =⇒ ξa = ξa(t, �x), η = η1(t, �x)u+ η0(t, �x)

(тобто функцiї ξa не залежать вiд u, а функцiя η лiнiйна по u);

ξa
b + ξb

a = 0, a �= b, ξi
i = ξn

n , (12)

2η1
a = −(ξa

t − ξa
cc + 2ξn

nξ
a), (13)

η1
t − η1

aa + 2ξn
nη

1 = 0, (14)

η0t− η0
aa + 2ξn

nη
0 = 0. (15)

(Пiдсумовування по i в (12) немає.)

Лема 2. Для довiльного розв’язку системи (12)–(14) справедливе
зображення:

ξa = µabxb + νxa + χa (µab = −µba), (16)

η1 = − 1
4 (νt + 2ν2)xaxa − 1

2 (χa
t + 2νχa)xa + σ, (17)

де функцiї µab = µab(t), ν = ν(t), χa = χa(t) i σ = σ(t) задовольня-
ють систему звичайних диференцiальних рiвнянь

νtt + 6ννt + 4ν3 = 0, (χa
t + 2νχa)t + 2ν(χa

t + 2νχa) = 0,

µab
t + 2νµab = 0, σt + 2νσ + 1

2n(νt + 2ν2) = 0.
(18)
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Доведення. Покажемо спочатку, що функцiї ξa лiнiйнi по �x.
Якщо n > 2, то з (12) (це система Кiллiнга) випливає, що всi

похiднi 3-го порядку по просторових змiнних вiд функцiй ξa рiвнi 0.
Продиференцiюємо рiвняння (13) по xb, де b �= a, пiсля чого з рiвностi
мiшаних похiдних η1

ab i η
1
ba отримаємо ще один набiр рiвнянь на ξ

a:

ξa
bt + 2(ξn

nξ
a)b = ξb

at + 2(ξn
nξ

b)a. (19)

Диференцiальнi наслiдки 2-го порядку рiвнянь (19) i 1-го порядку
системи Кiллiнга (12) разом дають умову рiвностi 0 других похiдних
функцiй ξa по просторових змiнних, тобто ξa лiнiйнi по �x.
Для n = 2 доведення дещо складнiше. Перейдемо до комплексних

змiнних: z = x + iy, z̄ = x − iy, ξ = ξ1 + iξ2. В силу (12) (при
n = 2 це система Кошi-Рiмана) функцiя ξ аналiтична по z, тобто
ξ = ξ(t, z), а тому ξa

bb = 0. Нехай ξ∗ := ξ(t, z), звiдки ξ∗ = ξ∗(t, z̄).
(Тут риска означає операцiю комплексного спряження.) Перепишемо
в комплексних змiнних рiвняння (13):

2η1
z̄ = −(ξt + (ξz + ξ∗z̄ )ξ), 2η1

z = −(ξ∗t + (ξz + ξ∗z̄ )ξ∗). (20)

Знайдемо рiзницю похiдної першого рiвняння системи (20) по z i
другого – по z̄:

(ξt + ξzξ)z = (ξ∗t + ξ∗z̄ξ
∗)z̄ =: α, α = α(t)∈R. (21)

Проiнтегруємо рiвняння (21):

ξt + ξzξ = αz + β ⇐⇒ ξ∗t + ξ∗z̄ξ
∗ = αz̄ + β̄, β = β(t)∈C. (22)

Пiдставимо результат в (20) i розв’яжемо отриманi таким чином рiв-
няння вiдносно η1:

η1 = 1
2 (−αzz̄ + βz̄ + β̄z + γ + ξξ∗), γ = γ(t)∈R. (23)

Враховуючи (22) i (23), подiємо оператором (∂z)2(∂z̄)2 на рiвняння
(14): ξzzzξ

∗
z̄z̄z̄ = 0, тобто ξzzz = 0, а тому з (22) отримаємо умову

ξzz = 0. Це означає, що ξa лiнiйнi по �x.
Отже, в силу доведеного i системи (12) для функцiй ξa справед-

ливе зображення (16). Рiвняння на функцiї µab з системи (18) i зоб-
раження (17) для η1 є наслiдками рiвнянь (19) i (13) вiдповiдно. Iншi
рiвняння з системи (18) отримаємо пiсля пiдстановки зображень (16)
i (17) в (14). �
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Iнтегрування першого рiвняння з системи (18) дає три сiм’ї роз-
в’язкiв для функцiї ν :

ν =
t+ C1

(t+ C1)2 + C2
, ν =

1
2(t+ C1)

, ν = 0.

Для кожної з цих сiмей розв’яжемо iншi рiвняння системи (18), а рiв-
няння (15) зведемо до (1). В результатi ми побудуємо набори опера-
торiв Q-умовної симетрiї, в яких будь-який оператор еквiвалентний
оператору з A(LHE) :

Q1 =
(
(t+ C1)2 + C2

)−1[Π + C1D + (C2
1 + C2)∂t + Q̂1

]
,

Q2 =
(
t+ C1

)−1[ 1
2D + C1∂t + Q̂2

]
,

Q3 = ∂t + Q̂3

де Q̂1, Q̂2, Q̂3 – довiльнi оператори з 〈Jab, Ga, ∂a, I〉⊕ A∞(LHE).

Отже, для лiнiйного n-вимiрного (n ≥ 2) рiвняння теплопровiд-
ностi будь-який оператор Q-умовної симетрiї з ξ0 �= 0 еквiвалент-
ний оператору лiївської симетрiї цього рiвняння.

II. ξ0 = 0. Зважаючи на вiдношення еквiвалентностi операторiв
вiдносно алгебри симетрiї рiвняння (1), без обмеження загальностi
можна покласти ξn = 1, тобто Q = ∂n + ξi∂i + η∂u. Умова (5) для
такого оператора i рiвняння (1) набуває вигляду:

ηt − ξi
tui − (ηaa + 2ηauua + ηuuuaua)+

+(ξi
aa + 2ξi

auua + ξi
uuuaua)ui + (ξi

a + ξi
uua)uai = 0,

(24)

якщо un = η− ξiui, ujn = ηj +ηuuj − (ξi
j + ξi

uuj)ui − ξiuij . Розщеплю-
ючи в (24) по змiнних uij та ui, пiсля спрощення отримаємо систему
визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q :

ξi
u = 0, ηuu = 0 =⇒ ξi = ξi(t, �x), η = η1(t, �x)u+ η0(t, �x)

(тобто функцiї ξi не залежать вiд u, а функцiя η лiнiйна по u);

ξi
i − ξiξi

n = 0, ξi
j + ξj

i − ξiξj
n − ξjξi

n = 0, i �= j, (25)
η1

i − (ξiη1)n = − 1
2 (ξi

t − ξi
aa + 2ξj

nξ
i
j), (26)

η1
t − η1

aa − 2η1
nη

1 + 2ξj
nη

1
j = 0, (27)

η0
t − η0

aa − 2η1
nη

0 + 2ξj
nη

0
j = 0, (28)

(Пiдсумовування по i в (25) немає.)
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Iнтегруючи систему (25)–(28), необхiдно дослiдити окремо такi
випадки:

а) ξi = const; б) ξi
n = 0 i ∃i : ξi �= const; в) ∃i : ξi

n �= 0.

А. ξi = const . Перейдемо до еквiвалентного (вiдносно поворотiв)
оператора, у якого ξ̃i = 0. Тодi система (25)–(28) набуває вигляду

η1
i = 0, η1

t − η1
nn − 2η1

nη
1 = 0, η0

t − η0
aa − 2η1

nη
0 = 0,

звiдки в силу леми 1 η0 = fn−η1f, де f = f(t, �x) – розв’язок рiвняння
(1), а тому даний оператор еквiвалентний вiдносно 〈f∂u〉 оператору
з η̃ 0 = 0. Рiвняння Бюргерса на η1 замiною Коула-Хопфа η1 = gn/g
зведемо до рiвняння теплопровiдностi на функцiю g = g(t, xn). В ре-
зультатi отримаємо оператор Q̃1 (випадок 2 теореми 1).
Б. ξi

n = 0 i ∃i : ξi �= const . З (25) за цих умов випливає, що
ξi = µijxj + νi, де µij = µij(t), νi = νi(t) – гладкi функцiї змiнної t,
µij = −µji, причому ∃(i, j): µij �= 0 або ∃i: νi

t �= 0. З системи (26)–(27)
пiсля пiдстановки виразiв для ξi i диференцiювання та алгебраїчних
перетворень отримаємо такi рiвняння:

µij
t = 2η1

nµ
ij =⇒ µijη1

na = 0

νi
tt = 4η1

nν
i
t =⇒ νi

tη
1
na = 0

}
=⇒ η1

na = 0,

тобто ∃α = α(t): η1
n = 1

2α.Продиференцiюємо (27) по xn i домножимо
на 1

2 : αt = α2, а тому α = −ε/(εt + C), де ε ∈ {0; 1}, C – довiльна
стала, якщо ε = 1, i C = 1, якщо ε = 0. Тодi

µij =
Mij

εt+ C
, νi =

Ait+Bi

εt+ C
, η0 =

f(t, �x)
εt+ C

,

де Mij , Ai, Bi – константи iнтегрування, Mij = −Mji, f = f(t, �x) –
розв’язок рiвняння теплопровiдностi (1). Враховуючи виведенi умо-
ви, систему (26)–(27) можна переписати у виглядi

η1
i = − 1

2 (νi
t − ανi), η1

t = αη1,

звiдки η1 = (εt + C)−1[− 1
2Aixi − 1

2εxn + E], де E = const . Отже, в
силу доведеного

Q = (εt+C)−1[ εGn+C∂n+
∑
i<j

MijJij +AiGi+Bi∂i+EI+f∂u ],
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тобто оператор Q еквiвалентний оператору з A(LHE).
В. ∃i: ξi

n �= 0. Зважаючи на вiдношення еквiвалентностi опера-
торiв вiдносно A(LHE), без обмеження загальностi можна покласти
ξ1n �= 0. Виконаємо в системi (25)–(27) перетворення годографа:

τ = t, yi = xi, yn = ξ1 – новi незалежнi змiннi,

ψ1 = xn, ψs = ξs, s = 2, n− 1, ζ = −2η1 – новi залежнi змiннi.

Проiнтегруємо в нових змiнних визначальнi рiвняння, дотримуючись
такого порядку:

(25, i = 1), (25, i > 1), (26, i = 1), (26, i > 1), (27).

В процессi iнтегрування рiвнянь (25, i = 1) i (26, i = 1) змiнна y1
видiляється у виразах для ψi i ζ в явному виглядi, а тому в iнших
рiвняннях по цiй змiннiй можна розщепити. Пiсля повернення до
старих змiнних отримаємо наступний вираз для оператора Q:

Q = Z−1[Jn1 +M1sJ1s +MsnJsn

+
∑

s<p(Msp +MsnM1p −MpnM1s)Jsp

+A1G1 +AnGn + (As −MsnA1 −M1sAn)Gs

+B1∂1 +Bn∂n + (Bs −MsnB1 −M1sBn)∂s

+ 1
2 (A1Bn −AnB1)u∂u + ϕ(ω)u∂u + χ(t, �x)∂u],

де Mab = −Mba ((a, b) �= (1, n) або (n, 1)), Aa, Ba – довiльнi сталi;
Z = −x1 + Msnxs + Ant + Bn; ω = Z−1(xn − M1sxs + A1t + B1);
χ = Z−1η0, а тому χt −χaa − 2ϕωZ

−2χ = 0; iндекси s i p змiнюються
вiд 2 до n− 1; ϕ = ϕ(ω) – розв’язок рiвняння(

σ(ω)ϕω

)
+ 2ϕϕω = 0, σ(ω) := 1 + ω2 +

n−1∑
s=2

(Msnω +M1s)2,

для якого Mspϕω = Asϕω = Bsϕω = 0.
Якщо серед сталих Msp, As та Bs є хоча б одна ненульова, то

ϕω = 0 i оператор Q еквiвалентний оператору з A(LHE).
Нехай Msp = As = Bs = 0. Домножимо оператор Q на Z, по-

слiдовно подiємо на нього приєднаними зображеннями перетворень
Ad
(
exp(AnG1 −A1Gn)

)
i Ad

(
exp(Bn∂1 −B1∂n)

)
та поворотiв так, що

A1 = An = B1 = Bn = 0, M1s = Msn = 0, i виконаємо циклiчне пе-
реставлення змiнних xi −→ xi+1, xn −→ x1. В результатi отримаємо
оператор Q̂, еквiвалентний даному вiдносно G(1, n):

Q̂ = J12 + ϕ(ω)u∂u + χ(t, �x)∂u,
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де ((1 + ω2)ϕω)ω + 2ϕϕω = 0, ω = −x1/x2, χt − χaa − 2ϕωx
−2
2 χ = 0,

або

Q̂ = J12 + ϕ(θ)u∂u + χ(t, �x)∂u, (29)

де ϕθθ +2ϕϕθ = 0, χt−χaa−2ϕθr
−2χ = 0, (r, θ) – полярнi координати

в площинi OX1X2. В силу леми 2 χ = x1f2 − x2f1 − ϕf, де f =
f(t, �x) – розв’язок рiвняння (1), а тому оператор (29) еквiвалентний
вiдносно 〈f∂u〉 оператору з χ̃ = 0. В результатi отримаємо оператор
Q̃2 (випадок 3 теореми 1). Доведення теореми 1 завершено. �
Р. Попович висловлює подяку ДФФД України (проект № 1.4/356)

за часткову фiнансову пiдтримку цiєї роботи.
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