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Доведено, що для довiльного еволюцiйного рiвняння з n просторови-
ми змiнними (n∈N) задача дослiдження Q-умовної симетрiї вiдносно
iнволютивних множин n операторiв з нульовими коефiцiентами при ∂t

зводиться до розв’язання цього рiвняння, а довiльна однопараметрич-
на сiм’я його розв’язкiв iнварiантна вiдносно однiєї з таких множин.

It is proved that, for an arbitrary evolutionary equation in n space variables
(n ∈ N), the problem of investigating Q-conditional symmetry under the
involutive sets of n operators with the vanishing coefficients of ∂t is reduced
to solving this equation. And, an arbitrary one-parameter family of its
solutions is invariant under one from such sets.

Незважаючи на плiднi застосування Q-умовних (некласичних) си-
метрiй для побудови точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними, багато аспектiв їх теорiї до цього часу за-
лишаються нез’ясованими. В роботах [1–3] було показано, що для
одновимiрного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi та деякого його
узагальнення задача вiдшукання Q-умовного оператора з нульовим
коефiцiєнтом при ∂t композицiєю нелокального перетворення i пе-
ретворення годографа зводиться до розв’язання вихiдного рiвняння.
Р. Жданов i В. Лагно [4] узагальнили цей результат на довiльне
еволюцiйне рiвняння з однiєю просторовою змiнною. В данiй роботi
доведено аналог цього результату для еволюцiйних рiвнянь з довiль-
ною кiлькiстю n∈N просторових змiнних, а також обернену теорему
про зв’язок однопараметричних сiмей розв’язкiв цих рiвнянь з їх Q-
умовними симетрiями.
Розглянемо еволюцiйне рiвняння

ut = H(t, �x, u(r)), �x = (x1, x2, . . . , xn), (1)
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вiдносно функцiї u = u(t, �x), де через u(r) позначено множину всiх
похiдних функцiї u по просторових змiнних �x вiд 0-го до r-го порядку
включно, ut = ∂u/∂t. Щоб редукувати рiвняння (1) до звичайного
диференцiального рiвняння, необхiдно знайти iнволютивну множину
з n операторiв

Qa = ξa0(t, �x, u)∂t + ξab(t, �x, u)∂b + ηa(t, �x, u)∂u, (2)

де rank(ξa0, ξab) = n, вiдносно якої рiвняння (1) Q-умовно iнварi-
антне. (Тут i надалi ∂b = ∂/∂xb

, iндекси a i b змiнюються вiд 1 до
n, за iндексами, що повторюються, йде пiдсумовування.) При цьо-
му, як правило, виникає необхiднiсть розглядати два випадки: ∃a:
ξa0 �= 0 або ∀a: ξa0 = 0. Предметом нашого дослiдження буде другий
випадок.

Теорема 1. Задача повного дослiдження Q-умовної iнварiантностi
рiвняння (1) вiдносно iнволютивних множин з n операторiв (2), де
ξa0 = 0, зводиться до розв’язання вихiдного рiвняння.

Доведення. Нехай в (2) ξa0 = 0. Для iнволютивних множин опера-
торiв Q-умовної симетрiї можна ввести вiдношення еквiвалентностi
[5, 6]:

{Q̂a} ∼ {Qa}, якщо Q̂a = λabQb,

де λab = λab(t, �x, u), det(λab) �= 0. Якщо покласти (λab) = (ξab)−1, то
отримаємо еквiвалентну {Qa} множину операторiв {Q̂a} з ξ̂ab = δab

(δab – символ Кронекера). Тому одразу будемо вважати, що

Qa = ∂a + ηa(t, �x, u)∂u. (3)

Умова iнволютивностi множини операторiв (3) спiвпадає з умовою
їх комутування, яка рiвносильна таким рiвнянням на функцiї ηa:

ηa
b + ηbηa

u = ηb
a + ηaηb

u. (4)

Лема 1. Функцiї ηa задовольняють систему (4) тодi i тiльки тодi,
коли iснує така функцiя Φ = Φ(t, �x, u) (Φu �= 0), що

ηa = −Φa/Φu. (5)
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Доведення. Достатнiсть зображення (5) для розв’язкiв системи (4)
очевидна. Доведення необхiдностi проведемо iндукцiєю по k – кiль-
костi операторiв. Для k = 1 за шукану функцiю вiзьмемо довiльний
розв’язок рiвняння Φ1 + η1Φu = 0 з Φu �= 0.
Припустимо, що твердження леми справедливе для k операторiв,

тобто

∃Φ = Φ(t, �x, u) (Φu �= 0) : ηi = − Φi

Φu
, i = 1, k.

Випишемо з системи (4) рiвняння, в яких a = k + 1, b = i, i = 1, k :

ηk+1
i − Φi

Φu
ηk+1

u = −
(

Φi

Φu

)
k+1

−
(

Φi

Φu

)
u

ηk+1, i = 1, k. (6)

Якщо в (6) виконати замiну змiнних

ηk+1 = −Φk+1

Φu
+

Ψ(τ, �y,κ)
Φu

, τ = t, �y = �x, κ = Φ(t, �x, u),

то на функцiю Ψ отримаємо рiвняння Ψyi
= 0, i = 1, k, тобто

Ψ = Ψ(t, xk+1, . . . , xn,Φ). Нехай функцiя Φ̃ = Φ̃(t, �x, u) визначається
спiввiдношенням Φ = Θ(t, xk+1, . . . , xn, Φ̃), де Θ – розв’язок рiвняння
Θk+1 = Ψ(t, xk+1, . . . , xn,Θ). (Така функцiя Θ iснує як розв’язок зви-
чайного диференцiального рiвняння з параметрами t, xk+2, . . . , xn;
функцiя Φ̃ пiдставляється замiсть сталої iнтегрування, ΘΦ̃ �= 0.) То-
дi

ηi = − ΘΦ̃Φ̃i

ΘΦ̃Φ̃u

= − Φ̃i

Φ̃u

, i = 1, k,

ηk+1 = −ΘΦ̃Φ̃k+1 + Θk+1

ΘΦ̃Φ̃u

+
Ψ

ΘΦ̃Φ̃u

= − Φ̃k+1

Φ̃u

,

причому Φ̃u = Φu/ΘΦ̃ �= 0, тобто Φ̃ – шукана функцiя.
Доведення леми 1 завершено. �

За означенням, рiвняння (1) Q-умовно iнварiантне вiдносно мно-
жини операторiв (2), якщо

Qa
(r)

(
ut −H(t, �x, u(r))

) ∣∣∣
ut=H(t,�x,u(r)), M

= 0, (7)
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де Qa
(r) – r-е продовження оператора Q

a, а M – множина всiх ди-
ференцiальних наслiдкiв системи Qa[u] := ηa − ξa0ut − ξabub = 0 до
порядку r − 1 включно. Для операторiв (3) умова (7) має вигляд

ηa
t + ηa

uĤ = QaĤ, де Ĥ = Ĥ(t, �x, u) = H
∣∣
M, (8)

бо M =
{

∂α1+...+αnu

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
= (Q1)α1. . . (Qn)αnu,

∣∣∣∣ αa∈N,

α1 + . . .+ αn ≤ r

}
.

Пiдкреслимо, що в (8) i нижче оператори Qa дiють в просторi змiн-
них (t, �x, u), а тому Qau = ηa, QaQbu = ηa

b + ηbηa
u i т.д.

Скористаємося зображенням (5) для функцiй ηa, пiсля чого ви-
конаємо перетворення годографа:

τ = t, �y = �x, κ = Φ – новi незалежнi змiннi;

v = u – нова залежна змiнна, тобто v = v(t, �x, u).
(9)

(Зауважимо, що спiввiдношеннями (5) функцiя Φ визначається з
точнiстю до перетворення Φ = ζ(τ, Φ̃), яке в нових змiнних має
вигляд

τ = τ̃ , �y = �̃y, κ = ζ(τ̃ , κ̃), v = ṽ. (10)

Тут ζ – довiльна гладка функцiя своїх аргументiв.) Тодi ηa = vya
,

Qa = ∂ya
, i умова (8) набуває вигляду

vτya
− vκya

vκ

vτ − vκya

vκ

Ĥ = Dya
Ĥ, (11)

де Ĥ = H̃(τ, �y ) := H(τ, �y, v(r)(τ, �y, )), Dya
– оператор повного дифе-

ренцiювання по ya. З (11) випливає, що(
Dya

− vκya

vκ

)
(vτ − Ĥ) = 0, або Dya

vτ − Ĥ

vκ

= 0, (12)

тобто

vτ −H(τ, �y, v(r)) = γ(τ,κ)vκ , (13)

де γ = γ(τ,κ) – деяка гладка функцiя. Виконавши в рiвняннi (13)
замiну змiнних (10), де ζ = ζ(τ̃ , κ̃) – деякий розв’язок рiвняння ζτ̃ +
γ(τ̃ , ζ) = 0, отримаємо рiвняння того ж типу з γ̃ = 0, яке спiвпадає
з вихiдним рiвнянням. Змiнна κ входить в розв’язок рiвняння як
параметр. Доведення теореми 1 завершено. �
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Обернення доведення теореми 1 дає наступне твердження.

Теорема 2. Для будь-якої однопараметричної сiм’ї розв’язкiв рiв-
няння (1) iснує iнволютивна множина операторiв (3) Q-умовної
симетрiї рiвняння (1), вiдносно якої дана сiм’я розв’язкiв iнварiан-
тна.

Доведення. Нехай

u = v(τ, �y,κ), де vκ �= 0, τ = t, �y = �x, (14)

– однопараметрична сiм’я розв’язкiв рiвняння (1). Розв’яжемо (14)
як рiвняння вiдносно κ: κ = Φ(t, �x, u) – i визначимо функцiї ηa за
допомогою формул (5). Тодi в силу леми 1 оператори (3) утворюють
iнволютивну множину. Так як за визначеннями vya

= Φxa
/Φu = ηa,

то Qa[v] = 0, тобто розв’язок (14) iнварiантний вiдносно множини
операторiв (3). Залишилося довести, що рiвняння (1) Q-умовно iн-
варiантне вiдносно цiєї множини операторiв.
Пiдставимо розв’язок (14) в (1) i подiємо на результат операто-

рами Dya
− vκya

/vκ . Отриманi таким чином рiвняння спiвпадають
з (11). Виконавши в них перетворення годографа, зворотнє до (9)
(тобто, t = τ, �x = �y, u = v – новi незалежнi змiннi; Φ = κ – нова
залежна змiнна), i враховуючи (5), приходимо до рiвняння (8), яке
еквiвалентне умовi iнварiантностi (7).
Доведення теореми 2 завершено. �

Зауваження 1. Анзац, побудований за множиною операторiв (3),
де функцiї ηa визначаються формулами (5), має вигляд

Φ(t, �x, u) = ϕ(ω), або u = v(t, �x, ϕ(ω)), де ω = t.

Пiсля пiдстановки його в рiвняння (1) отримаємо редуковане рiв-
няння ϕ′ = γ(ω, ϕ), в якому функцiя γ = γ(ω, ϕ) знаходиться iз
спiввiдношення

γ = −Φt − ΦuĤ =
vt −H(t, �x, v(r))

vϕ

(в силу рiвняння (12) Dya
γ = 0).

Якщо функцiя Φ (⇔ v) задає однопараметричну сiм’ю розв’язкiв
Φ(t, �x, u) = κ (⇔ u = v(τ, �y,κ)) рiвняння (1), то редуковане рiвняння
має вигляд ϕ′ = 0, тобто ϕ = const .

Теореми 1 i 2 можна об’єднати в одне твердження.
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Теорема 3. Для довiльного еволюцiйного рiвняння (1) iснує взаєм-
но-однозначна вiдповiднiсть мiж однопараметричними сiм’ями йо-
го розв’язкiв i iнволютивними множинами операторiв (3) Q-умов-
ної симетрiї цього рiвняння. А саме, кожнiй сiм’ї розв’язкiв можна
поставити у вiдповiднiсть множину операторiв (3), вiдносно якої
дана сiм’я розв’язкiв iнварiантна. Задачi побудови всiх однопара-
метричних сiмей розв’язкiв рiвняння (1) та повного дослiдження
його Q-умовної iнварiантностi вiдносно iнволютивних множин з n
операторiв вигляду (3) повнiстю еквiвалентнi.

Р. Попович висловлює подяку ДФФД України (проект № 1.4/356)
за часткову фiнансову пiдтримку цiєї роботи.
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