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Анотацiя
Монографiя присвячена систематичному викладенню основ сучасної кван-

тової теорiї поля. На вiдмiну вiд попереднiх видань тут подано бiльш детальний
аналiз логiчного та математичного обґрунтування лагранжевого та гамiльтоно-
вого пiдходiв, описано проблеми введення взаємодiї мiж полями, квантування,
тощо. Детально викладена теорiя матрицi розсiяння у рамках як теорiї збу-
рень, так i строгих методiв конструктивної та евклiдової теорiї поля. Коротко
викладенi iснуючi аксiоматичнi пiдходи до квантової теорiї полiв, а також ев-
клiдова аксiоматична теорiя. Останнiй роздiл присвячений проблемам побудови
квантового калiбрувального поля методом континуальних iнтегралiв, розгляну-
то моделi електромагнiтних, слабких i сильних взаємодiй та iснуючi пiдходи до
їх об’єднання.

Для студентiв старших курсiв, аспiрантiв та початкiвцiв, якi хочуть зро-
зумiти зв’язок квантової теорiї поля з класичною i квантовою механiкою, ре-
лятивiстською класичною механiкою полiв та методами сучасної математичної
фiзики, якi iнтенсивно розвивалися в останнi три десятирiччя минулого столi-
ття.

Ця монографiя є першим виданням на таку тематику, що друкується укра-
їнською мовою.
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Передмова

Бурхливий розвиток теорiї калiбрувальних полiв та пов’язаний з ним прогрес
фiзики елементарних частинок, а також значнi успiхи у вирiшеннi математи-
чних проблем квантової теорiї поля (конструктивна та евклiдова теорiя) вимага-
ють сьогоднi строгого, логiчно завершеного, математично i фiзично повного ви-
свiтлення питань побудови сучасної квантової теорiї. Пропонована монографiя
є розширеним варiантом лекцiй, що читалися автором упродовж багатьох рокiв
у Київському унiверситетi iм. Тараса Шевченка, вважається , мабуть, пер-
шою спробою поєднання сучасного пiдходу до теорiї квантових полiв iз бiльш
глибоким вивченням математичних проблем теорiї i конструктивних методiв їх
розв’язування. Iдея написання цiєї книги виникла завдяки численним запита-
нням вiд допитливих студентiв, якi вимагали логiчного обґрунтування деяких
положень (аксiом), що становлять основу побудови квантової теорiї поля, i якi
часом подаються без належних пояснень. Бiльшiсть монографiй з квантової те-
орiї поля мають занадто професiйний виклад матерiалу i тому не є такими, що
безперечно зрозумiлi початкiвцям. Особливо велика кiлькiсть запитань вини-
кає у математично налаштованої аудиторiї. Викладений тут матерiал є певною
спробою лiквiдувати вказанi недолiки попереднiх видань.

Звичайно ж, у рамках короткого курсу не можна висвiтлити усiх питань
квантової теорiї поля, тому в книзi дуже часто буде лише формулювання тої
чи iншої проблеми iз вказiвкою на основнi джерела, де вона викладена ширше.
Мета, яку переслiдує автор, полягає у тому, щоб читач не тiльки оволодiв не-
обхiдним багажем знань квантової теорiї поля, а й змiг застосувати їх у рiзних
галузях теоретичної фiзики.

Книга складається зi вступу та семи роздiлiв. На початку кожного роздiлу
подається коротка вступна частина, у якiй у стислiй формi викладається змiст
роздiлу i обґрунтування його важливостi у схемi побудови квантової теорiї поля.
У кiнцi кожного роздiлу пропонуються задачi для самостiйного опрацювання,
до бiльшостi з яких додаються вказiвки до їх розв’язання.

У вступi дається коротка iсторична довiдка про виникнення та еволюцiю
основних iдей, що лежать в основi побудови квантової теорiї полiв.

У першому роздiлi "Групи симетрiй елементарних частинок"аналiзуються
рiзнi групи симетрiй, пов’язаних iз найважливiшими законами фiзики взаємо-
дiючих елементарних частинок.
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4 Передмова

У другому роздiлi "Класична теорiя вiльних полiв"викладається лагранжiв
формалiзм класичної теорiї поля, вивчаються рiвняння вiльних полiв Клейна –
Гордона – Фока, Дiрака та Максвелла, векторного поля. Стисло описуються
елементи теорiї полiв iз вищими спiнами.

Третiй роздiл "Класична теорiя взаємодiючих полiв"присвячено обґрунту-
ванню концепцiї введення взаємодiї, побудови теорiї калiбрувальних полiв i де-
яким основним питанням, що пов’язанi з загальними принципами симетрiї та її
порушення. Наведений вигляд лагранжианiв, що вiдповiдають основним типам
взаємодiй та їх об’єднань у рамках калiбрувальних теорiй. Коротко обговорює-
ться питання розв’язкiв класичних рiвнянь.

У четвертому роздiлi "Вторинне квантування полiв"розглядаються загальнi
принципи квантування та їх реалiзацiя на прикладi вiльних полiв. Будуються
канонiчнi комутацiйнi та антикомутацiйнi спiввiдношення i їх представлення у
просторi Фока. Обговорюються проблеми, пов’язанi з уведенням взаємодiї мiж
квантовими полями. Виводяться рiвняння для взаємодiючих полiв, вивчаються
гамiльтонiани взаємодiї та проблеми їх математичного осмислення у просторi
Фока.

У п’ятому роздiлi "Квантова теорiя взаємодiючих полiв. Загальнi пробле-
ми"висвiтлюються математичнi проблеми, пов’язанi з побудовою взаємодiючого
поля, вивчається оператор розсiяння. Наводиться побудова матрицi розсiяння
за теорiєю збурень, графiчне представлення матрицi розсiяння та її матричних
елементiв за допомогою дiаграм Фейнмана, стисло викладається теорiя пере-
нормувань. Детально описується метод континуальних iнтегралiв i його засто-
сування в теорiї квантованих полiв.

У шостому роздiлi "Аксiоматична та евклiдова теорiя поля"читач коротко
ознайомлюється з iснуючими аксiоматичними пiдходами до квантової теорiї по-
ля, а також бiльш строгим (з математичної точки зору) вивченням матрицi роз-
сiяння та функцiй Грiна в евклiдовiй метрицi простору-часу. Евклiдове форму-
лювання дозволяє при певних обмеженнях побудувати матрицю розсiяння та
функцiї Грiна поза рамками теорiї збурень.

Сьомий роздiл "Квантова теорiя калiбрувальних полiв"присв’ячується про-
блемам побудови квантового калiбрувального поля методом континуального iн-
тегрування. Детально розглянутi моделi КЕД i КХД. Коротко обговорюються
моделi слабких та електрослабких взаємодiй.

Бiльшiсть викладеного матерiалу можна знайти в iнших виданнях. Це перш
за все працi [3], [7], [10-11], [13], [15-17], [23], [31], [34], [41], [67-68 ], [72], [86], [88],
[102], поданi серед iнших у списку лiтератури.

Хочу висловити щиру подяку своїм колегам В.П. Гусинiну, В.М.Горкавенко
та Д.Я.Петринi за ряд критичних зауважень i порад, якi сприяли покращенню
рукопису.

Автор



Список позначень

Нумерацiя формул, теорем, означень та зауважень виконується двома цифрами,
що роздiляються крапкою. Перша цифра вiдноситься до номера параграфа, а
друга є номером вiдповiдної формули, теореми, означення або зауваження.

1. Позначення, що скорочують запис

БМП — Боголюбова — Медведєва — Полiванова

ВВФ — вiкiвсько-впорядкований функцiонал

КЕД — квантова (класична) електродинамiка

КТП — квантова теорiя поля

ККТП — конструктивна квантова теорiя поля

КХД — квантова (класична) хромодинамiка

ЛСЦ — Леманна-Симанзика-Циммермана

ТРХР — теорiя розсiяння Хаага-Рюеля

a := b — визначення величини a формулою b

[A,B]− := AB −BA — комутатор

[A,B]+ := AB + BA — антикомутатор

{F, G}P := {F, G} =
n∑

i=1

(
∂F

∂qi

∂G

∂pi

− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
— дужки Пуассона

{F, G}D := {F, G} −
S∑

s,s′
{F, ϕs}(C−1)s,s′{ϕs′ , G} — дужки Дiрака

p̂ := γµp
µ =

3∑
µ=0

γµp
µ

ϕ̇ :=
∂ϕ

∂t
— похiдна за часом у класичнiй механiцi

∂µ :=
∂

∂xµ
, ∂µ :=

∂

∂xµ

a
↔
∂µ b := a∂µb− (∂µa)b
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6 Список позначень
∗–спряження :

— для скалярiв збiгається з операцiєю комплексного спряження :
∗
ϕ ≡ ϕ

— для вектор–стовпчикiв або спiнорiв означає комплексне спряження
компонент i операцiю транспонування, тобто стовпчик перетворює-
ться у стрiчку (див. ф-ли (5.17)–(5.18))
— для матриць означає комплексне спряження компонент i операцiю
транспонування: (

∗
A)ij = Aji

(dx)n := dx1 · · · dxn — добуток диференцiалiв

(a)n := (a1, ..., an); (α, a)n :=
(
(α1, a1), ..., (αn, an)

)

(a)n \ {ai1 , ..., aik} — послiдовнiсть (a)n без елементiв ai1 , ..., aik

2. Позначення основних просторiв або множин

Es ≡ Rs, s = 1, 2, 3 — евклiдiв s-вимiрний простiр

E3 ≡ E
Md, d = 1, 2, 3, 4 — d-вимiрний простiр Мiнковського

M4 ≡M
MC ≡MC4 — комплексний простiр Мiнковського

C := {x ∈M | x2 = 0} — свiтловий конус

V±(V ±) — вiдкритi (замкнутi) конуси майбутнього (+) або минулого (−)
H — гiльбертiв простiр станiв

HB — гiльбертiв простiр станiв бозонiв

HF — гiльбертiв простiр станiв фермiонiв

F — простiр Фока

FB — простiр Фока бозонiв

FF — простiр Фока фермiонiв

D — простiр основних функцiй з фiнiтним носiєм

S — простiр основних функцiй, що малiють швидше довiльного степеня

D ′ — простiр узагальнених функцiй над D

S ′ — простiр узагальнених функцiй над S

a · b — скалярний добуток в Rs, s = 1, 2, 3

a · b — скалярний добуток в Md, d = s + 1

3. Позначення i величини деяких основних констант

c = 2, 998 · 108 м/с — швидкiсть електромагнiтної хвилi у вакуумi
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h — постiйна Планка
(
~ =

h

2π
= 1, 055 · 10−34 эрг·сек.

)

α =
e2

4π~c
≈ 1

137
— константа електромагнiтної взаємодiї

e = |qел|, qел = −1, 60219 · 10−19K — заряд електрона.

4. Позначення операторiв, матриць, тензорiв

∇ = {∂k}3
k=1 — градiєнт

∆ =∇ · ∇∇ · ∇∇ · ∇ — оператор Лапласа

¤ = ∆− ∂2
0 — оператор д’Аламбера

Ĉ — оператор зарядового спряження

P̂ — оператор просторової iнверсiї

T̂ — оператор часової iнверсiї

Q — оператор заряду

Y — оператор гiперзаряду

Jk — генератори iзотопiчного спiну

σk — матрицi Паулi, k = 1, 2, 3

λj — матрицi Гелл-Манна (генератори групи SU(3)), j = 1, ..., 8

γµ — матрицi Дiрака, µ = 0, 1, 2, 3, 5

εijk — структурнi константи групи SU(2)

fijk — структурнi константи групи SU(N), N ≥ 3

Fµν — тензор електромагнiтного або калiбрувального полiв

5. Групи, пiдгрупи, окремi перетворення

L̃ — загальна група Лоренца

Λ = ((Λν
µ)) — перетворення групи Лоренца

L ↑
+ — власнi ортохроннi перетворення Лоренца

(Λ0
0 > 1, det Λ = +1)

L ↓
+ — власнi неортохроннi перетворення Лоренца

(Λ0
0 6 −1, det Λ = +1)

L ↑
− — невласнi ортохроннi перетворення Лоренца

(Λ0
0 > 1, det Λ = −1)

L ↓
− — невласнi неортохроннi перетворення Лоренца

(Λ0
0 6 −1, det Λ = −1)
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L (C) — комплекснi перетворення Лоренца

U(1) — унiтарна Абелева група

SU(n) — спецiальна унiтарна група

G — калiбрувальна група



Вступ

Квантова теорiя поля (КТП) виникла з метою теоретичного обґрунтування фi-
зики елементарних частинок i є, по сутi, релятивiстською квантовою механiкою,
тобто описує квантовi явища з урахуванням спецiальної теорiї вiдносностi. В
основi такого опису лежить гiпотеза корпускулярно-хвильового дуалiзму. Це
означає, що поля i частинки – це не два рiзнi об’єкти, а лише два рiзнi способи
вивчення одного i того ж фiзичного об’єкта. Яскравим експериментальним пiд-
твердженням цiєї гiпотези були вiдкриття фотоефекту, що дали змогу тракту-
вати свiтло (електромагнiтнi хвилi) як потiк частинок (фотонiв) та вiдкриття у
електрона властивостей хвилi (дифракцiя електронiв). На початку XX столiт-
тя було вiдомо лише двi елементарнi частинки: електрон i протон. На сьогоднi
їх уже бiльше двох сотень. Але саме́ поняття елементарної частинки є вiдно-
сним поняттям. Так, за теорiєю представлень групи Лоренца, яка є теорети-
чною основою релятивiстських явищ, i про яку ми бiльш детально поговоримо
у наступному роздiлi, будь-яка частинка з конкретним значенням маси та спiну
(наприклад, атом) є елементарною. Але, якщо ми будемо розглядати взаємо-
дiю елементарних частинок, то при досить високих енергiях виявляється, що
атоми розпадаються на бiльш елементарнi об’єкти — протони i нейтрони, а при
збiльшеннi енергiй деякi частинки внаслiдок розпаду або внаслiдок зiткнення
з iншими можуть породжувати новi. Чим вищий рiвень енергiї, при якому вза-
ємодiють елементарнi частинки, тим складнiшi фiзичнi явища вiдбуваються у
мiкросвiтi i тим складнiшим є апарат теорiї для теоретичного аналiзу цих явищ.
Так, при низьких енергiях вiдбувається тiльки пружне розсiяння елементарних
частинок. Це явище можна описати навiть звичайною класичною механiкою або
класичною теорiєю поля. Для вивчення бiльш складних атомних явищ треба за-
стосовувати апарат квантової механiки, а вже розрахунки процесiв народження
частинок вимагають застосування апарата квантової теорiї поля. Саме у такому
iсторичному планi, пов’язаному зi збiльшенням енергетичних можливостей екс-
перименту, i розвивалась теорiя взаємодiї елементарних частинок. Тому основ-
нi постулати i положення класичної механiки, класичної хвильової механiки та
iдеї, що покладенi в основу побудови квантової механiки, були домiнуючими при
побудовi класичної та квантової теорiї поля. Звичайно, слiд зауважити, що ця
спадкоємнiсть хоч i була вирiшальною при побудовi квантової теорiї, але, разом
iз тим, могла бути основною причиною появи великої кiлькостi математичних
проблем квантової теорiї поля. Це дискусiйне питання може бути предметом
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подальших дослiджень. Зв’язок мiж згаданими теорiями можна подати у
виглядi блок-схеми(рис. 1). Тут використаннi такi позначення:

c – швидкiсть передачi iнформацiї (швидкiсть свiтла у вакуумi);
~ = h/2π, h – стала Планка;
N – число ступенiв вiльностi системи;
u(x) – поле або хвильова функцiя частки.
Зауважимо, що в класичнiй механiцi поняття поля не iснує, а в класичнiй

теорiї поля u(x) є звичайною функцiєю (c – числом). У квантовiй механiцi u(x)
є хвильова функцiя i також є c – число, а у квантовiй теорiї поля u(x) є q –
число, тобто має операторну природу.

Класична механiка:
c = ∞; ~ = 0; N < ∞

↙ ↘
Класична теорiя поля:
c < ∞; ~ 6= 0; N = ∞,
u(x) –(c – число)

←−−−−−
Квантова механiка:

c < ∞; ~ 6= 0; N < ∞,
u(x) – хвильова фун-
кцiя (c – число)

↘ ↙
Квантова теорiя поля:

c < ∞; ~ 6= 0; N = ∞,
u(x) – квантове поле (q – число)

Рис. 1.

Ще один iсторичний аспект побудови квантової теорiї поля пов’язаний iз
поняттям взаємодiї мiж частинками. Вiдомо три типи взаємодiї (крiм гравi-
тацiйної): слабкi, електромагнiтнi i сильнi. Кожнiй iз цих взаємодiй вiдповi-
дає своя константа зв’язку, яка й характеризує силу взаємодiї. Причому слабка
взаємодiя iснує мiж усiма частинками (крiм фотонiв), електромагнiтна – мiж
зарядженими частинками i фотонами, а сильна – мiж адронами. Першi спро-
би описати фiзичнi процеси були пов’язанi з моделями, що розглядають якусь
конкретну взаємодiю. Так виникли квантова електродинамiка, теорiя слабких
та теорiя сильних взаємодiй. Але дуже часто вплив на якесь фiзичне явище
можуть вносити як електромагнiтнi, так i сильнi взаємодiї або, навiть, усi три
типи взаємодiй. Тому згодом виникла iдея побудови моделi, що об’єднує усi
взаємодiї. Реалiзацiя цiєї iдеї тiсно пов’язана з дуже важливими властивостями
фiзики елементарних частинок – властивостями їх симетрiй. Властивостi симе-
трiй елементарних частинок можна роздiлити на два класи: просторово-часовi
симетрiї i внутрiшнi симетрiї.

Математично властивостi симетрiй описуються вiдповiдними групами симе-
трiй. Закони взаємодiї елементарних частинок є iнварiантними щодо тiєї чи iн-
шої групи симетрiй. Причому просторово-часовi симетрiї пов’язанi з геометрiєю
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простору, в якому вiдбувається взаємодiя, i є однаковими для всiх елементар-
них частинок. Iнварiантнiсть вiдносно деякої групи внутрiшньої симетрiї може
виконуватись тiльки для деякої певної сукупностi частинок, якi взаємодiють
у межах даної конкретної взаємодiї, а порушення цiєї симетрiї може свiдчити
про появу у системi якихось нових частинок (можливо, ще не вiдомих). Отже,
основою для побудови квантової теорiї поля є класична та квантова механiки,
а також рiзнi групи симетрiй, що пов’язанi з фiзичними законами мiкросвiту
елементарних частинок.

В iсторiї вивчення розвитку квантової теорiї взаємодiючих полiв можна ви-
дiлити три важливi перiоди, протягом яких виникли i розвивались хоч i близькi,
але все ж принципово рiзнi концепцiї введення взаємодiї. У рамках стандартно-
го пiдходу взаємодiя мiж полями фактично постулюється, хоча цей постулат i
спирається на механiзм уведення електромагнiтної взаємодiї, про обґрунтува-
ння якого ми детально поговоримо у другому роздiлi ( зауваження 4.3). Iн-
ший пiдхiд базується на принципi калiбрувальної iнварiантностi, який також
є узагальненням градiєнтної iнварiантностi електромагнiтного поля. У рамках
такого принципу лагранжiан взаємодiї вже не постулюється, а виводиться з
вiдповiдного принципу калiбрувальної iнварiантностi, який покладено в основу
побудови теорiї. Такий принцип був запропонований ще в 1953 роцi Янгом i
Мiллсом [105], але справжнього розвитку ця теорiя набула тiльки в кiнцi 60-х
на початку 70-х рокiв минулого столiття пiсля робiт Фаддєєва i Попова [118], Де
Вiтта [114–116], т’Хофта [191–193], Славнова [83,84], Тейлора [190] та iн. Пiсля
чого почався справжнiй бум. Теорiя калiбрувальних полiв фактично "врятува-
ла"стандартний пiдхiд до теорiї кваркiв, а точнiше — до теорiї сильних взаємо-
дiй, утворивши самостiйний роздiл теорiї елементарних частинок — квантову
хромодинамiку (КХД). Фактично початок 70-х рокiв можна також вважати i
початком створення теорiї слабких взаємодiй, а також їх об’єднання в єдину
модель електрослабкої взаємодiї. Крiм того, розвиток нестандартних моделей
не принiс успiху у подоланнi математичних проблем побудови теорiї, але дещо
навiть збiльшив їх число i складнiсть. Особливо це вiдчутно при спробi вклю-
чити в теорiю гравiтацiйну взаємодiю, яка може чинити досить значний вплив
на фiзичнi процеси, що проходять при надзвичайно високих енергiях. У зв’язку
з накопиченням проблем теорiї взаємодiючих полiв, метою якої була (та й є)
побудова єдиної теорiї елементарних частинок, виникла цiлком природна iдея,
що iснуюча теорiя не є фундаментальною. На роль теорiї, з якої може бути
отримана сучасна теорiя взаємодiючих полiв, претендує теорiя релятивiст-
ської струни, яка не є предметом обговорення у цьому виданнi, i ми радимо
читачевi звернутись, наприклад, до праць [4], [178]. Ми також радимо читачевi
уважно перечитати iсторичнi огляди про виникнення i розвиток теорiї кванто-
ваних полiв [16,17], а також еволюцiю поглядiв i нових iдей у теорiї побудови
елементарних частинок, що ґрунтується на теорiї кваркiв [98], [41].

У цiй книзi ми детально зупинимось на проблемах побудови стандартних
моделей i моделей калiбрувальних полiв.
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Роздiл I. Групи симетрiй
елементарних частинок

Методи, що пов’язанi з властивостями симетрiй, є одними з основних у ви-
вченнi багатьох фiзичних явищ фiзики елементарних частинок. Перш за все це
класифiкацiя частинок у рамках вiдповiдних взаємодiй, побудова лагранжiа-
нiв взаємодiй, знаходження iнтегралiв руху (величин, що зберiгаються) тощо.
Властивостi симетрiй описуються вiдповiдними групами симетрiй, а елементар-
на частинка розглядається як об’єкт, стани якого утворюють базис незвiдного
представлення тiєї чи iншої групи симетрiї. У першому параграфi цього роздiлу
ми коротко зупинимося на питаннях, пов’язаних з релятивiстською iнварiантнi-
стю (коварiантнiстю). Це є природна вимога до фiзичної теорiї, бо всi фiзичнi
закони не повиннi залежати вiд системи вiдлiку.

Iнварiантнiсть законiв фiзики елементарних частинок вiдносно повної не-
однорiдної групи Лоренца покладається в основу побудови квантової теорiї
поля i є фактично основним постулатом теорiї .

§ 1. Група Лоренца

У цьому параграфi ми наведемо деякi основнi факти з теорiї групи Лорен-
ца та її представлень. Для бiльш глибокого вивчення цих питань читач може
звернутись до праць [18,26,54,102,104].

1.1. Простори Евклiда та Мiнковського.
Релятивiстськi позначення

Звичайний s-вимiрний евклiдiв простiр Es = Rs– це декартiв добуток (×R1)s

(R1 — дiйсна числова вiсь), у якому визначена вiдстань (метрика) мiж двома
точками x = (x1, . . . , xs) i y = (y1, . . . , ys) за формулою

ρE(x,y) :=
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xs − ys)2 := |x− y|.
У випадку s = 3 будемо позначати просто E.

13
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Простiр Мiнковського M = M4 (Md –у випадку d 6= 4) теж визначається
як декартiв добуток R1 × R3, але числова вiсь R1 = cT , де T = [−∞, +∞] —
часова вiсь, а вiдстань мiж двома точками x = (xµ)µ=3

µ=0 = (x0 = ct, x1, x2, x3) i y
задається формулою

ρM(x, y) =
√

(x0 − y0)2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2 − (x3 − y3)2. (1.1)

Для скорочення запису i побудови тензорного аналiзу на просторi M вводи-
ться метричний тензор G = (gµν):

gµν = gµν , gµν = 0, коли µ 6= ν,

g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1.
(1.2)

Точки простору x ∈ M будемо називати контрварiантними координатни-
ми векторами, а їх координати позначимо xµ, µ = 0, 1, 2, 3. Усi вектори a, що
перетворюються при змiнi координат за таким самим законом як i xµ, будемо
називати контрварiантними i позначати їх компоненти через aµ, а вектори b, якi

перетворюються як 4-вимiрний градiєнт ∂ :=

(
∂µ :=

∂

∂xµ

)
, будемо називати ко-

варiантними i позначати bµ (з iндексом унизу). Грецькi iндекси (µ, ν, α, β, . . .)
використовуватимуться для позначення просторово-часових компонент, якi змi-
нюються вiд 0 до 3 (або вiд 0 до s, якщо розглядається d = (s + 1)-вимiрна
теорiя), а латинськi iндекси (i, j, k, a, b, c, . . .) будуть використовуватись тiльки
для просторових компонент i змiнюватись вiд 1 до 3 (або вiд 1 до s) або вико-
ристовуватись для перелiку компонент поля.

Перехiд вiд контрварiантних компонент до коварiантних виконується за до-
помогою тензора gµν :

aµ =
3∑

ν=0

gµνa
ν := gµνa

ν або aµ = gµνaν .

Тут i далi за iндексами, що повторюються, проводиться сумування. Окремi
випадки, коли сумування немає, ми будемо обумовлювати.

Вектори в евклiдовому просторi E ми будемо видiляти жирним шрифтом.
Для того, щоб не було плутанини в позначеннях, зауважимо, що

(aµ)3
µ=0 = (a0, a1, a2, a3) = (a0, a),

(aµ)3
µ=0 = (a0, a1, a2, a3) = (a0,−a),

а для 4-градiєнта цi правила змiнюються:

(∂µ)3
µ=0 = (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) := (∂0, ∇),

(∂µ)3
µ=0 = (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) := (∂0,− ∇).

(1.3)
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Простiр Евклiда Es буде повним гiльбертовим простором, якщо в ньому ввести
скалярний добуток двох векторiв a i b за формулою

a · b =
s∑

i=1

aibi = aibi.

Зауважимо, що для векторiв a i b з E4 евклiдiв скалярний добуток будемо
позначати так:

(a, b)E4 = a0b0 + a · b = aµbµ. (1.4)

Простiр Мiнковського M iнколи називають гiльбертовим простором з iнде-
фiнiтною або псевдоевклiдовою метрикою, яка визначається формулою (1.1) i
скалярним добутком

a · b = (a, b)M = gµνa
µbν = (a,Gb)E4 = a0b0 − a · b. (1.5)

Завдяки такому визначенню квадрат вектора v ∈ M може приймати як до-
датнi, так i вiд’ємнi значення. Будемо називати вектор v часо-подiбним, якщо
v2 = v · v = (v, v)M > 0, просторово-подiбним, якщо v2 < 0, та iзотропним,
якщо v2 = 0. З кожним iзотропним вектором v можна пов’язати одновимiрний
iзотропний пiдпростiр µv := {u ∈ M

∣∣ u = λv, λ ∈ R}, який називають свi-
тловим променем. Об’єднання усiх свiтлових променiв (вони виконують роль
твiрних) утворює поверхню свiтлового конуса C. Рiвняння цього конуса у зви-
чайнiй 4-вимiрнiй системi координат матиме вигляд:

C : s2 := ρM(0, v)2 = c2t2 − x2 − y2 − z2 = 0, v = (t, x, y, z). (1.6)

Зручним зображенням цiєї поверхнi (див. рис. 1.1) є двовимiрне, яке можна
розглядати як проекцiю поверхнi (1.6) на координатну площину {x0, x1}:

θ

a c

d

x1

t

b

0

Рис. 1.1
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Фiзично цей рисунок можна iнтерпретувати як розповсюдження двох сигна-
лiв зi швидкiстю c = ctg θ уздовж прямих (ab) i (cd) через точку 0, тобто нескiн-
ченного числа (континууму) таких променiв уздовж поверхнi (1.6). Поверхня
(1.6) роздiляє простiр M на чотири областi, якi також називають конусами:

V± := {x ∈M
∣∣ x2 > 0, ±x0 > 0},

або (1.7)

V ± := {x ∈M
∣∣ x2 > 0, ±x0 > 0}.

V+(V +) називають вiдкритим (замкнутим) верхнiм конусом або конусом май-
бутнього, а V−(V −) називають вiдкритим (замкнутим) нижнiм конусом або ко-
нусом минулого. Конус

N := {x ∈M
∣∣ x2 < 0}, (1.8)

який мiстить усi просторово-подiбнi координатнi вектори, iнколи називають
бiчним конусом.

Зауваження 1.1. Далi (за винятком окремих формул) ми будемо вико-
ристовувати традицiйну систему одиниць, у якiй c = ~ = 1. У цiй системi
одиниць енергiя, маса, обернена довжина та обернений час мають однакову
розмiрнiсть. Для того, щоб вiдновити у формулах константи c i ~, треба
зробити замiни

X → ~αXcβXX (1.9)

кожної величини X, що входить у формулу. Значення показникiв αX i βX

легко встановити з розмiрностi доданкiв, в якi входять величини X. Крiм
того, треба врахувати звязок релятивiстських позначень величин x0 i p0 з
нерелятивiстськими t i E:

x0 = ct, p0 =
E

c
.

Наприклад, для iмпульсiв pµ координат xµ i маси m αp = αm = 0, αx = −1,
βp = 1, βx = −1, βm = 2. Це випливає з того, що релятивiстське спiввiдно-
шення мiж енергiєю i масою E2 = c2p2 + m2c4 в системi одиниць ~ = c = 1
виглядає як p2 = m2 у класичному випадку i p̂2 = m2, p̂µ = i∂µ у квантовому.

1.2. Однорiдна група Лоренца

Означення 1.1. Загальною групою Лоренца L̃ називають групу дiйсних одно-
рiдних лiнiйних перетворень координат простору Мiнковського M, якi зали-
шають iнварiантною квадратичну форму (1.1)i скалярний добуток (1.5)коор-
динатних векторiв x · y.
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Загальний вигляд лiнiйного однорiдного перетворення можна записати за

допомогою системи рiвнянь
x′µ = Λµ

νx
ν , (1.10)

або у матричнiй формi

x′ = Λx, (Λ)µν := Λµ
ν , Λ ∈ L̃ . (1.11)

Тодi з означення 1.1 та формул (1.4),(1.5) маємо:

(x′, y′)M = (x′, Gy′)E4 = (Λx,GΛy)E4

= (x, ΛT GΛy)E4 = (x, y)M = (x,Gy)E4 .

Звiдси
ΛT GΛ = G або (ΛT )αµgµν(Λ)νβ = Λµ

αgµνΛ
ν
β = gαβ, (1.12)

де ΛT — матриця транспонована до Λ. Враховуючи, що det ΛT = det Λ, маємо з
(1.12) таку умову:

(det Λ)2 = 1 або det Λ = ±1. (1.13)
Отже, для кожного перетворення Λ iснує обернене. Пiд добутком двох пе-

ретворень Λ1 i Λ2 треба розумiти перетворення, що утворюється послiдовною
дiєю перетворень Λ1 i Λ2. Перетворення Λ2 Λ1 задається матрицею, що дорiвнює
добутку матриць перетворень Λ2 i Λ1. З рiвностi

(Λ2Λ1x, Λ2Λ1y)M = (x, ΛT
1 ΛT

2 GΛ2Λ1y)E4 =

= (x, ΛT
1 GΛ1y)E4 = (x,Gy)E4 = (x, y)M

випливає, що добуток Λ2 Λ1 двох перетворень Лоренца також є перетворення
Лоренца, тобто сукупнiсть усiх перетворень Лоренца утворює групу.

Зробимо короткий аналiз тих важливих пiдгруп однорiдної групи Лоренца,
що мають самостiйне значення при вивченнi симетрiй у теорiї взаємодiючих
частинок. Група Лоренца мiстить у собi пiдгрупу, що є iзоморфною групi O3 –
тривимiрних ортогональних перетворень. Цю групу в E4 можна задати за до-
помогою матриць

ΛO3 =

(
1 0
0 R

)
,

де R – дiйсна матриця 3× 3 така, що

RT R = RRT = 1.

Далi з (1.12) (при α = β = 0), знаходимо:

(Λ0
0)

2 = 1 +
3∑

i=1

(Λi
0)

2 = 1 +
3∑

i=1

(Λ0
i )

2 ≥ 1, (1.14)

тобто або Λ0
0 ≥ 1, або Λ0

0 ≤ −1.
Перетворення Лоренца, для яких Λ0

0 ≥ 1, називають ортохронними пере-
твореннями Лоренца. Цi перетворення також утворюють групу. Для перетво-
рень з цiєї пiдгрупи має мiсце наступна важлива властивiсть.
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Пропозицiя 1.1.
Ортохроннi перетворення Лоренца зберiгають iнварiантним конус часо-

подiбних позитивних векторiв, тобто переводять вектори x, для яких x0 > 0
та x · x = x2 > 0, у вектори x′, у яких x′0 > 0 та x′ · x′ = x′2 > 0.

Доведення. Для довiльного часо-подiбного вектора x = (x0,x) i ортохрон-
ного перетворення Λ = (Λµ

ν ) визначимо вектор Λ0 = (Λ0
1, Λ0

2,Λ0
3) ∈ R3 i запишемо

нерiвнiсть Шварца для скалярного добутку векторiв x i Λ0 у R3:
∣∣(Λ0,x)R3

∣∣ ≤
∣∣Λ0

∣∣ ∣∣x
∣∣. (1.15)

Використовуючи (1.14), розпишемо (1.15):

∣∣Λ0
1x

1 + Λ0
2x

2 + Λ0
3x

3
∣∣ ≤

√
(Λ0

0)
2 − 1

√
x2. (1.16)

Тодi для часо-подiбних векторiв (x2 < (x0)2), для яких x0 > 0, i перетворень
Лоренца з Λ0

0 > 1 права частина (1.16) менша за Λ0
0x

0. Отже, тодi перетворений
вектор x′ = Λx має компоненту

x′0 = Λ0
0x

0 + Λ0
1x

1 + Λ0
2x

2 + Λ0
3x

3 > Λ0
0x

0 − |Λ0
1x

1 + Λ0
2x

2 + Λ0
3x

3| > 0.

Часо-подiбнiсть x′ випливає з означення перетворення Лоренца
(x′2 = x′ · x′ = x · x = x2 > 0). Пропозицiя доведена.

У залежностi вiд значень det Λ i Λ0
0 групу Лоренца можна розбити на чотири

компоненти:

1) пiдгрупа власних ортохронних перетворень (proper ortochronous) (iнколи
її називають обмеженою однорiдною групою Лоренца) L ↑

+ з det Λ = +1 i
Λ0

0 ≥ 1;

2) власнi неортохроннi перетворення (L ↓
+) з det Λ = +1 i Λ0

0 ≤ −1;

3) невласнi ортохроннi перетворення (L ↑
−) з det Λ = −1 i Λ0

0 ≥ 1;

4) невласнi неортохроннi перетворення (L ↓
−) з det Λ = −1 i Λ0

0 ≤ −1 .

Зауваження 1.1. Перетворення Лоренца з Λ0
0 ≥ 1 утворюють пiдгрупу

ортохронних перетворень ( о р т о х р о н н у групу). Пiдгрупа власних
ортохронних перетворень є 6-ти параметричною групою Лi. Вона має назву
в л а с н о ї групи Лоренца. Її також називають о б м е ж е н о ю однорiдною
групою Лоренца. Перетворення з 3-х iнших компонент (вони не утворюють
пiдгруп групи Лоренца) можна отримати з власних ортохронних перетворень
за допомогою трьох дискретних перетворень:

1) просторового вiддзеркалення:

P̂ x = Λis(x
0,x) = (x0,−x); (1.17)
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2) часового вiддзеркалення:

T̂ x = Λit(x
0,x) = (−x0,x); (1.18)

3) просторово-часового вiддзеркалення:

P̂ T̂ x = Λist(x
0,x) = (−x0,−x). (1.19)

Загальну групу Лоренца можна тодi символiчно записати у виглядi

L̃ = L ↑
+ + P̂L ↑

+ + T̂L ↑
+ + P̂ T̂L ↑

+.

Зауваження 1.2. Треба зауважити, що iснує глибока вiдмiннiсть непе-
рервних перетворень iз цiєї групи вiд дискретних перетворень P̂ , T̂ i P̂ T̂
загальної групи Лоренца. Ця вiдмiннiсть полягає у тому, що, застосовую-
чи послiдовно нескiнченно малi перетворення, ми можемо перейти вiд однiєї
iнерцiальної системи до iншої, не змiнюючи фiзичної сутi явищ або об’єктiв,
тобто забезпечуючи їх iнварiантнiсть у рiзних системах вiдлiку. Вiд просто-
рових або часових вiддзеркалень iдентичнiсть деяких явищ або об’єктiв може
порушуватись. Цей факт є наслiдком експериментальних спостережень.

Кожне перетворення Лоренца належить до одного з доданкiв L̃ i може бути
записане за допомогою добутку перетворень з L ↑

+ i перетворень P̂ , T̂ або P̂ T̂

якщо вони не належать до L ↑
+. Тому достатньо вивчити групу L ↑

+ i її можливi
представлення. Ця група є 6-ти параметричною групою Лi. Число незалежних
параметрiв, якi визначають групу власних ортохронних перетворень Лоренца,
можна пов’язати з обертанням в шести площинах (xµxν) на кути αµν . Iз загаль-
ної теорiї груп Лi вiдомо, що кожне перетворення Лоренца може бути задано
своїм генератором. Для його знаходження розглядаються нескiнченно малi iн-
фiнiтезимальнi повороти на кути εµν . Тодi

Λ = Λ(ε) = 1I +
1

2
εµνlµν + O(ε2).

Генератори lµν = −lνµ i є лiнiйними операторами(матрицями) у просторi
Мiнковського. Їх матричнi елементи легко пiдрахувати (див. наприклад [102,Гл.
2,§2]). Вони мають вигляд

(lµν)αβ = −gµαδνβ + gναδµβ

Легко переконатися, що вони задовольняють наступнi комутацiйнi спiввiдноше-
ння

[lµν , lαβ]− = gµαlνβ + gνβlµα − gµβlνα − gναlµβ.

Лiнiйна оболонка матриць lµν з дiйсними коефiцiєнтами утворює алгебру Лi
групи Лореца.
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1.3. Неоднорiдна група Лоренца – група Пуанкаре

Неважко помiтити, що псевдоевклiдова вiдстань (1.1) мiж двома точками у про-
сторi Мiнковського є iнварiантною не тiльки вiдносно однорiдних перетворень
(1.10) , (1.11), а й вiдносно просторово-часових трансляцiй, отже , i лiнiйних
перетворень бiльш загального вигляду:

x′µ = (Lx)µ = Λµ
νx

ν + aµ. (1.20)

Цi перетворення задаються матрицею Λ i 4-вектором a та позначаються L =
(Λ, a). Сукупнiсть перетворень (1.20) утворює групу, якщо пiд добутком двох
перетворень L1 = (Λ1, a1) i L2 = (Λ2, a2) розумiти перетворення

L = L2L1 = (Λ2Λ1, a2 + Λ2a1).

Неоднорiднi перетворення (1.20) з Λ ∈ L ↑
+ утворюють 10-ти параметричну не-

перервну групу Лi. Генератори зсувiв tµ вiдносно осей xµ комутують мiж со-
бою i задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення iз генераторами поворо-
тiв (див. [18,26,54,102]):

blµν , tαc− = (gναtµ − gµαtν),

а оператор L, що вiдповiдає зсуву на 4- вектор aµ, має вигляд

L(1I, a) = e−iaµgµνtν = e−iaµtµ .

1.4. Комплекснi перетворення Лоренца

При вивченнi аналiтичних властивостей функцiй, iнварiантних вiдносно пере-
творень iз групи L ↑

+, необхiдно поширити означення 1.1 на комплексний простiр
Мiнковського MC = MC4, у якому для z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 з xi, yi ∈M,
i = 1, 2, визначається бiлiнiйна форма

z1 · z2 = (z1, z2)MC = gµνz
µ
1 zν

2 . (1.21)

Означення 1.2. Групою комплексних перетворень Лоренца L (C) назива-
ють групу перетворень простору MC, якi залишають iнварiантною квадра-
тичну форму (1.21), тобто

(Λz1, Λz2)MC = (z1, z2)MC. (1.22)

Легко переконатися, що вимога (1.22) веде до того самого спiввiдношення
(1.12) для комплексних матриць Λ i такої самої умови (1.13). Отже, L (C) можна
записати у виглядi двох компонент

L (C) = L+(C) ∪L−(C), (1.23)
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де L+(C) вiдповiдає перетворенням з det Λ = +1, а L−(C)– перетворенням iз
det Λ = −1. На вiдмiну вiд дiйсних перетворень L+(C) є вже зв’язною пiвгру-
пою Лi групи L (C) (див., наприклад, [11], Гл. 5, § 1.2).

Узагальнення на комплекснi неоднорiднi перетворення є тривiальним.

1.5. Представлення групи Лоренца i Пуанкаре, польовi
функцiї та фiзичнi стани

У квантовiй механiцi кожнiй частинцi приписують деяку хвильову функцiю,
яка задовольняє рiвняння Шредiнгера, а її фiзичний змiст пов’язаний iз густи-
ною iмовiрностi знайти вiдповiдну частинку у конкретному квантовому станi. У
релятивiстськiй теорiї такою функцiєю є польова функцiя u(x) (або поле), яка
загалом є багатокомпонентною i залежить не тiльки вiд просторово-часових,
а й вiд iнших внутрiшнiх змiнних(таких як маса, спiн та iн.). Як правило ця
функцiя задовольняє деяке диференцiальне рiвняння або систему рiвнянь у ви-
падку взаємодiї багатьох частинок. Перехiд вiд однiєї системи вiдлiку до iншої
за допомогою перетворень Лоренца не повинен змiнювати законiв руху, тобто
повинен залишати рiвняння незмiнним. А це означає, що поле u(x) буде змiню-
ватися з допомогою лiнiйного перетворення

u(x) → u′(x′) = S(L)u(x) = S(Λ, a)u(x), (1.24)

причому оператор S(L) визначається перетворенням Лоренца L = (Λ, a). Та-
ким чином, кожному лоренцовому перетворенню L = (Λ, a) вiдповiдає лiнiйнiй
оператор S(L), причому, очевидно, що одиничному елементу групи Лоренца
вiдповiдає одиничний оператор S(1, 0) = 1I, а добутку двох елементiв групи
Лоренца — добуток двох лiнiйних перетворень S(L): S(L2)S(L1) = S(L2L1).
Система операторiв S(L), що вiдповiдає таким властивостям, називається лi-
нiйним представленням групи Лоренца. Вигляд оператора S(L) залежить вiд
простору, у якому вiн дiє, тобто вiд структури функцiй u(x). У тому випадку,
коли число компонент u(x) є скiнченне, оператор S(L) буде скiнченновимiрною
матрицею, а вiдповiдне представлення називається скiнченновимiрним пред-
ставленням групи Лоренца. Iнколи може виявитись, що простiр, у якому дiє
представлення S(L), можна розбити на пiдпростори, якi є iнварiантними вiдно-
сно усiх операторiв S(L). Таке представлення називають звiдним. Якщо таких
пiдпросторiв не iснує, представлення є незвiдне.

У зв’язку з тим, що всi вiдомi на цей час фiзичнi поля описуються функцiя-
ми зi скiнченним числом компонент, для встановлення типу можливих полiв та
їх класифiкацiї важливо вивчити усi можливi незвiднi скiнченновимiрнi пред-
ставлення однорiдної групи Лоренца. З детального аналiзу перетворень групи
Лоренца, який був зроблений у п.1.2 можна зробити висновок, що вивчення усiх
представлень групи Лоренца можна обмежити вивченням усiх незвiдних пред-
ставлень власної групи Лоренца. У цьому пунктi будуть наведенi деякi основнi
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характеристики скiнченновимiрних спiнорних представлень власної групи Ло-
ренца. Для ознайомлення з детальними викладками i структурою цих представ-
лень радимо читачу звернутися до книги [26]. Зауважимо, що кожне незвiдне
представлення власної групи Лоренца визначається деяким цiлим або напiв-
цiлим числом j, яке називають вагою вiдповiдного незвiдного представлення.
Число j вiдповiдає максимальному власному значенню генератора просторових
поворотiв H3 = M12, а базис, у якому базиснi вектори є власними векторами
оператора H3 називають канонiчним базисом.

Для того, щоб мати елементарнi уявлення про побудову незвiдних представ-
лень групи Лоренца, встановимо зв’язок цiєї групи з групою комплексних унi-
модулярних матриць другого порядку SL(2, c), тобто 2× 2 матриць A = ((aij)),
(i, j = 1, 2) з умовою det A = a11a22 − a12a21 = 1. Розглянемо четвiрку матриць
σµ, де σ0 = 1I, а три iнших є вiдомi матрицi Паулi:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (1.25)

Зiставимо з кожним 4-вектором простору Мiнковського xµ ермiтову матри-
цю X за правилом

X = xµσµ =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
. (1.26)

Враховуючи, що Tr(σµσµ′) = 2δµµ′ , знаходимо:

xµ =
1

2
Tr(Xσµ),

а
det X = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = x2. (1.27)

Для довiльної матрицi A ∈ SL(2, c) розглянемо перетворення X → X ′:

X ′ = AXA+, (1.28)

де A+–ермiтово спряжена матриця (A+ = A
T
).

Як наслiдок унiмодулярностi матрицi A (det A = det A+ = 1) det X ′ = det X,
що еквiвалентно (див. (1.27)) умовi

x′2 = x2.

Тодi з означення 1.1 перетворення (1.28) буде описувати однорiдне перетво-
рення групи Лоренца 4-вектора xµ. Щоб встановити спiввiдношення мiж ма-
трицею A i матрицею лоренцового повороту Λ, пiдставимо визначення X ′ i X з
(1.26) у форму (1.28)

X ′ = σµx
′µ = σµΛµ

νx
ν = AσνA

+xν .
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Домножуючи на σµ i застосовуючи операцiю слiду, маємо:

Λµ
ν =

1

2
Tr(σµAσνA

+). (1.29)

Iз формули (1.29) видно, що кожне перетворення Λµ
ν може бути задане двома

матрицями ±A, тобто Λµ
ν (A) = Λµ

ν (−A).
Розглянемо тепер величини, якi ми будемо називати двокомпонентними спi-

норами (або спiнорами 1-го рангу)

ξ =

(
ξ1/2

ξ−1/2

)

i якi будуть перетворюватися за допомогою матрицi A за правилом ξ → ξ′:

ξ′α = Aαβξβ, α, β = ±1/2 або ξ′ = Aξ. (1.30)

Спiнор ξ можна розглядати як вектор у лiнiйному комплексному просторi
двох вимiрiв, який перетворюється при перетвореннях Лоренца (1.10) вiдповiд-
но до закону (1.30). Оскiльки вiдповiднiсть Λ → ±A двозначна, то спiнор у
кожнiй системi вiдлiку визначається з точнiстю до знаку.

При перетвореннi Лоренца комплексно спряжена пара чисел ξ∗±1/2 перетво-
рюється за допомогою матрицi A = (Aαβ):

ξ
′∗
α = Aαβξ∗β.

Замiсть ξ∗α пишуть ξα̇, а вiдповiдне перетворення запишеться як

ξ′α̇ = Aα̇β̇ξβ̇. (1.31)

Перетворення (1.30) реалiзує 2-вимiрне представлення власної групи Лорен-
ца, яке називають спiнорним представленням 1-го рангу, а перетворення (1.31)
спряженим спiнорним представленням 1-го рангу.

Аналогiчно можна розглядати перетворення спiнорiв вищих рангiв:

Ψα1,...,αm;α̇1,...,α̇n = Aα1β1 · · ·AαmβmAα̇1β̇1
· · ·Aα̇nβ̇n

Ψβ1,...,βm;β̇1,...,β̇n
, (1.32)

який є одночасно спiнором m-го рангу i спряженим спiнором n-го рангу. Су-
купнiсть таких спiнорiв утворює лiнiйний простiр розмiрностi 2m+n. Формула
(1.32) задає представлення власної групи Лоренца (m, n)-го рангу. Ранг (m,n)
пов’язаний з вагою (j, j′) формулами

m = 2j, n = 2j′.

Внаслiдок того, що спiнори (m,n)-го рангу перетворюються як добуток m спi-
норiв 1-го i n спряжених спiнорiв 1-го рангу, то таке представлення є добутком
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незвiдних представлень ваги 1/2 i взагалi може бути звiдним. Виявляється (див.
[26, Ч.2,Гл.1,§4]), що кожне незвiдне представлення реалiзується у просторi си-
метричних спiнорiв, тобто таких, що не змiнюються при перестановцi як iн-
дексiв α1, . . . , αm мiж собою, так i α̇1, . . . , α̇n мiж собою. Легко зрозумiти, що
розмiрнiсть вiдповiдного лiнiйного простору, у якому дiє представлення D(j,j′0

, а значить i матрицi S(L) = S(Λ, 0) у формулi (1.24) дорiвнює:

d = (2j + 1)(2j′ + 1). (1.33)

Iз (1.32) видно, що представлення D(j,j′) буде однозначним, якщо j + j′ цiле,
i двозначним, якщо j + j′ –напiвцiле. Матрицю D(j,j′)(A) можна записати у
виглядi прямого добутку матриць D(j,0)(A) i D(0,j′)(A) = D(j′,0)(A+). Зауважимо
також, що добуток двох представлень D(j1,0) i D(j2,0) є звiдним i розкладається
на суму:

D(j1,0) ×D(j2,0) =

|j1+j2|∑

j=|j1−j2|
⊕D(j,0). (1.34)

Наведемо декiлька основних реалiзацiй цих представлень.

1. Представлення D (0, 0).
Iз формули (1.33) розмiрнiсть d = 1, а отже, S(Λ, 0) = CΛ · 1I, CΛ ∈ C. Про-

стiр, у якому реалiзується це представлення, складається з однокомпонентних
функцiй u(x). Вiдповiдне поле ми будемо позначати ϕ(x). Закон перетворення
(1.24) має вигляд

ϕ(x) → ϕ′(x′) = CΛϕ(x).

Враховуючи те, що у спостережуванi величини завжди входять iнварiантнi
бiлiнiйнi комбiнацiї типу |ϕ(x) |2, можна вважати |CΛ | = 1, а якщо розгля-
дати дiйснi поля, то CΛ = ±1. Вiдповiдно може бути реалiзовано два типи
представлень нульового рангу. Перший тип – це коли довiльному лоренцовому
перетворенню (1.20) вiдповiдає перетворення поля

ϕ(x) → ϕ′(x′) = ϕ(x), (1.35)

що еквiвалентне перетворенню функцiї поля

ϕ(x) → ϕ′(x) = ϕ
(
Λ−1(x− a)

)
. (1.36)

Таке поле називають скалярним полем. Воно описує так званi скалярнi ме-
зони.

Другий тип представлень задається перетворенням (1.35), (1.36) для всiх не-
перервних Λ, а закон перетворення поля ϕ(x) при просторовому вiддзеркаленнi
P̂ (див. (1.17)) має вигляд

ϕ(x) → ϕ′(x′) = −ϕ(x). (1.37)
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Таке поле називають псевдоскалярним. Воно описує псевдоскалярнi мезони. Ча-
стинки, що перетворюються за представленням D(0,0), мають нульовий спiн.

2. Представлення D

(
1
2

, 0
)
та D

(
0,

1
2

)
.

Розмiрнiсть цього представлення d = 2. Польовi функцiї, що перетворюю-
ться за D( 1

2
,0) та D(0, 1

2), називають двокомпонентними спiнорами. Закони пере-
творення для цих величин задаються формулами (1.30) i (1.31). Базиснi вектори
просторiв, у яких реалiзуються представлення D( 1

2
,0) та D(0, 1

2), можна вибра-
ти таким чином, що матрицi, якi реалiзують цi представлення, будуть взаємно
спряженi. Двокомпонентнi спiнори описують частинки i античастинки iз напiв-
цiлим спiном.

У сучаснiй зарубiжнiй лiтературi часто замiсть iндексiв α i α̇ для спiнорiв
ψ вживають позначення ψL для спiнорiв, на яких реалiзується представлення

D

(
1
2
,0
)
, i ψR для спiнорiв, на яких реалiзується представлення D

(
0, 1

2

)
.

3. Представлення D

(
1
2

,
1
2

)
.

Згiдно з (1.30)–(1.32) вiдповiдний спiнор Ψα,β̇ перетворюється за законом

Ψ′
α,β̇

(x′) = Aαγ(Λ)Āβ̇δ̇(Λ)Ψγ,δ̇(x). (1.38)

Але згiдно з формулою (1.33) розмiрнiсть представлення d = 4. Тобто можна
вважати, що спiнор Ψα,β̇ перетворюватися як коварiантний 4-вектор. Щоб це
побачити, аналогiчно (1.26), представимо Ψα,β̇ у виглядi розкладу

Ψα,β̇(x) = V µ(x)(σµ)αβ̇. (1.39)

Тодi з (1.38), використовуючи (1.39), отримаємо (див. задачу 1.4)

V
′µ(x′) = Λµ

νV
ν(x), (1.40)

тобто формула (1.39) задає однозначну вiдповiднiсть мiж спiнором Ψα,β̇ i кова-
рiантним 4-вектором, що перетворюється за формулою (1.40).

Наступним важливим моментом є iнварiантнiсть фiзичних станiв. В насту-
пних роздiлах буде дано визначення як класичних так i квантових станiв систе-
ми елементарних частинок. Вимога релятивiстської iнварiантностi приводить
до того, що вектори станiв повиннi перетворюватися за незвiдними унiтарни-
ми представленнями групи Пуанкаре. Це означає, що генератори представлення
Mµν , що вiдповiдають генераторам поворотiв lµν i Pµ, що вiдповiдають генера-
торам зсувiв tµ є ермiтовими матрицями (або самоспряженими операторами у
випадку нескiнченновимiрного простору), а вiдповiдне iнфiнiтезiмальне пред-
ставлення оператора, що вiдповiдає перетворенню (1.20) має вигляд

U(L) = U(Λ, δa) = 1I +
1

2
iεµνMµν + δaµPµ + O(ε2, (δa)2). (1.41)
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Генератори Mµν i Pµ задовольняють наступнi комутацiйнi спiввiдношення

[Mµν ,Mαβ]− = −i(gµαMνβ + gνβMµα − gµβMνα − gναMµβ), (1.42)

bMµν , Pαc− = i(gναPµ − gµαPν) (1.43)

i
bPµ, Pνc− = 0, (1.44)

якi вiдрiзняються вiд спiввiдношень мiж lµν i tµ тiльки множником i =
√−1.

Проблема знаходження представлень неоднорiдної групи Лоренца еквiва-
лентна проблемi знаходження усiх представлень комутацiйних спiввiдношень
(1.42)–(1.44) за допомогою самоспряжених операторiв Mµν i Pµ. Виявляється,
що єдиним скiнченновимiрним унiтарним представленням однорiдної групи Ло-
ренца є тривiальне представлення U(Λ, 0) = 1I. Представлення генераторiв Pµ,
що вiдповiдають зсувам уздовж 4-х осей координат будується дуже просто,
оскiльки сукупнiсть усiх 4-вимiрних зсувiв є комутативною пiдгрупою групи
Пуанкаре (див. (1.44)). Це означає, що усi незвiднi унiтарнi представлення цiєї
пiдгрупи є одновимiрними, а оператор, що вiдповiдає зсуву на 4-вектор aµ має
вигляд

U(1I, a) = e−iaµPµ . (1.45)

У просторi, де дiють вiдповiднi генератори можна вибрати базис, у якому опе-
ратор U(1I, a) просто домножує базисний вектор на функцiю exp (−iaµpµ). То-
дi всi незвiднi представлення неоднорiдної групи Лоренца можна класифiку-
вати вiдповiдно до того, яким буде вектор pµ, тобто чи вiн буде просторово-
подiбним, чи часо-подiбним, або iзотропним. Але, враховуючи вiдоме спiввiдно-
шення p2 = (p0)2 − p2 = m2 мiж енергiєю та iмпульсом вiльної релятивiстської
частинки, важливими з точки зору фiзичних застосувань є тi представлення,
для яких p2 = m2 або p2 = 0 i p0 > 0. Отже оператор P 2 = P µPµ, який є iнварi-
антом групи, вiдповiдає за спектр мас релятивiстських частинок, тобто кожне
значення параметра m ≥ 0 характеризує вiдповiдне представлення. Iншим iн-
варiантом є оператор

W =
1

2
MµνM

µνPαPα + MµαMανP µPν , (1.46)

який комутує з усiма генераторами Mµν i Pµ. Тому для кожного незвiдного пред-
ставлення неоднорiдної групи Лоренца вiн є кратним до одиничного оператора,
а його власнi значення можна виразити через параметр, що фiксує дане пред-
ставлення. У випадку m > 0 у вище згаданому базисi можна вибрати "систему
спокою", у якiй W = m2S2, де S = (S1, S2, S3), а Si, i = 1, 2, 3 —генератори не-
звiдного представлення 3-вимiрної групи поворотiв. Власнi значення оператора
S2 є числа s(s+1), де s = 0, 1/2, 1, 3/2, ... вiдповiдають значенню спiна частинки
маси m. Розмiрнiсть вiдповiдного представлення d = 2s + 1.
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У випадку нульової маси не можна вибрати "систему спокою"оскiльки вiд-

повiдна релятивiстська частинка рухається з швидкiстю свiтла у вакуумi c, а
p0 = |p|. У цьому випадку iснує два типи представлень. Перший тип вiдповiдає
випадку коли разом з P 2 = 0, i W = 0. Тодi для характеристики представлень
вибирають власнi значення оператора спiральностi

S(p) =
Σ · p
|p| =

M · p
|p| , (1.47)

де M = (M23,M31,M12). Оператор S(p) детальнiше буде розглядатися у п.5.3.2.
Власнi значення оператора S(p) вiдповiдають станам поляризацiї частинки i
виражаються формулою:

λp = s0 + n, n = 0,±1,±2, ...,

а s0 = 0 для однозначних представлень i s0 = 1/2 для двозначних представлень.
Отже у випадку s0 = n = 0 iснує тiльки один стан релятивiстської безмасової
частинки, а при λp 6= 0—тiльки два незалежних стани, що вiдповiдають двом
станам поляризацiї, за напрямком руху частинки i проти. У природi реалiзує-
ться тiльки два представлення з λp = 1/2, що вiдповiдає нейтрино (якщо все ж
таки нейтрино є безмасовою частинкою) i λp = 1, що вiдповiдає фотону.

I, нарештi, другий тип представлень виникає якщо W = α21I, де α–дiйсне
число. Тодi вiдповiдне нескiнченновимiрне представлення характеризується не-
перервним спiном. Мабуть такий тип представлень не вiдповiдає реальним ча-
стинкам.

Пiдсумовуючи, можна сказати, що для опису за допомогою представлень
групи Пуанкаре релятивiстської теорiї елементарних частинок, усi цiкавi фi-
зичнi представлення характеризуються двома параметрами (m, s), де m—маса
частинки, приймає довiльнi значення m ≥ 0, а s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, ..., спiн ча-
стинки. Детальнiше про це можна прочитати в працях [102, Гл.2],[104].

§ 2. Групи внутрiшнiх симетрiй

Ще з класичної механiки вiдомо, що iнварiантнiсть теорiї вiдносно деяких
груп симетрiй (наприклад, просторових та часових трансляцiй або обертань)
пов’язана з iснуванням законiв збереження (iмпульсу, енергiї або моменту кiль-
костi руху). Тому пошуки нових груп симетрiї є одним з найважливiших на-
прямкiв розвитку теорiї елементарних частинок. У попередньому параграфi ми
розглянули групи, що пов’язанi з перетвореннями 4-вимiрного простору-часу.
Разом з ними iснують такi перетворення, при яких просторово-часовi коорди-
нати залишаються незмiнними, а замiнюються лише функцiї полiв:

x → x′ = x

u(x) → u′(x′) = ϕ(x, u).
(2.1)



28 Роздiл I

Перетворення (2.1) пов’язанi з внутрiшнiми властивостями полiв, а вiдпо-
вiднi групи перетворень називають групами внутрiшнiх симетрiй. Звичайно
ж детальне вивчення таких груп може бути предметом написання великої мо-
нографiї. Тому у цьому роздiлi ми коротко познайомимося лише з групами, що
найбiльш часто зустрiчаються, а саме — унiтарними групами, що породжують
так звану унiтарну симетрiю. Iншi групи, що будуть зустрiчатися при вивчен-
нi тих чи iнших аспектiв теорiї, будуть розглянутi у контекстi вивчення рiзних
полiв та їх взаємодiй.
2.1. Абелева унiтарна група U(1)

Це однопараметрична група, що породжується фазовими перетвореннями ви-
гляду

u(x) → u′(x) = eigqu(x),

∗
u(x) → ∗

u′(x) = e−igq ∗u(x),
(2.2)

де g– параметр групового перетворення, а константа q видiлена для зручностi i
вiдповiдає заряду частинок, що описуються полями u(x). Усi фiзичнi величини
залежать вiд бiлiнiйних комбiнацiй

∗
u(x)u(x) або їх похiдних i будуть iнварi-

антними вiдносно перетворень (2.2). Iз загальної теорiї груп Лi вiдомо, що всi
незвiднi представлення абелевої (або iншими словами комутативної) групи є
одновимiрнi, а отже, вони будуть унiтарно еквiвалентними перетворенню (2.2).
Перетворення (2.2) мають назву калiбрувальних перетворень 1-го роду.

Зауваження 2.1. Симетрiю вiдносно перетворень (2.2) не обов’язково по-
в’язувати з законом збереження електричного заряду. Це може бути закон
збереження, наприклад, барiонного чи лептонного зарядiв, при умовi, що для
даного типу взаємодiї вiн має мiсце.

Якщо групу перетворень (2.2) пов’язати з законом збереження електри-
чного заряду, то параметр q = −e для поля електронiв, q = e для поля прото-
нiв, q = 0 для поля нейтронiв i т.д. Якщо групу перетворень (2.2) пов’язати з
законом збереження барiонного заряду, то для протонного i нейтронного полiв
q = B = 1, а для електрон-позитронного поля q = B = 0. Якщо ж, наприклад,
перетворення (2.2) пов’язанi з лагранжiаном, що вiдповiдає взаємодiї, при якiй
зберiгається число лептонiв, тодi q = L = 1 для електрон-позитронного, ней-
тронного, мюонного полiв, i q = L = 0 для всiх барiонних i мезонних полiв.

2.2. Зарядове спряження C

У теорiї сильних взаємодiй важливим дискретним перетворенням є операцiя
зарядового спряження. Вона визначається у просторi хвильових функцiй як
оператор, що замiнює хвильову функцiю частинки на хвильову функцiю анти-
частинки:

ĈΨa = Ψā. (2.3)
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Для опису зарядової симетрiї можна розглядати частинку i античастинку

як два рiзнi стани однiєї i тiєї ж частинки, що вiдрiзняється значеннями заря-
дового квантового числа q або iнших квантових чисел у випадку нейтральних
частинок (якщо частинка i античастинка не є тотожними). Бiльш детально ми
познайомимося з виглядом оператора C при вивченнi конкретних полiв (див.
роздiл II).

2.3. Спецiальна унiтарна група SU(n)

Розглянемо спершу групу U (n) – групу унiтарних комплексних n×n матриць,
за допомогою яких n-компонентне поле u(x) =

{
uj(x)

}i=n

i=1
перетворюється за

законом
u(x) → u′(x) = V u(x). (2.4)

З властивостi унiтарностi V +V = I виходить, що |det V | = 1, а це, в свою
чергу, дозволяє представити V у виглядi

V = eigU, UU+ = 1 i det U = 1. (2.5)

Це означає, що з групи U(n) можна видiлити пiдгрупу унiтарних, унiмо-
дулярних (det U = 1) матриць, яка носить назву спецiальної унiтарної групи
SU (n), причому

U(n) = U(1)⊗ SU(n).

Число незалежних параметрiв, за допомогою яких задається ця група, дорiв-
нює n2−1. Дiйсно, кожна n×n матриця має n2 комплексних або 2n2 дiйсних па-
раметрiв. Умова унiтарностi дає n2 рiвнянь, а умова унiмодулярностi det U = 1
— ще одну умову. Отже, число незалежних параметрiв буде 2n2−n2−1 = n2−1.
Тому вiдповiдна алгебра Лi групи SU (n) мiстить у собi n2 − 1 генераторiв. Де-
тальний аналiз цих груп та їх представлень можна знайти у монографiях [58,91].
Тут ми наведемо лише деякi найбiльш загальнi факти, якi важливi при побудовi
теорiї елементарних частинок.

У зв’язку з застосуванням груп внутрiшнiх симетрiй до полiв рiзного ви-
ду, тобто скалярних, векторних, спiнорних тощо, необхiдно зробити важливе
технiчне зауваження.

Зауваження 2.2. Компонента uj(x) поля u(x) може сама мати складну
багатокомпонентну структуру. Наприклад, якщо uj(x) описує скалярне поле,
то це є простою функцiєю, якщо ж uj(x) описує векторне поле, то

uj(x) = {uj,µ}3
µ=0.

У випадку, коли uj(x) описують фермiоннi поля, вони є або 2-компонентними,
або 4-компонентними спiнорами. Це означає, що матрицi V i матрицi γ (див.
далi § 5) будуть дiяти за рiзними групами iндексiв.



30 Роздiл I

2.3.1. SU(2) – симетрiя

При вивченнi зарядової незалежностi ядерних сил ще В. Гейзенберг помiтив,
що протон i нейтрон можна вважати однiєю частинкою – нуклоном, яка може
перебувати у двох станах (у станi протона або у станi нейтрона). Щоб розрi-
знити цi два стани, було введено поняття iзотопiчного спiну. Хвильова функцiя
нуклона двокомпонентна:

ΨN(x) =




Ψp(x)

Ψn(x)


 . (2.6)

Будь-яка функцiя типу (2.6) може бути записана як суперпозицiя чистих
станiв протона i нейтрона:

ΨN(x) = c1Ψp(x) + x2Ψn(x),

Ψp(x) =




Ψp(x)

0


 , Ψn(x) =




0

Ψn(x)


 .

Причому двi такi довiльнi суперпозицiї пов’язанi мiж собою за допомогою
деякої унiтарної матрицi V з det V = 1.

Ψ′
N(x) = V ΨN(x). (2.7)

Сукупнiсть матриць V можна трактувати як представлення групи SU (2),
розмiрнiсть якого збiгається з розмiрнiстю самої групи (тобто фундаментальне
представлення). Вiдомо, що у цьому випадку генераторами вiдповiдної групи
Лi є матрицi 1/2σk, де σk, k = 1, 2, 3 матрицi Паулi (1.25), тобто

V = V (g) = e
1
2
igkσk . (2.8)

Матрицi σk задовольняють спiввiдношення

[σj, σk]− = 2iεjklσl, (2.9)

де εjkl – структурнi константи групи SU (2), εjkl — повнiстю антисиметричний
тензор з ε123 = 1.

У загальному випадку розмiрнiсть представлення можна визначити через
величину вищезгаданого iзотопiчного спiну J :

n = 2J + 1.

Величина J(J + 1) є власним значенням квадрата вектора iзоспiну J = (J1,
J2, J3), де J1, J2, J3 – генератори вiдповiдного представлення, а J може при-
ймати цiлi або напiвцiлi значення, тобто аналогiчно до вектора звичайного опе-
ратора спiну. Проекцiя iзоспiну J3 змiнюється в межах −J ≤ J3 ≤ J i приймає
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n = 2J + 1 значень, тобто збiгається з розмiрнiстю мультиплету. Генератори
вiдповiдного представлення задовольняють тi самi спiввiдношення (2.9), а вiд-
повiдне перетворення хвильових функцiй набуває вигляду:

Ψ′ = e
1
2
ig·JΨ.

Отже, дублету нуклона вiдповiдає J = 1/2. Крiм дублета нуклона, двови-
мiрнi представлення групи SU (2) описують дублети Ξ = (Ξ0, Ξ−)-барiони i
K = (K+, K0), K = (K−, K0)-мезони. Для того, щоб розрiзняти цi дублети
Гелл-Манном i Нiшiджимою був уведений гiперзаряд Y для нуклона Y = 1
(для Ξ-барiона Y = −1). Причому електричний заряд у дублетi розраховується
за формулою

Q = J3 +
1

2
Y.

Крiм 2-вимiрних представлень групи SU(2), можна реалiзувати тривiальне
1-вимiрне представлення, що описує iзосинглети. Цим представленням опису-
ють Λ i Σ−-барiони та η-мезон. Крiм того, можна розглянути представлення
вищих розмiрностей, якими, наприклад, описують триплети (3-вимiрне пред-
ставлення), квартети i т.п. Прикладом триплета є триплет пiонiв π+, π0, π−.

Мультиплети, що складаються з античастинок, перетворюються за спря-
женим представленням групи SU (2). Цi представлення унiтарно еквiвалентнi.
Якщо матрицi представлень є дiйсними, то вiдповiднi мультиплети є самоспря-
женими. Це означає, що частинки i античастинки входять в один мультиплет.

Бiльш детально див. [58].

2.3.2. SU(3) – симетрiя

Iснування дублетiв, якi мають однакове значення iзоспiну i вiдрiзняються ве-
личиною деякого стороннього (з точки зору SU(2)) квантового числа Y (гiпер-
заряд), вказує на те, що SU(2) симетрiя є досить вузькою i на те, що повинна
iснувати бiльш широка внутрiшня симетрiя, у яку вказанi дублети входять як
складовi. Iзоспiнова група повинна бути пiдгрупою нової групи симетрiй. Така
симетрiя була знайдена Гелл-Манном i Неєманом у 1961 роцi [24,56,127]. Во-
на описується групою SU(3)–групою унiтарних, унiмодулярних 3 × 3-матриць.
Вiсiм її генераторiв задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[λj, λk]− = 2ifjklλl,

j, k, l, = 1, 8, i =
√−1,

(2.10)

де fjkl — структурнi константи, антисиметричнi за iндексами j, k, l. Вони при-
ймають такi значення:

f123 = 1,

f147 = −f156 = f246 = f257 = f345 = −f367 =
1

2
,
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f458 = f678 =

√
3

2
.

Структурнi константи, що вiдповiдають iншим значенням iндексiв тотожно рiв-
нi нулю. Для повноти опису наведемо також вигляд матриць λj:

λ1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 , λ2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 , λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0


 ,

λ4 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , λ5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 , λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,

λ7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 , λ8 =

1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2


 .

Генератори представлення можна вибрати пропорцiйнi генераторам самої
групи, тобто

Tj =
1

2
λi, [Tj, Tk]− = ifjklTl. (2.11)

Вони дiють у просторi 3-компонентних спiнорiв

Ψ =




Ψp

Ψn

Ψk


 ≡ {Ψi}3

i=1.

Порiвняно з (2.6) спiнор Ψ має три компоненти, тобто SU (3)-триплет об’єд-
нує iзодублет Ψ1, Ψ2 i iзосинглет Ψ3.

У теорiї SU(3) з генераторами представлення можна пов’язати не тiльки
компоненти iзоспiну, а й гiперзаряд Y . Виявляється, що завжди можна вибра-
ти базис таким чином, щоб першi три генератори Fj (j = 1, 2, 3) збiгалися з
компонентами iзоспiну Jj, а гiперзаряд Y був пропорцiйний генератору F3. Еле-
ктричний заряд кваркiв

Q = J3 +
1

2
Y =

1

2

(
λ3 +

1√
3
λ8

)

приймає дробовi значення.
Для побудови незвiдних представлень вищих розмiрностей треба розглянути

функцiї — спiнори (або функцiї-тензори) вищих рангiв

Ψ =

(
Ψ

j1,...,jq

k1,...,kp

)
. (2.12)

У загальному випадку функцiї (2.12) будуть описувати звiдне представлення
групи SU(3). Для того, щоб виключити представлення нижчої розмiрностi, тре-
ба накласти на функцiї (2.12) деякi додатковi умови. Незвiдне представлення,
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за яким перетворюються функцiї (2.12) (позначаються D(p, q)), має розмiрнiсть
(тобто число незалежних компонент спiнора (2.12))

n = n(p, q) =
1

2
(p + 1)(q + 1)(p + q + 2).

Це число характеризує число частинок у мультиплетi, що описується пред-
ставленням D(p, q). Найбiльш простi мультиплети n(0, 0) = 1,

n(0, 1) = n(1, 0) = 3; n(2, 0) = n(0, 2) = 6; n(1, 1) = 8;

n(3, 0) = n(0, 3) = 10

i т.д. Але пiзнiше з’ясувалось, що крiм синглета резонанси заповнюють тiльки
октет 8 (мезони i барiони) та декуплети 10 i 10∗ (барiони). У зв’язку з особливим
статусом октету, кажуть, що природа еволюцiонує восьмирiчним шляхом [127].
Треба зауважити, що SU(3) симетрiя є досить наближеною, i розподiл частинок
за мультиплетами може не вiдповiдати ситуацiї, що реалiзується у природi. Де-
тальний вигляд теорiї i застосувань SU(3) симетрiї можна знайти в оглядовiй
працi [55].

Наступним узагальненням є вищi SU(N)-симетрiї. Група SU (N) описується
(N2−1)-незалежними параметрами i має (N2−1)-генератор, якi задовольняють
таким самим спiввiдношенням (2.10) тiльки зi своїми структурними константа-
ми fjkl.

Генераторами представлень цiєї групи є M×M (M > N) матрицi, якi можна
задати спiввiдношеннями (2.11).

SU(N)-симетрiї привели до значних успiхiв у вивченнi i класифiкацiї части-
нок i навiть до передбачення деяких нових частинок. Крiм того, розширення
групи симетрiй приводить до майже непереборних труднощiв, пов’язаних iз об’-
єднанням властивостей симетрiї та релятивiстської iнварiантностi (див., напри-
клад, [174], [153]).

Для бiльш детального аналiзу груп симетрiй i вивченню групових власти-
востей елементарних частинок ми радимо звернутись до праць [58], [98].

2.4. Групи локальних перетворень. Калiбрувальна група

Перетворення внутрiшнiх симетрiй (2.2)–(2.5) та (2.7) мають глобальний хара-
ктер, тобто є однаковими в усiх точках простору-часу M. Проте виходячи з
елементарних фiзичних мiркувань, можна зрозумiти, що така iнварiантнiсть не
може зберiгатись при описi бiльшостi реальних фiзичних явищ. Дiйсно, якщо
помiстити зарядженi частинки у деяку область простору, то виникне електро-
магнiтне поле. Це поле не буде однорiдним, а отже, говорити про симетрiю,
пов’язану iз законом збереження електричного заряду, є сенс тiльки в околi
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окремих точок простору-часу. Тобто вимога глобальної iнварiантностi (2.2) по-
винна бути замiнена вимогою локальної iнварiантностi

u(x) → u′(x) = eig(x)qu(x),
∗
u(x) → ∗

u′(x) = e−ig(x)q ∗u(x)
(2.13)

або у випадку неабелевих перетворень (2.4), (2.7), (2.8):

u(x) → u′(x) = e
1
2
igk(x)σku(x),

∗
u(x) → ∗

u′(x) = e−
1
2
igk(x)σk

∗
u(x),

(2.14)

де σk – матрицi Паулi (константу 1/2 видiляють, щоб виразити генератори че-
рез матрицi Паулi). Перетворення (2.13),(2.14) називаються локальними калi-
брувальними перетвореннями 1-го роду.

Зрозумiло, що перетворення (2.13),(2.14) так само як i перетворення (2.2),
(2.7),(2.8), будуть зберiгати iнварiантними комбiнацiї полiв

∗
u u, але порушува-

тимуть симетрiю усього лагранжиану, бо вiн обов’язково мiстить комбiнацiї з
похiдними типу ∂µ

∗
u(x) ∂µu(x). Так само буде порушена iнварiантнiсть рiвнянь

руху (наприклад, рiвняння Шредiнгера для нерелятивiстської частинки або ре-
лятивiстських рiвнянь, якi ми будемо вивчати у наступних роздiлах). Щоб збе-
регти iнварiантнiсть теорiї вiдносно локальних перетворень (2.13),(2.14), треба
одразу розглядати взаємодiю поля з деяким векторним калiбрувальним полем
Bµ(x), а саме—з електромагнiтним полем Aµ(x) у випадку перетворень (2.13)
або полями Янга-Мiллса W k

µ (x) у випадку перетворень (2.14).
При цьому поля Bµ(x) змiнюються за допомогою градiєнтних перетворень

x −→ x′ = x

Bµ(x) −→ B′
µ(x) = Bµ(x)− ∂µχ(x), (2.15)

де χ(x)—деяка диференцiйовна функцiя, яка пов’язана з перетвореннями
(2.13),(2.14). Градiєнтнi перетворення (2.15) ще називають калiбрувальними пе-
ретвореннями 2-го роду. Бiльш детально цi питання ми розглянемо у роздiлi III.

На завершення цього роздiлу опишемо коротко структуру калiбрувальної
групи, яка лежить в основi побудови теорiї взаємодiї калiбрувальних полiв з
полями матерiї.

Калiбрувальною групою будемо називати прямий добуток груп Gx, що дiють
у кожнiй точцi x простору Мiнковського M:

G = ⊗
x∈M

Gx. (2.16)

Отже, кожний елемент S групи G є функцiєю на M i приймає значення
в Gx. У побудовi моделей взаємодiї елементарних частинок основну роль вiдi-
грають такi конструкцiї лагранжианiв взаємодiї, що грунтуються на викори-
станнi в якостi групи Gx згадуваної у попередньому пiдроздiлi групи SU(N),
N = 1, 2, . . ..
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Найбiльш поширеним (з практичної точки зору) представленням групи
SU(N) є фундаментальне представлення, яке може бути реалiзоване у просторi
полiв, що мають N -компонент. Такi поля можна записати у виглядi стовпчика

ψ =




ψ1

...
ψN


 . (2.17)

Треба, однак, зауважити, що самi компоненти ψi, i = 1, N теж можуть бути ба-
гатокомпонентними функцiями, на яких може реалiзовуватись представлення
iнших груп. Саме таку ситуацiю ми будемо розглядати в теорiї взаємодiючих
калiбрувальних полiв з полями матерiї, якi представляють поля рiзного роду
кваркiв. У цьому випадку дiя групи SU(N) буде здiйснюватись по верхнiх iн-
дексах, а дiя групи Лоренца – по нижнiх ψi

α, α = 1, 2, 3, 4. За означенням дiя
елемента групи S ∈ Gx буде задаватись формулою

ψ(x) → (Sψ)(x), S+S = SS+ = 1I, det S = 1. (2.18)

N×N -матриця S = Sω(x) для кожного x ∈M описується (N2−1)-незалежними
параметрами ωa(x), a = 1, N2 − 1, N > 2 i може бути представлена у виглядi

Sω(x) = eiωa(x)T a

, (2.19)

де T a, a = 1, N2 − 1 називають генераторами групи. У випадку N = 1 параметр
ωa(x) = ω(x) = q · g(x) є дiйсною функцiєю, а T a ≡ 1I.

Генератори T a представляються числовими ермiтовими матрицями i задо-
вольняють такi спiввiдношення:

[T a, T b]− = ifabcT c, (2.20)

Tr(T a) = 0, T r(T aT b) = 2δab. (2.21)

Вибiр останнього слiду є довiльним i фiксує набiр T a, a = 1, . . ., N2−1 як базис
у вiдповiднiй алгебрi Лi. При такому виборi структурнi константи алгебри Лi

fabc =
1

2i
T r([T a, T b]−T c) (2.22)

i є дiйсними, антисиметричними за кожною парою iндексiв. Структурнi кон-
станти задовольняють спiввiдношення (задача 2.1)

fabdfdce + f cadfdbe + f bcdfdae = 0, (2.23)

яке є наслiдком (2.20) i тотожностi Якобi

[[T a, T b]−, T c]− + [[T c, T a]−, T b]− + [[T b, T c]−, T a]− = 0. (2.24)
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Спiввiдношення (2.23) збiгається з (2.20), якщо вибрати матрицi T a у виглядi:

(T a)bc = −ifabc. (2.25)

Отже, у цьому випадку матрицi (2.25) задають iнше представлення групи
SU(N), розмiрнiсть якого збiгається з числом генераторiв, тобто дорiвнює N2−
1. Таке представлення називають приєднаним, де матрицi Sω(x) є дiйсними i
ортогональними (задача 2.2). Тому у приєднаному представленнi вектори, на
якi дiють матрицi групи, можна записати у виглядi дiйсного вектора-стовпчика
Bµ(x) = {Ba

µ(x)}, a = 1, . . ., N2 − 1. Тодi дiя генераторiв (2.25) на вектор (за
компонентами a) Bµ(x) буде задаватися формулою

(T aBµ)b(x) = −ifabcBc
µ(x). (2.26)

Закон перетворення вектора Bµ(x) можна записати мовою дiї елементiв гру-
пи Sω(x) на матрицi вигляду

Aµ(x) = Ba
µ(x)T a. (2.27)

Тодi (2.26) буде еквiвалентне дiї генератора T a на матрицю Aµ(x) за правилом

T a ◦Aµ(x) := (T aBµ)b(x)T b,

а перетворення
Aµ(x) → A ω

µ (x) = Sω(x)Aµ(x)S−1
ω (x) (2.28)

задає приєднане представлення групи Gx ≡ SU(N) на об’єктах (матрицях)
Aµ(x) (задача 2.3).

Для того, щоб розвинути цей формалiзм для застосування в теорiї взаємо-
дiючих полiв, розглянемо спершу найбiльш простий випадок —групу SU(1) ≡
U(1). Тодi елементи групи будуть простими функцiями-множниками, що змi-
нюють фазу функцiї ψ(x) (див. (2.13)).

У наступному роздiлi, при введеннi взаємодiї електромагнiтного поля з за-
рядженими частинками, ми встановимо, що квантова (або класична) електро-
динамiка (КЕД) є iнварiантною теорiєю вiдносно градiєнтних перетворень 1-го
роду (2.13) з q = −e i одночасно перетворень 4-векторного потенцiалу Aµ(x):

Aµ(x) → Aµ(x) = Aµ(x)− ∂µg(x). (2.29)

Формули (2.13), (2.29) можна розглядати як реалiзацiю представлення групи
U(1) на просторi полiв {ψ(x), Aµ(x)}. Тодi узагальнення цiєї ситуацiї на довiльну
калiбрувальну групу буде задаватись перетвореннями (задача 2.4):

ψ(x) → ψω(x) = Sω(x)ψ(x), (2.30)

Aµ(x) → A ω
µ (x) = Sω(x)Aµ(x)S−1

ω (x)− iλ(∂µSω(x))S−1
ω (x), (2.31)
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де λ– довiльна стала. У випадку КЕД треба прирiвняти Aµ(x) ≡ Aµ(x), ω(x) =
= −eg(x) i λ = 1/e.

Формули (2.28), (2.30)-(2.31) не обов’язково пов’язувати саме з приєднаним
представленням калiбрувальної групи (2.16). Їх можна розглядати як реалiза-
цiю довiльного представлення на об’єктах {ψ(x), Aµ(x)}, де Aµ(x) виражаються
через калiбрувальнi поля спiввiдношеннями (2.27), а ψ має вигляд стовпчика
(2.17) з числом компонент, що вiдповiдає розмiрностi представлення (для фун-
даментального представлення це число дорiвнює N , тобто збiгається з розмiр-
нiстю групи).

Користуючись формулою (2.31) i властивостями генераторiв (2.20),(2.21),
реалiзацiю довiльного представлення калiбрувальної групи можна записати без-
посередньо на просторi полiв {ψ(x), Ba

µ(x)}. Для цього подiємо генератором T a

на обидвi частини рiвняння (2.31) i вiзьмемо операцiю слiду Tr. Тодi, врахову-
ючи (2.19) i властивiсть (2.21) отримаємо наступний закон перетворення:

Ba
µ(x) → (Bω)a

µ(x) = Ωab(x)Bb
µ(x) + λ∂µω

a(x), (2.32)

де
Ωab(x) =

1

2
Tr

(
T aSω(x)T bS−1

ω (x)
)
. (2.33)

Операцiю слiду у правiй частинi (2.33) можна обрахувати за допомогою фор-
мули (див., наприклад, [51], Гл.5, п.5.9, задача 7):

e−XY eX = Y +
∞∑

n=1

{Y Xn}
n!

, (2.34)

де операцiя {· · · } визначається на алгебрi Лi за допомогою комутаторiв

{Y Xn} := [...[Y,X]−, ..., X]−. (2.35)

Пiдставимо у формули(2.34),(2.35) X = iωc(x)T c, а Y = T a. Подiємо на отрима-
ну рiвнiсть генератором T b справа i застосуємо операцiю слiду до обох частин.
Тодi, враховуючи (2.21), отримаємо наступний ряд:

Ωab(x) = δab + iω̃ab +
∞∑

n=2

in

n!
ω̃ac1ω̃c1c2 · · · ω̃cn−1b, (2.36)

де
ω̃ab := −ifabcωc(x). (2.37)

Внаслiдок антисиметричностi структурних констант fabc матриця ω̃ є завжди
(N2−1×N2−1)–вимiрною антисиметричною матрицею, незалежно вiд розмiр-
ностi представлення, тобто розмiрностi матрицi Sω(x). Отже

ω̃ab = −ω̃ba i T̃ r ω̃ = 0, (2.38)
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а матриця повороту у просторi калiбрувальних полiв

Ω(x) = eiω̃ i Det Ω(x) = 1. (2.39)

Остання рiвнiсть є наслiдком вiдомої формули

Det Ω(x) = exp
[
T̃ r ln Ω(x)

]
=

= exp
[
iT̃ r ω̃(x)

]
= e0 = 1

i формули (2.38), а знак T̃ r означає, що операцiя слiду виконується за iндексами
a, b, c, .., що пробiгають значення вiд 1 до N2 − 1. Отже, остаточний вигляд
представлення калiбрувальної групи у просторi полiв

{
ψ(x) = {ψi

α(x)}, Bµ = {Ba
µ}

}

задається формулами (2.30), (2.32) з матрицями (2.19)–(2.22), (2.37)–(2.39).
На завершення зауважимо, що з визначення (2.37) i формули (2.26) видно,

що у приєднаному представленнi

Ω(x) ≡ Sω(x). (2.40)
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Задачi до роздiлу I
Задача 1.1. Довести, що з умов 1) (x, y)M = 0 та 2) x2 > 0 випливає, що y2 < 0.
Задача 1.2. Знайти групу однорiдних перетворень Лоренца для 2-вимiрного про-

стору Мiнковського (тобто µ, ν, α, β ∈ {0, 1}), що вiдповiдає фiзичнiй
ситуацiї, коли система координат {x′} рухається вздовж осi x1 неру-
хомої системи {x}. Тобто x′µ = xµ для µ = 2, 3. Скiльки параметрiв
має ця група? Записати перетворення через вiдносну швидкiсть двох
систем вiдлiку v або параметр β =

v

c
.

Задача 1.3. Обрахувати генератори лоренцових поворотiв у шести площинах
(xµxν).

Задача 1.4. Довести, що однорiдному перетворенню Лоренца x′ → Λx вiдповiдає
перетворення коварiантного 4-вектора V µ(x) у виглядi

V µ(x) → V ′µ(x′) = Λµ
νV ν(x).

Задача 2.1. Довести, що структурнi константи (2.22) задовольняють спiввiдношен-
ню (2.23).

Задача 2.2. Показати, що матрицi Sω(x), генератори яких дiють згiдно формули
(2.26) є дiйсними i задовольняють спiввiдношеннями (2.18).

Задача 2.3. Показати, що формула (2.31) задає представлення групи Gx на матри-
цях Aµ(x).

Задача 2.4. Показати, що перетворення (2.30) утворюють групу.
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Роздiл II. Класична теорiя вiльних
полiв

§ 3. Лагранжiв та гамiльтонiв формалiзм класи-
чної теорiї поля
Для побудови теорiї класичних полiв скористаємося лагранжевим пiдходом,
оскiльки саме формалiзм теорiї Лагранжа є найбiльш зручний для побудови
релятивiстської теорiї внаслiдок явної коварiантностi. Гамiльтонiв формалiзм
(або формалiзм канонiчних змiнних) є зручним для встановлення аналогiй мiж
класичною i квантовою теорiями. З точки зору загальної теорiї вiдносностi цей
формалiзм на перший погляд не є iнварiантним вiдносно перетворень Лоренца,
оскiльки змiнна часу t = x0 має видiлений характер. Але ця характерна риса
формалiзму фактично означає, що фiксується система вiдлiку, пов’язана з ча-
совою змiнною. У такому пiдходi релятивiстська iнварiантнiсть є прихованою, а
її перевiрка—окремою (iнколи досить нетривiальною) задачею. Зауважимо та-
кож, що усi виклади цього параграфа є справедливими не тiльки для вiльних
полiв, а й для класичних взаємодiючих полiв.

Побудова класичної теорiї еволюцiї полiв, якi в межах корпоскулярно-
хвильового дуалiзму пов’язанi з вiдповiдними елементарними частинками, опи-
рається на добре розвинений апарат класичної механiки. Для повноти логiчних
викладiв коротко нагадаємо читачевi положення класичної механiки, якi будемо
використовувати при побудовi теорiї полiв.

3.1. Варiацiйний принцип i канонiчний формалiзм класи-
чної механiки

3.1.1. Рiвняння Лагранжа

Якщо механiчна система складається з N матерiальних точок, що рухаються
i взаємодiють у просторi Rs, то її стан у момент часу t повнiстю визначається
сукупнiстю координат i швидкостей

41
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ri(t), ṙi(t), i = 1, N. (3.1)

Проте для бiльшостi задач класичної механiки зручно перейти вiд декартових
координат (3.1) до узагальнених координат qi, qi ∈ R1 i узагальнених швидко-
стей q̇i(t), вибiр яких залежить вiд конкретної задачi (наприклад сферичнi або
цилiндричнi координати). Очевидно, що qi = qi(r1, . . . , rN , t), i = 1, n (n 6 sN).
Число n < sN буде у тому випадку, коли в системi будуть присутнi додатковi
зв’язки, якi можна задати вiдповiдними рiвняннями:

ϕl(r1, . . . , rN , t) = 0, l = 1,m. (3.2)

Тодi n = sN −m. Далi будемо розглядати узагальненi координати qi, i = 1, n,
як незалежнi змiннi, якщо в системi вiдсутнi зв’язки, а у випадку наявностi
зв’язкiв записувати рiвняння (3.2) у термiнах координат qi.

Згiдно з законом Ньютона рух системи N матерiальних точок визначається
системою sN рiвнянь

d

dt
(mir

(α)
i ) +

∂U

∂r
(α)
i

= 0, i = 1, N, α = 1, s,

де mi–маси частинок, а U–потенцiальна енергiя їх взаємодiї. Перевагою узагаль-
нених координат qi є та обставина, що у бiльшостi випадкiв зв’язки (3.2) врахо-
вуються самим вибором цих координат. Це значно спрощує побудову розв’язку.

Лагранжiв формалiзм класичної механiки є бiльш загальним. Вiн дозволяє
глибше дослiдити ряд важливих задач. Для скiнченної механiчної системи, що
складається з N -матерiальних точкових частинок, визначають функцiю Ла-
гранжа

L = L(q, q̇) =
1

2

n∑
i=1

miq̇i − U(q1, . . . , qn) =
n∑

i=1

(
1

2
miq̇

2
i − Ui

)
=

n∑
i=1

Li, (3.3)

де Ui i Li—потенцiальна енергiя та функцiя Лагранжа, що припадає на i-ту ча-
стинку. За варiацiйним принципом або принципом найменшої дiї Гамiльтона
характер руху ньютонiвської потенцiальної системи матерiальних точок визна-
чається наступною теоремою.
Теорема 3.1 [2]. Рух механiчної системи у промiжку часу [t0, t1], t0 < t1 збi-
гається з екстремалями функцiоналу дiї

A =

t1∫

t0

L(t)dt, (3.4)

де L(t) = T − U—функцiя Лагранжа (T—кiнетична енергiя системи, U—
потенцiальна енергiя).



Роздiл II 43
Наслiдок. Якщо виразити L через узагальненi координати qi та узагальненi

швидкостi q̇i, то з принципу стацiонарної дiї

δA = 0 (3.5)

можна отримати систему диференцiальних рiвнянь (рiвняння Лагранжа):

d

dt

∂L

∂q̇i

− ∂L

∂qi

= 0, i = 1, n, (3.6)

якi i визначають екстремалi qi(t) дiї (3.4).
Зауваження 3.1. Тут i далi розглядаються системи, лагранжiани яких

явно вiд часу не залежать.

3.1.2. Канонiчнi змiннi. Рiвняння Гамiльтона

У рамках гамiльтонового формалiзму разом iз узагальненими координатами qi

вводяться узагальненi iмпульси pi, що визначаються формулою

pi =
∂L

∂q̇i

. (3.7)

Гамiльтонiан класичної системи є перетворенням Лежандра (вiдносно змiн-
них q̇i(t)) функцiї Лагранжа, що розглядається як функцiя вiд узагальнених
координат qi та узагальнених швидкостей q̇i (див. детальнiше [2, §14]):

H(p, q) =
n∑

i=1

piq̇i − L(q, q̇). (3.8)

Система рiвнянь Лагранжа (3.6) еквiвалентна системi 2n рiвнянь Гамiльтона
(задача 3.1)

ṗi = −∂H

∂qi

,

q̇i =
∂H

∂pi

.

(3.9)

Рiвняння (3.9) називають канонiчними рiвняннями руху, а множину
{qi, pi}n

i=1 – канонiчно спряженими змiнними.
Перетворення координат, внаслiдок якого для нових змiнних

q′i = q′i(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t),

p′i = p′i(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t), i = 1, n,
(3.10)

зберiгається форма рiвнянь Гамiльтона (3.9), називають канонiчними перетво-
реннями.
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3.1.3. Дужки Пуассона. Iнтеграли руху

Надзвичайно важливе значення в класичнiй механiцi мають дужки Пуассона.
Для пари динамiчних характеристик системи F = F (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) i
G = G(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) дужки Пуассона визначаються за формулою

{F,G}P ≡ {F, G} :=
n∑

i=1

(
∂F

∂qi

∂G

∂pi

− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
. (3.11)

Легко побачити, що внаслiдок канонiчних рiвнянь Гамiльтона (3.9) повна похi-
дна за часом динамiчної величини F має вигляд

dF

dt
=

∂F

∂t
+ {F,H}, (3.12)

де H—гамiльтонiан системи (3.9).
З виразу (3.12) випливає: якщо динамiчна характеристика F явно не за-

лежить вiд часу, то для того, щоб вона була iнтегралом руху, досить, щоб її
дужки Пуассона з гамiльтонiаном перетворювалися в нуль.

Рiвняння (3.12) описує еволюцiю динамiчної характеристики F . Наприклад,
у випадку, коли динамiчною характеристикою є узагальненi координати та iм-
пульси, рiвняння (3.12) будуть мати вигляд

dpi

dt
= ṗi = {pi, H}, dqi

dt
= q̇ = {qi, H}. (3.13)

Легко побачити з визначення (3.11), що рiвняння (3.13) збiгаються iз рiвняння-
ми (3.9) i безпосередньо випливають наступнi властивостi дужок Пуассона:

{F, G} = −{G,F}, звiдки {F, F} ≡ 0,

{F, G1 + G2} = {F,G1}+ {F,G2},
{F, G1G2} = G1{F, G2}+ {F,G1}G2,

(3.14)

i, як наслiдок, тотожнiсть Якобi (задача 3.2)

{G1, {G2, G3}}+ {G2, {G3, G1}}+ {G3, {G1, G2}} = 0. (3.15)

Важливу роль у побудовi квантової теорiї будуть мати так званi фундамен-
тальнi дужки Пуассона мiж координатами qi i iмпульсами pj:

{qi, qj} = {pi, pj} = 0,

{qi, pj} = δij,
(3.16)

де δij—символ Кронекера.
У пп. 3.1.1–3.1.3 наведено основнi положення класичної механiки систем з n

ступенями вiльностi. Цi положення будуть вiдправною точкою для первинного
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квантування, тобто побудови канонiчного формалiзму квантової механiки у
випадку, коли в системi вiдсутнi додатковi зв’язки (constraints). Проте для по-
будови квантової теорiї калiбрувальних полiв цього буде недостатньо, оскiльки
в теорiї з’являються додатковi рiвняння, якi, фактично, накладають жорсткi
умови на польовi функцiї. Тому у наступному пiдпунктi ми коротко викладемо
iдеологiю канонiчного формалiзму для систем зi зв’язками, яку розвинув Дiрак
(див. лекцiї з квантової механiки (лекцiя 1) в кн. [31]).

3.1.4. Канонiчний формалiзм при наявностi зв’язкiв

Розглянемо механiчну систему, в якiй 2n незалежних змiнних qi, pi, i = 1, n
пов’язанi m1 спiввiдношеннями

ϕk(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) = 0, k = 1,m1. (3.17)

Згiдно з термiнологiєю Дiрака [31] такi спiввiдношення мають назву первинних
зв’язкiв ( primary constraints).

Гамiльтонiан такої системи вже не буде однозначною функцiєю змiнних q i
p. Можна визначити бiльш загальний гамiльтонiан

H̃ = H +

m1∑

k=1

ukϕk, (3.18)

де H—визначений виразом (3.8), uk—довiльнi коефiцiєнти, а ϕk—це функцiї уза-
гальнених координат i узагальнених iмпульсiв, якi знаходяться у лiвiй частинi
(3.17). У загальному випадку uk повиннi бути диференцiйовними функцiями qj

i pj.
Важливо зробити зауваження, що суть канонiчного формалiзму при наяв-

ностi зв’язкiв (3.17) полягає в тому, що у рiвняннi (3.18) i в усiх розрахунках,
пов’язаних iз гамiльтонiаном H̃, вважаємо усi qi i pi незалежними (тобто ϕk

не перетворюються тотожно в нуль), а вже в остаточних формулах треба вра-
хувати умови (3.17). Тому рiвняння еволюцiї (3.12) для довiльної динамiчної
характеристики G буде мати такий вигляд:

dG

dt
= {G,H}+

m1∑

k=1

uk{G,ϕk}. (3.19)

оскiльки з попереднього зауваження випливає: не зважаючи на умови (3.17)
може бути, що {G, uk} 6= 0, але члени {G, uk}ϕk = 0 унаслiдок (3.17), навiть
якщо uk є функцiями qi, pj.

Важливим питанням у такому формалiзмi є питання несуперечностi рiв-
нянь еволюцiї i зв’язкiв (3.17). Очевидно: внаслiдок того, що ϕ̇k повинно бути
тотожне нулю, покладаючи у виразi (3.19) G = ϕj, отримаємо умови несупере-
чностi:

{ϕj, H}+

m1∑

k=1

uk{ϕj, ϕk} = 0, j = 1,m1. (3.20)
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Цi умови разом iз рiвняннями Лагранжа (3.6) накладають певнi обмеження на
вибiр функцiї Лагранжа L.

Як правило (3.20) приводять до трьох видiв спiввiдношень:
1) тотожностi 0 = 0;
2) нових рiвнянь, якi не мiстять у собi довiльних коефiцiєнтiв uk:

χj(q1, . . . , qn; p1, . . . , pn) = 0, j = 1,m2; (3.21)

3) рiвняння, що мiстять у собi коефiцiєнти uk.
Рiвняння (3.21) називаються вторинними зв’язками (secondary constraints).
Далi з умовами (3.21) треба провести такi ж виклади, як i з (3.17). Тобто,

вважаючи їх первинними, записати умову несуперечностi, вимагаючи χ̇ = 0 i
знову виявити (якщо такi є) умови виду 2). Виявленi таким чином зв’язки (i
первиннi, i вториннi) будемо позначати через ϕj:

ϕj(q1, . . . , qn; p1, . . . , pn) = 0, j = 1,m, m = m1 + m2 + · · · . (3.22)

Залишилося врахувати рiвняння (3.20), що мiстять у собi невизначенi коефiцiєн-
ти uk. Розглядаючи цi рiвняння вiдносно невiдомих змiнних uk, завжди можна
знайти їх розв’язок, який є функцiєю qk, pk, k = 1, n ,

uk = Uk = Uk(q1, . . . , qn; p1, . . . , pn).

Вiн завжди повинен iснувати, оскiльки в iншому випадку це означало б
несумiснiсть вибраного лагранжiану з даним формалiзмом. Цей розв’язок не є
однозначний, оскiльки до нього можна додати довiльний розв’язок однорiдної
системи:

mi∑

k=1

Vk{ϕj, ϕk} = 0. (3.23)

Тодi, позначивши усi незалежнi розв’язки системи (3.23) Vjk, коефiцiєнти uk

можна записати у виглядi

uk = Uk +

mk∑
j=1

cjVjk, mk < m, (3.24)

де коефiцiєнти cj є довiльними. Вони можуть залежати вiд часу. Отже, незва-
жаючи на вимоги несуперечностi, не можна позбутися довiльностi при визна-
ченнi динамiчних характеристик. На перший погляд, ситуацiя досить дивна.
Вважається, що стан системи повнiстю визначається змiнними q i p. Якщо в
початковий момент t = 0 однозначно визначили цей стан, задавши початковi
значення q0, p0, то в наступнi моменти часу t > 0 значення узагальнених ко-
ординат i iмпульсiв визначаються неоднозначно через наявнiсть довiльних ко-
ефiцiєнтiв cj. Проте насправдi може iснувати цiла множина значень {q, p}, якi
вiдповiдають одному i тому самому стану, оскiльки стан системи однозначно
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визначається тiльки величинами, якi можна спостерiгати в експериментi, тоб-
то спостережуваними величинами. Така ситуацiя спостерiгається в класичнiй
електродинамiцi, де узагальненими координатами є потенцiали електричного i
магнiтного полiв. Самi потенцiали не є спостережуваними величинами i можуть
змiнювати свої значення, залишаючи значення напруженостi полiв незмiнними.
Саме значення напруженостi електричного i магнiтного полiв визначають стан
електромагнiтного поля.

Отже, для заданого виду зв’язкiв i заданого лагранжiану, що не є суперечли-
вими, побудувано рiвняння еволюцiї (3.19) з коефiцiєнтами uk, що визначаються
з виразу (3.24).

З точки зору переходу до квантових систем усi динамiчнi характеристики
дiляться на два типи.

Згiдно з визначенням Дiрака [31] вiднесемо динамiчну характеристику G до
першого роду, якщо її дужки Пуассона з усiма ϕk рiвнi нулю:

{G,ϕk} = 0, k = 1,m,

при виконаннi рiвностей (3.22). Тобто, дужки Пуассона повиннi бути лiнiйною
однорiдною функцiєю зв’язкiв ϕj, j = 1,m:

{ϕj, ϕk} =
m∑

l=1

cjklϕl. (3.25)

Звичайно, можна допустити, що права частина є бiльш складною функцiєю
зв’язкiв ϕl i стає нулем при ϕl = 0. Але тодi ситуацiя значно ускладнюється i по-
требує бiльш складного аналiзу, який у кожному конкретному випадку зв’язкiв
(3.22) вимагає окремого розгляду.

Усi iншi динамiчнi характеристики вiдносяться до змiнних другого роду.
Така сама класифiкацiя вiдноситься i до самих зв’язкiв ϕk, k = 1,m, тобто тi

з них, для яких дужка Пуассона з усiма останнiми є нуль, належать до зв’язкiв
першого роду, а тi, для яких дужки Пуассона, не рiвнi нулю хоча б iз одним з
iнших зв’язкiв, є величинами другого роду.

Очевидно, що з умов несуперечностi (3.20) випливає: H̃ є завжди змiнною
першого роду, а гамiльтонiан H–тiльки тодi, коли усi зв’язки ϕj є змiнними
першого роду.

Отже, для зв’язкiв першого роду рiвняння для динамiчних характеристик
першого роду не змiнюється:

dG

dt
= {G,H} = {G, H̃}.

Це фактично означає, що в системах зi зв’язками першого роду за допомогою
деякого канонiчного перетворення можна усунути “зайвi” змiннi i розвинути
гамiльтонiв формалiзм iз меншим числом незалежних узагальнених координат
та iмпульсiв.
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У випадку зв’язкiв другого роду Дiрак запропонував замiнити дужки Пуас-
сона (3.11) iншими дужками:

{F, G}D := {F,G} −
S∑

s,s′=1

{F, ϕs}(C−1)ss′{ϕs′ , G}, (3.26)

де C = ((Cij))—матриця зв’язкiв другого роду. Вона будується за способом, що
поданий нижче. Будемо вважати, що серед усiх зв’язкiв (3.22) першi S зв’язкiв
є зв’язками другого роду, а останнi m−S є зв’язками першого роду. Тодi згiдно
з означенням

Cij := {ϕi, ϕj}.
Унаслiдок означення зв’язкiв другого роду Cij 6= 0 при i 6= j.

Виявляється (див. детальнiше [31]), що число зв’язкiв другого роду завжди
парне, а матриця C завжди має обернену, оскiльки det C 6= 0. Можна також
перевiрити (задача 3.3), що дужки Дiрака (3.26) задовольняють таким самим
властивостям (3.14),(3.15), що й дужки Пуассона. Крiм того, з виразу (3.26) i
того, що H̃ є завжди змiнною першого роду,

{G, H̃}D = {G, H̃} −
S∑

s,s′=1

{G,ϕs}(C−1)ss′{ϕs′ , H̃} = {G, H̃} (3.27)

i

{G, ϕj}D = {G,ϕj} −
S∑

s,s′=1

{G,ϕs}(C−1)ss′Cs′j = 0 (3.28)

для будь-якої динамiчної характеристики G. Це означає, що рiвняння еволю-
цiї динамiчної змiнної G не змiнять свого виду, якщо замiнити в них дужки
Пуассона на дужки Дiрака, а внаслiдок рiвняння (3.28)

dG

dt
= {G, H̃}D = {G,H}D.

Пiзнiше в роботi Маскава i Накаджiма [167] було показано: якщо в системi
{qj, pj}, j = 1, n, є 2m зв’язкiв другого роду, то завжди можна за допомогою
канонiчних перетворень перейти до нових змiнних:

{Q1, . . . , Ql, Q
′
1, . . . , Q

′
m; P1, . . . , Pl, P

′
1, . . . , P

′
m}, l + m = n, (3.29)

таким чином, що новi зв’язки будуть мати вигляд:

Q′
j = P ′

j = 0, j = 1,m.

У такiй системi матрицю зв’язкiв легко побудувати, враховуючи, що

{Q′
i, Q

′
j} = {P ′

i,P
′
j} = 0, {Q′

i,P
′
j} = δij.
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Тодi

C =

(
C11 C12

−C12 C22

)
≡

(
0 1I
−1I 0

)
,

де 0 i 1I вiдповiдно нульова i одинична m×m матрицi. Крiм того,

{G,Q′
j} = − ∂G

∂P ′
j

, {G,P ′
j} =

∂G

∂Q′
j

, j = 1,m.

Тодi дужки Дiрака для F i G у системi змiнних (3.29) мають такий вигляд
(треба врахувати, що C−1 = −C):

{F, G}D = {F, G}+
m∑

s=1

[{F,Q′
s}{P ′

s, G} − {F, P ′
s}{P ′

s, G}] =

=
l∑

j=1

(
∂F

∂Qj

∂G

∂Pj

− ∂G

∂Qj

∂F

∂PJ

)
. (3.30)

Отже, права частина (3.30) збiгається з дужками Пуассона в системi “урiзаних”
змiнних:

{Q1, . . . , Ql,P1, . . . , Pl}.
Вище наведений формалiзм буде використаний при квантуваннi систем, у

яких є додатковi зв’язки.
Бiльш детальний аналiз читач може знайти в працях [31,16].

3.2. Вiд класичної до квантової механiки. Первинне кван-
тування

У цьому пунктi спробуємо дуже стисло обґрунтувати перехiд до нового форма-
лiзму, необхiднiсть якого виникла ще на початку минулого сторiччя в результатi
неспроможностi пояснити багаточисленнi явища мiкросвiту в межах формалi-
зму класичної механiки. Для ширших уявлень радимо читачу звернутися до
книг iз квантової механiки, наприклад, [46], [31], [97] та iн.

Звичайно, перехiд до нового формалiзму перш за все є наслiдок iнтуїцiї, яка
ґрунтувалась на експериментальних явищах. Було, наприклад, помiчено, що
для атомарних систем деякi динамiчнi характеристики набувають дискретних
значень. З математичної точки зору це означає, що ця динамiчна характери-
стика не може бути звичайною функцiєю.

Такими об’єктами в математицi є оператори, якi можуть мати дискретний
спектр i дiють у певному гiльбертовому просторi, а тодi, очевидно, що їх власнi
функцiї повиннi описувати стан тiєї системи, одну з характеристик якої спосте-
рiгаємо у даному експериментi.

У зв’язку з такою iдеєю виникає природне питання: якi ж оператори повин-
нi вiдповiдати динамiчним характеристикам i перш за все канонiчним змiнним
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pj i qj. Очевидно, що для цього треба звернутися до рiвнянь руху (3.12), якi є
спiльними для всiх динамiчних характеристик, тобто треба побудувати кванто-
вий аналог таких рiвнянь. У класичному пiдходi еволюцiю кожної динамiчної
характеристики визначають дужки Пуассона, якi мають загальнi алгебраїчнi
властивостi, що задаються рiвняннями (3.14). Таким чином для побудови кван-
тового рiвняння треба знайти квантовий аналог дужок Пуассона, виходячи iз
найбiльш загальних властивостей (3.14). Виявляється ( радимо читачевi ува-
жно прочитати роздiл IV працi [31]) для операторiв F̂ i Ĝ, що вiдповiдають
динамiчним характеристикам F i G, квантовi дужки Пуассона збiгаються (з
точнiстю до константи) з комутатором операторiв F̂ i Ĝ, тобто

{̂F, G} = a[F̂ , Ĝ]− = a(F̂ Ĝ− ĜF̂ ), (3.31)

де a – поки що не визначена константа.
Порiвнюючи рiвностi (3.31) i (3.16), можемо визначити, якi правила кому-

тацiї повиннi задовольняти фундаментальнi величини—оператори канонiчних
змiнних p̂j i q̂j:

[q̂i, q̂j]− = [p̂i, p̂j]− = 0, q̂ip̂j − p̂j q̂i =
1

a
δij. (3.32)

Для визначення явного вигляду операторiв q̂i i p̂j можна, наприклад, скориста-
тися гiпотезою корпускулярно-хвильового дуалiзму, згiдно з яким швидкiсть
матерiальної частинки еквiвалентна груповiй швидкостi хвильового пакета. То-
дi для вiльної нерелятивiстської частинки хвиля Ψ(r, t) може бути представлена
у виглядi суперпозицiї:

Ψ(r, t) =

∫
ψ̃(p)e

i
~ (p·r−Et)dp,

де енергiя E та iмпульс p частинки задовольняють вiдоме спiввiдношення:

E =
p2

2m
. (3.33)

Можна переконатися, що завдяки цьому спiввiдношенню функцiя Ψ(r, t) задо-
вольняє наступне диференцiальне рiвняння:

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = − ~

2

2m
∆Ψ(r, t), (3.34)

де ∆ = ∇ · ∇—оператор Лапласа в Rs.
Це означає, що класичне спiввiдношення (3.33) перетворюється в оператор-

не:
ÊΨ =

1

2m
p̂2Ψ.
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Таким чином, оператору енергiї вiльної частинки Ĥ0 ≡ Ê i оператору iмпульсу
p̂ можна зiставити величини

Ê = Ĥ0 = i~
∂

∂t
i p̂ = −i~∇ (3.35)

Тепер легко перевiрити, що операторне спiввiдношення (3.32) будуть задоволь-
няти оператори p̂i i q̂j, якщо оператори q̂j визначити як оператори множення
на компоненти вектора r, а константу a вибрати у виглядi:

a = 1/i~. (3.36)

I, нарештi, треба зауважити, що цi оператори дiють у гiльбертовому просто-
рi квадратично-iнтегрованих функцiй L2(Rs, dr), який є простором станiв для
бiльшостi задач квантової механiки.

Рiвняння (3.34) називається рiвнянням Шредiнгера для вiльної нереляти-
вiстської частинки. Зауважимо також: вигляд операторiв, що вiдповiдають до-
вiльним динамiчним характеристикам F , можна побудувати, використовуючи
математичну теорiю побудови функцiй вiд операторiв p̂j та q̂i. Але через те, що
оператори p̂j i q̂j не комутують мiж собою, така побудова є нетривiальною.

Аналогом класичного рiвняння руху (3.12) для оператора, що вiдповiдає
довiльнiй динамiчнiй характеристицi F , буде рiвняння Гейзенберга (для F , що
явно не залежить вiд часу):

i~
dF̂

dt
= [F̂ , Ĥ]−. (3.37)

Наведений вище формалiзм називають квантуванням (первинним, оскiльки
вторинне буде пов’язане з квантуванням хвильових функцiй Ψ(r, t)) класичної
механiчної системи.

На завершення цього пункту опишемо ситуацiю, яка виникає при квантуван-
нi класичних механiчних систем, в яких iснують додатковi зв’язки (3.22) мiж
змiнними pj i qj, j = 1, n.

Розглянемо спершу випадок, коли усi зв’язки (3.22) є зв’язками першого
роду (див. п. 3.1.4). У квантовiй теорiї рiвняння (3.22) треба замiнити на опе-
раторнi рiвняння:

ϕ̂jΨ = 0, j = 1,m, (3.38)

де ϕ̂j є операторами, якi дiють на хвильову функцiю стану. Отже, (3.38) є рiв-
няннями для функцiї стану Ψ. З рiвнянь (3.38) легко також отримати рiвняння

[ϕ̂j, ϕ̂k]−Ψ = 0, j, k = 1,m.

У випадку зв’язкiв першого роду це рiвняння узгоджене з (3.38), оскiльки вна-
слiдок вiдповiдностi (3.31) i правила (3.25) комутатор [ϕ̂j, ϕ̂k]− є лiнiйною одно-
рiдною функцiєю величин ϕ̂l, l = 1,m, i завдяки (3.38) перетворює стан Ψ у
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нуль. Таку саму несуперечливiсть ми повиннi мати i з рiвнянням (3.37). Для
цього треба, щоб [

ϕ̂j, Ĥ
]
−

Ψ = 0, (3.39)

тобто комутатор ϕ̂j з Ĥ повинен бути лiнiйною однорiдною функцiєю операторiв
ϕ̂l, l = 1,m, або ж такою, що перетворює в нуль стан Ψ, який є розв’язком
(3.38). Тодi (3.39) не буде новим рiвнянням для Ψ. Отже, у цьому випадку
так само, як i у класичному контекстi, гамiльтонiан H̃ може бути замiнений
на деякий оператор ̂̃

H, що включає оператори ϕ̂j. Це, фактично, є наслiдком
iнварiантностi теорiї вiдносно деяких перетворень, за допомогою яких можна
зменшити число незалежних операторних змiнних i повернутися до ситуацiї,
яку розглядали перед цим.

Зовсiм iншою є ситуацiя при квантуваннi систем, в яких iснують зв’язки
другого роду. Щоб це побачити, розглянемо простий приклад (див. [31]) зв’язку:

q1 = 0, p1 = 0.

Квантовий варiант такої ситуацiї означає, що розглядається стан системи Ψ, у
якому

q̂1Ψ = 0 i p̂1Ψ = 0. (3.40)

Але цi рiвняння суперечать спiввiдношенням (3.32), згiдно з якими

[q̂1, p̂1]−Ψ = i~Ψ, (3.41)

оскiльки внаслiдок виразу (3.40) лiва частина рiвняння (3.41) стає нулем i при
Ψ 6= 0, а права тiльки при Ψ ≡ 0. Проте в цiй ситуацiї вихiд дуже простий.
Треба розглянути стани, що залежать тiльки вiд змiнних q2, . . ., qn; p2, . . ., pn i
застосувати аргументи, що були розглянутi вище. У випадку бiльш складних
зв’язкiв, наприклад,

p1 = 0, q1 = f(q2, . . . , qn; p2, . . . , pn),

Дiрак запропонував замiнити правило (3.31) на нове правило, згiдно з яким
комутатор повинен бути пропорцiйний новим дужкам (3.26) (дужкам Дiрака):

[
F̂ , Ĝ

]
−

=
1

c
{̂F, G}D. (3.42)

Тодi, фактично, з формули (3.30) буде випливати, що комутацiйнi спiввiдноше-
ння розрахованi за методикою Дiрака (тобто за допомогою (3.42)) збiгаються
з комутацiйними спiввiдношеннями, розрахованими за звичайною методикою
(3.31) для нового скороченого числа незалежних змiнних. Комутацiйнi спiввiд-
ношення мiж змiнними, що залишились у новому наборi i тими, якi “випали” з
нього, можна отримати, враховуючи рiвняння для зв’язкiв. Ми розглянемо дiю
цього методу у роздiлi IV при квантуваннi масивного векторного поля.
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На завершення цього пiдроздiлу треба зробити одне важливе зауваження.
Зауваження 3.2. Ситуацiя з квантуванням значно ускладнюється, якщо

зв’язки (3.22) виражаються нелiнiйними рiвняннями вiдносно змiнних qj i pj.
У цьому випадку при визначеннi операторiв ϕ̂j може з’явитись неоднозна-
чнiсть, що пов’язана з порядком, в якому треба розмiстити оператори p̂ i
q̂, оскiльки вони не комутують мiж собою. Тодi у кожному конкретному ви-
падку треба стежити за тим, щоб усi рiвняння узгоджувалися одне з одним,
тобто треба перевiрити несуперечливiсть усiх додаткових умов iз рiвняння-
ми руху.

3.3. Загальнi вимоги до лагранжiанiв теорiї поля

Для неперервної системи, якою є класичне поле, суму у виразi (3.3) треба замi-
нити iнтегралом

L = L(t) = L(x0) :=

∫

Λ

dx L (x),

де L (x)—це густина функцiї Лагранжа або лагранжiан, а Λ ⊂ R3—об’єм систе-
ми, в якому розглядається взаємодiя полiв. Вiдповiдний вираз дiї на iнтервалi
часу T = [t0, t1] має такий вигляд:

A =

∫

T

dx0L(x0) =

∫

∆

dx L (x), ∆ = Λ× T ⊂M. (3.43)

За аналогiєю до класичної механiки будемо вважати, що L (x) залежить
тiльки вiд значень полiв ui(x) (як узагальнених координат) i їх перших похi-

дних ∂µui(x) :=
∂ui(x)

∂xµ
(як узагальнених „швидкостей”) i не залежить вiд самих

координат x.
Зауваження 3.1. Одразу треба зауважити, що величини ∂µui(x), якi на-

звано узагальненими „швидкостями” (взявши це слово у лапки), є просто ко-
варiантними похiдними полiв ui(x). Справжнiми узагальненими швидкостя-
ми, що вiдповiдають поняттям канонiчного формалiзму, є величини ∂0ui(x) ≡
∂ui(x)

∂x0
. Але для того, щоб будувати з самого початку лоренц-iнварiантну те-

орiю, треба припустити, що лагранжiан залежить вiд ∂µui(x) з µ = 0, 1, 2, 3.
Крiм того, ми будемо розглядати теорiю, для якої залежнiсть лагранжиiну

вiд ui(x) i ∂µui(x) є локальною, тобто L (x) не залежить вiд полiв та їх похiдних,
зосереджених в iнших точках. Отже,

L (x) = L (ui(x), ∂µui(x)). (3.44)

Нелокальний лагранжiан у загальному виглядi можна представити у вигля-
дi:

L(x) =

∫
dy F (ui(x), ui(y), ∂kui(x), ∂kui(y)).
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Вiдповiдна теорiя називається нелокальною теорiєю поля. Найбiльш послi-
довний виклад цiєї теорiї можна знайти у працях [32,33].

Одним iз найважливiших постулатiв, що стосується властивостей лагран-
жiану, є його iнварiантнiсть вiдносно повної неоднорiдної групи Лоренца. Це
означає, що при перетвореннi (1.20)

L (x) → L ′(x′) = F (u′i(x
′), ∂′µu

′
i(x

′)) = F (ui(x), ∂µui(x)) = L (x),

тобто перетворюється як скаляр.
I нарештi, знову звертаючись до класичної механiки, де лагранжiан є сумою

кiнетичної i потенцiальної енергiї, будемо вважати, що L (x) є дiйсною функцi-
єю (а в квантовiй теорiї самоспряженим оператором). Це означає, що поля i їх
похiднi входять у лагранжiан тiльки у виглядi бiлiнiйних комбiнацiй виду:

∗
ui(x)ui(x); ∂µ

∗
ui(x)∂µui(x); γµ∂µ

∗
ui(x)ui(x) +

∗
γµ ∗ui(x)∂µui(x).

3.4. Рiвняння Лагранжа–Ейлера

Будемо вважати, що, так само, як i в класичнiй механiцi, в теорiї поля iснує
принцип стацiонарної дiї (3.4). Накладемо ще одну умову на функцiї поля, вва-
жаючи, що варiацiї полiв δui(x) на межi 4-об’єму ∆ зникають:

δui(x)|x∈∂∆ = 0. (3.45)

Умова (3.45) означає, що поле на межi ∂∆ областi ∆ приймає якесь стале зна-
чення. Природно, коли це поле просто зникає на ∂∆, оскiльки ∆ завжди дуже
великий об’єм. Тодi кажуть, що поле задовольняє граничнi умови Дирихле на
межi областi ∆. Пiдставимо у вираз (3.5) вигляд дiї (3.43):

δA =

∫

∆

δL (x)dx =

∫

∆

dx

(
∂L

∂ui(x)
δui(x) +

∂L

∂(∂µui(x))
δ(∂µui(x))

)
=

=

∫

∆

dx

(
∂L

∂ui(x)
− ∂

∂xµ

∂L

∂(∂µui(x))

)
δui(x) = 0. (3.46)

У другому доданку (3.46) змiнений порядок дiй δ з ∂µ i проiнтегровано части-
нами, використовуючи умову (3.45). Рiвнiсть нулю лiвої частини (3.46) повинна
виконуватись для довiльного 4-об’єму ∆. Це означає, що

∂L

∂ui(x)
− ∂

∂xµ

∂L

∂(∂µui(x))
= 0, (3.47)

де i = 1, 2, . . . , N , а N–це число компонент поля u(x).
Ця система рiвнянь для компоненти поля u(x) називається рiвняннями

Лагранжа–Ейлера.
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Внаслiдок умов для лагранжiану, якi були сформульованi в п. 3.3, система

(3.47) є системою диференцiальних рiвнянь 1-го або 2-го порядку.
Зауваження 3.2. Оскiльки фiзичнi властивостi системи визначаються

значеннями дiї, то лагранжiан L (x), який визначає дану дiю формулою (3.43),
не є однозначним. Дiйсно, якщо вибрати

L̃ (x) = L (x) + ∂µF
µ(ui(x), ∂νui(x)),

то, враховуючи умову (3.45), принцип стацiонарної дiї δÃ = 0 приводить до
того ж самого рiвняння (3.47), що й лагранжiан L (x).

3.5. Теорема Нетер i динамiчнi iнварiанти

Так само, як i в класичнiй механiцi, крiм рiвнянь руху, важливо знати iнте-
грали руху системи або так званi динамiчнi iнварiанти. Вигляд цих iнварiантiв
встановлює наступна теорема.

Теорема Нетер. Кожнiй s-параметричнiй групi перетворень функцiй по-
ля (i координат), яка перетворює в нуль варiацiю дiї, вiдповiдають s динамi-
чних iнварiантiв.

Доведення . Розглянемо деяку довiльну s-параметричну групу Лi i запише-
мо iнфiнiтезимальнi (безмежно малi) перетворення цiєї групи:

xµ → x′µ = xµ + δxµ, (3.48)

ui(x) → u′i(x
′) = ui(x) + δui(x). (3.49)

Згiдно iз загальною теорiєю груп Лi цi безмежно малi перетворення вира-
жаються через параметри групи ωn, n = 1, s, (точнiше, через їх безмежно малi
варiацiї δωn):

δxµ =
s∑

n=1

Xµ
(n)δω

n, (3.50)

δui(x) =
s∑

n=1

Ψi,(n)δω
n, (3.51)

де Xµ
(n) та Ψi,(n)–деякi структурнi константи, що залежать вiд групи, яка роз-

глядається.
Перш нiж записати варiацiю дiї (3.43), обчислимо варiацiю функцiй поля,

що враховує змiну її форми в тiй самiй точцi:

δ̄ui(x) = u′i(x)− ui(x) = u′i(x
′)− ui(x)−

−u′i(x
′) + u′i(x) ≈ δui(x)− ∂µui(x)δxµ. (3.52)
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Остання рiвнiсть записана з точнiстю до безмежно малих першого порядку,
враховуючи, що u′i(x

′)−u′i(x) ≈ ∂µu
′
i(x)δxµ, а u′i(x) = ui(x)+ δ̄ui(x). Враховуючи

тепер (3.50) i (3.51), остаточно маємо

δ̄ui(x) =
s∑

n=1

(
Ψi,(n) − ∂µui(x)Xµ

(n)

)
δωn. (3.53)

Повна варiацiя дiї

δA =

∫

∆′

L ′(x′)dx′ −
∫

∆

L (x)dx. (3.54)

При перетвореннi координат (3.48) ∆′ → ∆. Якобiан такого перетворення
визначає перетворений елемент об’єму dx′ з точнiстю до нескiнченно малих
першого порядку за формулою

dx′ =
∂(x

′0, x
′1, x

′2, x
′3)

∂(x0, x1, x2, x3)
dx '

(
1 +

3∑
µ=0

∂δxµ

∂xµ

)
dx. (3.55)

Тодi, враховуючи формулу (3.55), а також аналогiчну їй–(3.52) для δ̄L (x),
перетворимо (3.54) таким чином:

δA =

∫

∆

dx

[
δL (x) + L (x)∂µδx

µ

]
=

∫

∆

dx

[
δ̄L (x) + ∂µ(L (x)δxµ)

]
=

=

∫

∆

dx∂µ

[
∂L

∂(∂µui)
δ̄ui + L (x)δxµ

]
.

В останнiй рiвностi використано вираз варiацiї δ̄L через δ̄–варiацiї полiв i їх
похiдних, а також рiвняння руху Лагранжа–Ейлера (3.47). Враховуючи (3.50) i
(3.53), остаточно отримаємо:

δA = −
s∑

n=1

δωn

∫

∆

∂µθ
µ
(n)(x)dx,

де

θµ
(n)(x) = − ∂L

∂(∂µui)

(
Ψi,(n) − ∂νui(x)Xν

(n)

)−L (x)Xµ
(n). (3.56)

За умови довiльностi 4-х об’єму ∆ i параметрiв δωn отримаємо рiвняння
неперервностi:

∂µθ
µ
(n)(x) = 0. (3.57)

Iнтегруючи вираз (3.57) за гiперплощиною x0 = const i враховуючи при-
пущення, що на межi просторово-подiбної поверхнi (тобто об’єму Λ) поле (а
значить i θµ

(n)) перетворюються в нуль, отримаємо

J(n) =

∫
dx θ0

(n)(x) = const , n = 1, s. (3.58)
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Отже, кожному неперервному s-параметричному перетворенню координат i

функцiй поля (3.48),(3.49) вiдповiдає s iнтегралiв руху J(n). Теорема доведена.
2

Зауваження 3.3. Величини θµ
(n) неоднозначнi. До них можна додати вира-

зи виду ∂νf
µν
(n) за умови, що fµν

(n) = −f νµ
(n). При цьому значення iнтегралiв (3.58)

не змiниться.
Зауваження 3.4. Якщо розглядається комплексне поле ui(x), то в усiх

формулах, де виконується сумування за компонентами поля (сума за i), тре-
ба розумiти сумування за всiма компонентами поля ui(x) i за всiма компо-
нентами спряженого поля

∗
ui(x).

Розглянемо тепер приклади основних груп, яким вiдповiдають найбiльш ва-
жливi iнтеграли руху.

3.6. Вектор енергiї-iмпульсу

Розглянемо групу просторово-часових трансляцiй уздовж осей xµ. Тодi

δxµ = δωµ, Xµ
(n) = δµ

n, Ψi,(n) = 0,

а вираз (3.56) буде мати вигляд

θµ
ν (x) := T µ

ν (x) =
∂L (x)

∂(∂µui(x))
∂νui(x)−L (x)δµ

ν , (3.59)

або в контрварiантному виглядi

T µν = gναT µ
α = gνα ∂L

∂(∂µui(x))
∂αui(x)− gµνL (x). (3.60)

Динамiчним iнварiантом є 4-вектор

P µ =

∫
dxT µ0(x). (3.61)

Порiвнюючи з вiдповiдними виразами класичної механiки, легко бачити, що
нульова компонента P 0 вiдповiдає функцiї Гамiльтона, тобто є виразом для
енергiї системи, а компоненти P i, i = 1, 2, 3, вектору повного iмпульсу. Тому,
враховуючи коварiантнiсть, 4-вектор P µ називають 4-вектором енергiї-iмпульсу,
а тензор T µν—тензором енергiї-iмпульсу.

Зауважимо, що через неоднозначнiсть структура тензора T µν може змiню-
ватись. Але нас буде цiкавити тiльки вигляд вектора P µ, який визначається
однозначно.
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3.7. Тензор моменту кiлькостi руху i тензор спiну

Розглянемо безмежно малi 4-повороти:

x
′µ = xµ + xνδω

µν . (3.62)

У цьому випадку параметрами ωµν є кути безмежно малих поворотiв у площи-
нах xµxν . Тодi внаслiдок антисиметричностi ωµν = −ωνµ є тiльки шiсть лiнiйно
незалежних параметрiв ωµν (µ < ν), µ, ν = 0, 1, 2, 3. Порiвнюючи (3.50) i (3.62)
та враховуючи антисиметрiю величин ωµν , знайдемо вигляд структурних кон-
стант Xµ

(n) = Xµ
σν , що входять в означення виразу для θµ

(n) = θµ
σν :

δxµ =
∑
σ<ν

Xµ
σνδω

σν = xνδω
µν = xνδ

µ
σδωσν =

=
∑
σ<ν

xνδ
ν
σδω

σν +
∑
σ>ν

xνδ
µ
σδωσν =

=
∑
σ<ν

(
xνδ

ν
σ − xσδ

µ
j

)
δωσν .

Звiдси (внаслiдок довiльностi параметрiв δωσν) знаходимо, що

Xµ
σν = xνδ

µ
σ − xσδ

µ
ν .

Для знаходження структурних констант Ψi,(σν) врахуємо той факт, що
функцiї поля повиннi перетворюватися за лiнiйним представленням групи 4-
поворотiв. Тому повну варiацiю компонент поля δui(x) можна записати у ви-
глядi розкладу за компонентами uj(x):

δui(x) =
∑
j,σ<ν

Aj
i,(σν)uj(x)δωσν . (3.63)

Тодi з (3.51) i (3.63) знаходимо, що

Ψi,(σν) =
∑

j

Aj
i,(σν)uj(x).

Коефiцiєнти розкладу Aj
i,(σν) є фактично матричними елементами генерато-

рiв для вiдповiдного представлення групи 4-поворотiв. Наприклад, для пред-
ставлення D0,0 (скалярне поле) Aj

i,(σν) ≡ 0, для представлення D(1/2,1/2) (вектор-
не поле)

Aα
β,(σν) ≡ gβσδ

α
ν − gβνδ

α
σ .

Таким чином з (3.56) знаходимо, що

θµ
σν = Mµ

σν =
∂L (x)

∂(∂µui(x))
(∂σui(x)xν − ∂νui(x)xσ)+

+L (x)(xσδ
µ
ν − xνδ

µ
σ)− ∂L (x)

∂(∂µui(x))
Aj

i(σν)uj(x).
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Використовуючи означення тензора енергiї iмпульсу (3.60), перепишемо ви-
раз для Mµ

σν у виглядi

Mµ
σν = (xνT

µ
σ − xσT

µ
ν ) + Sµ

σν , (3.64)

Sµ
σν = − ∂L (x)

∂(∂µui(x))
Aj

i(σν)uj(x). (3.65)

Легко бачити з (3.64) – (3.65), що, наприклад, для скалярного поля Aj
i(σν)

тотожно дорiвнює нулю i спiввiдношення мiж Mµ
σν та T µ

σ приймають форму,
схожу на ту, яка властива класичнiй механiцi точкових мас. Тому член

Mσν,µ
0 = xνT σµ − xσT νµ (3.66)

вiдповiдає власному орбiтальному моменту кiлькостi руху. У випадку багато-
компонентного векторного або спiнорного поля з’являється додатковий момент
Sµ

σν , який характеризує поляризацiйнi властивостi поля i вiдповiдає спiновому
моменту частинки, що описується цим полем.

Моменти, що є iнтегралами руху:

Mµν =

∫
dx Mµν,0(x) = Mµν

0 + Sµν , (3.67)

Mµν
0 =

∫
dx (xνT µ0 − xµT ν0), (3.68)

Sµν = −
∫

dx
∂L (x)

∂(∂0ui(x))
Aj

i(µν)uj(x). (3.69)

Щоб отримати звичайний 3-компонентний вектор спiну, треба згорнути про-
сторовi компоненти спiнового моменту Sjk з повнiстю антисиметричним тензо-
ром третього рангу εijk (ε123 = ε312 = ε231 = 1 ε132 = ε213 = ε321 = −1 i з рiвними
нулю усiма iншими компонентами):

Si = εijkSjk. (3.70)

3.8. Заряд i вектор струму

У попереднiх пунктах ми розглянули iнтеграли руху, що вiдповiдають перетво-
ренням неоднорiдної групи Лоренца. Розглянемо тепер перетворення (2.2), що
вiдповiдає внутрiшнiм симетрiям елементарних частинок. Зрозумiло, що таке
перетворення може залишати iнварiантними теорiї, лагранжiани яких залежать
вiд комплексно значних полiв. Вiдповiдне iнфiнiтезимальне перетворення буде
мати вигляд

x → x′ = x,

uj(x) → u′j(x) = uj(x) + iqδguj(x),
∗
u′j(x) → ∗

u′j(x) =
∗
uj(x)− iqδg

∗
uj(x),

(3.71)
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а величини Xµ
(n) i Ψi,(n), що входять у формули (3.50) i (3.51), дорiвнюють:

Xµ
(n) ≡ 0, Ψj(n) = iquj(x),

∗
Ψj(n) = −iq

∗
uj(x), δωn = δg.

Iндекс n можна опустити, бо маємо тiльки один безмежно малий параметр.
Тензору θµ

(n) вiдповiдає вектор

jµ = −iq
∂L

∂(∂µuj(x))
uj(x) + iq

∂L

∂(∂µ
∗
uj(x))

∗
uj(x). (3.72)

Цей вектор має назву 4-вектора струму, а iнтегралом руху є заряд

Q = iq

∫ (
∂L

∂(∂0uj(x))
uj(x)− ∂L

∂(∂0
∗
uj(x))

∗
uj

)
dx. (3.73)

Аналогiчно можна розглянути бiльш загальнi перетворення типу (2.4), що
вiдповiдають вищим внутрiшнiм симетрiям.

Зауваження 3.5. Формули (3.72) i (3.73) необов’язково пов’язувати з еле-
ктричним струмом i електричним зарядом. Все буде залежати вiд того, з
iнварiантнiстю якого фiзичного явища ми пов’язуємо градiєнтнi перетворен-
ня (2.2) (див. зауваження 2.1.) Зауважимо також, що вигляд вектора стру-
му i заряду для локальних перетворень (2.13),(2.14) буде таким же, як i у
формулах (3.72),(3.73).

На завершення пункту наведемо вираз для варiацiї дiї, що вiдповiдає пере-
творенню (2.15) для поля Bν(x):

δA = −
∫

∆

dx ∂µ

[
∂L

∂(∂µBν)
∂νχ(x)

]
. (3.74)

Цей вираз безпосередньо збiгається з варiацiєю п.3.5, якщо врахувати, що

δui ≡ δBν = δBν = −∂νχ(x), а δxµ = 0.

Вiдповiднi вирази для векторiв струму ми наведемо пiзнiше, коли будемо
розглядати конкретнi види полiв Bj(x).

3.9. Канонiчнi змiннi

Для побудови теорiї поля ми обрали лагранжiв формалiзм, оскiльки в ньому час
i три просторовi координати є рiвноправними. Це дає змогу з самого початку
розвивати теорiю релятивiстсько-коварiантним чином. Канонiчний або гамiль-
тонiв формалiзм звичайно є еквiвалентним, а релятивiстська iнварiантнiсть —
прихованою.

Перевага канонiчного пiдходу полягає у тому, що вiн дає можливiсть бiльш
наглядно використати аналогiю до класичної механiки, а точнiше переходу вiд
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класичної до квантової механiки. Ця аналогiя буде покладена в основу побудови
квантової теорiї полiв. Саме з цiєї причини наведемо у цьому пунктi вигляд
основних канонiчних змiнних.

Канонiчними координатами, так само як i у лагранжевому пiдходi, є компо-
ненти полiв uj(x) та

∗
ui(x) (у випадку комплексного поля). Вiдповiдно узагаль-

ненi iмпульси, канонiчно спряженi до узагальнених координат {ui(x),
∗
uj(x)}

визначаються згiдно з (3.7) за формулами

∗
πi (x) =

∂L (x)

∂(∂0ui(x))
, πj(x) =

∂L (x)

∂(∂0
∗
uj(x))

. (3.75)

Тодi, згiдно iз спiввiдношенням (3.8), вiдповiдний гамiльтонiан

H =

∫
dx

[∑
i

(
∂0

∗
ui(x)πi(x) +

∗
πi(x)∂0ui(x)

)
−L (x)

]
. (3.76)

Цей вираз збiгається з (3.61) при µ = 0.

§ 4. Класична теорiя вiльного скалярного поля
Поняття вiльного поля, що описує реальнi фiзичнi частинки, є певною мiрою
штучним поняттям, оскiльки у природi всi частинки взаємодiють мiж собою.
Але з математичної точки зору розглядаються вiльнi (невзаємодiючi) поля як
граничний випадок безмежно малої взаємодiї. Це допомогає при побудовi теорiї
взаємодiючих полiв користуватись аналогiєю побудови взаємодiї у класичнiй
механiцi. Тому у цьому та наступних параграфах цього роздiлу розглядаються
основнi типи вiльних полiв, на яких буде ґрунтуватись теорiя взаємодiючих
полiв.

4.1. Рiвняння Клейна–Гордона–Фока

Нагадаємо, що рiвняння Шредiнгера для вiльної частинки з масою m можна
отримати з нерелятивiстського спiввiдношення мiж енергiєю та iмпульсом:

E − p2

2m
= 0, (4.1)

якщо пiдставити в нього, згiдно з правилами квантової механiки, замiсть E i p
вiдповiднi оператори

Ê = i∂0, p̂ = −i ∇ = (−i∂1,−i∂2,−i∂3) (4.2)

i вимагати, щоб оператор

Ê − 1

2m
p̂2 ≡ i∂0 +

1

2m
∆, ∆ =

3∑
j=1

∂2

(∂xj)2



62 Роздiл II

перетворював у нуль хвильову функцiю частинки, тобто

i∂0ϕ(x) = Hϕ(x), H = − 1

2m
∆. (4.3)

Аналогiчно можна отримати i релятивiстське рiвняння для вiльної частинки
маси m, якщо скористатися релятивiстським спiввiдношенням мiж енергiєю та
iмпульсом

E2 − p2 −m2 = 0. (4.4)

Тодi отримаємо для ϕ(x) рiвняння
(
− ∂2

∂x0
+ ∆−m2

)
ϕ(x) = 0.

Якщо ввести оператор д’Аламбера

¤ = −∂2
0 + ∆ = −∂µg

µν∂ν , (4.5)

то прийдемо до вiдомого рiвняння Клейна – Гордона – Фока:

(¤−m2)ϕ(x) = 0. (4.6)

Воно було незалежно запропоноване в 1926 р. у працях [158,138,123,124,160,113].
Функцiю ϕ(x) називають функцiєю поля або просто полем, а рiвняння (4.6)

буде розглядатись як рiвняння вiльного поля.

4.2. Релятивiстська iнварiантнiсть рiвняння Клейна–
Гордона–Фока

Вимога релятивiстської iнварiантностi рiвняння (4.6) означає, що при перетво-
реннi (1.20) i оператор 2−m2, i хвильова функцiя ϕ(x) перетворюються у новi
величини 2′ i ϕ′(x′) таким чином, щоб фiзичнi закони (у даному випадку рiв-
няння руху) були незмiннi, тобто

(¤′ −m2)ϕ′(x′) = 0. (4.6′)

З’ясуємо спершу вигляд оператора 2′. З виразу (1.20) знаходимо

∂ν =
∂

∂xν
=

∂x
′µ

∂xν

∂

∂x′µ
= Λµ

ν

∂

∂x′µ
= Λµ

ν∂
′
µ. (4.7)

Враховуючи формулу (1.11), переписуєми перетворення (4.7) у матричнiй фор-
мi

∂ = Λ>∂′, ∂′ = (Λ>)−1∂ (4.7′)
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Зi спiввiдношення (1.12) (Λ>)−1 = GΛG i тодi

∂′ = GΛG∂. (4.8)

Оператори ∂ i ∂′ треба розглядати як вектори-стовпчики:

∂ =




∂0

∂1

∂2

∂3


 . (4.8′)

Тодi з означення оператора 2 (див. (4.5)) маємо

¤ = −∂>G∂, (4.9)

де ∂>–вектор, транспонований до вектора-стовпчика ∂, тобто—вектор стрiчка

∂> = (∂0, ∂1, ∂2, ∂3). (4.10)

Тодi з (4.8),(4.9), враховуючи, що G> = G i G2 = 1, маємо

¤′ = −∂′>G∂′ = −∂>GΛ>GGGΛG∂ = −∂>GΛ>(Λ>)−1∂ = −∂>G∂ = 2. (4.11)

З iншого боку, польовi функцiї повиннi перетворюватися за лiнiйним пред-
ставленням групи Лоренца, тобто

ϕ′(x′) = S(Λ, a)ϕ(x). (4.12)

Враховуючи (4.11) i (4.12), рiвняння (4.6) можна записати у такому виглядi:

(¤′ −m2)S−1(Λ, a)ϕ′(x′) = 0.

Для того, щоб це рiвняння збiгалося з (4.6′), треба щоб

S−1(Λ, a) = ±1.

Звiдси
ϕ′(x′) = ±ϕ(x) або ϕ′(x) = ±ϕ(Λ−1(x− a)).

Це означає, що функцiя ϕ(x) є або скаляром, або псевдоскаляром.
Отже, релятивiстсько-iнварiантне рiвняння Клейна–Гордона–Фока описує

вiльнi частинки, що вiдповiдають скалярним або псевдоскалярним полям. Цi
частинки називаються скалярними або псевдоскалярними мезонами.

Зауваження 4.1. Для комплексних скалярних полiв рiвняння (4.6) задо-
вольняє також польова функцiя

∗
ϕ(x). У цьому випадку iнварiантнiсть рiвня-

ння (4.6) буде мати мiсце також при антилiнiйному перетвореннi:

ϕ′(x′) = ± ∗
ϕ(x). (4.13)

Пiзнiше побачимо, що таке перетворення задовольняють польовi функцiї
скалярних частинок при часовiй iнверсiї.
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4.3. Розв’язки рiвняння Клейна–Гордона–Фока

Легко переконатися, що рiвняння (4.6) має розв’язки у виглядi плоских хвиль

ϕ±p (x) = N ei(±p0x0−p·x), p0 =
√

p2 + m2, (4.14)

де N–константа нормування.
Розв’язки (4.14) є власними функцiями оператора енергiї Ê = i∂0:

Êϕ±(x) = ∓p0ϕ±p (x). (4.15)

Отже, рiвняння Клейна–Гордона–Фока має розв’язки як з додатною, так i з
вiд’ємною енергiями. У наступних пунктах буде детальнiше проаналiзовано цю
ситуацiю, а тут лише зауважимо, що iснування розв’язкiв з вiд’ємною енергiєю
пояснюється лоренц-iнварiантнiстю рiвняння (4.6). Дiйсно, часовому вiдобра-
женню (1.18) вiдповiдає перетворення скалярного поля, а, отже, i розв’язкiв
(4.6) у виглядi

ϕ′p(x
′) = ϕ′p(−x0,x) = ϕp(x).

Розв’язки (4.14) задовольняють таке перетворення , якщо

ϕ′p(x) = ϕ±−p0,p(x).

У загальному випадку будемо шукати розв’язки рiвняння (4.6) у виглядi
неперервної суперпозицiї плоских хвиль (хвильового пакета) або у виглядi iн-
теграла Фур’є

ϕ(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk eik·xϕ̃(k), (4.16)

де k · x = k0x0 − k · x, dk = dk0dk, а множник (2π)−3/2 вибраний для зручностi,
оскiльки далi перейдемо до 3-вимiрного iнтегралу. Пiдставляючи вираз (4.16) у
рiвняння (4.6), отримаємо

1

(2π)3/2

∫
dk (k2 −m2)ϕ̃(k)eik·x = 0.

Звiдси внаслiдок єдиностi перетворення Фур’є маємо:

(k2 −m2)ϕ̃(k) = 0. (4.17)

Розв’язки алгебраїчного рiвняння (4.17) у значеннi узагальнених функцiй
можна представити у виглядi

ϕ̃(k) = δ(k2 −m2)a(k), (4.18)

де a(k)—довiльна функцiя. У 4-вимiрному iмпульсному просторi Мiнковського
поверхню k2 − m2 = k02 − k2 − m2 = 0 називають енергетичною або масо-
вою поверхнею. Вона являє собою два 3-вимiрнi гiперболоїди k0 = ±√k2 + m2.
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Пiдставляючи тепер спiввiдношення (4.18) у (4.16) i знiмаючи iнтегрування за
змiнною k0 за допомогою формули (задача 4.1):

δ(k02 − k2 −m2) =
1

2
√

k2 + m2

(
δ(k0 −

√
k2 + m2) + δ(k0 +

√
k2 + m2)

)
, (4.19)

запишемо розв’язок ϕ(x) у виглядi суми додатно i вiд’ємно-частотної частини

ϕ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x), (4.20)

ϕ±(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk

e±ik·x
√

2k0
ϕ±(k), (4.21)

де

ϕ±(k) =
a(±k0,±k)√

2k0
, k0 = +

√
k2 + m2. (4.22)

Очевидно, що ϕ+(x) i ϕ−(x) окремо задовольняють рiвняння (4.6). У ви-
падку, коли поле ϕ(x) комплексне, тобто

∗
ϕ(x) 6= ϕ(x), воно теж задовольняє

рiвняння (4.6). З фiзичної точки зору (див. п. 3.7) цi поля вiдповiдають заря-
дженим частинкам. Тут i далi поле у конфiгурацiйному просторi i в iмпульсно-
му просторi буде позначатися однiєю буквою ϕ, але це рiзнi функцiї, оскiльки
ϕ(x) = ϕ(x0,x) = ϕ(x0, x1, x2, x3), а ϕ(k) = ϕ(k1, k2, k3). Комплексне поле

∗
ϕ(x)

також представляється у виглядi додатно i вiд’ємно-частотної частини:

∗
ϕ(x) =

∗
ϕ+(x) +

∗
ϕ−(x).

У зв’язку з цим треба зауважити, що правила спряження для функцiї ϕ±(x)
вже будуть не тривiальнi i матимуть вигляд

(ϕ±(x))∗ =
∗
ϕ∓(x).

Щоб переконатися у справедливостi цього правила треба записати представле-
ння, аналогiчне (4.21) i (4.22) для функцiй

∗
ϕ±(x), виконати операцiю спряження

у виразах (4.21), (4.22) i порiвняти отриманi вирази.
Запишемо розв’язки (4.20) – (4.22) у явно коварiантному виглядi

ϕ±(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk e±ik·xδ(k2 −m2)a±(k), (4.23)

де a±(k) = θ(k0)a(±k0,±k), а θ(k0) – функцiя Хевiсайда: θ(k0) = 1, при k0 > 0 i
θ(k0) = 0, при k0 < 0.

Зауваження 4.2. Розв’язки ϕ±(x) називаються додатно-частотними
i вiд’ємно-частотними компонентами поля ϕ(x). Згiдно з (4.15) додатно-
частотнi компоненти вiдповiдають розв’язкам з вiд’ємним значенням енер-
гiї, а вiд’ємно-частотнi—розв’язкам з додатними значеннями енергiї. У цьому
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вiдношеннi будемо притримуватися позначень монографiї [13]. Такi позначен-
ня бiльш природнi для квантового поля ϕ(x), для якого ϕ+(x) буде вiдповiдати
оператору народження, а ϕ−(x) – оператору знищення. У зарубiжнiй лiтера-
турi (див., наприклад, [102], Гл. 7, § 3) навпаки, додатно-частотнi розв’язки
вiдповiдають додатнiм значенням енергiї, а вiд’ємно-частотнi вiд’ємним, а
вiдповiдне квантове поле ϕ+(x) оператору знищення, а ϕ−(x)—оператору на-
родження.

4.4. Iнтерпретацiя розв’язкiв. Гiльбертiв простiр станiв

При виведеннi рiвняння Клейна–Гордона–Фока були використанi аналогiї до
виведення квантово-механiчного рiвняння Шредiнгера. Тому природно було б
сподiватися, що цi аналогiї можна поширити i на iнтерпретацiю розв’язкiв. Але,
як було видно у п. 4.3, релятивiстська iнварiантнiсть рiвнянь Клейна–Гордона–
Фока приводить до того, що з’являються розв’язки як з додатною, так i з вiд’-
ємною енергiями. Тому спроба iнтерпретувати розв’язок ϕ(x) як хвильову фун-
кцiю частинки приводить до виникнення проблем, пов’язаних iз додатнiстю
деяких фiзичних величин. Дiйсно, аналогiчно тому, як це робиться у квантовiй
механiцi, побудуємо 4-вектор струму j(x) = (j0(x), j1(x), . . . , j3(x)):

jµ(x) = igµν
( ∗
ϕ(x)∂νϕ(x)− ∂ν

∗
ϕ(x)ϕ(x)

)
:= igµν

∗
ϕ(x)

↔
∂ νϕ(x). (4.24)

Легко перевiрити, що jµ(x) задовольняє рiвняння неперервностi:

∂µj
µ(x) = 0. (4.25)

Дiйсно,

∂0j
0(x) + ∂kj

k(x) = i
∗
ϕ(x)∂2

0ϕ(x)− i∂2
0

∗
ϕ(x)ϕ(x)− i

∗
ϕ(x)∂2

kϕ(x)+

+i∂2
k

∗
ϕ(x)ϕ(x) = −i[

∗
ϕ(x)2ϕ(x)−2

∗
ϕ(x)ϕ(x)] =

= −im2[
∗
ϕ(x)ϕ(x)− ∗

ϕ(x)ϕ(x)] = 0.

При доведенi було враховано, що i ϕ(x), i
∗
ϕ(x) задовольняють рiвняння

Клейна–Гордона–Фока (4.6).
Формулу (4.24) i рiвняння (4.25) можна також отримати у рамках лагранже-

вого формалiзму з виразу (3.72), пiдставляючи туди формулу для лагранжiана
комплексного скалярного поля (див. далi ф-лу (4.54)), але це буде зроблено
нижче.

Згiдно з положеннями квантової механiки, 4-вектор j(x) можна було б роз-
глядати як густину 4-вектора потоку ймовiрностi, а компоненту j0(x) = ρ(x) –
як густину ймовiрностi. Але з формули (4.24) видно, що нi j0(x) = ρ(x) не мо-
жна iнтерпретувати як густину ймовiрностi, анi ϕ(x) не можна розглядати як
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амплiтуду ймовiрностi знайти частинку в точцi x. Це стає зрозумiлим iз того,
що ϕ(x) задовольняє диференцiальне рiвняння другого порядку i тому у поча-
тковий момент i ϕ(x), i ∂0ϕ(x) можна задавати довiльним чином, а, отже, ρ(x)
може набувати як додатних, так i вiд’ємних значень.

До аналогiчного висновку можна прийти i у часткових розв’язках у виглядi
плоских хвиль (4.14).

Дiйсно, пiдставляючи формулу (4.14) у вираз (4.24) при µ = 0, отримаємо,
що для розв’язкiв ϕ+(x)

ρ = ρ(ϕ+) = −2p0|N |2 < 0.

У 1934 р. Паулi i Вайскопф [177] запропонували розглядати рiвняння (4.6)
як рiвняння для поля (подiбно до рiвнянь Максвелла, що описують електро-
магнiтне поле). У цьому випадку величини ρ i j стають густиною та струмом
квантiв цього поля. Проте ситуацiя з iмовiрнiсною iнтерпретацiєю ρ(x) змiнює-
ться, якщо розглянути тiльки розв’язки, що вiдповiдають додатнiм значенням
енергiї – тобто вiд’ємно-частотнi розв’язки. Сукупнiсть таких розв’язкiв утво-
рює лiнiйний простiр, оскiльки разом iз двома розв’язками ϕ−1 (x) i ϕ−2 (x) їх
лiнiйна комбiнацiя αϕ−1 (x) + βϕ−2 (x) теж є вiд’ємно-частотним розв’язком. У
просторi таких розв’язкiв можна ввести скалярний добуток за формулою

(ϕ−1 , ϕ−2 ) := i

∫

x0=const

dx

(
ϕ−1 (x)

∂

∂x0
ϕ−2 (x)− ∂ϕ−1 (x)

∂x0
ϕ−2 (x)

)
=

:= i

∫

x0=const

dxϕ−1 (x)
↔
∂ 0ϕ

−
2 (x) (4.26)

для тих функцiй, для яких норма, введена за скалярним добутком (4.26), буде
скiнченна:

‖ϕ−‖ = (ϕ−, ϕ−)1/2 < ∞. (4.27)

У формулах (4.26) риска означає операцiю комплексного спряження.
Легко перевiрити, що скалярний добуток, визначений формулою (4.26), не

залежить вiд x0 i задовольняє всiм властивостям скалярного добутку. Для того,
щоб це побачити, треба скористатись представленням (4.21). Тодi

(ϕ−1 , ϕ−2 ) =

∫
dx

1

(2π)3

∫
eik1·x
√

2k0
1

ϕ−1 (k1)dk1

∫
e−ik2·x
√

2k0
2

k0
2ϕ

−
2 (k2) dk2 +

+

∫
dx

1

(2π)3

∫
eik1·x
√

2k0
1

k0
1ϕ

−
1 (k1) dk1

∫
e−ik1·x
√

2k0
2

ϕ−2 (k2)dk2 =

=

∫
ϕ−1 (k)ϕ−2 (k) dk. (4.28)
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Тобто в iмпульсному просторi скалярний добуток (4.26) набуває вигляду
звичайного скалярного добутку в L 2(R3). Тому величину |ϕ−(k)|2 можна iн-
терпретувати як густину ймовiрностi в iмпульсному просторi.

Замикаючи лiнiйний простiр вiд’ємно-частотних розв’язкiв за нормою (4.27),
отримаємо гiльбертiв простiр H1, який будемо називати о д н о ч а с т и н к
о в и м г i л ь б е р т о в и м п р о с т о р о м с т а н i в. Скалярний до-
буток (4.28) можна також подати у лоренц-коварiантному виглядi, враховуючи
позначення (4.22):

(ϕ−1 , ϕ−2 ) =

∫
a1(−k)a2(−k)

dk

2k0
=

∫
a1(−k)a2(−k)θ(k0)δ(k2 −m2)dk. (4.29)

Зауважимо також: якщо ввести за аналогiєю до виразу (4.28) скалярний
добуток для повних розв’язкiв рiвняння Клейна–Гордона–Фока ϕ1(x) = ϕ+

1 (x)+
ϕ−1 (x) i ϕ2(x) = ϕ+

2 (x) + ϕ−2 (x), то отримаємо:

(ϕ1, ϕ2) =

∫ [
ϕ−1 (k)ϕ−2 (k)− ϕ+

1 (k)ϕ+
2 (k)

]
dk.

Отже, скалярний добуток повних розв’язкiв є iндефiнiтним, тобто квадрат
норми вектора ‖ϕ‖2 = (ϕ, ϕ) може приймати як додатнi, так i вiд’ємнi значення,
i навiть перетворюватися в нуль при ϕ(x) 6= 0. Тому повним розв’язкам рiвнян-
ня (4.6) не можна надати традицiйного квантово-механiчного змiсту хвильової
функцiї. Але якщо над додатно-частотними розв’язками здiйснити операцiю
комплексного спряження, то вiн стане вiд’ємно-частотним розв’язком, i тодi,
розраховуючи аналогiчно, отримаємо, що

(ϕ+, ϕ+) = (
∗
ϕ−,

∗
ϕ−) =

∫
| ∗ϕ
−
(k)|2dk =

∫
|ϕ+(k)|2dk =

∫
|ϕ+(k)|2dk.

Це дає змогу трактувати додатно частотнi розв’язки як хвильовi функцiї
античастинок iз зарядом, протилежним заряду частинки, а величину |ϕ+(k)|2 =

| ∗ϕ
−
(k)|2 – як густину ймовiрностi в iмпульсному просторi античастинок.
Таким чином, iнтерпретацiя розв’язкiв з вiд’ємною енергiєю пов’язується з

iснуванням античастинок. Ще в 1930 роцi за два роки до вiдкриття Андерсоном
позитрону (як античастинки до електрону) Дiрак запропонував свою знамениту
„теорiю дiрок” [117] (див. детальнiше, наприклад, [102, 1.4, § 7]), яка обґрунту-
вала наявнiсть розв’язкiв iз вiд’ємною енергiєю в теорiї рiвняння Дiрака (див.
наступний § 5), а також фактично передбачила iснування позитрону. Проте ця
теорiя опирається на принцип Паулi, який забороняє знаходитись у кожному
станi бiльш нiж одному електрону, i тому не може бути застосована до частинок
з цiлим спiном. Пiзнiше Фейнман [94,95] запропонував свої знаменитi дiаграми
для опису процесiв розсiяння, на яких рух позитронiв розглядався як рух еле-
ктронiв у протилежному за часом напрямку. Отже, розповсюдження частинки
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з вiд’ємною енергiєю вiд точки (x0
1,x1) до точки (x0

2,x2) (x0
2 > x0

1) можна тра-
ктувати як розповсюдження античастинки з додатною енергiєю з точки (x0

2,x2)
до точки (x0

1,x1), тобто в оберненому напрямi за часом.
Щоб така iнтерпретацiя вiдповiдала фiзичнiй реальностi, треба розглянути

рух вiльної частинки, скажiмо π+ мезона, мiж двома розсiювальними центрами,
розташованими в точках x1 i x2 (див. рис. 4.1а i 4.1б).

На рис. 4.1а зафiксовано розсiяння π+ мезона на центрах 1 i 2, що вiдповiдає
звичайному нерелятивiстському опису. Iнварiантнiсть руху частинки вiдносно
групи Лоренца приводить до того, що треба враховувати можливiсть розповсю-
дження i в оберненому за часом напрямi (рис. 4.1б). Щоб останнє вiдповiдало
реальнiй подiї, треба припустити, що в точцi 1 деякий розсiювальний потенцiал
породжує пару π+π− у момент часу x0

1, а в точцi 2 iнший потенцiал поглинає
пару π+π− в момент часу x0

2. Тодi мiж точками 1 i 2 розповсюджується ан-
тичастинка π− у напрямi зростання часу з додатною енергiєю, а рух вiльного
π+ мезона, що вiдповiдає рис. 4.1 б, розглядається як складний процес теорiї
розсiяння, зображений на рис. 4.2.
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Рис. 4.2

Отже, для пояснення руху вiльної частинки ми повиннi розглянути велике
число частинок, що взаємодiють мiж собою.

4.5. Перетворення Ĉ, P̂ , T̂

4.5.1. Перетворення зарядового спряження Ĉ

З аналiзу, наведеного у попередньому пунктi, стає зрозумiлим, що оператор Ĉ,
визначений формулою (2.3), дiє на нейтральне скалярне поле за формулами

Ĉϕ = ϕc =
∗
ϕ = ϕ, (Ĉϕ)± = ϕc,± = (ϕ±)∗ = ϕ∓. (4.30)

Щоб визначити дiю оператора Ĉ на комплексне скалярне поле, що описує
зарядженi частинки, запишемо рiвняння Клейна–Гордона–Фока для цього поля
у зовнiшньому електромагнiтному полi Aµ(x). Як вiдомо, для цього у рiвняннi
(4.6) треба зробити замiну:

i∂0 → i∂0 − qA0(x),

−i ∇ → −i ∇− qA(x)

або у коварiантному виглядi

i∂µ → i∂µ − qAµ(x), (4.31)

де A0(x) i A = (Ak(x))k=3
k=1 – скалярний i векторний потенцiали електромагнi-

тного поля, а q – заряд частинки. Зауважимо, що у випадку електрона q = −e.
Зауваження 4.3. Для того, щоб зрозумiти, чому саме замiна (4.31) вра-

ховує взаємодiю цього поля з електромагнiтним полем, треба розглянути рух
вiльної частинки у такому полi. Згiдно з законом Лоренца, сила, що дiє на
таку частинку, задається формулою

F = q

(
E +

1

m
p×B

)
.

Функцiя Гамiльтона, що вiдповiдає такому виразу, може бути записана у
виглядi

H =
√

m2 + (p− qA)2 + qA0,

або в нерелятивiстському наближеннi:

H =
1

2m
(p− qA)2 + qA0,

що вiдповiдає виразам (4.1)–(4.3) пiсля перетворень (4.31). Детальнi обрахун-
ки можна знайти в [45 Т. II, § 16.]
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Тепер, щоб отримати з рiвняння Шредингера

i
∂ψ(r, t)

∂t
=

1

2m
(−i∇)2ψ(r, t)

для вiльної частинки, рiвняння Шредiнгера

i
∂ψ(r, t)

∂t
= Ĥψ(r, t),

для частинки у зовнiшньому електромагнiтному полi, що вiдповiдає класичному
гамiльтонiану H, треба зробити замiни (4.31).

Рiвняння (4.6) набуде вигляду

(i∂0 − qA0(x))2ϕ(x)− (−i ∇− qA(x))2ϕ(x)−m2ϕ(x) = 0. (4.32)

Тодi поле ϕc(x), що описує частинки з протилежними зарядами −q (тобто ан-
тичастинки), повинно задовольняти рiвняння

(i∂0 + qA0(x))2ϕc(x)− (−i ∇ + qA(x))2ϕc(x)−m2ϕc(x) = 0. (4.33)

З рiвнянь (4.32), (4.33) знаходимо:

ϕc(x) = Ĉϕ(x) =
∗
ϕ(x). (4.34)

Але дiя оператора Ĉ на частотнi характеристики поля ϕ(x) уже не зводи-
ться до простого комплексного спряження, як це було у випадку нейтральних
частинок (4.30), оскiльки згiдно з формулою (2.3) оператор Ĉ замiнює частинку
античастинкою, тобто

(Ĉϕ)± = ϕc,± =
∗
ϕ ± = (ϕ∓)∗. (4.35)

Спiввiдношення (4.35) записанi як для ϕ±(x), так i для ϕ±(k).
Рiвняння (4.34) вiдображає зарядову симетрiю, яка полягає в тому, що i ча-

стинки, i античастинки (тобто їх хвильовi функцiї) входять у поле як складовi.
Для опису зарядової симетрiї можна розглядати частинку i античастинку

як два рiзних “зарядових стани” однiєї i тiєї ж частинки, що вiдрiзняються
значенням зарядового квантового числа Q = ±1, а хвильова функцiя системи
є добутком орбiтальної i зарядової функцiї.

З визначення оператора Ĉ легко побачити, що можна визначити його i рiв-
нянням

ϕc(x) = Ĉϕ(x) = − ∗
ϕ(x).

У цьому випадку кажуть, що частинки, що описують поле ϕ(x), є зарядово
непарнi. Отже, в загальному випадку для безспiнових частинок:

ϕc(x) = Ĉϕ(x) = ηc
ϕ

∗
ϕ(x), ηc

ϕ = ±1. (4.36)
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4.5.2. Просторова iнверсiя P̂

Для скалярного (псевдоскалярного) поля операцiя просторової iнверсiї визна-
чається формулою*)

P̂ϕ(x) = ϕP̂ (x) = ±ϕ(x0,−x). (4.37)

Таке ж рiвняння буде i для
∗
ϕ.

Знак “+” у рiвняннi (4.37) вiдповiдає скалярним частинкам, а знак “-” –
псевдоскалярним.

Iз формули (4.21) видно, що дiя оператора P̂ в iмпульсному просторi еквi-
валентна замiнi:

P̂ : ϕ+(k) → ±ϕ+(−k), ϕ−(k) → ±ϕ−(−k)

i такi самi спiввiдношення для
∗
ϕ
±
(k).

4.5.3. Часова iнверсiя T̂

З визначення вiльних операторiв ϕ(x) i
∗
ϕ(x) (див. (4.20) – (4.22)) видно: якщо

визначити оператор часової iнверсiї аналогiчно просторовiй iнверсiї (4.42), то
порушиться правильне розбиття полiв ϕ(x) i

∗
ϕ(x) на додатно i вiд’ємно-частотнi

розв’язки. Щоб зберегти звичну картину, треба визначити оператор T̂ за фор-
мулою (див. (4.13))

T̂ϕ(x) = ϕT̂ (x) = ± ∗
ϕ(−x0,x). (4.38)

В iмпульсному просторi це вiдповiдає замiнi:

T̂ : ϕ+(k) → ± ∗
ϕ−(−k), ϕ−(k) → ± ∗

ϕ+(−k).

Означення (4.38) узгоджується з правилом зворотностi часу у квантовiй ме-
ханiцi, згiдно з яким: якщо в момент часу x0 = t стан системи характеризується
хвильовою функцiєю ψ(t, r), то стан у момент часу x0 = −t треба описувати
функцiєю ψ∗(−t, r), щоб зберегти правильну залежнiсть вiд часу. Це вперше
помiтив Вiгнер у 1932 р. [201].

4.5.4. ĈP̂ T̂–iнварiантнiсть

У першому роздiлi ми звернули увагу на те, що пiд релятивiстською iнварi-
антнiстю теорiї треба розумiти iнварiантнiсть вiдносно власної групи Лоренца
(див. зауваження 1.1). Iнварiантнiсть вiдносно дискретних перетворень P̂ , T̂ i
P̂ T̂ , а також P̂ Ĉ, T̂ Ĉ може порушуватись в окремих фiзичних процесах (див.

*) Оператори представлення групи Лоренца, якi вiдповiдають просторовим i часовим вiд-
дзеркаленням (1.17),(1.18) i дiють у просторi функцiй–станiв, позначаються тими самими
буквами P̂ i T̂ .
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також зауваження 1.2). При 4-iнверсiї, тобто PT -перетвореннi скалярне поле
змiнюється за законом

P̂ T̂ : ϕ(x0,x) → ϕ(−x0,−x). (4.39)

Проте формули (4.37) i (4.38) не узгоджуються з перетворенням (4.39), оскiльки
перетворення T̂ змiнює поле ϕ(x) на спряжене поле

∗
ϕ(−x0,x). Виявляється, що

повне ĈP̂ T̂ – перетворення завжди забезпечує iнварiантнiсть теорiї. Цей факт
називається теоремою Людерса–Паулi [64,164], про яку буде йти мова нижче.
ĈP̂ T̂–перетворення комплексного скалярного поля має такий вигляд:

ϕĈP̂ T̂ (x) = ĈP̂ T̂ϕ(x) = ϕ(−x0,−x).

4.6. Представлення групи Лоренца у просторi станiв

Розглянемо тепер питання про реалiзацiю представлення групи Лоренца у про-
сторi одночастинкових станiв H1. Для цього досить вивчити ортохроннi пе-
ретворення Лоренца. Згiдно iз законом перетворення скалярного поля (1.36)
визначимо оператор UΛ,a, що дiє на вiд’ємно-частотнi розв’язки за формулою

(UΛ,aϕ
−)(x) = ϕ−(Λ−1(x− a)). (4.40)

Покажемо, що UΛ,a є унiтарним оператором. Обрахуємо для цього перетворення
Фур’є функцiї ϕ−(Λ−1(x− a)). Маємо (див. (4.23)):

ϕ−(Λ−1(x− a)) =
1

(2π)3/2

∫
dk e−ik·Λ−1(x−a)θ(k0)δ(k2 −m2)a(−k). (4.41)

Зробимо у виразi (4.41) замiну змiнних:

k′ = Λk, k = Λ−1k′.

З властивостивостей ортохронних перетворень Лоренца випливає:

det Λ = det Λ−1 = 1, k′2 = k2 i Λ−1k′ · Λ−1(x− a) = k′ · (x− a),

що приводить до формули

ϕ−(Λ−1(x− a)) =
1

(2π)3/2

∫
dk′ e−ik′·xeik′·aθ((Λ−1k′)0)δ(k′2 −m2)ϕ(−Λ−1k′).

Або враховуючи ортохроннiсть групи ( пропозицiя 1.1), тобто (Λ−1k′)0 > 0,
якщо k′0 > 0, остаточно отримуємо:

ϕ−(Λ−1(x− a)) = (UΛ,aϕ
−)(x) =

1

(2π)3/2

∫
dk′√
2k′0

e−ik′·xeik′·aϕ(−Λ−1k′).
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Тодi з визначення (4.28),(4.29) i формули (4.19) маємо:

(UΛ,aϕ
−
1 , UΛ,aϕ

−
2 ) =

∫
dk′

2k′0
eik′·aϕ1(−Λ−1k′)eik′·aϕ2(−Λ−1k′) =

=

∫
dk′ θ(k0)δ(k

′2 −m2)ϕ1(−Λ−1k′)ϕ2(−Λ−1k′) =

=

∫
dk ϕ1(−k)ϕ2(−k)θ(k0)δ(k2 −m2) = (ϕ−1 , ϕ−2 ), (4.42)

що й доводить наше твердження.
Отже, формула (4.40) задає унiтарне представлення неоднорiдної групи Ло-

ренца в H1, оскiльки UΛ2Λ1,a2+Λ2a1 = UΛ2a2UΛ1a1 .
Доведення унiтарностi оператора UΛ,a можна провести в просторi H1 безпо-

середньо на функцiях конфiгурацiйного простору, тобто використовуючи ска-
лярний добуток (4.26). Однак для цього треба записати скалярний добуток
(4.26) у бiльш загальнiй формi. У формулi (4.26) iнтеграл береться по усьому
простору R3 у момент часу x0 = t. Тепер узагальнимо цей запис, вводячи iн-
тегрування по довiльнiй просторово-подiбнiй поверхнi S. Просторово-подiбна
поверхня визначається умовою, за якою вона не має точок, якi можна з’єд-
нати свiтловим сигналом, тобто для будь-яких двох точок x i y, що лежать
на S, iнтервали (x − y)2 < 0. Щоб записати елемент поверхнi dσ, визначи-
мо одиничний вектор nµ(x)-нормалi до S у точцi x : (nµ(x)nµ(x) = 1). У ви-
падку площини T : x0 = t = const , nµ(x) = (1, 0, 0, 0). Тодi елемент поверх-
нi dσµ(x) = nµ(x)dx = nµ(x)dx1dx2dx3. Для довiльної поверхнi S: dσµ(x) =
(dx1dx2dx3, dx0dx2dx3, dx0dx1dx3, dx0dx1dx2) визначимо скалярний добуток за
формулою

(ϕ−1 , ϕ−2 ) = i

∫

S

dσµ(x) ϕ−1 (x)
↔
∂µϕ

−
2 (x). (4.43)

Розглянемо тепер рiзницю мiж скалярними добутками, визначеними фор-
мулою (4.43) з площинами T i S вiдповiдно:

(ϕ−1 , ϕ−2 )S − (ϕ−1 , ϕ−2 )T = i

∫

ST

dσµ(x) ϕ−1 (x)
↔
∂µϕ

−
2 (x). (4.44)

Внаслiдок формули (4.28) функцiї ϕ−1 (x) i ϕ−2 (x) прямують до нуля при
|x| → ∞. Тому поверхню TS можна вважати замкнутою (на безмежностi за
просторовими змiнними) просторово-подiбною поверхнею у просторi Мiнков-
ського M, що обмежує об’єм ∆ ⊂ M. Тодi, застосовуючи теорему Гаусса до пра-
вої частини (4.44) i враховуючи, що ϕ−1 i ϕ−2 задовольняють рiвняння Клейна–
Гордона–Фока, маємо:

(ϕ−1 , ϕ−2 )T − (ϕ−1 , ϕ−2 )S = i

∫

∆

dx ∂µ[ϕ−1 (x)∂µϕ
−
2 (x)− ∂µϕ

−
1 (x) ϕ−2 (x)] =
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= i

∫

∆

dx[ϕ−1 (x)(¤−m2)ϕ−2 (x)− (¤−m2)ϕ−1 (x) ϕ−2 (x)] ≡ 0.

Таким чином, скалярний добуток (4.43) не залежить вiд вигляду просторово-
подiбної поверхнi S.

Так само для довiльного вектора Fµ(x), що внаслiдок власного неоднорiдно-
го перетворення Лоренца x′ = Λx + a змiнюється за законом:

F ′
µ(x′) = Λν

µFν(Λ
−1(x′ − a)),

i довiльної замкнутої просторово-подiбної поверхнi Q, яка обмежує об’єм ∆,
можна записати:

∫

Q′

dσµ(x′)F ′
µ(x′) =

∫

∆′

dx′∂
′µF ′

µ(x′) =

∫

∆

dx|det Λ| ∂′µΛν
µFν(x) =

=

∫

∆

dx ∂νFν(x) =

∫

Q

dσν(x)Fν(x). (4.45)

У другiй рiвностi використана iнварiантнiсть просторово-подiбних iнтерва-
лiв (див. пропозицiю 1.1.) вiдносно власних перетворень Лоренца, а також фор-
мула (4.7).

Вибираючи тепер у формулi (4.45) поверхню Q у виглядi ST (див. формулу
(4.43)), а

Fµ(x) =





iϕ−1 (x)
↔
∂µϕ

−
2 (x), x ∈ S

0, x ∈ T,

одержимо (x′ = Λx + a)

i

∫

S′

dσµ(x′)ϕ−1 (x′)
↔
∂µϕ

−
2 (x′) = i

∫

S

dσµ(x)ϕ−1 (x)
↔
∂µϕ

−
2 (x),

що еквiвалентно (4.42).
Поряд iз одночастинковим гiльбертовим простором H1 введемо n–

частинковий гiльбертiв простiр Hn.
Визначимо його наступним чином. Розглянемо функцiї fn (k1, . . . ,kn), що

залежать вiд векторiв k1, . . . ,kn, ki ∈ R3, для яких
∫
|fn(k1, . . . ,kn)| dk1 · · · dkn < ∞.

Сукупнiсть таких функцiй є гiльбертовим простором, якщо скалярний до-
буток двох елементiв gn(k1, . . . ,kn) i fn(k1, . . . ,kn) ввести звичайним чином:

(gn, fn) =

∫
gn(k1, . . . ,kn)fn(k1, . . . ,kn)dk1 · · · dkn, (4.46)
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а норму—за формулою ‖fn‖ = (fn, fn)1/2.
За допомогою перетворення Фур’є введемо гiльбертiв простiр у конфiгу-

рацiйному просторi i покажемо, що цей перехiд є унiтарним оператором. Ви-
значимо функцiю f̂n (x1, . . . , xn) в конфiгурацiйному просторi через функцiю
fn(k1, . . . ,kn) в iмпульсному просторi за допомогою формули

f̂n(x1, . . . , xn) =
1

(2π)3n/2

∫
e
−i

n∑
j=1

kj ·xj

fn(k1, . . . ,kn)
dk1√
2k0

1

. . .
dkn√
2k0

n

. (4.47)

Нагадаємо, що k0
i =

√
k2

i + m2. Скалярний добуток ĝn(x1, . . . , xn) i f̂n(x1, . . . , xn)
визначимо згiдно з (4.26) за формулою

(ĝn, f̂n) = in
∫

ĝn(x1, . . . , xn)
↔
∂

0
1 . . .

↔
∂

0
nf̂n(x1, . . . , xn)dx, . . . , dxn, (4.48)

де оператор
↔
∂ 0

j дiє на j-ту змiнну так само, як i в формулi (4.26).
Так само, як i у випадку одночастинкових розв’язкiв, легко перевiрити, що

визначення (4.46) i (4.48) збiгаються, а перехiд iз iмпульсного простору в кон-
фiгурацiйний є унiтарним оператором.

Функцiї f̂n(x1, . . . , xn) за кожною змiнною задовольняють рiвняння Клейна–
Гордона–Фока

(¤xj
−m2)f̂n(x1, . . . , xn) = 0, j = 1, . . . , n.

Їх можна будувати як лiнiйнi комбiнацiї добуткiв вiд’ємно-частотних
розв’язкiв рiвняння (4.6), а простiр Hn є замиканням лiнiйних комбiнацiй
ϕ−i1 · · ·ϕ−in(xn) за нормою в Hn.

Якщо норма функцiї fn(k1, . . . ,kn) дорiвнює одиницi, то |fn(k1, . . . ,kn)|2 мо-
жна iнтерпретувати як густину розподiлу iмовiрностей в iмпульсному просторi
n-частинок.

У просторi Hn можна побудувати унiтарне представлення групи Лоренца,
якщо задати оператор UΛ,a тими самими формулами (4.40) за кожною змiнною,
тобто

(UΛ,af̂)n(x1, . . . , xn) = f̂n(Λ−1(x1 − a), . . . , Λ−1(xn − a)). (4.49)

4.7. Лагранжiв формалiзм скалярного поля. Динамiчнi iн-
варiанти

Як уже було з’ясовано в попереднiх пунктах, при спробi надати розв’язкам рiв-
няння Клейна–Гордона–Фока звичайне квантово-механiчне тлумачення з’явля-
ються труднощi, що пов’язанi з iндефiнiтнiстю густини ρ(x) i наявнiстю розв’яз-
кiв iз вiд’ємним значенням енергiї. У цьому пунктi буде показано, що всi тру-
днощi усуваються, якщо розглядати ϕ(x) як скалярне поле, що вiдповiдає еле-
ментарним частинкам i розрахувати енергiю, iмпульс, заряд та iншi iнварiанти



Роздiл II 77
згiдно з принципами формалiзму Лагранжа, який викладено в § 3. Розгляне-
мо загальний випадок комплексного скалярного поля ϕ(x) = ϕ1(x) + iϕ2(x),
тобто фактично двокомпонентного скалярного поля. Зручнiше, однак, замiсть
двох дiйсних функцiй ϕ1(x) i ϕ2(x) розглядати функцiї ϕ(x) = ϕ1(x) + iϕ2(x)

i
∗
ϕ(x) = ϕ1(x) − iϕ2(x). Обидвi цi функцiї задовольняють рiвняння Клейна–

Гордона–Фока (4.6). Тому згiдно з (4.20)–(4.22) маємо представлення:

ϕ±(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk√
2k0

e±ikxϕ±(k), (4.50)

∗
ϕ±(x) =

1

(2π)3/2

∫
dk√
2k0

e±ikx
∗
ϕ±(k). (4.51)

Причому у формулi (4.51)
∗
ϕ+(x) (

∗
ϕ−(x)) означає не комплексно спряжену вели-

чину до ϕ+(x) (ϕ−(x)), а додатно-частотну (вiд’ємно-частотну) компоненту поля
∗
ϕ(x). Тому варто навести правила комплексного спряження для полiв ϕ±(x):

(ϕ+(x))∗ =
∗
ϕ−(x), (ϕ−(x))∗ =

∗
ϕ+(x), (4.52)

(ϕ+(k))∗ =
∗
ϕ−(k), (ϕ−(k))∗ =

∗
ϕ+(k), (4.53)

якi можна отримати з представлень (4.50), (4.51).
Тепер у зв’язку з тим, що буде розглядатися ϕ(x) як класичне поле, а рiвня-

ння (4.6) як рiвняння для цього поля, виникає задача побудувати лагранжiан
L (x) = L̃ (ϕ,

∗
ϕ) таким чином, щоб рiвняння Лагранжа–Ейлера (3.47) збiгалося

з рiвнянням Клейна–Гордона–Фока (4.6). Враховуючи всi вимоги п.3.3, прихо-
димо до наступного виразу для лагранжiану:

L (x) = ∂µ

∗
ϕ(x) ∂µϕ(x)−m2

∗
ϕ(x)ϕ(x). (4.54)

Маючи вираз для лагранжiану, легко побудувати тензор енергiї-iмпульсу
згiдно з (3.60):

T µν = ∂µ
∗
ϕ(x) ∂νϕ(x) + ∂ν

∗
ϕ(x) ∂µϕ(x)− gµνL (x).

Звiдси маємо:
T 00 = ∂µ

∗
ϕ(x) ∂µϕ(x) + m2

∗
ϕ(x)ϕ(x) (4.55)

i
T 0k = ∂0

∗
ϕ(x) ∂kϕ(x) + ∂k

∗
ϕ(x)∂0ϕ(x). (4.56)

Тепер 4-вектор енергiї-iмпульсу отримаємо з формули (3.61), пiдставляючи ту-
ди вирази (4.55) i (4.56). Вираз 4-вектора енергiї-iмпульсу у координатному
просторi є дуже незручним для дослiдження, тому скористаємося представле-
нням полiв через додатно-частотнi i вiд’ємно-частотнi компоненти i їх вирази
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(4.50),(4.51) через фур’є-компоненти i запишемо його в iмпульсному просторi.
Розрахуємо, наприклад, вираз для енергiї P 0. Якщо пiдставити в (4.55) та (3.61)
замiсть полiв ϕ(x) та

∗
ϕ(x) їх представлення через ϕ±(x) та

∗
ϕ±(x), то завдяки

квадратичностi за ϕ i ∂µϕ виразу для T 00 отримаємо:

P 0 = P 0
++ + P 0

−− + P 0
+− + P 0

−+,

де (наприклад)

P 0
++ =

∫
dx(∂µ

∗
ϕ+(x)∂µϕ

+(x) + m2
∗
ϕ+(x)ϕ+(x)). (4.57)

Пiдставимо в (4.57) вiдповiднi вирази з (4.50), (4.51) i скористаємося вiдомою
формулою перетворення Фур’є для δ-функцiї Дiрака:

1

(2π)3

∫
dx e−i(k+k′)·x = δ(k+k′) := δ(k(1)+k

′(1))δ(k(2)+k
′(2))δ(k(3)+k

′(3)). (4.58)

Тодi маємо

P 0
++ =

∫
dk

2k0

∗
ϕ+(k)ϕ+(−k) e2ik0x0

(m2 − k02

+ k2) = 0.

Остання рiвнiсть є наслiдком релятивiстського спiввiдношення (4.4) мiж
енергiєю та iмпульсом частинки: k0 =

√
k2 + m2. Аналогiчнi розрахунки по-

казують, що P 0
−− = 0. При обчисленнi P 0

+− i P 0
−+ треба врахувати, що iнтегру-

вання за dx дасть δ(k − k′), а експоненти з часовим показником будуть мати
протилежнi знаки аргументiв. Тому внаслiдок цього маємо

P 0
+− + P 0

−+ =

∫
dk

2k0
(m2 + k02

+ k2)[
∗
ϕ+(k)ϕ−(k) +

∗
ϕ−(k)ϕ+(k)].

Враховуючи (4.4), маємо остаточний вираз для енергiї вiльного скалярного
поля:

P 0 =

∫
dk k0[

∗
ϕ+(k)ϕ−(k) +

∗
ϕ−(k)ϕ+(k)], k0 =

√
k2 + m2. (4.59)

Аналогiчно розраховується вираз для 3-вектора iмпульсу. Остаточно

P µ =

∫
dk kµ[

∗
ϕ+(k)ϕ−(k) +

∗
ϕ−(k)ϕ+(k)]. (4.60)

Використовуючи формули (3.65), (3.66), (3.72) i (3.73), можна так само об-
числити вирази для моменту кiлькостi руху, електричного струму i заряду. Ви-
пишемо тут вираз для 4-вектора густини струму jµ(x) i заряду Q(див. задачу
4.3):

jµ(x) = i q gµν
∗
ϕ(x)

↔
∂ νϕ(x),
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Q = q

∫
j0(x)dx = q

∫
dk

[ ∗
ϕ +(k)ϕ−(k)− ∗

ϕ−(k)ϕ∗(k)
]
, (4.61)

де q – це заряд частинки, що описується полем ϕ(x), а вираз (4.61) можна iнтер-
претувати як повний заряд системи. З формул (4.59), (4.61) видно, що величину
∗
ϕ+(k)ϕ−(k) = |ϕ−(k)|2 можна розглядати як густину середнього числа части-
нок з енергiєю k0, iмпульсом k i зарядом +q, а величину

∗
ϕ−(k)ϕ+(k) = |ϕ+(k)|2

– як густину середнього числа часток з енергiєю k0, iмпульсом k, зарядом −q.
Таким чином, комплексне скалярне поле описує зарядженi частинки.

Вiд’ємно-частотнi розв’язки ϕ−(x) є хвильовою функцiєю частинки з зарядом
+q, а ϕ+(x) =

∗
ϕ−(x)—хвильовою функцiєю частинки з зарядом −q, тобто рiв-

няння Клейна–Гордона–Фока описує частинки i античастинки.
На завершення роздiлу наведемо за аналогiєю до класичної механiки вирази

для узагальнених канонiчно спряжених координат та iмпульсiв. Узагальненими
координатами є значення полiв

∗
ϕ(x) та ϕ(x). Тодi вiдповiдними є такi вирази

для канонiчно спряжених величин (див. (3.75)):

π(x) =
∂L (x)

∂(∂0

∗
ϕ(x))

= ∂0ϕ(x), (4.62)

∗
π(x) =

∂L

∂(∂0ϕ(x))
= ∂0

∗
ϕ(x). (4.63)

Вираз для енергiї через канонiчнi координати та iмпульси має такий вигляд
(див. (3.76)):

P 0 =

∫
dx[

∗
π(x)π(x) + ∇ ∗

ϕ(x) · ∇ϕ(x) + m2
∗
ϕ(x)ϕ(x)]. (4.64)

§ 5. Спiнорне поле

У попередньому параграфi було встановлено, що загальнi розв’язки рiвнян-
ня Клейна–Гордона–Фока не можна трактувати як хвильовi функцiї частинок,
оскiльки густина iмовiрностi, що вiдповiдає цим розв’язкам, може приймати
вiд’ємнi значення. Було з’ясовано, що причиною цього є та обставина, що це
рiвняння другого порядку, i густина ймовiрностi виражається через хвильову
функцiю та її похiдну, якi в початковий момент можуть задаватись довiльними
функцiями. Щоб запобiгти цьому, треба, щоб у виразi для густини ρ не було по-
хiдних за часом. Тому хвильове рiвняння повинно включати похiдну хвильової
функцiї за часом не вище першого порядку. З другого боку, вимога реляти-
вiстської коварiантностi вимагає, щоб i похiднi за просторовими координатами
були не вище першого порядку, тобто це повинно бути лiнiйне диференцiальне
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рiвняння першого порядку. До таких висновкiв прийшов Дiрак у 1828 р., ана-
лiзуючи труднощi, що склалися у зв’язку з iнтерпретацiєю розв’язкiв рiвняння
Клейна – Гордона – Фока. Це спонукало Дiрака до вiдкриття нового реляти-
вiстського рiвняння, яке назвали на його честь.

5.1. Рiвняння Дiрака

5.1.1. Вивiд рiвняння Дiрака

Щоб отримати нове рiвняння, треба врахувати всi наведенi вище аргументи i
той факт, що це рiвняння повинно описувати вiльну частинку маси m, а от-
же, хвильова чи польова функцiя, що задовольняє це рiвняння, повинна також
задовольняти рiвняння Клейна–Гордона–Фока, оскiльки воно є наслiдком спiв-
вiдношення (4.4) мiж енергiєю та iмпульсом релятивiстської частинки. Тому
природно, що Дiрак дiйшов до такого рiвняння, розкладаючи диференцiальний
оператор другого порядку у лiвiй частинi (4.6) на два лiнiйнi оператори першо-
го порядку. Дiйсно, з означення (4.5) видно, що оператор д’Аламбера ¤ можна
записати у виглядi

2 = P̂ µP̂µ, P̂µ = i∂µ. (5.1)

Будемо тепер шукати лiнiйний оператор P̂ у виглядi

P̂ = P̂µγ
µ, (5.2)

де γµ–деякi постiйнi величини, такi, щоб

(2−m2) = (P̂ −m)(P̂ + m). (5.3)

Пiдставляючи (5.1),(5.2) у вираз (5.3) i прирiвнюючи коефiцiєнти при P̂ µP̂ ν ,
отримаємо таке спiввiдношення для величин γµ:

γµγν + γνγµ = 2gµν . (5.4)

Величини γµ не можуть бути числами, оскiльки вони антикомутують при
µ 6= ν. Отже, у скiнченновимiрному випадку їх можна виразити у виглядi ма-
триць(матриць Дiрака ). Якщо у просторi, де дiють матрицi γµ, вибрати деяку
матрицю O, яка має обернену O−1, i побудувати новi матрицi

γ′µ = ±OγµO−1, (5.5)

то легко перевiрити, що матрицi (5.5) задовольняють таким же антикомутацiй-
ним спiввiдношенням (5.4). Тому представлення антикомутацiйних спiввiдно-
шень (5.4) може бути задане з точнiстю до невиродженого перетворення (5.5).
Отже, тепер можна вимагати, щоб функцiї поля, якi задовольняють рiвняння
Клейна–Гордона–Фока (4.6), задовольняли також одному iз рiвнянь першого
порядку

(iγµ∂µ + m)ψ(x) = 0 (5.6)
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або

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. (5.7)

Рiвняння (5.6),(5.7) є менш загальними, нiж рiвняння (4.6), i тому мiстять
бiльш детальну iнформацiю про частинки, що описуються полем ψ(x). За основ-
не рiвняння для ψ(x) приймають рiвняння (5.7). Через матричний характер
оператора iγµ∂µ функцiя ψ(x) є багатокомпонентною, а число її компонент ви-
значається рангом матрицi γµ. У наступному пiдпунктi визначимо ранг матриць
γµ i встановимо їх властивостi.

5.1.2. Властивостi матриць Дiрака. Спряжене рiвняння

Завдяки тому, що iндекси µ, ν приймають скiнченне число значень 0, 1, 2, 3,
використовуючи (5.4), можна побудувати всеможливi добутки та лiнiйнi комбi-
нацiї цих добуткiв з усiма можливими комплексними коефiцiєнтами. Отримана
таким чином множина буде iнварiантною вiдносно операцiй додавання i множе-
ння на комплекснi числа, тобто утворюватиме деяку а л г е б р у A над полем
комплексних чисел C. Скористаємося вiдомим фактом iз теорiї представлень ал-
гебри (див., наприклад, [18]), що ранг n незвiдного матричного представлення
пов’язаний iз числом N лiнiйно-незалежних елементiв алгебри A спiввiдноше-
нням:

N = n2. (5.8)

Утворимо за допомогою γµ, µ = 0, 3, шiстнадцять матриць Γi, i = 1, 16, що
є усiма можливими добутками матриць γµ i уявної одиницi:

1I =
1

4
gνµγνγµ, iγµ, σµν := iγµγν =

1

2
i(γµγν − γνγµ) (µ < ν),

γ5 := −iγ0γ1γ2γ3, Dµ := γµγ5 (µ = 0, 1, 2, 3). (5.9)

Усi останнi добутки можна звести до цих шiстнадцяти за допомогою (5.4).
Доведемо три основнi властивостi матриць Γi:

1. Γ2
i = 1, ΓiΓj = ζΓk, i 6= j, i, j, k = 1, 16, ζ = ±1 або ± i(i =

√−1).

Цi властивостi легко перевiрити, використовуючи (5.4):

2. Tr Γi = 0, i = 2, 16.

Ця властивiсть випливає з iнварiантностi слiду вiд добутку матриць вiдносно
циклiчних перестановок

Tr ABC = Tr BCA = Tr CAB.

Дiйсно, користуючись тим, що 1I = gµµγµγµ (немає сумування) i спiввiдношен-
нями (5.4) при µ 6= ν, маємо

Tr γν = gµµTr γνγµγµ = gµµTr γµγνγµ =

= −gµµTr γνγµγµ = −Tr γν ,
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що можливо тiльки при Tr γν = 0. Аналогiчно отримаємо

Tr γ0γ1γ2γ3 = Tr (γ1γ2γ3γ0) = −Tr (γ0γ1γ2γ3) = 0,

Tr γµγ5 = Tr γ5γµ = −Tr γµγ5 = 0,

оскiльки γµ i γ5 антикомутують, що випливає з означення γ5 i спiввiдношень
(5.4). I, нарештi, при µ 6= ν з властивостей слiду i комутацiї (5.4) випливає:

Tr γµγν = Tr γνγµ = −Tr γµγν = 0.

3. Матрицi Γi, i = 1, 16, лiнiйно незалежнi, тобто

16∑
i=1

αiΓi = 0

тiльки тодi, коли всi числа αi, i = 1, 16, тотожно рiвнi нулю. Дiйсно, обраховую-
чи операцiю слiду вiд обох частин останньої рiвностi i враховуючи властивiсть
2, одержуємо, що α1 ≡ 0. Далi, домножуючи цю рiвнiсть на Γk, k = 2, 16, i вра-
ховуючи властивостi 1 i 2, маємо αk ≡ 0. Отже, алгебру A можна побудувати
за допомогою 16-ти лiнiйно незалежних матриць Γi, якi утворюють базис. Тому
згiдно з виразом (5.8) n2 = 16, а n = 4. Як було зауважено: конкретний вигляд
матриць γµ, що задовольняють спiввiдношенням (5.4), може бути заданий iз
точнiстю до невиродженого перетворення (5.5). Найбiльш часто зустрiчаються
такi представлення:

γ0 =

(
1I O
O −1I

)
, γk =

(
O σk

−σk O

)
, γ5 ≡ −γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 =

(
O −1I
−1I O

)
,

(5.10)
у яких дiагональною є матриця γ0, i

γ0 =

(
O 1I
1I O

)
, γk =

(
O σk

−σk O

)
, (5.11)

у якому дiагональною є матриця1) γ5 = −
(

1 0
0 −1

)
, а σk–матрицi Паулi (1.25).

Всi останнi представлення можна отримати з (5.10),(5.11) за допомогою пе-
ретворення (5.5). Представлення (5.11) iнколи називають представленням Вей-
ля.

Зауваження 5.1.

Вибiр базису Γi так само, як i матриць γµ, не є однозначним. Тому у лi-
тературi формули для одних i тих самих величин можуть вiдрiзнятись
множниками ±1 або ±i. Для перевiрки знаку треба завжди з’ясувати,
з яким конкретним представленням матриць γµ ви маєте справу.

1)У монографiї [102] γ5 = −γ5 = γ0γ1γ2γ3
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Крiм матриць γµ, часто зустрiчаються матрицi αk, β, σk, ρk, якi безпосере-

дньо пов’язанi з матрицями γµ спiввiдношеннями, якi у рiзних авторiв можуть
вiдрiзнятися знаком або множником ±i,–

αk = γ0γk, β = γ0, σk = γ5γkγ0, ρ1 = −γ5, ρ2 = iγ0γ5, ρ3 = γ0. (5.12)

На завершення цього пункту зауважимо, що внаслiдок перетворення (5.5),
вибираючи O = γ5, можна змiнити знак перед γµ, i тодi рiвняння (5.6) i (5.7)

помiняються мiсцями. Польова функцiя ψ(x) є комплексною. Рiвняння для
∗
ψ(x)

можна отримати зi спiввiдношення (5.7), якщо врахувати правило ермiтового
спряження матриць γµ:

∗
γ 0 = γ0,

∗
γ k = −γk, k = 1, 2, 3, (5.13)

що випливає з (5.10) i (5.11). Тодi з (5.7) отримаємо рiвняння:

i∂µ

∗
ψ gµµγµ + m

∗
ψ = 0. (5.14)

Для того, щоб зберегти вигляд, подiбний виразу (5.7), домножимо справа (5.14)
на γ0. Тодi, визначаючи функцiю:

ψ̄(x) =
∗
ψ(x)γ0, (5.15)

яка називається дiракiвськи спряженою функцiєю, отримаємо для неї рiвняння

i∂µψ̄(x)γµ + mψ̄(x) = 0. (5.16)

Функцiю ψ(x) зручно розглядати як 4-компонентний стовпчик, який будемо
називати 4-компонентним с п i н о р о м:

ψ(x) =




ψ1(x)
...
ψ4(x)


 . (5.17)

Тодi
∗
ψ буде мати вигляд стрiчки або транспонованого спiнора з комплексно

спряженими компонентами:

∗
ψ(x) = (

∗
ψ1(x), . . . ,

∗
ψ4(x)), (5.18)

а рiвняння (5.7) або (5.16) можна записати як систему рiвнянь для компонент
ψα(x), α = 1, 4:

(iγµ
αβ∂µ −mδαβ)ψβ(x) = 0. (5.19)
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5.2. Релятивiстська iнварiантнiсть

Фiзичнi явища, якi описуються рiвнянням Дiрака, не повиннi залежати вiд си-
стеми вiдлiку, що означає iнварiантнiсть їх вiдносно перетворень (1.20). Ця ви-
мога задає правила перетворення функцiй поля ψ(x) i ψ̄(x). У цьому пiдроздiлi
ми проведемо дослiдження лоренц-iнварiантностi рiвняння (5.7) вiдносно пере-
творень (1.20) i встановимо його зв’язок з представленнями неоднорiдної групи
Лоренца.

5.2.1. Трансформацiйнi властивостi спiнорного поля

Згiдно з (4.7) i (4.7’) ∂ν = Λµ
ν∂

′
µ або у матричнiй формi ∂ = ΛT ∂′ . Тому опе-

ратор iγν∂ν переходить в оператор iγνΛµ
ν∂

′
µ. Нехай перетворення функцiї ψ(x)

задається формулою
ψ′(x′) = S(Λ, a)ψ(x), (5.20)

де S(Λ, a)—матриця з коефiцiєнтами, що залежать вiд параметрiв (Λ, a) i задо-
вольняє групову властивiсть

S(Λ2, a2)S(Λ1, a1) = S(Λ2Λ1, Λ2a1 + a2), S(1I, 0) = 1I.

Ця рiвнiсть є наслiдком того, що матрицi S(Λ, a) при рiзних (Λ, a) задають
представлення групи Пуанкаре у просторi, до якого належать функцiї ψ(x).

Матрицю S(Λ, a) будемо шукати, дотримуючись вимоги, щоб рiвняння для
ψ′(x′) у системi вiдлiку {x′} (x′µ = Λµ

νx
ν + aµ) мало такий самий вигляд, як

i рiвняння (5.7) для ψ(x) у системi вiдлiку {x}. Пiдставимо у (5.7) ψ(x) =
S−1(Λ, a)ψ′(x′), а замiсть оператора Дiрака iγν∂ν − m оператор iγνΛµ

ν∂
′
µ − m.

Тодi маємо, що
(iγνΛµ

ν∂
′
µ −m)S−1(Λ, a)ψ′(x′) = 0. (5.21)

Домноживши вираз (5.21) на S(Λ, a) злiва, отримаємо

(iS(Λ, a)γνΛµ
νS

−1(Λ, a)∂′µ −m)ψ′(x′) = 0.

Легко пересвiдчитися: для того, щоб для ψ′(x′) рiвняння Дiрака мало вигляд
(5.7), треба, щоб

S(Λ, a)γνΛµ
νS

−1(Λ, a) = γµ

або
Λµ

νγ
ν = S−1(Λ, a)γµS(Λ, a). (5.22)

Щоб знайти явний вигляд матрицi S(Λ, a), скористаємося груповою власти-
вiстю цих матриць як таких, що задають представлення групи Пуанкаре, i тим
фактом, що довiльне перетворення неоднорiдної групи Лоренца x′ = Lx = Λx+a
можна подати у виглядi добутку двох перетворень: чистого лоренцового пово-
роту Λx, а потiм трансляцiї на 4-вектор a. Вiдповiдно до цього матрицю S(Λ, a)
будемо шукати у виглядi

S(Λ, a) = S(1I, a)S(Λ, 0) := S(1I, a)S(Λ).
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Завдяки тому, що для чистих трансляцiй ∂′µ = ∂µ, то з вимоги лоренц-
iнварiантностi випливає, що S(1I, a) = 1I, а тому досить визначити матрицю
S(Λ).

Згiдно iз зауваженням 1.1, щоб знайти S(Λ) для загального лоренцового
перетворення, досить знайти цю матрицю для власної ортохронної неперервної
пiдгрупи, тобто коли Λ ∈ L ↑

+, i дискретних перетворень P̂ , T̂ , P̂ T̂ (див. (1.17) –
(1.19)).

Розглянемо спершу нескiнченно малi (0 < ε << 1) лоренцовi 4-повороти:

Λ = 1I + ελ, x′µ = xµ + ελµ
νx

ν . (5.23)

З умови (1.12) випливає, що λµν = −λνµ (λµν = gναλµ
α). Матрицю S(Λ) вiдповiд-

но до перетворення (5.23) будемо шукати у виглядi

S(1I + ελ) = 1I + εT, S−1(1I + ελ) = 1I− εT. (5.24)

Тодi рiвняння (5.22) набуде вигляду

γµ + ελµ
νγ

ν = (1I− εT )γµ(1I + εT ).

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових ступенях ε i нехтуючи нескiнченно
малою величиною порядку ε2, отримаємо

γµT − Tγµ = λµ
νγ

ν . (5.25)

Покажемо, що рiвняння (5.25) має єдиний розв’язок iз точнiстю до адитивного
члена, рiвного матрицi, що кратна одиничнiй.

Дiйсно, якщо iснує iнша матриця T ′, для якої

γµT ′ − T ′γµ = λµ
νγ

ν , (5.26)

тодi, вiднiмаючи (5.26) вiд (5.25), маємо

γµ(T − T ′)− (T − T ′)γµ = 0.

Отже, матриця T − T ′ комутує з усiма матрицями γµ, а значить, i з усiєю
алгеброю A . Тодi за вiдомою лемою Шура (див., наприклад, [18]) вона кратна
одиничнiй матрицi. Якщо прийняти умову Tr T = 0 (що еквiвалентно норму-
ванню det S = 1, бо det Λ = 1 для Λ ∈ L ↑

+), то для таких матриць розв’язок
рiвняння (5.25) буде єдиним. Безпосередньою перевiркою, використовуючи пра-
вило комутацiї матриць γµ (5.4), легко перевiрити, що

T =
1

4
λµνγ

µγν , (5.27)

а Tr T = 0.
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Формула (5.27) дає змогу отримати вигляд довiльного власного ортохрон-
ного перетворення. Очевидно, що для цього досить встановити вигляд опера-
тора S(Λ) для довiльних поворотiв у площинах (xα, xβ), α, β = 0, 3. Нехай (на-
приклад, у площинi (xα, xβ)) такий поворот характеризується кутом повороту
λαβ ≡ θ. Тодi, враховуючи що λβα = −θ, а всi λµν = 0, якщо µ 6= α, ν 6= β або
µ 6= β, ν 6= α, з формули (5.27) отримаємо

T =
1

2
θγαγβ := θT αβ. (5.28)

Побудуємо оператор S(Λ) = Sαβ(θ) = S(θ) у випадку, коли кут θ не є нескiнчен-
но малий. Знову скористаємося груповою властивiстю S(θ1 + θ2) = S(θ2)S(θ1)
i виведемо диференцiальне рiвняння для матрицi S(θ). Для цього розглянемо
θ1 = θ, а θ2 = ∆θ. У цьому разi маємо

S(θ + ∆θ)− S(θ)

∆θ
=

S(θ)(S(∆θ)− 1)

∆θ
=

S(θ)T αβ∆θ

∆θ
.

Тодi у границi ∆θ → 0 знаходимо

dS(θ)

dθ
= S(θ)Tαβ = TαβS(θ), S(θ) = 1I.

Звiдки
S(θ) = eθT αβ

= e
1
2
θγαγβ

. (5.29)

Матрицю S(Λ), що вiдповiдає довiльному повороту, можна отримати як су-
перпозицiю матриць, що вiдповiдають поворотам у кожнiй iз площин (xα, xβ),
(α, β) = 0, 3.

Розглянемо тепер два важливi частковi випадки. Спершу розглянемо пе-
ретворення, що вiдповiдають тривимiрним евклiдовим поворотам у площинах
(xk, xl), k, l = 1, 3 на кут θkl = θ:

x′k = xk cos θ − xl sin θ, x′l = xl cos θ + xk sin θ.

Вiдповiдна матриця Tkl згiдно з (5.28) має вигляд

T kl =
1

2
γkγl. (5.30)

Пiдставляючи (5.30) у вираз (5.29), розкладаючи експоненту в ряд Тейлора i
користуючись спiввiдношеннями (5.4) для матриць γk, легко порахувати, що

S(θ) = S(θkl) = 1I · cos
θ

2
+ γkγl sin

θ

2
. (5.31)

Розглянемо тепер перетворення Лоренца, що вiдповiдають просторово-
часовим перетворенням, тобто поворотам у площинах (x0, xk) на кут θ0k = θ:

x′0 = x0ch θ − xksh θ, x′k = xkch θ − x0sh θ.
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Аналогiчно з (5.28) знаходимо

T 0k = −1

2
γ0γk,

i, вiдповiдно, матриця S(θ) має вигляд

S(θ) = S(θ0k) = 1I · ch θ

2
− γ0γksh

θ

2
. (5.32)

Щоб остаточно завершити побудову матрицi S(Λ) для довiльного перетворе-
ння Лоренца Λ, залишилось розглянути дискретнi перетворення (1.17) – (1.19),
тобто P̂ , T̂ i P̂ T̂ перетворення. Легко бачити, що при перетвореннi (1.17), тоб-
то просторовому вiддзеркаленнi P̂ , оператор Дiрака iγ0∂′0 + iγk∂

′
k − m стає

iγ0∂0 − iγk∂k −m. Тому рiвняння Дiрака знову буде мати вигляд (5.7), якщо

ψ′(x′) = S(Λis)ψ(x) = ηP̂
ψ γ0ψ(x), (5.33)

де ηP̂
ψ = ±1, або ±i, оскiльки, якщо домножити його злiва на γ0, то

γ0(iγ0∂0 − iγk∂k −m)γ0 = (iγ0∂0 + iγk∂k −m) = (iγµ∂µ −m).

Аналогiчнi мiркування приводять до того, що при часових вiддзеркаленнях T̂
(1.18):

ψ′(x′) = S(Λit)ψ(x) = ηT̂
ψγ1γ2γ3ψ(x) = ηT̂

ψγ0γ5ψ(x). (5.34)

Зауваження 5.2. При часових вiддзеркаленнях (1.18) можливе iнше тлу-
мачення iнварiантностi, а саме тодi, коли рiвняння (5.7) для перетвореного
спiнора ψ′(x′) збiгається з рiвнянням (5.16) для дiракiвськи спряженого спiнора
ψ̄(x). У цьому випадку часовiй iнверсiї (1.18) вiдповiдає антилiнiйне перетво-
рення:

ψ′(x′) = ηT̂
ψγ1γ3γ0ψ̄T (x). (5.35)

У цьому легко пересвiдчитись, якщо врахувати властивостi матриць γµ при
операцiї транспонування (див. (5.10) – (5.11),(1.25)):

γ0T

= γ0, γ1T

= −γ1, γ2T

= γ2, γ3T

= −γ3. (5.36)

Дiйсно, тодi рiвняння (iγµ∂′µ −m)ψ′(x′) = 0 перетворюється у рiвняння

(−iγ0∂0 + iγ1∂1 + iγ2∂2 + iγ3∂3 −m)γ1γ3γ0ψ̄T (x) = 0.

Домножуючи його злiва на γ1γ3γ0 i враховуючи властивостi матриць γµ (5.4)
i (5.36), отримаємо

(iγµ∂µ + m)T ψ̄T (x) = 0,

що збiгається з транспонованим виглядом рiвняння (5.16).
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Далi буде з’ясовано, що саме антилiнiйне перетворення (5.35) вiдповiдає
фiзично правильному вибору перетворення електронно-позитронного поля при
часових вiдзеркаленнях.

Перетворення дiракiвськи спряженого спiнора, що вiдповiдає (5.35), мати-
ме вигляд

ψ̄′(x′) = − ∗
η T̂

ψψT (x)γ1γ3γ0. (5.37)

Зрозумiло, що
S(Λist) = S(ΛitΛis) = S(Λit)S(Λis).

Вибiр константи зробимо тодi, коли визначимо перетворення зарядового спря-
ження.

На завершення цього пiдпункту зауважимо, що з формули (5.31) легко вста-
новити двозначнiсть представлення S(Λ), оскiльки S(0) = 1I, а повному пово-
роту на кут θ = 2π вiдповiдає матриця S(2π) = −1I. Величини, що перетво-
рюються за двозначним лiнiйним представленням групи Лоренца, називаються
спiнорами.

I, нарештi, запишемо закон перетворення спiнора ψ(x) для довiльного нео-
днорiдного перетворення Лоренца як функцiї, тобто в однiй i тiй самiй точцi x
простору Мiнковського:

ψ′(x) = S(Λ, a)ψ(Λ−1(x− a)), (5.38)

де S(Λ, a) визначаються формулами (5.31) i (5.32) залежно вiд вигляду пере-
творення.

5.2.2. Про звiднi та незвiднi спiнорнi представлення

У пунктi 1.4 було коротко проаналiзовано представлення D1/2,0 та D0,1/2 гру-
пи Лоренца. Польовi функцiї, якi перетворюються за цими представленнями,
є 2-компонентними спiнорами. У зв’язку з цим виникає питання, яке вiдно-
шення мають 4-компонентнi спiнори Дiрака до 2-компонентних спiнорiв, якi
перетворюються за незвiдними представленнями. Виявляється, що представле-
ння (5.31) i (5.32), що вiдповiдають власним ортохронним перетворенням, тобто
пiдгрупi L ↑

+, є звiдними. Щоб у цьому переконатись, зручно використати пред-
ставлення γ матриць у виглядi (5.11). Тодi легко пiдрахувати, користуючись
формулами (5.31),(5.32), що вiдповiднi матрицi мають вигляд

S(θ) =

(
S1(θ) O
O S2(θ)

)
,

де Si(θ), i = 1, 2 – матрицi 2× 2.
Аналогiчний вигляд має також матриця T (5.27), у чому можна пересвiдчи-

тись прямим пiдрахунком. Матриця S(θ) дiє на 4-компонентний спiнор ψ (5.17)
таким чином, що компоненти {ψ1, ψ2} i компоненти {ψ3, ψ4} перетворюються
незалежно, що й означає: представлення (5.31), (5.32) є звiдним. Проте якщо
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розглядати повну групу Лоренца, то треба врахувати також просторовi та ча-
совi вiддзеркалення (див. (5.33), (5.34)). Такi перетворення переставляють дво-
компонентнi спiнори, що перетворюються за представленнями D1/2,0 i D0,1/2, мi-
сцями, i для того, щоб теорiя була iнварiантна вiдносно цих перетворень, треба
розглядати 4-компонентнi спiнори. Отже завершуємо розгляд релятивiстської
iнварiантностi спiнорних полiв вивченням трансформацiйних властивостей бiлi-
нiйних форм ψ̄(x)Oψ(x), де O – деяка невироджена матриця. Такi форми часто
зустрiчаються при побудовi рiзних фiзичних величин.

5.2.3. Трансформацiйнi властивостi бiлiнiйних форм ψ̄Oψψ̄Oψψ̄Oψ

Розглянемо спершу, як перетворюється спряжений за Дiраком спiнор при ло-
ренцових поворотах та вiддзеркаленнях. Будемо виходити з означення ψ̄(x) =
∗
ψ(x)γ0 i законiв трансформацiї (5.20). Тодi

ψ̄′(x′) = (S(Λ)ψ(x))∗γ0 =
∗
ψ(x)

∗
S(Λ)γ0 = ψ̄(x)γ0

∗
S(Λ)γ0.

Покажемо, що
γ0

∗
S(Λ)γ0 = S−1(Λ). (5.39)

Щоб довести формулу (5.39), досить встановити її справедливiсть для без-
межно малих перетворень Λ, тобто для матрицi 1I+εT . Для цього треба довести,
що

γ0
∗
T γ0 = −T,

а це випливає з формули

γ0
∗
T γ0 = γ0

(
1

4
λµνγ

µγν

)∗
γ0 =

1

4
λµνγ

0
∗
γ ν

∗
γ µγ0 =

=
1

4
λµνγ

νγµ = −1

4
λνµγ

νγµ = −T,

де використали спiввiдношення (5.13), (5.4) i антисиметричнiсть λµν . Тодi оста-
точно одержуємо

ψ̄′(x′) = ψ̄(x)S−1(Λ). (5.40)

При вiддзеркаленнi просторових координат запишемо

ψ̄′(x′) = (ηP̂
ψ γ0ψ(x))∗γ0 =

∗
ηP̂

ψ ψ̄(x)γ0 = ψ̄(x)S−1(Λis).

I, нарештi, при часовому вiддзеркаленнi маємо
1. Для лiнiйних перетворень (5.34):

ψ̄′(x′) = ψ̄(x)γ0(ηT̂
ψγ1γ2γ3)∗γ0 = −∗

ηT̂
ψψ̄(x)γ0γ3γ2γ1γ0 = −ψ̄(x)γ1γ2γ3,
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тобто закон трансформацiї має вигляд

ψ̄′(x′) = −ψ̄(x)S−1(Λit). (5.41)

Отже, з формул (5.20), (5.40) i (5.41) випливає, що при довiльних лоренцових
перетвореннях

ψ̄′(x′)Oψ′(x′) = ±ψ̄(x)S−1(Λ)OS(Λ)ψ(x). (5.42)

2. Для антилiнiйних перетворень (5.35), (5.37):

ψ̄′(x′)Oψ′(x′) = −|ηT̂
ψ |2ψT (x)γ1γ3γ0Oγ1γ3γ0ψ̄T (x) =

= −ψT (x)(γ1γ3γ0OT γ1γ3γ0)T ψ̄T (x) =

= −[ψ̄(x)(γ1γ3γ0OT γ1γ3γ0)ψ(x)]T =

= −ψ̄(x)(γ1γ3γ0OT γ1γ3γ0)ψ(x).

Розглянемо частиннi випадки:
1. O = 1.
Тодi з виразу (5.42) видно, що при лоренцових поворотах бiлiнiйна форма

ψ̄(x)ψ(x) перетворюється як скаляр, при часовому вiддзеркаленнi, що вiдповiд-
ає лiнiйним перетворенням (5.34), як псевдоскаляр, а для антилiнiйних пере-
творень (5.35)– знову як скаляр, оскiльки (γ1γ3γ0)2 = −1I, а |ηT̂

ψ |2 = 1.
2. O = γµ.
Тодi з формули (5.42) i (5.22) маємо

ψ̄′(x′)γµψ′(x′) = ±Λµ
ν ψ̄(x)γνψ(x),

тобто при лоренцових поворотах величина ψ̄(x)γµψ(x) перетворюється як зви-
чайний 4-вектор, а по вiдношенню до часового вiдзеркалення вона є псевдове-
ктором (для лiнiйного перетворення (5.34)).

3. O = γ5.
Виходячи з означення матрицi γ5 = γ0γ1γ2γ3 i формули (5.22), легко пора-

хувати, що
ψ̄′(x′)γ5ψ′(x′) = ψ̄(x)S−1(Λ)γ0γ1γ2γ3S(Λ)ψ(x) =

=
1

4!
Λµ

αΛν
βΛρ

δΛ
σ
ε εµνρσψ̄(x)γαγβγδγεψ(x) = (det Λ)ψ̄(x)γ5ψ(x), (5.43)

де використано спiввiдношення

γ5 = γ0γ1γ2γ3 =
1

4!
εµνρσγ

µγνγργσ

i
(det Λ)εαβγδ = εµνρσΛµ

αΛν
βΛρ

γΛ
σ
δ ,

а εαβγδ—повнiстю антисиметричний одиничний тензор з ε0123 = 1.
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З формули (5.43) видно, що величина ψ̄γ5ψ перетворюється як скаляр при
власних (det Λ = +1) перетвореннях Лоренца i як псевдоскаляр при всiх пере-
твореннях з det Λ = −1.

4. O = γ5γµ.
Аналогiчним чином форма ψ̄γ5γµψ при лоренцових поворотах перетворює-

ться як 4-вектор, а при вiддзеркаленнях змiнює знак, тобто перетворюється як
псевдовектор.

5. O =
i

2
(γµγν − γνγµ) = σµν . (5.44)

Цю величину називають матричним тензором спiну.
З тих самих мiркувань можна показати, що величини ψ̄σµνψ є компонентами

антисиметричного коварiантного тензора (псевдотензора) другого роду i т.д.
Знаючи трансформацiйнi властивостi бiлiнiйних форм ψ̄Oψ, можна будува-

ти довiльнi iнварiантнi величини, що описують взаємодiї рiзних полiв.

5.3. Розв’язки рiвняння Дiрака

5.3.1. Структура розв’язкiв в iмпульсному просторi

Як вже вiдзначалося у п. 5.1.1, розв’язки рiвняння Дiрака (5.7) є одночасно
розв’язками рiвняння Клейна–Гордона–Фока (4.6) i тому їх можна записати у
такому виглядi

ψ(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk eik·xδ(k2 −m2)ψ̃(k). (5.45)

Щоб знайти ψ̃(k), пiдставимо (5.45) у рiвняння (5.7). Тодi отримаємо, що

1

(2π)3/2

∫
dk eik·xδ(k2 −m2)(iγµikµ −m)ψ̃(k) = 0.

Внаслiдок єдиностi перетворення Фур’є знаходимо, що

δ(k2 −m2)(γµkµ + m)ψ̃(k) = 0,

звiдки
(k̂ + m)ψ̃(k)|k2=m2 = 0. (5.46)

Крiм того, так само, як i для розв’язкiв рiвняння Клейна–Гордона–Фока
(див. формули (4.20) – (4.22)), запишемо поле ψ(x) у виглядi суми додатно i
вiд’ємно-частотних складових:

ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x), (5.47)

ψ±(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk e±ik·xψ±(k), (5.48)

де

ψ±(k) =
ψ̃(±k0,±k)

2k0
, k0 = +

√
k2 + m2. (5.49)
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Нагадаємо, що формули (5.47) – (5.49) легко отримати з (5.45), застосовуючи
формулу (4.19). Тодi з виразiв (5.46) i (5.49) маємо рiвняння для ψ±(k):

(k0γ0 − k · γ + m)ψ+(k) = 0, (5.50)

(−k0γ0 + k · γ + m)ψ−(k) = 0. (5.51)

Розглянемо спершу рiвняння (5.51). Домножуючи його на γ0 i враховуючи
(5.4) i (5.12), маємо

(k · α + mγ0)ψ−(k) = k0ψ−(k), k0 =
√

k2 + m2. (5.52)

Будемо шукати розв’язок у виглядi

ψ−(k) =

(
ψ−1 (k)
ψ−11(k)

)
,

де ψ1(k) i ψ−11(k)—двокомпонентнi спiнори, а представлення для матриць γµ

виберемо у виглядi (5.10). Тодi рiвняння (5.52) запишеться так:
[
k ·

(
0 σ
σ 0

)
+ m

(
1I 0
0 −1I

)] (
ψ−1 (k)
ψ−11(k)

)
= k0

(
ψ−1 (k)
ψ−11(k)

)
,

а рiвняння для двокомпонентних спiнорiв ψ−1 (k) i ψ−11(k) будуть мати вигляд:

k · σψ−11(k) + mψ−1 (k) = k0ψ−1 (k), (5.53)

k · σψ−1 (k)−mψ−11(k) = k0ψ−11(k). (5.54)

З рiвняння (5.54) виходить, що

ψ−11(k) =
k · σ

k0 + m
ψ−1 (k). (5.55)

Пiдставляючи вираз (5.55) у (5.53), отримаємо

(k · σ)2

k0 + m
ψ−1 (k) + mψ−1 (k) = k0ψ−1 (k). (5.56)

Користуючись (1.25), легко обрахувати, що (k· σ)2 = k2, а (5.65) набуде вигляду

k2 + m2 − k02

k0 + m
ψ−1 (k) = 0. (5.57)

Внаслiдок того, що k0 =
√

k2 + m2, рiвняння (5.57) тотожно обертається в
нуль для довiльних ψ−1 (k). Отже, загальним розв’язком рiвняння (5.51) є 4-
компонентний спiнор

ψ−(k) =




ψ−1 (k)

k · σ

k0 + m
ψ−1 (k)


 , (5.58)
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де ψ−1 (k)—довiльний 2-компонентний спiнор.
Зовсiм аналогiчно можна отримати розв’язок рiвняння (5.50). Його можна

записати так:

ψ+(k) =




k · σ

k0 + m
ψ+

11(k)

ψ+
11(k)


 , (5.59)

де ψ+
11(k)—довiльний 2-компонентний спiнор.

5.3.2. Класифiкацiя розв’язкiв. Спiральнiсть

Рiвняння (5.50) i (5.51) можна записати у виглядi рiвняння для власних значень
(так само, як (5.52)):

H(±k)ψ±(k) = ±k0ψ±(k),

де
H(k) = γ0γnkn + mγ0 = α · k + mγ0

можна iнтерпретувати як оператор Гамiльтона вiльної дiраковської частинки.
При цьому так само, як i при розглядi рiвняння Клейна–Гордона–Фока, вини-
кають труднощi з iнтерпретацiєю розв’язкiв з вiд’ємною енергiєю для вiльної
частинки. Це питання буде розглянуто у п. 5.3.4, а зараз повернемося до питання
вибору довiльних 2-компонентних спiнорiв ψ−1 (k) i ψ+

11 у виразах (5.58) i (5.59).

Довiльний 2-компонентний спiнор v =

(
v1

v2

)
можна розкласти, наприклад, за

двома лiнiйно-незалежними 2-компонентними спiнорами
(

1
0

)
i
(

0
1

)
. Цей факт

вказує на те, що частинки при фiксованому значеннi k0 можуть перебувати у
двох рiзних станах. Покажемо, що цi стани пов’язанi з двома можливими про-
екцiями спiна на напрямок руху частинки, що є iнтегралами руху. Так само,
як i у квантовiй механiцi, вектор-оператор спiну пропорцiйний вектор-матрицi
Паулi σ або, точнiше, враховуючи обидва значення знака енергiї ±k0, вектор-
матрицi

Σ =




σ O

O σ


 . (5.60)

Тодi легко зрозумiти, що оператор, який вiдповiдає проекцiї спiну на напрям
руху, можна записати у виглядi

S(k) =
Σ · k
|k| . (5.61)

Цей оператор називається оператором спiральностi. Вiн комутує з операто-
ром Гамiльтона H(k). Дiйсно,

[H(k), S(k)]− =

[(
0 σ
σ O

)
· k + m

(
1I O
O −1I

)] (
σ O
O σ

)
· k

|k|−
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−
(

σ O
O σ

)
· k

|k|
[(
O σ
σ O

)
· k + m

(
1I O
O −1I

)]
=

=
1

|k|
(

O ( σ · k)2

( σ · k)2 O

)
+

m

|k|
(

( σ · k) O
O ( σ · k)

)
−

− 1

|k|
(

O ( σ · k)2

( σ · k)2 O

)
− m

|k|
(

( σ · k) O
O ( σ · k)

)
= 0.

Цей факт свiдчить про те, що S(k) i H(k) мають спiльнi власнi вектори. А
спiввiдношення

S2(k) =
1

|k|2
(

( σ · k)2 O
O ( σ · k)2

)
=

(
1I O
O 1I

)

вказує на те, що власнi значення оператора S(k) дорiвнюють ±1 внаслiдок ермi-
товостi оператора S(k). Будемо вимагати, щоб розв’язки (5.58) (або (5.59)) були
власними функцiями оператора i спробуємо знайти такi значення довiльних 2-
компонентних спiнорiв ψ−1 (k) (або ψ+

11(k)), якi б вiдповiдали власним числам
±1. Проробимо це спершу для ψ−(k). Отже,

S(k)ψ−(k) = ±ψ−(k). (5.62)

З виразiв (5.58) i (5.60) знаходимо, що

σ · k
|k| ψ−1 (k) = ±ψ−1 (k),

σ · k
|k| · σ · k

k0 + m
ψ−1 (k) = ± σ · k

k0 + m
ψ−1 (k).

(5.63)

Зрозумiло, що друге рiвняння є наслiдком першого. Знайдемо розв’язки рiв-
нянь (5.63). Позначимо одиничний вектор напрямку руху через n = k/|k| =
(n1, n2, n3). Тодi рiвняння (5.63) для двох компонент спiнора

ψ−1 (k) =




ψ−1;1(k)

ψ−1;2(k)




запишеться у виглядi однорiдної системи двох лiнiйних рiвнянь, якi легко отри-
мати, враховуючи явний вигляд матриць Паулi (1.25):

(n3 ∓ 1)ψ−1;1(k) + (n1 − in2)ψ
−
1;2(k) = 0

(n1 + in2)ψ
−
1;1(k) + (−n3 ∓ 1)ψ−1;2(k) = 0.

Однорiдна система має нетривiальний розв’язок, якщо визначник системи пе-
ретворюється в нуль. Дiйсно,

∣∣∣∣
n3 ∓ 1 n1 − in2

n1 + in2 −n3 ∓ 1

∣∣∣∣ = 1− n2
3 − n2

2 − n2
1 = 1− n2 = 1− 1 = 0.
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Тодi два лiнiйно незалежнi, нормованi розв’язки, що вiдповiдають власним зна-
ченням λ = ±1 оператора S(k), можна вибрати у виглядi

v1,−
1 (k) =

1√
2(n3 + 1)

(
n3 + 1

n1 + in2

)
для λ = +1 (5.64)

i

v2,−
1 (k) =

1√
2(n3 + 1)

(−n1 + in2

n3 + 1

)
для λ = −1. (5.65)

Зауваження 5.3. Легко пересвiдчитись, що в системi координат k1 =
k2 = 0, k3 = −|k| = −1, розв’язок (5.65) тотожно перетворюється в нуль,
оскiльки n1 = n2 = 0, а n3 = −1. У цьому випадку замiсть розв’язкiв (5.64) –
(5.65) треба взяти iншi нормованi розв’язки:

v1,−
1 (k) =

1√
2(1− n3)

(
n1 − in2

1− n3

)
для λ = +1

v2,−
1 (k) =

1√
2(1− n3)

(
1− n3

−n1 − in2

)
для λ = −1,

якi не можна брати при n3 = 1. А при n3 = −1 вони мають вигляд

v1,−
1 (0, 0,−|k|) =

(
0
1

)
, v2,−

1 (0, 0,−|k|) =

(
1
0

)
.

Враховуючи вирази (5.58) i (5.63) та зауваження 5.3, остаточнi нормованi
розв’язки рiвняння (5.62) для вiд’ємно-частотної компоненти можна записати
у наведеному нижче виглядi.

Для власного значення спiну λ = +1:

v1,−(k) =

√
k0 + m

2k0

1√
2(n3 + 1)




n3 + 1
n1 + in2

|k|
k0 + m

(n3 + 1)

|k|
k0 + m

(n1 + in2)




, n3 6= −1, (5.66)

v1,−(k)|n3=−1 =

√
k0 + m

2k0




0
1
0

|k|
k0 + m




. (5.67)
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Для власного значення спiну λ = −1:

v2,−(k) =

√
k0 + m

2k0

1√
2(n3 + 1)




−n1 + in2

n3 + 1

|k|
k0 + m

(n1 − in2)

|k|
k0 + m

(−n3 − 1)




, n3 6= −1, (5.68)

v2,−(k)|n3=−1 =

√
k0 + m

2k0




1
0

|k|
k0 + m

0




. (5.69)

Рiвняння на власнi значення для додатно-частотної (що вiдповiдає вiд’ємним
значенням енергiї −k0(k0 =

√
k2 + m2)) власної функцiї (5.59)

S(k)ψ+(k) = ±ψ+(k) (5.70)

зводиться до таких самих рiвнянь (5.63) для 2-компонентного спiнора ψ+
11(k),

тобто
ψ+

11(k) = vν,+
11 (k) = vν,−

1 (k), ν = 1, 2.

Тодi, враховуючи (5.59), остаточно запишемо нормований розв’язок рiвняння
(5.70) у виглядi, поданому нижче.

Для власного значення спiну λ = +1:

v1,+(k) =

√
k0 + m

2k0

1√
2(n3 + 1)




|k|
k0 + m

(n3 + 1)

|k|
k0 + m

(n1 + in2)

n3 + 1
n1 + in2




, n3 6= −1, (5.71)

i

v1,−(k)|n3=−1 =

√
k0 + m

2k0




0

|k|
k0 + m

0
1




. (5.72)
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Для власного значення спiну λ = −1:

v2,+(k) =

√
k0 + m

2k0

1√
2(n3 + 1)




|k|
k0 + m

(−n1 + in2)

|k|
k0 + m

(n3 + 1)

n1 − in2

−n3 − 1




, n3 6= −1 (5.73)

i

v2,−(k)|n3=−1 =

√
k0 + m

2k0




|k|
k0 + m

0
1
0




. (5.74)

Отже, 4-компонентнi спiнори (5.67)–(5.72) є власними функцiями операторiв
енергiї H(k) i спiральностi S(k):

H(k)vν,∓(k) = ±k0vν,∓(k), k0 =
√

k2 + m2, ν = 1, 2

S(k)v1,∓(k) = +v1,∓(k), ν = 1

S(k)v2,∓(k) = −v2,∓(k), ν = 2.

(5.75)

Довiльнi додатно i вiд’ємно-частотнi спiнори ψ±(k) можна розкласти за нормо-
ваними спiнорами vν,±(k)

ψ±(k) =
2∑

ν=1

a±ν (k)vν,±(k), (5.76)

як i для спiнора спряженого за Дiраком:

ψ̄±(k) =
2∑

ν=1

∗
a ±

ν (k)v̄ν,±(k), v̄ν,±(k) =
∗
v ν,±(k)γ0, (5.77)

де
∗
a ±

ν (k) = (a∓ν (k))∗,
∗
v ν,±(k) = (vν,∓(k))∗. (5.78)

Тодi остаточнi вирази для полiв ψ(x) i ψ̄(x) матимуть вигляд

ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x),

ψ±(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk e±ik·x

2∑
ν=1

a±ν (k)vν,±(k)
(5.79)
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i
ψ̄(x) = ψ̄+(x) + ψ̄−(x),

ψ̄±(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk e±ik·x

2∑
ν=1

∗
a±ν (k)v̄ν,±(k).

(5.80)

5.3.3. Спiввiдношення мiж спiнорами

Для конкретних обрахункiв потрiбнi можливi спiввiдношення мiж спiнорами
vν,± i

∗
v ν,±. Звичайно, цi спiввiдношення легко отримати з явного вигляду цих

спiнорiв (5.64)–(5.74), а також спiввiдношень (5.78), але цi обрахунки досить
громiздкi, i тому варто виписати деякi найбiльш потрiбнi спiввiдношення у ви-
глядi окремих формул.

Зрозумiло, що нормованi спiнори v1,±(k) i v2,±(k) ортогональнi, оскiльки є
власними векторами самоспряженого оператора спiральностi S(k) вiдповiдно з
власними значеннями +1 i −1. Це спiввiдношення ортогональностi запишеться
у такому виглядi (враховуючи (5.78)):

∗
v ν,±(k)vµ,∓(k) =

4∑
α=1

∗
v ν,±

α (k)vµ,∓
α (k) = δµν , µ, ν = 1, 2. (5.81)

Спiввiдношення, аналогiчне (5.81), для спiнорiв спряження за Дiраком має ви-
гляд:

v̄ν,±(k)vµ,∓(k) = ±m

k0
δµν . (5.82)

Дiйсно, спiнор vµ,−(k) є нормованим розв’язком рiвняння (5.51) i тому

(−k0γ0 + k · γ + m)vµ,−(k) = 0.

Домножуючи це рiвняння злiва на
∗
v ν,+(k), маємо

−k0v̄ν,+(k)vµ,−(k) + kn ∗
v ν,+(k)γnvµ,−(k) + m

∗
v ν,+(k)vµ,−(k) = 0.

Беручи операцiю ермiтового спряження i враховуючи, що (γn)∗ = −γn, n =
1, 2, 3, отримаємо (переставляючи µ та ν)

−k0v̄ν,+(k)vµ,−(k)− kn ∗
v ν,+(k)γnvµ,−(k) + m

∗
v ν,+(k)vµ,−(k) = 0.

Додаючи цi рiвняння i враховуючи (5.81), отримаємо перше спiввiдношення
(5.82). Друге отримується аналогiчно. Так само отримуються спiввiдношення
ортогональностi мiж спiнорами з протилежними значеннями iмпульсiв:

∗
v ν,±(k)vµ,±(−k) = 0. (5.83)
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Для цього треба домножити рiвняння (5.50) для vν,+(k) на v̄µ,+(−k), а рiвняння
(5.51) для vµ,−(−k) на v̄ν,−(k) i в другому рiвняннi виконати операцiю спря-
ження. Аналогiчними прийомами можна отримати ще два такi спiввiдношення
[13]:

∗
v µ,±(k)[(knγm − kmγn)−mγnγm]vν,±(−k) = 0,

3∑
m=1

km[
∗
v µ,±(k)(γmγn − γnγm)vν,∓(k)] = 0.

I, нарештi, завершимо розгляд цього пiдпункту формулами сумування за
спiновим iндексом µ = 1, 2:

∑
µ=1,2

vµ,+
α (k)v̄µ,−

β (k) =
(k̂ −m)αβ

2k0
, (5.84)

∑
µ=1,2

vµ,−
α (k)v̄µ,+

β (k) =
(k̂ + m)αβ

2k0
, (5.85)

k̂ = kµγ
µ; k0 =

√
k2 + m2.

Доведемо, наприклад, (5.84). Розглянемо для цього рiвняння (5.50) для лi-
нiйно незалежного розв’язку vµ,+(k):

(k0γ0 − k · γ + m)vµ,+(k) = 0. (5.86)

Додамо до обох частин (5.86) тотожнiсть (праву частину до правої, а лiву до
лiвої):

−2mvµ,+(k) = −2m
2∑

ν=1

vν,+(k)δµν = 2k0

2∑
ν=1

vν,+(k)v̄ν,−(k)vµ,+(k),

де було використано спiввiдношення (5.82). Тодi маємо

[
2k0

2∑
ν=1

vν,+(k)v̄ν,−(k)− (k̂ −m)

]
vµ,+(k) = 0. (5.87)

З рiвняння (5.87) виходить: матриця, яка стоїть у квадратних дужках або знову
зводиться до оператора k̂ + m = k0γ0− k · γ + m, який перетворює vµ,+ у нуль,
або є тотожна нулю , що є аналогiчним спiввiдношенню (5.84). Перший випадок
приводить до того, що, наприклад, при k = 0:

2∑
ν=1

vν,+(0)v̄ν,−(0) = γ0,
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але, користуючись явним виглядом vµ,±(k) (ф-ли (5.59), (5.72)), легко обраху-
вати:

2∑
ν=1

vν,+(0)v̄ν,−(0) =
1

2
(γ0 − 1I),

що збiгається з формулою (5.84) при k = 0.
Отже, матриця, що стоїть у квадратних дужках у виразi (5.87), є тотожна

нулю, що й доводить спiввiдношення (5.84). Аналогiчно можна отримати спiв-
вiдношення (5.85).

5.3.4. Хвильовi функцiї електрона i позитрона. Операцiя зарядового
спряження

З опису скалярних заряджених частинок видно, що повне поле ϕ(x) не можна
iнтерпретувати як хвильову функцiю частинки. Але якщо вибрати вiд’ємно-
частотну частину ϕ−(x), що вiдповiдає розв’язку з додатною енергiєю за хви-
льову функцiю частинки, то хвильовою функцiєю античастинки буде вiд’ємно-
частотна складова зарядово спряженої функцiї, тобто

ϕc,−(x) = (Ĉϕ)−(x) =
∗
ϕ −(x),

а додатно-частотна частина ϕ+(x) є комплексно спряженою величиною до хви-
льової функцiї античастинки.

Рiвняння Дiрака, так само як i рiвняння Клейна–Гордона–Фока, має розв’яз-
ки з вiд’ємними значеннями енергiї. У цьому легко пересвiдчитись, записавши
рiвняння (5.7) у виглядi рiвняння Шредiнгера. Для цього треба у правiй ча-
стинi рiвняння залишити лише член iγ0∂0 i перенести всi iншi члени у праву
частину, домноживши все рiвняння на матрицю γ0. Внаслiдок цього отримаємо
рiвняння:

i
∂

∂x0
ψ(x) = (−iγ0 γ · ∇ + γ0m)ψ(x). (5.88)

Тодi, згiдно з отриманими розв’язками (5.56), польовi функцiї ψ±∓k(x
0) :=

exp[±ik0x0]ψ±(∓k), що є перетвореннями Фур’є додатно i вiд’ємно-частотних
розв’язкiв ψ±(x), будуть власними функцiями оператора, що стоїть у правiй
частинi рiвняння Шредiнгера (5.88) в iмпульсному просторi

Ĥk = α · k + γ0m, (5.89)

який можна iнтерпретувати як гамiльтонiан вiльної дiракiвської частинки:

Ĥψ±∓k(x
0) = ∓k0ψ±∓k(x

0).

Довгий час фiзична iнтерпретацiя розв’язкiв iз вiд’ємною енергiєю викли-
кала великi труднощi. У 1930 р. Дiрак запропонував свою знамениту “теорiю
дiрок”, яка пiзнiше значно iнiцiювала вiдкриття античастинки для електрона
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(тобто позитрона). Не будемо тут розглядати iсторичний аспект цiєї проблеми
i радимо читачу звернутись до монографiї С. Швебера ([102], Гл. 4, § 7). За-
уважимо тiльки, що фiзична iнтерпретацiя розв’язкiв з вiд’ємною енергiєю для
рiвняння Клейна–Гордона–Фока з’явилась значно пiзнiше, пiсля теорiї рiвняння
Дiрака:

Отже, з таких самих мiркувань за хвильову функцiю електрона можна
прийняти вiд’ємно-частотний розв’язок рiвняння Дiрака

Ψел.(x) = ψ−(x). (5.90)

Щоб з’ясувати фiзичний змiст додатно-частотного розв’язку, знову розглянемо
рiвняння Дiрака у зовнiшньому електромагнiтному полi Aµ(x). Тодi, виконуючи
замiни (4.31) з q = −e (заряд електрона), будемо мати для рiвняння (5.7):

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = −eγµAµ(x)ψ(x), (5.91)

i так само для рiвняння (5.16):

(i∂µψ̄(x)γµ + mψ̄(x)) = +eψ̄(x)γµAµ(x). (5.92)

Рiвняння, що описує поле, яке вiдповiдає частинцi з зарядом +e, тобто ан-
тичастинцi, повинно мати такий самий вигляд (5.91) з +e замiсть −e, тобто

(iγµ∂µ −m)ψc(x) = +eγµAµ(x)ψc(x), (5.93)

де
ψc(x) = Ĉψ(x), (5.94)

а Ĉ—оператор, що вiдповiдає зарядовому спряженню. Рiвняння (5.92) можна
отримати з рiвняння (5.91), якщо його транспонувати, домножити на деяку
невироджену матрицю C, що задовольняє умовi

CγµT C−1 = −γµ (5.95)

i покласти
ψc(x) = Ĉψ(x) := Cψ̄T (x) = C(

∗
ψ(x)γ0)T . (5.96)

Нагадаємо, що ψ̄(x)—це спiнор-стрiчка, а ψ̄T (x) це знову спiнор-стовпчик, як
i ψ(x). Крiм спiввiдношення (5.95), можна отримати ще одну умову на матри-
цю C, яка випливає з вимоги релятивiстської iнварiантностi операцiї зарядового
спряження i полягає в тому, що i спiнор ψ(x), i спiнор ψc(x) повиннi мати одна-
ковi трансформацiйнi властивостi при перетвореннях Лоренца, тобто

ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x),

ψ′c(x′) = S(Λ)ψc(x).
(5.97)
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Тодi, згiдно з (5.95), (5.96),

ψ′c(x′) = S(Λ)Cψ̄T (x), (5.98)

а згiдно з (5.95) i (5.40) записуємо

ψ′c(x′) = Cψ̄′T (x′) = CS−1(Λ)T ψ̄T (x).

Порiвнюючи (5.97) i (5.98), отримуємо

C−1S(Λ)C = S−1(Λ)T .

Зокрема, для безмежно малих лоренцових поворотiв (5.23), (5.24) i (5.27) маємо

C−1

(
1I +

1

4
ελµνγ

µγν

)
C = 1I− 1

4
ελµν(γ

µγν)T .

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти при довiльних параметрах λµν , знаходимо, що
(µ 6= ν)

C−1γµγνC = −γνT γµT .

Враховуючи той факт, що матрицi γµ задовольняють спiввiдношення (5.36),
легко перевiрити, що матриця C може бути вибрана у виглядi

C = γ0γ2. (5.99)

Зауваження 5.4. З наведених вище викладiв зрозумiло, що перетворення
(5.94) можна вибрати i у бiльш загальному виглядi

ψ(x) → ψc(x) = Ĉψ(x) = ηc
ψCψ̄T (x), (5.100)

де з умови Ĉ2 = 1 треба, щоб

ηc
ψ

∗
η c

ψ = |ηc
ψ|2 = 1.

На завершення цього пiдпункту зауважимо, що вiд’ємно-частотний розв’я-
зок ψ(x) рiвняння Дiрака, що є власною функцiєю оператора енергiї в iмпуль-
сному просторi (див. 5.89), можна трактувати як хвильову функцiю електрона,
у той час як вiд’ємно-частотну частину зарядово спряженого спiнора

Ψпоз(x) = ψc,−(x) = γ0γ2(ψ̄−)T = γ0γ2γ0(
∗
ψ −)T (5.101)

як хвильову функцiю позитрона.
Звiдси легко знайти, що

ψ+(x) = ĈΨпоз(x), (5.102)
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тобто додатно-частотний розв’язок, що вiдповiдає вiд’ємним значенням енергiї,
зв’язаний спiввiдношенням (5.102) з хвильовою функцiєю позитрона.

I тепер наведемо явний вигляд зарядово спряжених спiнорiв:

ψc(x) = ψc,+(x) + ψc,−(x),

ψc,±(x) =
1

(2π)3/2

∫
dke±ik·x

2∑
ν=1

∗
a ±ν (k)vc,ν,±(k),

(5.103)

де згiдно з (5.96)
vc,ν,±(k) = C

(
v̄ν,±(k)

)T
. (5.104)

5.3.5. ĈP̂ T̂ -перетворення

У пiдпунктi 5.2.1 показано, що лiнiйнi перетворення (5.33), (5.34) i антилiнiйне
перетворення (5.35) забезпечує iнварiантнiсть рiвняння Дiрака при просторовiй
та часовiй iнверсiї (1.17) та (1.18). Зупинимось бiльш детально на цих перетво-
реннях i виборi множника η.

З формули (5.33) випливає, що можна визначити операцiю просторової iн-
версiї для спiнорiв ψ(x), якi є розв’язками рiвняння Дiрака, формулою

P̂ψ(x) := ψ′(x) = ψP̂ (x) = ηP̂
ψ γ0ψ(x0,−x). (5.105)

Розглянемо також перетворення зарядово спряженого спiнора ψc(x) при
перетвореннi (1.17). Згiдно з визначеннями (5.94), (5.96) перетворений спiнор
ψ′c(x) визначається формулою

ψ′c(x) = Cψ̄′T (x). (5.106)

Тодi, враховуючи визначення (5.15), (5.94) i (5.96) та властивостi (5.95), (5.36),
можна записати

P̂ψc(x) = ψ′c(x) = C(
∗
ψ ′γ0)T = C([ηP̂

ψ γ0ψ(x0,−x)]∗γ0)T =

=
∗
η P̂

ψC
∗
ψ T (x0,−x) =

∗
η P̂

ψCγ0ψ̄T (x0,−x) =

=
∗
η P̂

ψCγ0C−1ψc(x0,−x) = − ∗
η P̂

ψγ0ψc(x0,−x). (5.107)

Для визначення числового множника ηP̂
ψ будемо виходити з того, що подвiй-

на iнверсiя може бути еквiвалентна або тотожному перетворенню, або поворо-
ту на кут θ = 2π. У випадку тотожного перетворення ηP̂

ψ = ±1, а у випадку
повного повороту на кут θ = 2π згiдно з функцiєю (5.31) S(2π) = −1I, а, от-
же, (ηP̂

ψ )2 = −1, тобто ηP̂
ψ = ±i. Щоб визначити, яке ηP̂

ψ треба вибрати, буде-
мо вимагати, щоб закон перетворення зарядово спряженого спiнора ψc(x) при
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просторовiй iнверсiї був такий самий, як i спiнора ψ(x). Порiвнюючи (5.105) i
(5.107), знаходимо, що

∗
η P̂

ψ = −ηP̂
ψ , тобто ηP̂

ψ = ±i. Залежно вiд знаку “+” або
“−” вiдрiзняють два типи спiнорних полiв ψ(x). Тобто може iснувати два типи
елементарних частинок, польовi функцiї яких задовольняють одне i те саме рiв-
няння Дiрака, але по-рiзному перетворюються при перетвореннях просторової
iнверсiї. Кажуть, що вони мають рiзну внутрiшню парнiсть.

Розглянемо тепер перетворення iнверсiї часу. У пiдпунктi 5.2.1 встановлено,
що при iнверсiї часу (1.18) можна забезпечити iнварiантнiсть вiльного рiвнян-
ня Дiрака лiнiйним перетворенням (5.34) i антилiнiйним перетворенням (5.35).
Але абсолютно вiльного поля ψ(x), пов’язаного з зарядженими частинками,
не може iснувати без його взаємодiї з електромагнiтним полем. Тому iнварi-
антностi треба вимагати вiд рiвняння Дiрака у електромагнiтному полi, тобто
рiвняння (5.92) i (5.93). Крiм того, як вже згадувалось у пiдпунктi 4.5.3, у не-
релятивiстськiй квантовiй механiцi iнверсiя у часi приводить до антилiнiйного

перетворення хвильової функцiї ψ(r, t) →
∗
ψ(r,−t). Тому природно визначити

операцiю часової iнверсiї для спiнорiв ψ(x), що є розв’язками рiвняння Дiрака,
формулою (див. (5.35))

T̂ψ(x) = ψT̂ (x) = ηT
ψγ0γ1γ3ψ̄T (−x0,x). (5.108)

Щоб не заплутати читача у позначеннях, збережено знак “ ̂ ” для операцiї
часової iнверсiї, в той самий час як T без “ ̂ ” означає операцiю транспонування
спiнорiв (див. (5.17) i (5.18)). Щоб довести iнварiантнiсть рiвнянь (5.91) – (5.93)
вiдносно перетворення (5.108), треба встановити закон перетворення електро-
магнiтного поля вiдносно часової iнверсiї. Детально це питання буде розглянуто
у наступному параграфi (§ 6), а зараз випишемо без доведення цi правила для
просторової та часової iнверсiї:

x′ = Λisx = (x0,−x); Aµ(x) → A′
µ(x′) = P̂Aµ(x) = AP̂

µ (x′) =

= gµµAµ(x) (немає сумування), (5.109)

x′ = Λitx = (−x0,x); Aµ(x) → A′
µ(x′) = T̂Aµ(x) = AT̂

µ (x′) =

= gµµAµ(x) (нема сумування). (5.110)

Зауважимо, що iз (5.109) i (5.105) легко випливає iнварiантнiсть рiвняння
(5.91) вiдносно перетворень просторової iнверсiї.

Покажемо тепер, що при iнверсiї часу рiвняння Дiрака у електромагнiтному
полi (5.91) для спiнора ψT̂ (x) буде мати такий самий вигляд

(iγµ∂′µ −m)ψT̂ (x′) = −eγµAT̂
µ (x′)ψT̂ (x′). (5.111)

Дiйсно, враховуючи (5.108) i (5.110), рiвняння (5.111) набуває вигляду
(
− iγ0 ∂

∂x0
+ iγk∂k −m

)
γ0γ1γ3ψ̄T (x) = −e(γ0A0(x)− γkAk(x))γ0γ1γ3ψ̄T (x).
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Домножуючи це рiвняння на γ0γ1γ3 злiва i враховуючи спiввiдношення (5.4) та
(5.36), отримуємо рiвняння (5.91).

Тепер так само, як i у випадку прострової iнверсiї, для визначення фазового
множника ηT̂

ψ з |ηT̂
ψ |2 = 1 будемо вимагати, щоб зарядово спряжений спiнор ψc(x)

перетворювався при iнверсiї часу x′ = Λx, як i спiнор ψ(x), тобто

ψ′c(x′) = ηT̂
ψγ0γ1γ3ψ̄cT

(x). (5.112)

Враховуючи визначення (5.96) i (5.15), а також властивостi (5.13), (5.36), з
(5.112) легко отримати, що (задача 5.2)

ψ′(x′) =
∗
η T̂

ψγ0γ1γ3ψ̄T (x), (5.113)

тобто, порiвнюючи (5.113) i (5.108), отримаємо, що
∗
η T̂

ψ = ηT̂
ψ , тобто ηT̂

ψ = ±1.
I на завершення обрахуємо повне ĈP̂ T̂ перетворення:

ψĈP̂ T̂ (x) = ĈP̂ T̂ψ(x) = iγ5ψ(−x0,−x).

Спiнор ψĈP̂ T̂ (x) задовольняє рiвняння (5.91).

5.4. Лагранжiв формалiзм

Щоб записати лагранжiан, що вiдповiдає полю Дiрака, треба вибрати його та-
ким чином, щоб рiвняння Ейлера–Лагранжа (3.47) збiгалися з рiвняннями Дi-
рака (5.7) або (5.16) вiдповiдно для полiв ψ(x) або ψ̄(x). Легко пересвiдчитись,
що цi рiвняння збiгаються, якщо вибрати лагранжiан у виглядi

L (x) =
i

2
(ψ̄(x)γµ∂µψ(x)− ∂µψ̄(x)γµψ(x))−mψ̄(x)ψ(x). (5.114)

Цей лагранжiан перетворюється в нуль, якщо поля ψ i ψ̄ задовольняють рiвня-
ння (5.7) i (5.16), але варiацiї лагранжiану за полями ψ(x) i ψ̄(x) вiдмiннi вiд
нуля.

Треба зауважити, що рiвняння поля (5.7), (5.16) отримуються з варiацiйно-
го принципу (3.5), у якому фiгурує не сам лагранжiан, а iнтеграл вiд L (x) i
тому до тих самих рiвнянь приведе лагранжiан, який можна записати у такому
виглядi:

L (x) = ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x). (5.114′)

Легко побачити, що дiя A для (5.114) i (5.114′) буде одна i та сама, якщо
формально скористатись формулою iнтегрування за частинами у другому до-
данку (5.114) (у виразi дляA), вважаючи, що поле на межi областi iнтегрування
зникає.

Обрахуємо тепер основнi динамiчнi iнварiанти, що вiдповiдають групам
4-трансляцiй i 4-лоренцовим поворотам, а також градiєнтним перетворенням
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(2.2). Почнемо з вектора струму jµ(x) i заряду Q. Використовуючи загальний
вираз (3.72), маємо (q = −e)

jµ(x) = −eψ̄(x)γµψ(x) (5.115)

i як наслiдок теореми Нетер, рiвняння неперервностi

∂µj
µ(x) = 0 (5.116)

є наслiдком рiвнянь (5.7) i (5.16).
Закон збереження заряду вимагає, щоб

∂

∂x0
Q =

∂

∂x0

∫
ψ̄(x)γ0ψ(x) dx = 0.

Легко пiдрахувати, використовуючи вираз (5.114) i те, що L (x) = 0 для ψ i
ψ̄, що задовольняють (5.7) i (5.16), що тензор T µν (див. (3.60)) буде мати вигляд

T µν(x) =
i

2
(ψ̄(x)γν∂µψ(x)− ∂µψ̄(x)γνψ(x)). (5.117)

Звiдси 4-вектор енергiї iмпульсу

P µ =

∫
dxT 0µ(x) =

i

2

∫
dx(ψ̄(x)γ0∂µψ(x)− ∂µψ̄(x)γ0ψ(x)). (5.118)

Враховуючи закон збереження (5.116) при µ = 0 i iнтегруючи за частинами при
µ = 1, 2, 3, вираз (5.118) можна переписати у такому виглядi

P µ = i

∫
dx ψ̄(x)γ0∂µψ(x). (5.119)

При цьому , звичайно, треба припустити, що поле зникає на безмежностi. Iнколи
вираз (5.119) записують у такому виглядi:

P 0 = H0 =

∫
dx

∗
ψ (x)(−i α · ∇ + βm)ψ(x), (5.119′a)

P =

∫
dx

∗
ψ (x)(−i ∇)(x). (5.119′б)

Тут були використанi рiвняння (5.7) i означення (1.3) i (5.12).
Щоб пiдрахувати вираз для P µ через iмпульснi змiннi, треба скористатися

формулами для розв’язкiв рiвнянь Дiрака (5.79) i (5.80). Тодi, пiдставляючи
цi вирази в (5.118) i використовуючи спiввiдношення ортогональностi (5.81),
отримаємо остаточний вираз (задача 5.3):

P µ =

∫
dk kµ

2∑
ν=1

(
∗
a +

ν (k)a−ν (k)− ∗
a −ν (k)a+

ν (k)). (5.120)
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Iз виразу (5.120) видно, що енергiя P 0 не є додатною, оскiльки амплiтуди
a±ν (k) i

∗
a +

ν (k) є довiльними функцiями. Це є недолiком класичної теорiї спiнор-
ного поля. Цей недолiк буде усунено при квантуваннi поля Дiрака.

Момент кiлькостi руху можна пiдрахувати аналогiчним чином, пiдставляю-
чи вираз (5.117) для T µν у формулу (3.66). Бiльш цiкавим є пiдрахунок спiнового
моменту i виразу для вектора спiну. Щоб отримати цi вирази з рiвнянь (3.69) –
(3.70), порахуємо структурнi коефiцiєнти Aj

i(µν), що вiдповiдають перетворен-
ню (3.63) функцiй поля при нескiнченно малих лоренцових поворотах (3.62). З
формул (5.20), (5.24) i (5.27) знаходимо

δψ(x) = ψ′(x′)− ψ(x) =
1

4
ελµνγ

µγνψ(x) =

=
1

8
ελµν(γ

µγν − γνγµ)ψ(x) =
i

4
ελµνσ

µνψ(x) =

= +
i

2

∑
µ<ν

ελµνσ
µνψ(x), (5.121)

де скористали антисиметричнiсть величин λµν i визначення матричного тензора
спiну σµν (див. (5.44)). Тодi для ui(x) ≡ ψi(x), прирiвнюючи (5.121) i (3.63) i
враховуючи, що δωµν = ελµν , знаходимо

Aψ,µν =
i

2
σµν .

Зауважимо, що iндекси i, j у формулi (3.63) пробiгали компоненти поля
uj(x). Тому у формулi (5.121) вони пробiгають компоненти спiнора ψ(x), а в
структурних константах Aj,µν

i вони вiдповiдають матричним елементам матри-
цi σµν . Аналогiчно можна розрахувати структурнi константи, що вiдповiдають
полю ui(x) = ψ̄i(x):

Aψ̄,µν = − i

2
σµν .

Тодi тензор (3.65), що вiдповiдає спiновому моменту у повнiстю контрварiант-
ному виглядi, можна представити як

Sα,µν = − ∂L (x)

∂(∂αψ(x))
Aψ,µνψ(x)− ψ̄(x)Aψ̄,µν ∂L (x)

∂(∂αψ̄(x))
=

=
1

4
ψ̄(x){γασµν + σµνγα}ψ(x). (5.122)

Покладемо в (5.122) α = 0 i тодi, згiдно з (3.69), знаходимо, що

Sµν =
1

4

∫
dx ψ̄(x){γ0σµν + σµνγ0}ψ(x). (5.123)
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Для того, щоб обрахувати вектор спiну згiдно з (3.70), покладемо в (5.122)
(µν) = (1, 2), (2, 3) i (3, 1). Тодi, використовуючи властивостi матриць γµ ( див.
(5.10) – (5.11)), знаходимо, що

γ1γ2 = −i

(
σ3 O
O σ3

)
, γ2γ3 = −i

(
σ1 O
O σ1

)
, γ3γ1 = i

(
σ2 O
O σ2

)
.

Тодi з (5.123) i (3.70) маємо

S =
1

2

∫
dx

∗
ψ(x) σ̃ψ(x), (5.124)

де σ̃̃σ̃σ = (σ̃1, σ̃2, σ̃3)

σ̃k =

(
σk O
O σk

)
,

а σk — матрицi Паулi (1.25).
Переходячи за допомогою (5.48) до iмпульсного представлення, знаходимо

S =
1

2

∫
dk[

∗
ψ +(k) σ̃ψ−(k) +

∗
ψ −(k) σ̃ψ+(k) +

+ e2ik0x0 ∗
ψ +(k) σ̃ψ+(−k) + e−2ik0x0 ∗

ψ −(k) σ̃ψ−(k)]. (5.125)

У загальному випадку два останнi доданки не перетворюються в нуль. Це
означає, що повний вектор спiну спiнорного поля залежить вiд часу, тобто не
є iнтегралом руху. Згiдно з теоремою Нетер iнтегралом руху є повний (вла-
сний орбiтальний плюс спiновий) момент (див. п. 3.7, ф-ли (3.67)–(3.69) ).
Однак у деяких випадках можна вибрати систему вiдлiку таким чином, що
буде зберiгатись проекцiя спiну на напрям руху. Виберемо, наприклад, поле
ψ(x) = ψ′(x0, x(3)). Це означає, що перетворення Фур’є має вигляд

ψ±(k) = const · δ(k(1))δ(k(2))
2∑

ν=1

a±ν (k)vν,±(k).

Обрахуємо у цiй системi координат компоненту S3 вектора спiну (5.125).
Легко порахувати, використовуючи явний вигляд спiнорiв vν,±(k) (див.

(5.67), (5.72)), що
∗
v ν,±(k)σ̃3vµ,±(−k)|k1=k2=0 = 0,

враховуючи також, що
∗
v ν,±(k) = (vν,∓(k))∗.

Тодi для S3 маємо

S3 = const
1

2

∫
dk3

2∑
µ,ν=1

[
∗
a +

ν (k)a−µ (k)
∗
v ν,+(k)σ̃3vµ,−(k) +

+
∗
a −

ν (k)a+
µ (k)

∗
v ν,−(k)σ̃3vµ,+(k)]

∣∣∣∣
k1=k2=0

.
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Знову з явного вигляду спiнорiв vν,±(k) при k1 = k2 = 0, n3 = +1 або n3 = −1
знаходимо

S3 = const
1

2

∫
dk3[

∗
a +

1 (k)a−1 (k) +
∗
a −

1 (k)a+
1 (k)−

− ∗
a +

2 (k)a−2 (k)− ∗
a −

2 (k)a+
2 (k)k1=k2=0. (5.126)

Нарештi, на завершення цього пункту розрахуємо iнтеграл руху, що є на-
слiдком iнварiантностi теорiї вiдносно градiєнтних перетворень першого роду
(2.2) або в iнфiнiтезимальнiй формi (3.71). Тодi згiдно з (3.72) величина, що
вiдповiдає тензору θµ

n у теоремi Нетер, є вектор струму, який легко обрахува-
ти, пiдставляючи (5.114) у формулу (3.72) i враховуючи, що u(x) ≡ ψ(x), а
∗
u (x) ≡

∗
ψ (x), отримаємо (5.115), а величина, що зберiгається, є заряд

Q = −e

∫
dx

∗
ψ (x)ψ(x). (5.127)

Якщо застосувати до виразу (5.127) тi ж самi мiркування, що i при розра-
хунку вектора P µ, то прийдемо до виразу (задача 5.4):

Q = −e

∫
dx

2∑
ν=1

(
∗
a +

ν (k)a−ν (k)+
∗
a −

ν (k)a+
ν (k)). (5.128)

Знак "−"означає, що частинками є вiд’ємно зарядженi електрони. У теорiї Дi-
рака величину −j0(x) можна iнтерпретувати як густину ймовiрностi, оскiльки
вона є додатною величиною, але при цьому енергiя (5.119’а) не є додатна, i якщо
Q розглядати як заряд системи, то вiн теж завжди вiд’ємний, незважаючи на
те, що поле ψ(x) описує також позитивно зарядженi позитрони. Всi цi недолiки
класичної теорiї будуть лiквiдованi при квантуваннi спiнорного поля.

Тепер наведемо вирази для канонiчно спряжених величин до операторiв по-

ля ψ(x) i
∗
ψ (x) як узагальнених координат, тобто вирази для канонiчно спря-

жених ( згiдно з (3.75) i (5.114′)) узагальнених iмпульсiв:

π(x) =
∂L

∂(∂0ψ(x))
= i

∗
ψ (x),

∗
π (x) = −iψ(x). (5.129)

При обчисленнi π(x) треба користуватись лагранжiаном (5.114′).
I, нарештi, запишемо вираз для енергiї P 0 = H0 через гамiльтонiан H (x),

виражений згiдно з (3.8) через канонiчнi змiннi ψ(x) i π(x):

H0 =

∫
dxH (x) =

∫
dx [π(x)∂0ψ(x)−L (x)] =

∫
dx π(x)∂0ψ(x). (5.130)

У цьому легко пересвiдчитись, використовуючи рiвняння руху (5.7), внаслiдок
якого L (x) ≡ 0.
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5.5. Представлення групи Лоренца

5.5.1. Гiльбертiв простiр станiв

Так само, як i у випадку скалярних частинок, розглянемо простiр вiд’ємно-
частотних розв’язкiв рiвняння Дiрака (див. (5.79) i (5.80)). Для розв’язкiв, що
мають скiнченний iнтеграл

∫ ∗
ψ +(x0,x)ψ−(x0,x)dx =

∫
(ψ−(x0,x))∗ψ−(x0,x)dx < ∞,

визначимо скалярний добуток за формулою

(ψ−1 , ψ−2 ) =

∫ ∗
ψ +

1 (x0,x)ψ−2 (x0,x)dx =

∫
dk

2∑
ν=1

∗
a +

1,ν(k)a−2,ν(k), (5.131)

де

ψ−1 (x) =
1

(2π)3/2

∫
e−ikx

2∑
ν=1

vν,−(k)a−1,ν(k)dk,

ψ−2 (x) =
1

(2π)3/2

∫
e−ikx

2∑
ν=1

vν,−(k)a−2,ν(k)dk,

(5.132)

а остання рiвнiсть у (5.131) справедлива через спiввiдношення ортогональностi
(5.81).

Iз формули (5.131) видно, що скалярний добуток (ψ−1 , ψ−2 ) не залежить вiд
часу x0. Гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (5.131) i нормою

‖ψ−‖ = (ψ−, ψ−)1/2

будемо називати одночастинковим Гiльбертовим простором станiв i позначимо
його через H1.

Таким самим чином побудуємо Гiльбертiв простiр H 1, що вiдповiдає
вiд’ємно-частотним розв’язкам спряжених за Дiраком спiнорiв:

(ψ̄−1 , ψ̄−2 ) =

∫
ψ̄−2 (x0, x)(ψ̄−1 (x0, x))∗dx =

∫
dk

2∑
ν=1

a+
1,ν(k)

∗
a −

2,ν(k),

де

ψ̄−1 (x) =
1

(2π)3/2

∫
e−ikx

2∑
ν=1

v̄ν,−(k)
∗
a −

1,ν(k)dk,

ψ̄−2 (x) =
1

(2π)3/2

∫
e−ikx

2∑
ν=1

v̄ν,−(k)
∗
a −

2,ν(k)dk.

(5.133)

Простiр H 1 буде гiльбертовим простором станiв античастинки.
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Щоб побудувати Гiльбертiв простiр станiв, що вiдповiдає багаточастинко-

вiй системi, виберемо в H1 якийсь ортонормований базис {ψ−n }∞n=1. Тодi N -
частинковий простiр HN побудуємо як тензорний добуток N -екземплярiв одно-
частинкових просторiв

HN = H1 ⊗ · · · ⊗H1︸ ︷︷ ︸
N

.

Базисом у просторi HN будуть функцiї

Ψ(i)N
= Ψi1,...,iN (x1, . . . , xN) = ψ−i1(x1) · · ·ψ−iN (xN), ij = 1, 2, . . . , m, . . . (5.134)

Розглядаючи усi можливi лiнiйнi комбiнацiї функцiй (5.134) i замикаючи їх
за нормою (Ψ1, Ψ2), отримаємо простiр HN . Так само будується простiр для
античастинок H N .

Ψ(i)M
= Ψi1,...,iM (y1, . . . , yM) = ψc,−

i1
(y1) . . . ψc,−

iM
(yM).

Тодi простiр HN,M = HN ⊗H M є простором для обох видiв частинок.
Нагадаємо, що кожний iз базисних векторiв ψij(xj) є 4-х компонентним спi-

нором iз компонентами ψij ,α, α = 1, 2, 3, 4.
Тому функцiї, що належать HN , будуть залежати не тiльки вiд координат

x1, . . . , xN , а й вiд спiнорних iндексiв α1, . . . , αN , αj = 1, 2, 3, 4. Крiм того, для
станiв, що описують реальнi частинки функцiї станiв, можуть залежати i вiд
iнших змiнних. Так iз представлень (5.132) i (5.133) видно: спiнори ψ−(x) i ψ̄−(x)
є сумою двох спiнорiв, що вiдповiдають двом значенням спiну (або двом власним
значенням оператора спiральностi (5.61)) s = 1 (ν = 1) i s = −1 (ν = 2).
Тому iнколи зручно видiлити залежнiсть елементiв fNM ∈ HNM вiд спiнових
аргументiв. У цьому випадку функцiї будуть мати структуру:

fNN ′,MM(α1, x1, . . . , αNxN ; α′1x
′
1, . . . , α

′
N ′x′N ′ ; β1y1, . . . , βMyM ; β′1y

′
1, . . . β

′
M , y′M ′),

де N—число частинок, що має спiн ν = 1, N ′—число частинок, що має спiн
ν = 2, а M i M ′ мають таке саме значення для античастинок. Вiдповiдний
простiр позначається HNN ′MM ′ .

Зауваження 5.5. Насправдi побудова багаточастинкового простору станiв
(який тут коротко описаний) для частинок iз напiвцiлим спiном не вiдповiдає
реальнiй фiзичнiй ситуацiї, оскiльки не враховує принцип Паулi (див., напри-
клад, [46, § 61]). Це ще одна проблема класичного описання спiнорних полiв,
яка буде усунута у роздiлi IV.

5.5.2. Представлення групи Лоренца у просторi станiв

Очевидно, що побудова представлення групи Лоренца у просторi H1 (а, отже,
i в HNM) повинна бути узгоджена з трансформацiйними властивостями (5.20)
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i (5.40) спiнорiв ψ(x) i ψ̄(x). Тому власному неоднорiдному перетворенню Ло-
ренца

x′ = Λx + a

поставимо у вiдповiднiсть оператор UΛ,a у просторi H1 за формулою

(UΛ,af)(α, x) = S(Λ)αα′f(α′, Λ−1(x− a)). (5.135)

Вiдповiдне представлення у просторах HN i HNM будується аналогiчно (4.49),
тобто дiєю операторiв (5.135) за кожною змiнною (α, x)N або (α, x)N(β, y)M .
Покажемо тепер, що представлення, якому вiдповiдають оператори UΛ,a, є унi-
тарним представленням.

Узагальнимо для цього скалярний добуток (5.131) наступним чином. Позна-
чимо через S довiльну просторово-подiбну поверхню, тобто поверхню, всi точки
якої роздiленi просторово-подiбними iнтервалами. Введемо скалярний добуток
за формулою

(ψ−1 , ψ−2 ) =

∫

S

dσµ(x)ψ̄+
1 (x)γνψ−2 (x)gµν , ψ̄+

1 (x) = (ψ−1 (x))∗γ0, (5.136)

де
dσ0 = dx1dx2dx3, dσ1 = dx0dx2dx3,

dσ2 = dx0dx1dx3, dσ3 = dx0dx1dx2.

Якщо σ має вигляд x0 = const , то формула (5.131) збiгається з (5.136). Оскiльки
4-вектор ψ̄+

1 (x)γµψ−2 (x) задовольняє рiвняння (задача 5.6)

∂µ(ψ̄+
1 (x)γµψ−2 (x)) = 0, (5.137)

то скалярний добуток (5.136) не залежить вiд вибору поверхнi σ. Легко поба-
чити, що рiвняння (5.137) є тривiальним наслiдком рiвнянь (5.7) i (5.16), яким
задовольняють вiдповiдно ψ−2 (x) i ψ̄+

1 (x). Тепер, щоб довести унiтарнiсть опе-
ратора UΛ,a, треба довести, що для довiльних ψ−1 i ψ−2 справедлива формула

(UΛ,aψ
−
1 , UΛ,aψ

−
2 ) = (ψ−1 , ψ−2 ).

Ця формула може бути отримана (задача 5.6) так само, як i формула (4.42)
у скалярному випадку з загальної формули (4.45), враховуючи, що (див. ф-ли
(5.38) i (5.40))

(UΛ,aψ
−)(x) = ψ′−(x) = S(Λ)ψ−(Λ−1(x− a)),

(UΛ,aψ̄
−)(x) = ψ̄′−(x) = ψ̄−(Λ−1(x− a))S(Λ)−1,

i формулу (5.22), вибираючи в (4.45)

Fµ(x) =





ψ̄+
1 (x)γµψ

−
2 (x), x ∈ S

0 x ∈ T.



Роздiл II 113

5.6. Застосування рiвняння Дiрака

5.6.1. Рiвняння Дiрака у зовнiшньому полi

У попереднiх пунктах вивчалися рiзнi аспекти одночастинкової iнтерпретацiї
вiльних рiвнянь Дiрака. Але навiть у цьому випадку iнколи виникає необхi-
днiсть звертатись до взаємодiї дiракiвських частинок iз електромагнiтним по-
лем. Як буде описано нижче, розв’язки рiвняння Дiрака у зовнiшньому еле-
ктромагнiтному полi вiдiграють дуже важливу роль у математичних питаннях
побудови як класичної, так i квантової теорiї взаємодiючих полiв.

Так само, як i в пунктi 5.3.4 (рiвн. (5.91)), запишемо рiвняння Дiрака у
зовнiшньому електромагнiтному полi Aµ(x), використовуючи замiну (4.31):

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = −eγµAµ(x)ψ(x). (5.138)

У рiвняннi (5.138) Aµ(x) = (A0,−A) є потенцiалом деякого довiльного еле-
ктромагнiтного поля, електрична i магнiтна напруженостi якого визначаються
вiдомими формулами

E = −∇A0(x)− ∂A

∂x0
, H = rotA = ∇×A. (5.139)

Для розрахунку конкретних фiзичних задач треба розглянути бiльш деталь-
нi умови на функцiї Aµ(x), для яких рiвняння (5.138) може бути розв’язане
точно.

Детальнiше це розглянемо нижче, а зараз зауважимо, що навiть у такiй
загальнiй постановцi рiвняння (5.138) може передбачити деякi важливi власти-
востi дiракiвської частинки, а саме—наявнiсть у нiй магнiтного моменту, що
рiвний за величиною одному магнетону Бора. Визначимо для цього новий спi-
нор χ за формулою

ψ(x) =
1

m
(iγµ∂µ + eγµAµ(x) + m)χ(x).

Тодi рiвняння для спiнора χ буде рiвнянням другого порядку:

(iγµ∂µ + eγµAµ(x))2χ(x) = m2χ(x).

Перепишемо це рiвняння через уведенi в (5.44) матрицi σµν , користуючись озна-
ченням (5.44) i властивостями (5.4). Тодi, користуючись антисиметричнiстю σµν ,
маємо

γµγν(i∂µ + eAµ)(i∂ν + eAν)χ = (gµν + iσµν)(i∂µ + eAµ)(i∂ν + eAν)χ =

= gµν(i∂µ + eAµ)(i∂ν + eAν)χ− 1

2
eσµνFµνχ = m2χ, (5.140)

де
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (5.141)
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— тензор електромагнiтного поля.
Порiвнюючи рiвняння (5.140) з рiвнянням Клейна–Гордона (4.32) для ска-

лярної зарядженої частинки у електромагнiтному полi видно, що воно має дода-

тковий член −1

2
eσµνFµν , який можна обрахувати, враховуючи означення (5.44),

(5.141), (5.139), а також спiввiдношення мiж матрицями γµ, та означення (5.12),
(5.60):

1

2
σµνFµν = Σ ·H− α · E

що вiдповiдає взаємодiї спiнового моменту
1

2
Σ

(
або

1

2
~ Σ

)
з магнiтним полем

H i електричного моменту – з електричним полем E.
Бiльш детальний аналiз рiвняння Дiрака в електромагнiтному полi можна

провести (див., наприклад, [97] п. 35), якщо звести рiвняння Дiрака, записане
у формi рiвняння Шредiнгера (5.88) для 4-компонентного спiнора до рiвняння
Шредiнгера для 2-компонентного спiнора u, яке в нерелятивiстськiй границi
зводиться до рiвняння Паулi [7, § 33] ( записуємо його в системi ~ 6= 1 i c 6= 1)

i~
∂u

∂t
=

[
1

2m
(p +

e

c
A)2 − eA0 +

e~
2mc

σH

]
u.

Останнiй член має вигляд потенцiальної енергiї магнiтного диполя iз зовнiшнiм
магнiтним полем (див. [46, § 110]). Тобто електрон, крiм власного механiчного
моменту (спiну) S = ~

2
σ, має власний магнiтний момент

µ = − e~
2mc

σ.

Величину µ0 =
e~

2mc
= 0, 927 · 10−20 ерг/Гс називають магнетоном Бора.

Деякi важливi задачi, пов’язанi з поведiнкою електрона в електромагнiтних
полях рiзної конфiгурацiї, можна розв’язати точно. Найбiльш важливими є:

1) рух електрона в сферично-симетричнiй потенцiальнiй ямi.

2) рух електрона в колонiвському полi ядра.

3) рух електрона в постiйному однорiдному магнiтному полi.

Цi задачi розглядались багатьма авторами, тому пропонуємо читачевi звер-
нутися до монографiї [7].

Зауваження 5.6. Звичайно, вiльне рiвняння Дiрака є загальним рiвнян-
ням, що описує всi частинки заданої маси m iз спiном 1/2, але теорiя Дiрака
дає неправильнi результати, скажiмо, для визначення магнiтних моментiв
протона i нейтрона. Згiдно з цiєю теорiєю вони б мали значення:

µp =
e~

2mpc
= µN , µn = 0.
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(Тут µN—ядерний магнетон).
Але експериментальнi значення магнiтних моментiв цих частинок є та-

кими:
µp = 2, 78µN , µn = −1, 93µN .

Це пояснюється тим, що протон i нейтрон не можна розглядати як вiль-
нi частинки. Вони взаємно перетворюються, утворюючи π-мезони, тому їх
“аномальнi” значення магнiтних моментiв можна пояснити за допомогою ме-
зонної теорiї (див., наприклад, [57, § 3]).

5.7. Спiнорне безмасове поле

5.7.1. Двокомпонентнiсть безмасового спiнорного поля

Покладаючи в рiвняннi Дiрака (5.7) m = 0, маємо

iγµ∂µψ(x) = 0. (5.142)

Це рiвняння є γ5-iнварiантне, оскiльки

γ5γµ = −γµγ5, m = 0, 1, 2, 3.

Тодi, якщо ввести проектори:

P± =
1

2
(1± γ5),

i розкласти спiнор ψ(x) на два взаємно ортогональнi спiнори:

ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x), ψ±(x) = P±ψ(x), (5.143)

то кожен iз спiнорiв ψ±(x) буде задовольняти рiвняння (5.142)

iγµ∂µψ±(x) = 0. (5.144)

Легко побачити, що рiвняння (5.144) розпадаються на два незалежнi рiвнян-
ня для двокомпонентних спiнорiв. Запишемо їх для цього у формi рiвняння
Шредiнгера

i∂0ψ±(x) = −iγ0γk∂kψ±(x).

Тодi в представленнi γ-матриць Дiрака (5.10) маємо

ψ+(x) =

(
ϕ1

−ϕ1

)
, ψ−(x) =

(
ϕ2

ϕ2

)
,

де

ϕ1 =
1

2

(
ψ1 − ψ3

ψ2 − ψ4

)
, ϕ2 =

1

2

(
ψ1 + ψ3

ψ2 + ψ4

)
,



116 Роздiл II

рiвняння для ϕ1 i ϕ2 будуть мати вигляд

∂0ϕ1(x) = σk∂kϕ1(x), (5.145a)

∂0ϕ2(x) = −σk∂kϕ2(x). (5.145б)

Такi самi рiвняння виникають i в представленнi матриць Дiрака (5.11) з

ψ+ =

(
0
ϕ1

)
, ψ− =

(
ϕ2

0

)
, ϕ1 =

(
ψ3

ψ4

)
, ϕ2(x) =

(
ψ1

ψ2

)
.

Останнє представлення бiльш зручне, оскiльки 4-компонентний спiнор ψ−
можна фактично ототожнити з 2-компонентним ψL ≡ ϕ2, а ψ+ з ψR ≡ ϕ1, про
якi згадували у п. 1.5.2. У звязку з цим представлення γ–матриць (5.11) iнко-
ли називають вейлевським, оскiльки рiвняння (5.145а) i (5.145б) вперше були
запропонованi Вейлем [196]. У 4-х компонентному виглядi за основне безмасове
спiнорне поле вибирають функцiю (спiнор)

ν(x) = P−ψ(x) = ψ−(x). (5.146)

Такий вибiр зумовлений тим, що безмасовi спiнорнi частинки спостерiгались
тiльки в процесах зi слабкою взаємодiєю, в яких вони народжуються тiльки
в лiвокiральних станах, тобто власне значення оператора спiральностi(див. п.
5.3.2) дорiвнює −1. Наприклад, у нейтрино спiн завжди протилежний напрямку
iмпульсу (це експериментально встановлений факт !). У зв’язку з цим дуже
часто використовують позначення

νL(x) := PLψ(x) ≡ P−ψ(x). (5.146′а)

νR(x) := PRψ(x) ≡ P+ψ(x). (5.146′б)
Тодi поле νL(x) задовольняє рiвняння

iγµ∂µνL(x) = 0 (5.147)

i додаткову умову
PRνL(x) = 0. (5.148)

Аналогiчно виразу (5.15) визначається дiракiвськи спряженi спiнори

νL(x) =
∗
νL (x)γ0 =

∗
ψ (x)PLγ0 = ψ(x)PR

i
νR(x) = ψ(x)PL.

Спряжений спiнор νL задовольняє спряжене рiвняння

i∂µν̄L(x)γµ = 0 (5.149)

i додаткову умову
νL(x)PL = 0. (5.150)
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5.7.2. Релятивiстська iнварiантнiсть

Якщо ввести матрицю σ0 = 1, то рiвняння (5.145a) можна записати у коварiант-
нiй формi

σµ∂
µϕ1(x) = 0.

Його iнварiантнiсть вiдносно неоднорiдних перетворень Лоренца (1.20) можна
показати з таких самих мiркувань, як i у випадку рiвняння Дiрака для 4-х
компонентних спiнорiв. Воно буде iнварiантним, якщо ϕ1(x) перетворюється за
законом

ϕ′1(x
′) = S(Λ)ϕ(x),

де S(Λ) є 2× 2 матриця, що задовольняє спiввiдношення

S(Λ)σνS
−1(Λ) = Λµ

νσµ.

Явний вигляд матриць S(Λ) легко отримати таким самим способом, як це ро-
билося в п. 5.2.1 для 4-х компонентних спiнорiв. Детальнiше див. [102, Гл. 5].

Аналiз цих представлень показує, що спiнор ϕ2(ψ−) при власних однорiдних
перетвореннях Лоренца перетворюється за незвiдним представленням D(1/2,0),
а спiнор ϕ1(ψ+) – за представленням D(0,1/2).

Якщо доповнити власнi однорiднi перетворення Лоренца просторовими вiд-
дзеркаленнями, то кожне з рiвнянь (5.145а) i (5.145б) перестає бути iнварiан-
тним, оскiльки представлення D(1/2,0) i D(0,1/2) переходять одне в одне.

5.7.3. Чи вiдповiдає спiнорне безмасове поле реальним частинкам?
Фiзична iнтерпретацiя розв’язкiв. Нейтрино

Як вже згадувалося, вперше теорiя безмасової частинки зi спiном 1/2 була за-
пропонована Вейлем [196]. Однак Паулi у своїй статтi (див. [63]) пiддав критицi
цю теорiю через вiдсутнiсть у нiй iнварiантностi вiдносно просторових вiдобра-
жень. Але пiзнiше вiн у 1933 р., аналiзуючи експериментальнi данi енергети-
чного спектра β-розпаду нейтронiв на протони i електрони, зробив висновок,
що повинна iснувати ще якась частинка. Цей висновок базувався на тому, що,
по-перше, енергiя, яка припадала на долю електронiв, була досить значною
(електрони в середньому мали меншi енергiї), а по-друге, не виконувався закон
збереження власного спiнового моменту кiлькостi руху. Тому цiй гiпотетичнiй
нейтральнiй частинцi була визначена дуже мала маса i спiн ~/2. Тобто реакцiя
радiоактивного розпаду нейтрона повинна бути

0n
1 → 1p

1 + −1e
0 + 0ν̄

0. (5.151)

Цю гiпотетичну частинку назвали нейтрино. Однак експериментально вiльне
нейтрино було вiдкрито тiльки на початку 50-х рокiв. А пiсля того, як Лi i Янг
[49] вказали на можливiсть порушення просторової iнварiантностi (парностi) у
реакцiях iз слабкою взаємодiєю, Ландау [44] i Салам (див. [82]) запропонува-
ли повернутись до рiвнянь Вейля при описi нейтрино. Пiдставою для цього є
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аналiз експериментiв, з яких експериментальне значення власної маси спокою
нейтрино оцiнювалось величиною mν < 1/2500me, де me — маса електрона. То-
му основна тенденцiя спiльної наукової думки зводилась до того, щоб вважати
масу спокою нейтрино рiвною нулю. Експерименти з визначення маси нейтрино
продовжуються i до сьогоднi. Їх результат є скорiше позитивний. Тому це пита-
ння можна вважати напiввiдкритим. Про можливу корекцiю теорiї нейтрино у
разi його масивностi поговоримо трохи нижче. Треба також згадати, що iснує
два (а можливо й три) типи нейтрино (i антинейтрино) (умовно “електронне” νe

i “мюонне” νµ, а також τ -лептонне ντ ). Взагалi фiзика i теорiя нейтрино дуже
багата, i тому пропонуємо читачевi звернутись до монографiй [52], [57], [102],
[47], [41] для бiльш детального вивчення цiєї цiкавої частинки.

У цьому пiдпунктi проаналiзуємо тiльки загальну структуру вiльних безма-
сових фермiонних полiв спiну 1/2 ~, не пов’язуючи їх з конкретними частинка-
ми.

Так само, як це робилося для рiвняння Дiрака, шукаємо розв’язок рiвнянь
Вейля у виглядi перетворень Фур’є:

ϕα(x) = ϕ+
α (x) + ϕ−α (x), ϕ±α (x) =

1

(2π)3/2

∫
dpe±ipxϕ̃±α (p), α = 1, 2.

Тодi для функцiй ϕ̃±α (p) рiвняння (5.145) матимуть вигляд

(p0 − σ · p)ϕ̃±1 (p) = 0, (5.152a)

(p0 + σ · p)ϕ̃±2 (p) = 0. (5.152б)

Для безмасової частинки p0 = |p| (див. (4.14)), а рухається вона зi швидкi-
стю свiтла. З другого боку, у п. 5.3.2 було введено оператор спiральностi (5.61),
що визначає проекцiю спiну на напрям руху. З рiвнянь (5.152) видно, що спiн
нейтрино може бути направлений або у напрямку руху частинки, або проти
нього. Iз експериментiв з β-розпадами вiдомо, що нейтрино завжди орiєнтоване
антипаралельно до напрямку руху. Тому рiвняння, що описує нейтринне поле,
є рiвнянням (5.145б) або (5.147) i (5.148) у 4-компонентному виглядi. Розв’язки
рiвняння (5.145а) або (5.149) та (5.150) вiдповiдають частинцi, у якiй спiн на-
правлений паралельно до напрямку руху. Цю частинку можна розглядати як
антинейтрино. Вона фактично i з’являється в реакцiї β-розряду (5.151).

5.7.4. Лагранжiан i динамiчнi iнварiанти

Згiдно iз формулою (3.47), рiвнянню (5.147) вiдповiдає функцiя Лагранжа

L (x) =
i

2
(νL(x)γµ∂µνL(x)− ∂µνL(x)γµνL(x)). (5.153)
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Або, враховуючи (5.146) i властивостi (5.4),

L (x) =
i

4
(ψ(x)(1 + γ5)γµ∂µψ(x)− ∂µψγµ(1− γ5)ψ(x)). (5.154)

Вирази для тензора енергiї-iмпульсу T µν i тензора спiну Sα,µν не залежать
явно вiд маси, i тому їх можна отримати простою пiдстановкою у формули
(5.117) i (5.122) спiнора ν(x) замiсть спiнора ψ(x), не покладаючи m = 0, або
безпосередньо з вигляду лагранжiана (5.153). Тодi, наприклад, для вектора
енергiї-iмпульсу отримаємо

P µ =
i

4
gµν

∫
dx(ψ̄(x)γ0(1− γ5)∂νψ(x)− ∂νψ̄(x)γ0(1− γ5)ψ(x)).

Так само, як i при розрахунку (5.120), пiдставляючи (5.48) з ψ±(k) у виглядi
(5.76) i такi самi вирази для ψ̄±(x), користуючись тим, що спiнори vν,±(k) при
m = 0 задовольняють умови:

P−v1,±(k) =
1

2
(1− γ5)v1,±(k) = 0, P−v2,±(k) = v2,±(k)

i умови ортогональностi (5.81), маємо для вектора енергiї-iмпульсу таке рiнян-
ня:

P µ =

∫
dkkµ(

∗
a +

2 (k)a−2 (k)− ∗
a −

2 (k)a+
2 (k)).

Розрахунки аналогiчнi тим, якi були зробленi в п. 5.4 для компоненти ве-
ктора спiну S3 iз урахуванням того, що спiнори v± i

∗
v ± повиннi задовольняти

додатковi умови (5.148) i (5.150), приводять (у системi координат k1 = k2 = 0)
до

S3 =
1

2

∫
dk3[− ∗

a +
2 (k)a−2 (k)− ∗

a −
2 (k)a+

2 (k)]k1=k2=0.

Цей вираз збiгається з виразом (5.126), якщо покласти в ньому a1 = 0.
Якщо замiсть функцiї ν = ψ− розглянути поле ψ+(x), то отримаємо такi

самi вирази для P µ i S3, як i (5.120), (5.126) при a2 = 0.
Особливої уваги потребує вивчення вектора струму. Якщо виходити з вира-

зу для лагранжiана довiльної спiнорної частинки (5.114) (поклавши m = 0) i
виразу для струму (3.72) маємо

jµ(x) = ψ(x)γµψ(x). (5.155)

Зауважимо, що для нейтральних спiнорних частинок (у даному випадку лепто-
нiв) параметр q у виразi (3.72) вiдповiдає лептонному заряду (тут для зручностi
покладено q = 1). Вираз (5.155) можна переписати через введенi лiвокiральнi
та правокiральнi спiнори (5.146′а) i (5.146′б). Використовуючи властивостi про-
екторiв PL i PR отримаємо таке представлення:

jµ = ψγµψ = ψ(PL + PR)γµ(PL + PR)ψ = νLγµνL + νRγµνR. (5.156)
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Iз виразу (5.156) безпосередньо випливає, що спiральнiсть частинки зберiга-
ється при будь якiй взаємодiї, яка будується за допомогою вершин типу ψγµψ
(див. роздiл III). Крiм того, струм (5.156) є iнварiантним вiдносно перетворень
просторового вiддзеркалення P̂ (P̂ -парнiсть). Тому при описi процесiв у рам-
ках слабких взаємодiй, де вiдбувається порушення просторової парностi треба
виходити з лагранжiана (5.153) i вiдповiдного виразу для струму

jµ
L = νLγµνL =

1

2
ψγµ(1− γ5)ψ = jµ

V − jµ
A. (5.157)

Струм (5.157) розпадається на два доданки: перший доданок перетворюється
як звичайний 4-вектор, а другий як аксiальний 4-вектор (псевдовектор)(див.
п. 5.2.3). Це дає змогу врахувати порушення просторової парностi в слабких
взаємодiях.

5.7.5. Про масу нейтрино i спiнори Майорани

До цього моменту теорiю безмасових фермiонiв було пов’язано з частинками
нейтрино i антинейтрино. Якщо припустити, що нейтрино все ж таки має масу
mν 6= 0, що на сьогоднi є фактом, до якого схиляється переважна бiльшiсть
вчених, тодi в лагранжiанi (5.154) треба врахувати масовий член, який в позна-
ченнях (5.146) має такий вигляд:

mνψψ = mνψ(PL + PR)ψ = mνψ(P 2
L + P 2

R)ψ = mν(ψRψL + ψLψR). (5.158)

Отже, масовий член переплутує правокiральнi i лiвокiральнi фермiони. Це при-
водить до висновку, що в природi повиннi iснувати i правокiральнi нейтрино.
Експериментальних даних, що засвiдчують iснування таких частинок поки що
немає. Це протирiччя можна усунути, використовуючи для опису нейтрино спi-
нори Майорани. Вони будуються наступним чином. Легко переконатися, що

спiнори σ2

∗
ψ T

L (тут T означає операцiю транспонування)перетворюються так
само як i спiнори ψR. Тодi побудуємо спiнор

ψM =

(
ψL

σ2

∗
ψ T

L

)
, (5.159)

який є зарядово самоспряжений (задача 5.7).
За допомогою спiнорiв (5.159) можна побудувати лагранжiан

LM =
1

4
ψ

M
iγµ

↔
∂µ ψM − 1

2
mνψ

M
ψM , (5.160)

кiнетичний член якого збiгається з (5.153) i включає також масовий член. Такий
лагранжiан включає тiльки лiвокiральнi спiнори i може бути претендентом для
опису масивних нейтрино. Бiльш детальний аналiз величин, що будуються за
допомогою спiнорiв Майорани можна знайти в монографiї [74].
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§ 6. Векторнi поля

Векторне представлення групи Лоренца D(1/2,1/2) — це представлення, за яким
перетворюється сам простiр Мiнковського M (або асоцiйований iз ним вектор-
ний простiр). У п. 1.5 коротко розглядалося це представлення i було показано,
що його можна реалiзувати на 4-векторних функцiях V µ(x), що перетворюються
за формулою (1.40). З тих самих мiркувань, що й у випадку вiльної скалярної
частинки, компоненти вектора V µ(x) повиннi задовольняти рiвняння Клейна–
Гордона–Фока

(¤−m2)Vµ(x) = 0. (6.1)

У випадку, коли поле V µ(x) є комплексним, таке саме рiвняння задовольняє i
комплексно спряжене поле:

(¤−m2)
∗
V µ (x) = 0.

Згiдно з квантово-механiчними уявленнями хвильовi функцiї частинок iз
спiном s, мають 2s + 1 компонент. Тому для опису частинки iз спiном 1 (три
проекцiї якого є +1, 0, −1) треба задати 3-компонентну хвильову функцiю.
Це означає, що представлення D(1/2,1/2) описує як частинки зi спiном 1, так
i частинки зi спiном 0, оскiльки його обмеження на групу поворотiв SU(2) є
такими:

D(1/2,1/2)

∣∣∣∣
SU(2)

= D( 1
2
,0) ⊗D(0, 1

2
) = D(0,0) + D(1,0) + D(0,1),

а, отже, треба накласти на компоненти Vµ(x) якусь додаткову умову. Найпро-
стiшою лiнiйною релятивiстськи-iнварiантною умовою є умова Лоренца:

∂µV
µ(x) = 0. (6.2)

Як побачимо нижче, ця умова забезпечує також додатну визначенiсть енергiї
векторного поля.

6.1. Лагранжiв формалiзм

Такi самi мiркування, як i у випадку скалярного поля, приводять до такого
вигляду лагранжiану комплексного векторного поля:

L (x) = −∂µ
∗
V ν (x)∂µV

ν(x) + m2
∗
V µ (x)V µ(x), (6.3)

який для просторових компонент векторного поля збiгається з лагранжiаном
(4.54) для скалярного комплексного поля. Зауважимо, що лагранжiан дiйсного
векторного поля (

∗
V µ= Vµ) вiдрiзняється вiд (6.3) тiльки множником 1/2.
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Користуючись формулами (3.60), (3.64) – (3.66) i (3.72), легко обчислити вiд-
повiднi величини, що задовольняють рiвняння неперервностi (3.57). Це тензор
енергiї-iмпульсу

T µν = −(∂µ
∗
V σ (x)∂νV σ(x) + ∂ν

∗
V σ (x)∂µV σ(x))− gµνL (x), (6.4)

тензор спiнового моменту

Sµ
αβ =

∗
V β (x)∂µVα(x) + ∂µ

∗
Vα (x)Vβ(x)−

− ∗
Vα (x)∂µVβ(x)− ∂µ

∗
V β (x)Vα(x) (6.5)

i вектор струму

jµ(x) = −iq(
∗
V ν (x)∂µV ν(x)− ∂µ

∗
V ν (x)V ν(x)). (6.6)

При обчисленнi було враховано, що

{ui(x)} ≡ { ∗
Vµ (x), Vµ(x)}.

I на завершення запишемо вигляд динамiчних iнварiантiв: вектора енергiї-
iмпульсу

P 0 =

∫
T 00dx = −

∫
dx(∂µ

∗
V ν (x)∂µV

ν(x) + m2
∗
V ν (x)V ν(x)), (6.7)

P k =

∫
T 0kdx = −

∫
dx(∂0

∗
V µ (x)∂kV µ(x) + ∂k

∗
V µ (x)∂0V µ(x)), (6.8)

вектора спiну (3.70)

Si = εijk

∫
dx S0

jk(x) (6.9)

i заряду

Q =

∫
dx j0(x). (6.10)

Канонiчно спряженим до узагальненої координати Vµ(x) є iмпульс

πµ
V (x) =

∂L

∂(∂0Vµ(x))
= −∂0

∗
V

µ

(x). (6.11)

Зауваження 6.1. У сучаснiй теорiї взаємодiючих полiв векторнi поля вiдi-
грають роль обмiнних бозонних полiв взаємодiї (вони вiдносяться до частинок
iз цiлим спiном бозонiв) мiж полями матерiї, яку утворюють частинки з на-
пiвцiлим спiном (фермiони).

Необхiднiсть введення векторних полiв випливає з вимоги калiбрувальної
iнварiантної теорiї.
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У наступному роздiлi (роздiл III) це питання буде розглянуто детальнiше.
Але вже зараз треба зауважити, що вигляд лагранжiану (6.3) i канонiчних
змiнних (6.11) буде дещо iншими (див. зауваження 17.2).

На завершення цього роздiлу доведемо iнварiантнiсть лагранжiану (6.3) вiд-
носно перетворень Лоренца (1.20).

З формули (1.40) для перетворення контрварiантного 4-вектора легко отри-
мати закон перетворення для коварiантного 4-вектора, використовуючи фор-
мули опускання i пiднiмання iндексiв. Тодi

V ′
µ(x′) = gµµ′Λ

µ′
ν gνν′Vν′(x) (6.12)

або в матричнiй формi, враховуючи (4.7′)–(4.8) маємо

V ′(x′) = GΛGV (x) = (ΛT )−1V (x). (6.12′)

Щоб не заплутатись у великому числi iндексiв, зручно записати лагранжiан
(6.3) у матричнiй формi

L (x) = −∂T G∂
∗
V (x)GV (x) + m2

∗
V (x)GV (x), (6.13)

де матриця G визначена компонентами метричного тензора (1.2), а диферен-
цiальнi оператори ∂ i ∂T визначенi формулами (4.8′) i (4.10) таким чином, що
похiднi вектор-рядка ∂T дiють тiльки на компоненти вектор-рядка

∗
V (x), а по-

хiднi вектор-стовпчика ∂ дiють на компоненти вектор-стовпчика V (x). У записi
(6.13) диференцiальний оператор ∂T G∂ є скалярним оператором, який дiє на
скалярну функцiю

∗
V (x)GV (x) з урахуванням зазначених вище правил. Тодi,

враховуючи правила перетворення (4.7′) i (6.12′), а також властивiсть (1.12)
маємо

L ′(x′) = −∂′T G∂′
∗
V
′(x′)GV ′(x′)+

∗
V ′ (x′)GV ′(x′) =

= −∂T Λ−1G(ΛT )−1∂
∗
V (x)Λ−1G(ΛT )−1V (x) +

+ m2
∗
V (x)GΛT GGGΛGV (x) =

= −∂T G∂
∗
V (x)GV (x) + m2

∗
V (x)GV (x) = L (x).

6.2. Представлення в iмпульсному просторi

Так само, як i розв’язки рiвняння Клейна–Гордона–Фока для скалярної ча-
стинки, векторнi польовi функцiї Vµ(x) i V ∗

µ (x) можна розкласти на додатно- i
вiд’ємно-частотнi частини

Vµ(x) = V +
µ (x) + V −

µ (x),
∗
V µ (x) =

∗
V

+
µ (x)+

∗
V
−
µ (x), (6.14)
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V ±
µ (x) =

1

(2π)3/2

∫
dk

e±ik·x
√

2k0
V ±

µ (k),

∗
V
±
µ (x) =

1

(2π)3/2

∫
dk

e±ik·x
√

2k0

∗
V
±
µ (k),

(6.15)

де
∗
V ±

µ (k) i V ±
µ (k) визначаються так само, як i вiдповiднi скалярнi функцiї у

формулах (4.21) та (4.22). Використовуючи формули (6.14) i (6.15), перепише-
мо вирази (6.7)–(6.10) в iмпульсному представленнi (див. розрахунок формул
(4.59), (4.60)). Маємо для вектора енергiї-iмпульсу (задача 6.1):

P µ = −
∫

dkkµgνα(
∗
V

+
ν (k)V −

α (k)+
∗
V
−
ν (k)V +

α (k)), (6.16)

для вектора спiну S = (Sk)
3
k=1 (задача 6.2):

S = i

∫
dk{[ ∗V+(k)×V−(k)]− [

∗
V
−(k)×V+(k)]}, (6.17)

де a× b — векторний добуток векторiв a, b в R3.
I, нарештi, заряд системи (задача 6.3):

Q = −q

∫
dk gµν(

∗
V

+
µ (k)V +

ν (k)− ∗
V
−
ν (k)V +

µ (k)). (6.18)

Зауважимо: вектор спiну S не залежить вiд часу x0, тобто спiн є iнтегралом
руху, що є наслiдком симетрiї тензора енергiї-iмпульсу.

6.3. Розкладання на поздовжнi i поперечнi складовi

Iз спiввiдношення (6.16) видно, що у виразi для енергiї P 0 складова, що вiдпо-
вiдає ν = α = 0, вiд’ємна. Тобто енергiя не є додатно-визначеною. Це може бути
усунено за допомогою додаткової умови Лоренца (6.2). В iмпульсному просторi
умова (6.2) для компонент V ±

µ (k) i
∗
V ±

µ (k) записуватиметься таким чином

kµV ±
µ (k) = 0, kµ

∗
V
±
µ (k) = 0. (6.19)

З умов (6.19) можна виразити компоненти V ±
0 (k) i

∗
V

±
0 (k) через лiнiйно-

незалежнi компоненти

V ±
0 (k) = − 1

k0
kjV ±

j (k),
∗
V
±
0 (k) = − 1

k0
kj

∗
V
±
j (x). (6.20)

Тодi бiлiнiйнi форми, що входять у вирази (6.16), (6.18), будуть

−gµν
∗
V
±
µ (k)V ∓

ν (k) =
∗
V
±
j (k)V ∓

j (k)− 1

(k0)2
(ki

∗
V
±
i (k)) (klV ∓

l (k)). (6.21)



Роздiл II 125

Представимо потенцiали V ±
i у виглядi розкладiв на поздовжню i поперечнi

складовi щодо напрямку руху частинки k. Нехай ei, (i = 1, 2, 3) – одиничнi
вектори взаємно ортогональнi мiж собою i ортогональнi до вектора напрямку
руху k. Тобто

(ei · ej) = δij, e3 =
k

|k| , (6.22)

[e1 × e2] = e3 i циклiчна перестановка.
Тодi покладемо

V±(k) = a±1 (k)e1 + a±2 (k)e2 +
k0

m
a±3 (k)

k

|k| . (6.23)

Легко пiдрахувати, що

−gµν
∗
V
±
µ (k)V ∓

ν (k) =
∗
a±j (k)a∓j (k). (6.24)

Пiдставляючи цей вираз у формули (6.16), (6.18), маємо

P µ =

∫
dk kµ

(
∗
a+

j (k)a−j (k)+
∗
a−j (k)a+

j (k)

)
(6.25)

i

Q = q

∫
dk

(
∗
a+

j (k)a−j (k)− ∗
a−j (k)a+

j (k)

)
. (6.26)

З виразу (6.17) можна пiдрахувати, наприклад, компоненту S3 вектора S

S3 = i

∫
dk

(
∗
a+

1 (k)a−2 (k)− ∗
a−2 (k)a−1 (k)+

∗
a−2 (k)a+

1 (k)− ∗
a−1 (k)a+

2 (k)

)
. (6.27)

Легко перевiрити простими розрахунками, що вирази для P µ i Q не змiню-
ють своєї форми, а вираз для S3 набуває дiагонального вигляду, якщо перейти
вiд амплiтуд a±j ,

∗
a±j до амплiтуд b±j ,

∗
b
±
j за формулами

a±1 =
b±1 +b±2√

2
, a±2 =

b±1 −b±2
i
√

2
, a±3 = b±3 ,

∗
a±1 =

∗
b
±
1 +

∗
b
±
2√

2
,

∗
a±2 =

∗
b
±
1 −

∗
b
±
2

−i
√

2
,

∗
a±3 =

∗
b
±
3 .

(6.28)

Тодi

P µ =

∫
dk kµ

(
∗
b

+
j (k)b−j (k)+

∗
b
−
j (k)b+

j (k)

)
, (6.29)

Q = q

∫
dk

(
∗
b

+
j (k)b−j (k)− ∗

b
−
j (k)b+

j (k)

)
(6.30)
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i

S3 =

∫
dk

(
∗
b

+
1 (k)b−1 (k)− ∗

b
−
1 (k)b+

1 (k)+
∗
b
−
2 (k)b+

2 (k)− ∗
b

+
2 (k)b−2 (k)

)
. (6.31)

Розклад (6.23) вектор-потенцiалу V(k) за амплiтудами aj(k) вiдповiдає роз-
кладу за лiнiйно-поляризованими коливаннями, а розклад V(k) за амплiтудами
bj(k) вiдповiдає розкладу за круговими поляризацiями. Вiдповiднi вектори по-
ляризацiї мають вигляд

ẽ1 =
1√
2
(e1 − ie2), ẽ2 =

1√
2
(e1 + ie2), ẽ3 = e3. (6.32)

Таким чином, комплексне векторне поле описує позитивно i негативно заря-
дженi частинки з масою m i трьома можливими значеннями проекцiї вектора
спiну на напрям руху, що рiвнi вiдповiдно ±1 i 0 (вiдсутнiсть у S3 доданку,
пропорцiйного

∗
b

+
3 b−3 або b+

3

∗
b
−
3 ).

6.4. P̂ , T̂ , ĈP̂ , T̂ , ĈP̂ , T̂ , Ĉ-перетворення

Так само, як i у скалярному випадку, векторнi частинки можна роздiлити на
власне векторнi i псевдовекторнi. Але, на вiдмiну вiд скалярного випадку, ко-
жний вектор змiнює свiй напрям при просторовому вiддзеркаленнi. Тобто про-
сторова частина векторного потенцiалу Vj(x

0,−x) = −Vj(x
0,x), i тодi, очевидно,

псевдовекторний потенцiал не буде змiнювати свiй знак. Отже, P -перетворення
буде мати вигляд

P̂ : Vµ → V P̂
µ (x) = P̂ Vµ(x) = ηP̂

V gµνVν(x
0,x), (6.33)

де ηP̂
V = +1 для векторної частинки i ηP̂

V = −1 – для псевдовекторної. Згiдно з
тими самими мiркуваннями, що i для скалярного поля (див, пп. 4.5.1 i 4.5.3),
отримаємо закони перетворення при зарядовому спряженнi i часовому вiддзер-
каленнi:

Ĉ : Vµ → V c
µ (x) = V Ĉ

µ (x) = ĈVµ(x) = ηC
V

∗
V µ(x) (6.34)

i
T̂ : Vµ → V T̂

µ (x) = T̂ Vµ(x) = ηT̂
V gµν

∗
V ν(−x0,x). (6.35)

§ 7. Електромагнiтне поле

7.1. Рiвняння Максвелла

Рiвняння Максвелла були вперше сформульованi вченим у 60-х роках XIX ст.
Вони лягли в основу побудови класичної електродинамiки — науки, що вивчає
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електромагнiтнi явища в рiзних середовищах. Заслуга Максвелла полягає в то-
му, що вiн зумiв зiбрати i проаналiзувати всi вiдомi на той час закони еле-
ктромагнетизму, якi були вiдкритi вченими Бiо, Саваром, Лапласом, Гауссом,
Ампером i Фарадеєм (див. бiльш детально [14]). Цi закони встановлюють гли-
бокi зв’язки мiж векторами напруженостi електричного E, магнiтного H полiв,
струмом (густиною) j i густиною зарядiв ρ.

До Максвелла цi закони виглядали так:

1. Закон Гаусса або наслiдок з теореми Гаусса про потiк векторного елек-
тричного поля1) E:

div E = 4πρ, де ρ − густина зарядiв.

2. Закон Фарадея–Ленца:

rotE = −1

c

∂H

∂t
.

3. Наслiдок з теореми Гаусса про потiк векторного магнiтного поля H
(вiдсутнiсть магнiтних зарядiв):

div H = 0.

4. Закон Ампера:

rotH =
4π

c
j. (7.1)

Максвелл помiтив, що з рiвняння (7.1) внаслiдок того, що div rotH = 0,
випливає, що

div j = 0,

а це суперечить рiвнянню неперервностi

∂ρ

∂t
+ div j = 0,

якщо ρ не є константою у часi.
Аналiзуючи цi закони i властивостi полiв E i H, Максвелл дещо модифiкував

їх i виписав систему диференцiальних рiвнянь у такому виглядi (див. [45])

rotE = −1

c

∂H

∂t
,

div H = 0,

rotH =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j,

div E = 4πρ.

(7.2)

1)Тут i далi розглядається поле у вакуумi. У випадку середовища треба вектори напруже-
ностi поля замiнити векторами напруженостi iндукцiї (електричної або магнiтної).
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Цi рiвняння описують на класичному рiвнi взаємодiю мiж зарядженими ча-
стинками i полями E та H. Але спочатку звернемося до вивчення електрома-
гнiтного поля у вiдсутностi таких зарядiв. Тому розглянемо так званi вiльнi
рiвняння Максвелла у вакуумi. Покладаючи в (7.2) j = ρ = 0, маємо

rotE = −∂H

∂t
, div H = 0,

rotH =
∂E

∂t
, div E = 0.

(7.3)

7.2. Потенцiал електромагнiтного поля

Систему рiвнянь (7.3) можна записати в бiльш симетричнiй формi, яка авто-
матично встановлює коварiантнiсть рiвнянь Максвелла вiдносно перетворень
групи Пуанкаре. Для цього вводять 4-вектор-потенцiал електромагнiтного по-
ля Aµ(x), через який поля H i E виражаються формулами (5.139).

З правих частин рiвнянь (5.139) легко побачити, що вони є компонентами
4–вимiрного ротора потенцiалу Aµ(x), який називають антисиметричним тен-
зором електромагнiтного поля

Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
. (7.4)

Тодi, враховуючи (5.139), можна переконатися, що

Fµν =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 H3 −H2

E2 −H3 0 H1

E3 H2 −H1 0


 . (7.5)

Легко пересвiдчитися (враховуючи (5.139), що першi два рiвняння системи
(7.3) перетворюються в тотожностi внаслiдок вiдомих з аналiзу спiввiдношень
div rot A = rot grad A0 = 0. Два iншi можна записати у виглядi

∂µFµν = ∂µ∂µAν(x)− ∂µ∂νAµ(x) = 0, (7.6)

що свiдчить про коварiантнiсть системи (7.3).

7.3. Градiєнтнi перетворення i умова Лоренца: умова попе-
речностi

З означень полiв E та H через векторний потенцiал Aµ(x) можна побачити, що
рiвняння (7.6) не змiнює свого вигляду, якщо виконати калiбрувальнi перетво-
рення другого роду

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x)− ∂µf(x), (7.7)
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де f(x) – довiльна диференцiйовна функцiя. Така iнварiантнiсть показує, що ви-
бiр потенцiалу Aµ(x) неоднозначний, що є фактично наслiдком того, що потен-
цiал Aµ(x)–не спостережувана величина. Такими є вектори електромагнiтного
поля E, H.

Цiєю обставиною користуються таким чином, що накладають додаткову
умову на Aµ(x), якою є умова Лоренца:

∂µA
µ(x) = 0. (7.8)

Умова (7.8) дозволяє записати рiвняння (7.6) у бiльш простiй формi

−gµα∂µ∂αAν(x) ≡ 2Aν(x) = 0. (7.9)

Виявляється, що рiвняння (7.9) i умова Лоренца (7.8) ще не повнiстю визнача-
ють потенцiал Aµ(x). Легко бачити, що цi рiвняння залишаються iнварiантними
вiдносно спецiалiзованих калiбрувальних перетворень Лоренца:

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x)− ∂µf0(x), (7.10)

де f0(x) задовольняє рiвняння Даламбера

¤f0(x) = 0. (7.11)

Завжди можна вибрати f0(x) так, щоб скалярна частина A0(x) потенцiалу
Aµ(x) перетворювалася у нуль. Тодi умова Лоренца (7.8) набуде вигляду

∂kAk(x) = div A = 0. (7.12)

Фiзичний змiст умови (7.12) стає зрозумiлим, якщо перейти до перетворення
Фур’є.

Так само, як i в пунктi 4.3, розв’язки рiвнянь (7.12) можна представити у
виглядi

Aµ(x) =
1

(2π)3/2

∫
dkδ(k2)eik·xÃµ(k). (7.13)

Пiдставляючи праву частину виразу (7.13) у (7.12), маємо:

kmÃm(k)|k2=0 = k · Ã(k)|k2=0 = 0. (7.14)

Цю умову називають умовою поперечностi електромагнiтного поля. Хоч
електромагнiтне поле описується 4-компонентним потенцiалом, фiзичний змiст
мають лише двi лiнiйно незалежнi компоненти, що ортогональнi до хвильового
вектора. Iз наведених вище викладiв легко зробити висновок, що iнварiантнiсть
рiвнянь (7.8) та (7.9) вiдносно перетворень (7.10) тiсно пов’язана з рiвнiстю нулю
маси спокою частинки поля Aµ(k), тобто фотона.

Важливо пiдкреслити: хоч умова поперечностi (7.14) не є явно коварiант-
ною, але її виконання можна досягти в довiльнiй лоренцовiй системi вiдлiку з
допомогою перетворення (7.10) i (7.11).
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На завершення цього пiдпункту зауважимо, що, так само, як i у випадку
скалярного поля, вiльне електромагнiтне поле може бути представлене через
свої додатно- i вiд’ємно-частотнi складовi:

Aµ(x) = A+
µ (x) + A−

µ (x),

A±
µ (x) =

1

(2π)3/2

∫
dk

e±ik·x
√

2k0
A±

µ (k),

A±
µ (k) =

Ãµ(±k0,±k)√
2k0

, k0 =
√

k2 = |k|,

(7.15)

з правилами спряження, що випливає з умови дiйсностi Aµ(x)

(A±
µ (k))∗ = A∓

µ (k). (7.16)

Зауваження 7.1. Як побачимо у роздiлi IV, при квантуваннi електрома-
гнiтного поля не вдається задовольнити умову Лоренца (7.8) як спiввiдноше-
ння мiж операторами Aµ(x). У квантовiй теорiї спiввiдношення (7.8) буде
справедливим тiльки в сенсi середнiх для фiзично-допустимих станiв.

7.4. Лагранжiв формалiзм електромагнiтного поля

Легко переконатися, що рiвняння (7.9) буде тотожним з рiвнянням Лагранжа–
Ейлера (3.47), якщо вибрати лагранжiан у виглядi (ui(x) → Aν(x)):

L (x) = −1

2
∂µAν(x)∂µA

ν(x). (7.17)

Рiвняння (7.6), яке не враховує умови Лоренца, можна отримати з
калiбрувально-iнварiантного виразу:

L (x) = −1

4
FµνF

µν , (7.18)

яким, як правило, i користуються при побудовi електромагнiтної взаємодiї.
Користуючись (7.5), можна також переписати (7.18) через значення електри-

чного i магнiтного полiв (задача 7.1):

L (x) =
1

2
(E2 −H2). (7.19)

Лагранжiани (7.17) i (7.18) вiдрiзняються один вiд одного величиною, яка
при iнтеграцiї по усьому простору-часу з урахуванням умови Лоренца перетво-
рюється в нуль, не вносячи вкладу в дiю (3.43).

Iнварiантнiсть лагранжiану вiдносно перетворень групи Лоренца можна до-
вести так само, як i у випадку векторного поля (див. п. 6.2).
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З лагранжiану (7.17) i теореми Нетер легко отримати вирази для динамiчних
iнварiантiв (див. ф-ли (3.60), (3.61), (3.64)–(3.70) з Aν(x) замiсть ui(x)).

Тензор енергiї-iмпульсу

T µν = −∂µAα(x)∂νAα(x)− gµνL (x), (7.20)

задовольняє рiвняння неперервностi ∂µT
µν = 0. Просторова густина вектора

енергiї-iмпульсу є:

T 00(x) = −1

2
∂µAν(x)∂µA

ν(x), T 0k(x) = −∂0Aν(x)∂kAν(x).

Канонiчно спряженою до поля Aµ(x) змiнною є iмпульс

πµ(x) =
∂L (x)

∂(∂0Aµ(x))
= −∂0A

µ(x),

який для калiбрувально-iнварiантного лагранжiану (7.8) матиме трохи iнший
вигляд

πµ(x) = −F 0µ(x). (7.21)

Тодi для виразу 4-вектора енергiї-iмпульсу матимемо

P 0 = −1

2

∫
dx[πµ(x)πµ(x) + ∂kAµ(x)∂kA

µ(x)], (7.22)

P k =

∫
dxπµ(x)∂kAµ(x), k = 1, 2, 3, (7.23)

а для тензора моменту спiну отримаємо

Sα
µν = (Aν(x)∂αAµ(x)− Aµ(x)∂αAν(x)) (7.24)

i вектор спiну–

Si = εijk

∫
dx(Ak(x)∂0Aj(x)− Aj(x)∂0Ak(x)). (7.25)

Також буде потрiбний вираз енергiї i iмпульсу електромагнiтного поля через
значення напруженостi цих полiв. Для цього зручнiше пiдставити у формулу
(3.60) вираз лагранжiану у формi (7.18). Легко пiдрахувати, що

T 00 = −∂0A
µF0µ −L (x) = F 2

0k −L (x) + ∂µA0F0µ. (7.26)

Тодi, враховуючи (7.5), (7.19) i той факт, що третiй доданок у (7.26) не
робить внеску у вираз для енергiї, оскiльки

∫
∂µA0F0µdx =

∫
∂kA0F0kdx = −

∫
A0∂kF0kdx =

∫
A0∂

µF0µdx =

=

∫
A0∂0(∂

µAµ)dx−
∫

A0∂
µ∂µA0dx = 0
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за умовою Лоренца (7.8) i рiвняннями руху (7.9), маємо (враховуючи (7.5))

P 0 =
1

2

∫
(E2 + H2)dx. (7.27)

Зовсiм аналогiчно (задача 7.2):

P =

∫
[E×H]dx. (7.28)

Зауваження 7.2. У випадку калiбрувально-iнварiантного лагранжiану
(7.18) вiдносно перетворень (2.15) (Bµ(x) = Aµ(x)) вираз для варiацiї дiї (3.74)
матиме такий вигляд:

δA =

∫
dx ∂µ[F µν(x)∂νχ(x)] =

∫
dx jν

A(x)∂νχ(x), (7.29)

де
jν
A(x) = ∂µF

µν(x). (7.30)

У другiй рiвностi (7.29) використано антисиметричнiсть тензора F µν.
Через антисиметричнiсть вектор струму jν

A(x) задовольняє рiвняння непе-
рервностi ∂νj

ν
A(x) = 0. Струму (7.30) вiдповiдає величина, що зберiгається,

тобто заряд QA =
∫

dx jν
A(x). Цю величину називають “зарядом Максвелла”.

У випадку вiльного електромагнiтного поля jν
A(x) ≡ 0, оскiльки права части-

на (7.30) збiгається з лiвою частиною (7.6). Випадок взаємодiї полiв Aµ(x) з
полями матерiї розглядатиметься у наступному пунктi.

7.5. Поперечнi, поздовжнi i часовi складовi електромагнi-
тного поля

Вiдомо, що електромагнiтнi хвилi можуть мати рiзну поляризацiю, тобто мати
видiлений напрям коливання електричного чи магнiтного полiв. Тому загаль-
ний розв’язок (7.13) можна представити як лiнiйну комбiнацiю поляризованих
складових. Уведемо для цього одиничнi вектори eµ = (eµ

ν )ν=3
ν=0, де

e0 = (1, 0, 0, 0), (e0
α = δ0α), e3 =

k

|k| , ei · ej = δij, (7.31)

[e1 × e2] = e3 i циклiчна перестановка.
Тодi розклад векторiв A±

µ (k) запишемо у виглядi

A±
µ (k) = eν

µa
±
ν (k). (7.32)

Легко перевiрити, що iз (7.31) i (7.32) випливає спiввiдношення, яке буде
використовуватися нижче

gµνA+
µ (k)A−

ν (k) = gµνa+
µ (k)a−ν (k). (7.33)
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Умову Лоренца (7.8) в iмпульсному просторi запишемо окремо для додатно-
частотної i вiд’ємно-частотної компоненти:

kµA±
µ (k) = 0. (7.34)

Пiдставляючи сюди розклад (7.32) i враховуючи (7.31), отримаємо

k0a±0 (k) + |k|a±3 (k) = 0, (7.35)

а враховуючи, що для безмасової частинки k0 = |k|, маємо з виразу (7.35):

a+
3 (k)a−3 (k) = a+

0 (k)a−0 (k). (7.36)

Фiзичний змiст цього спiввiдношення полягає в тому, що густина середнього
числа “поздовжнiх” фотонiв i “часових” фотонiв рiвна, а їх внесок у бiлiнiйну
форму (7.33) протилежний за знаком. Отже, остаточно маємо спiввiдношення

−gµνAµ(k)Aν(k) =
∑
p=1,2

a+
p (k)a−p (k).

Застосуємо це спiввiдношення до обрахування 4-вектора енергiї iмпульсу. Так
само, як i у випадку векторного поля (див. (6.16), при

∗
V ±

µ (k) = V ±
µ (k) = A±

µ (k))
маємо (задача 7.3):

P µ =

∫
dk kµ

{−gανA+
α (k)A−

ν (k)
}

=
∑
p=1,2

∫
dk · kµa+

p (k)a−p (k). (7.37)

Отже, так само як i у випадку векторного поля, умова Лоренца дозволяє
отримати вираз для енергiї P 0, що є додатно-визначеною величиною.

Визначимо також у термiнах поляризацiйних коефiцiєнтiв a±µ (k) вектор спi-
ну (7.25). Пiдставляючи вирази (7.13) у формулу (7.25) з урахуванням (7.31) та
(7.32), маємо (задача 7.4):

S = i

∫
dk[A+(k)× A−(k)] = i

∫
dk[a+(k)× a−(k)].

Вектор S не залежить вiд часу, тобто зберiгається незалежно вiд моменту руху.
Цей факт є наслiдком симетрiї тензора енергiї-iмпульсу (7.20).

Проекцiя вектора спiну на напрям руху є

S3 = i

∫
dk(a+

1 (k)a−2 (k)− a+
2 (k)a−1 (k)). (7.38)

Вiдповiднi канонiчнi перетворення, що залишають незмiнним вигляд P µ (7.37)
i дiаганалiзують оператор S3 (7.38), мають вигляд

a±1 (k) =
1√
2
(b±1 (k)∓ ib±2 (k)),

a±2 (k) =
1√
2
(±ib±1 (k)− b±2 (k)).
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Вiдповiднi вектори поляризацiї розкладу за амплiтудами b±(k) мають вигляд

ẽ1,± =
1√
2
(e1 ± ie2), ẽ2,± =

1√
2
(∓ie1 − e2).

Вектори e1, e2 вiдповiдають лiнiйнiй поляризацiї фотона або, точнiше, поля Aµ,
а вектори ẽ1, ẽ2–круговiй поляризацiї фотона.

7.6. Квантово-механiчнi характеристики фотона

Згiдно з корпускулярно-хвильовим дуалiзмом з електромагнiтним полем зiстав-
ляється частинка, яка, згiдно з лагранжевим формалiзмом, має масу спокою,
рiвну нулю. У цьому пунктi спробуємо дати таке корпускулярне тлумачення
рiвнянь електромагнiтного поля, опираючись на загальнi поняття квантової ме-
ханiки.

Для цього будемо виходити з системи рiвнянь Максвелла (7.3). Так само,
як i у випадку скалярних та спiнорних полiв, шукатимемо розв’язки у виглядi
фур’є-перетворень (для зручностi знову вживатимемо нерелятивiстське позна-
чення часу x0 = t):

E(x, t) =
1

(2π)3/2

∫
Ẽ(k, t)eik·xdx,

H(x, t) =
1

(2π)3/2

∫
H̃(k, t)eik·xdx.

Тодi рiвняння (7.3) для амплiтуд Ẽ(k, t) i H̃(k, t) мають вигляд

∂H̃(k, t)

∂t
= −i[k× Ẽ(k, t)], (k · H̃(k, t)) = 0,

∂Ẽ(k, t)

∂t
= i[k× H̃(k, t)], (k · Ẽ(k, t)) = 0. (7.39)

Рiвняння (7.39) треба доповнити умовою дiйсностi полiв H i E:

Ẽ(k, t) = Ẽ(−k, t); H̃(k, t) = H̃(−k, t).

З рiвнянь (7.39) неважко отримати рiвняння для компонент Ẽj(k, t), j = 1, 2, 3:
(

∂2

∂t2
+ k2

)
Ẽj(k, t) = 0, (7.40)

яке можна записати так:
(

∂

∂t
+ i|k|

)(
∂

∂t
− i|k|

)
Ẽj(k, t) = 0. (7.41)
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Представимо амплiтуди Ẽj(k, t) у виглядi

Ẽj(k, t) =

√
|k|
2

(
ψj(k, t)+

∗
ψ j(−k, t)

)
(7.42)

(множник

√
|k|
2

видiлений для зручностi).
Тодi рiвняння другого порядку (7.40) i (7.41) вiдносно Ej(k, t) можна пере-

творити у рiвняння першого порядку для величин ψj(k, t). Легко встановити,
що (7.42) задовольняє (7.41), якщо ψj(k, t) задовольняє рiвняння

(
∂

∂t
+ i|k|

)
ψj(k, t) = 0, (7.43)

оскiльки тодi ψj(−k, t) задовольняє спряжене рiвняння
(

∂

∂t
− i|k|

) ∗
ψj (k, t) = 0. (7.44)

Рiвняння (7.43) можна переписати у формi рiвняння Шредiнгера

i
∂ψj(k, t)

∂t
= |k|ψj(k, t). (7.45)

Крiм того, з останнього рiвняння (7.39) випливає, що

k · ψ(k, t) = 0. (7.46)

Помножимо вираз(7.46) на
(
− kj

|k|
)

i додамо до (7.45). Тодi

i
∂ψj(k, t)

∂t
= |k|ψj(k, t)− kj

|k|klψl(k, t)

або у векторнiй формi

i
∂ ψ

∂t
= ĥ ψ, (7.47)

де оператор ĥ дiє на вектор ψ за правилом

(ĥ ψ)j(k, t) = ĥjlψl(k, t), ĥjl = |k|
(

δjl − kjkl

|k|2
)

.

З рiвняння (7.47) випливає, що

∂

∂t
(k · ψ(k, t)) = 0,
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тобто величина k · ψ(k, t) є iнтегралом руху i може бути початковою умовою
для рiвняння (7.47). Рiвняння (7.47), (7.46) (при t = 0) еквiвалентнi рiвнянням
Максвелла i мають форму рiвняння Шредiнгера з оператором Гамiльтона ĥ,
власнi значення якого є |k|.

Функцiю ψ(k, t) можна iнтерпретувати як хвильову функцiю фотона в iм-
пульсному просторi. Щоб у цьому пересвiдчитись, запишемо енергiю та iмпульс
(7.27) i (7.28) через функцiю ψ(k, t). Насамперед iз рiвнянь руху (7.43) i (7.44)
та представлення (7.42) легко обрахувати, що

∂

∂t
E(k, t) = Ė(k, t) = −i|k|

√
|k|
2

( ψ(k, t)−
∗
ψ (−k, t)).

Далi

P 0 =
1

2

∫
(|E(x, t)|2 + |H(x, t)|2)dx =

1

2

∫
(|Ẽ(k, t)|2 + |H̃(k, t)|2)dk =

=
1

2

∫
(|Ẽ(k, t)|2 +

1

|k|2 |Ė(k, t)|2)dk =

=
1

4

∫
2πdk |k|[( ψ(k, t) + ψ∗(−k, t)) · (

∗
ψ(k, t) + ψ(−k, t))+

+( ψ(k, t) =
∗
ψ(−k, t)) · (

∗
ψ(k, t)− ψ(−k, t))] =

=

∫
dk |k|

∗
ψ(k, t) · ψ(k, t) =

∫
dk

∗
ψ(k, t) · ĥ ψ(k, t).

(7.48)

У першiй рiвностi використано тотожнiсть Планшереля, а у другiй – той
факт, що згiдно з рiвнянь (7.39) усi три вектори −iĖ, k i H̃(k, t) є взаємно-
перпендикулярнi, а, отже, з третього рiвняння (7.39) маємо

|Ė(k, t)|2 = |k|2|H̃(k, t)|2.
Аналогiчно можна обрахувати, що

P j =

∫
kj

∗
ψ(k, t) · ψ(k, t)dk. (7.49)

Вирази (7.48) i (7.49) мають вигляд звичайних квантово-механiчних серед-
нiх для енергiї i iмпульсу фотона. Тому природно вважати функцiю ψ(k, t)
хвильовою функцiєю фотона, якщо накласти умову нормування:

∫
| ψ(k, t)|2dk = 1.

Зауважимо також, що у координатному просторi обернене перетворення
Фур’є функцiї ψ(k, t) не можна розглядати як хвильову функцiю фотона,
оскiльки залежнiсть полiв E i H вiд цiєї функцiї є нелокальною (типу згор-
тки, через те, що у k-просторi це добуток (див.(7.42) |k| i ψ̃(k, t)).

Бiльш детальний аналiз квантово-механiчних властивостей фотона наведе-
ний у монографiї [3].
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7.7. Ĉ, P̂ , T̂Ĉ, P̂ , T̂Ĉ, P̂ , T̂ -перетворення

Закон перетворення поля Aµ(x) вiдносно операцiї зарядової спряженостi можна
визначити з умови iнварiантностi рiвняння Дiрака у зовнiшньому полi Aµ(x)
(5.91) вiдносно цього перетворення. Тобто

(iγµ∂µ −m)ψc(x) = −eγµAc
µψ

c(x),

де
Ac

µ(x) = ĈAµ(x).

Порiвнюючи це рiвняння з (5.93), маємо

Aµ(x) → Ac
µ(x) = ĈAµ(x) = −Aµ(x). (7.50)

Зауваження 7.3. Фiзичний сенс iнварiантностi рiвняння (5.91) вiдносно
операцiї зарядового спряження полягає у тому, що рух електрона у полi Aµ(x)
повинен бути таким самим, як i рух позитрона у полi Ac

µ(x) = −Aµ(x).
Закони перетворення для поля Aµ(x) при P̂ i T̂ -перетвореннях можна вста-

новити з рiвняння Максвелла за наявних зарядiв i вектора струму:

¤Aµ(x) = jµ(x).

Для того, щоб це рiвняння було iнварiантним вiдносно перетворень P̂ i T̂ , необ-
хiдно, щоб Aµ(x) перетворювалось так само, як звичайний 4-вектор jµ(x). Тобто
A(x) перетворювалось як звичайний вектор, а A0(x) – як звичайний скаляр:

Aµ(x) → AP̂
µ (x) = P̂Aµ(x) = gµνAν(x

0,−x), (7.51)

Aµ(x) → AT̂
µ (x) = T̂Aµ(x) = gµνAν(−x0,x). (7.52)

7.8. Про сумiснiсть лоренцових i калiбрувальних перетво-
рень.
Рiзнi види калiбровок

Iнварiантнiсть теорiї вiдносно перетворень (7.7) приводить до того, що, фiксу-
ючи калiбровку, можна вибрати, наприклад, компоненту A0(x) ≡ 0, оскiльки
канонiчно-спряжена величина π0(x) ≡ 0 при довiльному калiбрувальному пере-
твореннi внаслiдок антисиметричностi тензора Fµν :

π0(x) = −F00(x) ≡ 0,

(див. (7.21)).
Зрозумiло, що при цьому губиться явна лоренцова iнварiантнiсть теорiї. Щоб

зберегти лоренцову коварiантнiсть градiєнтно-iнварiантних рiвнянь Максвел-
ла, треба змiнити закон перетворення 4-векторного потенцiалу Aµ(x). Точнiше,
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потенцiал повинен перетворюватись при перетвореннях Лоренца (1.20) не як
4-вектор (див. (1.40)), а з деяким додатком:

Aµ(x) → A′µ(x′) = Λµ
ν (Aν(x)− ∂µf(x, Λ)).

Особливi проблеми виникають при квантуваннi електромагнiтного поля. Це
питання розглядатимемо у роздiлi IV, а на завершення цього пункту наведемо
основнi види калiбровок, якi зустрiчаються при застосуваннi теорiї у рiзних
практичних задачах.

1. Калiбровка Лоренца–Ландау:

∂µA
µ(x) = 0. (7.53)

Через свою явну коварiантнiсть вона є найбiльш поширеною умовою.
2. Кулонiвська калiбровка ( Coulomb gauge):

∂iA
i =∇∇∇·A = 0. (7.54)

Така калiбровка є найбiльш поширеною у практичних застосуваннях, тому
її iнколи називають фiзичною калiбровкою. З умови (7.54), останнього рiвнян-
ня Максвелла (7.2) i виразу (5.139) можна отримати рiвняння для скалярного
потенцiалу:

−∆A0(x) = ρ(x), (7.55)
де ∆ =∇ · ∇∇ · ∇∇ · ∇—оператор Лапласа.

Рiвняння (7.55) легко розв’язати за допомогою функцiї Грiна оператора Ла-
пласа (див. [21]):

A0(x) =

∫
dy

ρ(y, x0)

4π|x− y| + ϕ(x), (7.56)

де ϕ(x) – довiльна гармонiчна функцiя, тобто така, що ∆ϕ(x) = 0.
У випадку вiльного електромагнiтного поля ρ(y, x0) ≡ 0 i кулонiвську калi-

бровку можна доповнити умовою

A0(x) ≡ 0. (7.57)

Таку калiбровку, коли виконуються i умова (7.54), i умова (7.57), iнколи на-
зивають калiбровкою випромiнювання (radiation gauge) ( див., наприклад, [15,
п.8.3]).

Кулонiвська калiбровка зручна ще й тим, що теорiя зберiгає iнварiантнiсть
вiдносно просторових обертань i трансляцiй. Що стосується лоренцових пере-
творень, то неiнварiантнi члени повиннi компенсуватись.

3◦. Часова калiбровка (temporal gauge):

A0(x) = 0. (7.58)

4◦. Аксiальна калiбровка (axial gauge):

A3(x) = 0. (7.59)

Останнi види калiбровок iнколи використовують у квантовiй теорiї калiбру-
вальних полiв, до чого ще повернемось у роздiлi VII.
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§ 8. Рiвняння полiв з вищими значеннями спiну
Згiдно з загальними положеннями теорiї представлень групи Лоренца (див.
п. 1.5), польовi функцiї частинок iз вищими спiнами перетворюються як спi-
нори вищих рангiв i можуть розглядатися як лiнiйнi комбiнацiї тензорних до-
буткiв спiнорiв нижчих рангiв. Завдяки цьому вони повиннi задовольняти не
одне, а декiлька рiвнянь. Крiм того, добуток двох незвiдних представлень є
звiдним i розкладається на суму незвiдних, що описують також частинки з
нижчими спiнами. Щоб виключити компоненти, що вiдповiдають нижчим не-
звiдним представленням, треба накласти вiдповiднi лоренц-iнварiантнi умови.
Коротко розглянемо поля, що вiдповiдають частинам зi спiнами 3/2 i 2.

8.1. Поля спiну 3/2

Поле спiну 3/2 можна отримати декiлькома способами. Одна з таких можливо-
стей – польова функцiя, що перетворюється за допомогою добутку трьох пред-
ставлень D( 1

2
,0). Тодi згiдно з (1.34) маємо

D

(
1
2
,0
)
×D

(
1
2
,0
)
×D

(
1
2
,0
)

= D

(
1
2
,0
)
⊕D

(
1
2
,0
)
⊕D

(
3
2
,0
)
.

Але таке представлення дуже незручне, оскiльки для його опису треба ви-
користовувати дуже багато iндексiв. Бiльш зручним є представлення, у якому
польовi функцiї спiну 3/2 перетворюються за добутком векторного i спiнорного
полiв, тобто

D

(
1
2
, 1
2

)
×D

(
1
2
,0
)

= D

(
1, 1

2

)
⊕D

(
0, 1

2

)
.

Тодi вiдповiднi польовi функцiї будуть мати чотири векторнi i чотири спi-
норнi iндекси, тобто ψ = {ψµ;α| µ = 0, 1, 2, 3, α = 1, 2, 3, 4}. Тодi як векторне
поле при кожному значеннi α функцiї ψµ;α будуть задовольняти рiвняння (6.1),
яке в iмпульсному просторi має вигляд

(k2 −m2)ψ̃µ;α(k) = 0 (8.1)

при додатковiй умовi
kµψ̃µ;α(k) = 0. (8.2)

Тут ψ̃µ означає фур’є-перетворення спiнора ψµ.
Далi, враховуючи тiльки спiнорний характер хвильової функцiї ψ, при кож-

ному фiксованому значеннi µ i, дiючи, як i у випадку з виведенням рiвняння
Дiрака (§ 5), отримаємо ще одне рiвняння

(k̂ + m)ψ̃µ(k) = 0 (8.3)

або ж систему для компонент ψ̃µ;α:

(k̂ + m)αα′ψ̃µ;α′(k) = 0. (8.4)



140 Роздiл II

Внаслiдок умови (8.2), польова функцiя ψ має 12 незалежних компонент
(три векторнi × чотири спiнорнi). Але для опису частинки зi спiном 3/2 (згi-
дно з (8.2)) потрiбно 4 × 2 = 8 компонент. Щоб виключити зайвi компоненти,
треба накласти якусь додаткову лоренц-iнварiантну умову, яка б не суперечила
рiвнянням (8.1) – (8.4). Такою умовою є, наприклад, умова

γµψ̃µ(k) = 0. (8.5)

Щоб переконатися, що ця умова є лоренц-коварiантною, запишемо її у коорди-
натному просторi i скористаємося тим, що ψµ(x) перетворюється як вектор за
формулою (6.12) i як спiнор – за формулою (5.20). Тодi записуємо

γµψ′µ(x′) = γµgµµ′Λ
µ′
ν gνν′S(Λ, a)ψν′(x) =

= S(Λ, a)γαΛµ
αS−1(Λ, a)gµµ′Λ

µ′
ν gνν′S(Λ, a)ψν′(x) =

= S(Λ, a)γαψα(x) = 0 ⇒ γαψα(x) = 0.

Тут було вкористано властивостi матриць γµ (5.22) i матриць Λ (1.12).
Умова (8.5) еквiвалентна чотирьом лiнiйним рiвнянням для компонент ψ̃µ,α,

i тому число лiнiйно-незалежних компонент зменшується до восьми. Легко по-
бачити, що додаткова умова (8.2) є тепер наслiдком рiвняння (8.3) та умови
(8.5). Дiйсно, з рiвняння (8.3) маємо

mψ̃µ(k) = −kνγ
νψ̃µ(k),

а iз спiввiдношення (5.4)

mγµψ̃µ(k) = −kνγ
µγνψ̃µ(k) = kνγ

νγµψ̂µ(k) + 2kµψ̃µ(k).

Функцiя ψ̃µ називається польовою функцiєю Рарiта–Швiнгера для частинки
спiну 3/2.

Детальнiше про структуру полiв спiну 3/2 та рiвняння для них див. ([58],
п.5.5) та ([53], п.7.3).

8.2. Частинки спiну 2

Знову ж таки є декiлька можливостей опису поля зi спiном 2. Це функцiї, що
перетворюються за представленнями D(2,0), D(0,2) або ж D(1,1). Виберемо пред-
ставлення D(1,1), яке може бути отримане згiдно з загальною теорiєю спiнорних
представлень (п.1.4) з добутку, i запишемо

D

(
1
2
, 1
2

)
⊗D

(
1
2
, 1
2

)
= D

(
1
2
,0
)
⊗D

(
0, 1

2

)
⊗D

(
1
2
,0
)
⊗D

(
0, 1

2

)
=

=
(
D(0,0) ⊕D(1,0)

)⊗ (
D(0,0) ⊕D(0,1)

)
=

= D(0,0) ⊕D(1,1) ⊕D(1,0) ⊕D(0,1).
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Польовою функцiєю, що перетворюється за добутком двох векторних пред-

ставлень D

(
1
2
, 1
2

)
⊗D

(
1
2
, 1
2

)
є тензор 2-го рангу hµν(x) (або ĥµν(k) в iмпульсному

представленнi). Внаслiдок симетрiї вона має десять незалежних компонент. Але
якщо виключити молодшi спiни 0 i 1, то треба накласти умови, щоб будь-якi
коварiантнi вектори i скаляри, побудованi з ĥµν(k) перетворювалися тотожно в
нуль. Тому можна накласти умови:

kµĥµν(k) = 0 (8.6)

i
gµν ĥµν = 0. (8.7)

Рiвняння руху для кожної незалежної компоненти збiгається з рiвнянням
для вiльної частинки, тобто

(k2 −m2)ĥµν(k) = 0.

Число незалежних компонент зменшиться до п’яти, оскiльки умови (8.6)
та (8.7)– це п’ять спiввiдношень для компонент ĥµν(k). Рiвняння (8.6) i (8.7)
є найбiльш загальними характеристиками польової функцiї частинок спiну 2.
Бiльш детальний аналiз цих полiв можна знайти, наприклад, у працях [58] § 5.5
та [53], § 7.3.

Задачi до роздiлу II
Задача 3.1. Довести, що система рiвнянь Гамiльтона (3.9) є наслiдком рiвнянь Ла-

гранжа (3.6), якщо H, L i pi пов’язанi спiввiдношеннями (3.7) i (3.8).
Довести обернене твердження.

Задача 3.2. Довести тотожнiсть Якобi для дужки Пуассона.
Задача 3.3. Довести, що дужки Дiрака задовольняють рiвняння (3.14) та (3.15).
Задача 4.1. Довести формулу (4.19).
Задача 4.2. Довести, що коли функцiя f(x), x ∈ M є вiд’ємно-частотним розв’яз-

ком рiвняння (4.6), то

i

∫

x0=const

dx f(x)
↔
∂0 f(x) ≥ 0.

Задача 4.3. Отримати формулу (4.61), використовуючи пiдрахунки формули
(4.59).

Задача 5.1. Довести, що лiнiйно-незалежнi, нормованi розв’язки рiвняння Дiрака
vµ,+(k) задовольняють спiввiдношення

v̄ν,−(k)vµ,+(k) = −m

k0
δµν .



142 Роздiл II

Задача 5.2. Знайти закон перетворення зарядово-спряженого спiнора ψc(x) при
iнверсiї часу.

Задача 5.3. Обрахувати вираз для вектора енергiї-iмпульсу Pµ через амплiтуди
a±ν (k̄) розв’язкiв рiвняння Дiрака.

Задача 5.4. Обрахувати вираз для заряду Q через амплiтуди a±ν (k̄) розв’язкiв рiв-
няння Дiрака (ф-ла (5.128)).

Задача 5.5. Довести, що ∂µ(ψ̄+
1 (x)γµψ−2 (x)) = 0, якщо спiнори ψ̄+

1 (x) i ψ−2 (x) є
додатно- i вiд’ємно-частотними розв’язками рiвнянь (5.16) i (5.7).

Задача 5.6. Довести унiтарнiсть оператора UΛ,a, заданого формулою (5.135) у про-
сторi одночастинкових станiв H1.

Задача 5.7. Довести, що для спiнорiв Майорани справедлива рiвнiсть (ψM )c = ψM .
Задача 6.1. Обрахувати вираз для вектора енергiї-iмпульсу Pµ через амплiтуди

V ±
µ (k̄) розв’язкiв вiльного рiвняння векторного поля.

Задача 6.2. Довести формулу (6.17).
Задача 6.3. Обрахувати вираз для заряду Q векторного комплексного поля через

амплiтуди V ±
µ (k̄) розв’язкiв вiльного векторного поля.

Задача 7.1. Виразити лагранжiан електромагнiтного поля (7.18) через значення
електричного i магнiтного полiв.

Задача 7.2. Обрахувати вектор iмпульсу електромагнiтного поля через вектори
електричного i магнiтного полiв.

Задача 7.3. Виразити вектор енергiї-iмпульсу електромагнiтного поля через попе-
речнi амплiтуди поляризацiй.

Задача 7.4. Виразити вектор спiну електромагнiтного поля через поперечнi амплi-
туди поляризацiй.



Роздiл III. Класична теорiя
взаємодiючих полiв

Фактично у пiдпунктах 4.5.1 та 5.3.4 ми коротко познайомилися з процедурою
введення взаємодiї мiж комплексним скалярним (у пiдпунктi 4.5.1), дiраков-
ським (у пiдпунктi 5.3.4) та заданим електромагнiтним полем, що описується
4-векторним потенцiалом Aµ. Тут докладнiше зупинимось на цьому питаннi з
точки зору так званого калiбрувального принципу , покладеного в основу
побудови сучасної теорiї взаємодiючих полiв.

§ 9. Калiбрувальна теорiя електромагнiтної взає-
модiї електронно-позитронного поля

9.1. Принцип калiбрувальної iнварiантностi в теорiї Ма-
ксвелла

У п. 7.2 рiвняння Максвелла були зведенi до вигляду (7.6), якi з урахуванням
наявностi струму зсуву j(x) i зарядiв густиною ρ(x) можна записати так:

¤Aν(x) + ∂ν(∂µA
µ(x)) = −jν(x),

j = {jν}ν=4
ν=0 = {ρ,−j}.

(9.1)

У основi калiбрувальної iнварiантностi класичного електромагнетизму ле-
жить факт, що потенцiал Aν(x) не є однозначним для заданих значень полiв E
i H.

Перетворення, при яких Aν(x) можна змiнювати таким чином щоб E i H
були незмiнними, називають градiєнтними (або калiбрувальними) перетворен-
нями другого роду. Вони пов’язанi з iнварiантнiстю рiвнянь Максвелла вiдносно
перетворень (7.7).

Рiвняння (9.1) можна також переписати через тензор електромагнiтного по-
ля F µν (див. 7.4):

∂µF
µν = jν , (9.2)

звiдки (в наслiдок антисиметричностi F µν) випливає рiвняння неперервностi

143
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4-струму:
∂νj

ν(x) = 0.

У перетвореннях (7.7) можна вибрати f(x) таким чином, щоб виконувалась
умова Лоренца (7.8). Тодi кажуть, що Aµ(x) задовольняє лоренцеву калiбровку.

Очевидно, що iнварiантнiсть F µν (i рiвнянь (9.2)) вiдносно градiєнтних пере-
творень пов’язана зi збереженням заряду, а значить, i з глобальними фазовими
перетвореннями (2.2), iнварiантнiсть вiдносно яких безпосередньо приводить за
теоремою Нетер до збереження заряду. Однак зв’язок цей не є простим.

Ю. Вiгнер [202] ще у 1949 роцi навiв простий аргумент, щоб показати, що
принцип, згiдно з яким фiзичнi величини не залежать вiд абсолютного значен-
ня потенцiалу Aµ(x), разом iз законом збереження енергiї приводить до закону
збереження заряду. Цей аргумент встановлює зв’язок збереження заряду з iнва-
рiантнiстю вiдносно перетворення електростатичного потенцiалу на константу,
що випливає з елементарних законiв електростатики. Але, звичайно, цей аргу-
мент зовсiм не вiдповiдає на питання, чому iнварiантнiсть вiдносно локальних
перетворень загального типу (7.7) може привести до закону збереження заря-
ду. Щоб глибше зрозумiти такi непростi зв’язки, звернемося знову до квантово-
механiчного пiдходу до електромагнiтних взаємодiй.

9.2. Рiвняння Шредiнгера i градiєнтна (калiбрувальна) iн-
варiантнiсть

Розглянемо рiвняння Шредiнгера для зарядженої частинки, що рухається в
електромагнiтному полi. У пiдпунктi 4.5.1 детально обґрунтувано перехiд, який
треба зробити згiдно з квантово-механiчними постулатами, щоб отримати таке
рiвняння: звичайну замiну iмпульсу p вiльної частинки оператором p̂ = −i ∇
треба замiнити оператором

p̂ = −iD := −i ∇− qA,

а енергiю E оператором Ê = i ∂
∂t

треба замiнити на

Ê = iD0 := i
∂

∂t
− qA0.

Зауважимо, що q = −e для електрона. Тодi рiвняння Шредiнгера набуде вигля-
ду

i
∂Ψ(x, t)

∂t
=

[
1

2m
(−i ∇− qA(x, t))2 + qA0(x, t)

]
Ψ(x, t). (9.3)

Унаслiдок iнварiантностi рiвнянь Максвелла вiдносно калiбрувальних пере-
творень (7.7) потенцiал (Aν(x, t))3

ν=0 можна замiнити на A′
ν(x, t). Тодi для того,

щоб узгодити рiвняння (9.3) з рiвняннями Максвелла треба, щоб перетворенням
(7.7) вiдповiдало деяке перетворення

Ψ(x, t) → Ψ′(x, t) = ?,
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таке, щоб Ψ′(x, t) задовольняло рiвняння

i
∂Ψ′(x, t)

∂t
=

[
1

2m
(−i ∇− qA′(x, t))2 + qA′

0(x, t)

]
Ψ′(x, t). (9.4)

Легко переконатися, що таким перетворенням є локальне фазове перетворення
вигляду

Ψ′(x, t) = eiqf(x,t)Ψ(x, t) (9.5)

з такою самою f(x, t), як i в (7.7). Дiйсно, врахувавши (7.7) i (9.5), легко пора-
хувати, що

1

2m
(−i ∇− qA′(x, t))2Ψ′(x, t) = eiqf(x,t) 1

2m
(−i∇∇∇− qA(x, t))2Ψ(x, t)

i
i∂Ψ′(x, t)

∂t
− qA′

0(x, t)Ψ′(x, t) = eiqf(x,t)

[
i∂Ψ(x, t)

∂t
− qA0(x, t)Ψ(x, t)

]
,

що й забезпечує перехiд вiд (9.4) до (9.3), тобто iнварiантнiсть рiвняння Шре-
дiнгера (9.3) разом iз рiвняннями Максвелла (7.6). Отже, щоб зберегти коварi-
антну картину Шредiнгера–Максвелла, треба розглянути спiльнi калiбрувальнi
перетворення (першого i другого родiв):

A(x, t) → A′(x, t) = A(x, t) + ∇f(x, t),

A0(x, t) → A′
0(x, t) = A0(x, t)− ∂f(x, t)

∂t
,

Ψ(x, t) → Ψ′(x, t) = eiqf(x,t)Ψ(x, t).

При цьому зберiгається iмовiрнiсна iнтерпретацiя квантово-механiчного пiд-
ходу. Для чистих станiв це очевидно, оскiльки |Ψ′|2 = |Ψ|2, а якщо деякий стан
є суперпозицiєю станiв:

Ψ = Ψ1 + Ψ2,

то вiдповiдне |Ψ|2 залежатиме не вiд абсолютних значень фаз δ1(Ψ1 = |Ψ1|eiδ1)
та δ2(Ψ2 = |Ψ2|eiδ2), а вiд їх рiзницi δ = δ1 − δ2, тому що

|Ψ|2 = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 + 2|Ψ1| |Ψ2| cos δ.

Змiна кожної з фаз δ1 i δ2 на δ′1 = δ1 + f(x, t) i δ′2 = δ2 + f(x, t) залишить цю
рiзницю незмiнною:

δ′1 − δ′2 = δ1 − δ2 = δ.

Залишається тiльки обґрунтувати iнварiантнiсть саме вiдносно локальної
змiни фази. Адже якщо f(x, t) = f0 = const , то картина буде такою самою.
Звичайно ж природнiше, щоб змiни фази були незалежнi у рiзних точках про-
стору. Це тим бiльше природно у релятивiстському випадку, де глобальнi змiни
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релятивiстського поля ui(x) будуть суперечити постулату не миттєвої швид-
костi розповсюдження взаємодiї. Отже, у квантовiй механiцi локальнi фазовi
перетворення

Ψ → Ψ′ = eiqf(x,t)Ψ(x, t)

можна покласти в основу фазової iнварiантностi. Але тодi виникає проблема
з iнварiантнiстю вiльного рiвняння Шредiнгера, щоб її усунути треба ввести
деяке силове поле, в якому рухається квантова частинка. Мовою фiзики це
означає, що iнварiантнiсть можна розглядати як неможливiсть розрiзнити (екс-
периментально) ефект локальної змiни фази i впливу деякого нового поля, у
якому рухається частинка. Тобто в з а є м о д i я є н а с л i д к о м iнва-
рiантностi рiвнянь руху вiдносно калiбрувальних перетворень (9.7). I це можна
назвати калiбрувальним принципом.

Звичайно, природно було б чекати, що цей принцип пов’язаний iз законом
збереження так само, як у теорiї поля iнварiантнiсть лагранжiану вiдносно гло-
бальних перетворень (2.2) прямо (Теорема Нетер) пов’язана зi збереженням
електричного заряду.

9.3. Калiбрувальний принцип — динамiчний принцип взає-
модiї електромагнiтного i електронно-позитронного полiв

Розглянемо знову електронно-позитронне поле, що описується лагранжiаном
(5.114):

Lψ(x) =
i

2
(ψ̄(x)γµ∂µψ(x)− ∂µψ̄(x)γµψ(x))−mψ̄(x)ψ(x). (9.6)

Вiн є iнварiантним вiдносно глобальних перетворень (2.2) i перестає бути iнва-
рiантним вiдносно локальних фазових перетворень

ψ(x) → ψ′(x) = e−ieχ(x)ψ(x),

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = e+ieχ(x)ψ̄(x).
(9.7)

Якщо тепер за аналогiєю з квантово-механiчною картиною (див. п. 9.2)
прийняти к а л i б р у в а л ь н и й п р и н ц и п як постулат, то прийдемо до
необхiдностi введення взаємодiї полiв ψ i ψ̄ з деяким новим безмасовим полем
Bµ(x) (взагалi кажучи, не обов’язково це поле повинно бути електромагнiтним
полем Aµ(x)), яке, в свою чергу, є калiбрувальним, тобто iнварiантним вiдносно
градiєнтних перетворень (калiбрувальних перетворень другого роду):

Bµ(x) → B′
µ(x) = Bµ(x)− ∂µχ(x). (9.8)

Тодi iнварiантною вiдносно перетворень (9.7)–(9.8) буде вже взаємодiюча теорiя
полiв, що описується повним лагранжiаном

L (x) =
i

2
(ψ̄(x)γµ∂µψ(x)− ∂µψ̄(x)γµψ(x))−mψ̄(x)ψ(x)−

− 1

4
Fµν(x)F µν(x) + eψ̄(x)B̂(x)ψ(x), (9.9)
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де Fµν = ∂µBν(x)− ∂νBµ(x); B̂(x) = γµBµ(x).
Лагранжiан (9.9) можна отримати з лагранжiану (9.6), якщо звичайну по-

хiдну замiнити коварiантними похiдними

∂µψ → Dµψ = (∂µ − ieBµ)ψ,

∂µψ̄ → D∗
µψ̄ = (∂µ + ieBµ)ψ̄

(9.10)

i дописати вiльний лагранжiан поля Bµ = Bµ(x).
Отже, вимога калiбрувальної локальної симетрiї (калiбрувальний принцип)

перетворюється в автоматичну процедуру:

у лагранжiанi вiльного спiнорного поля треба зробити замiни (9.10) i вклю-
чити кiнетичний член −(1/4)FµνF

µν нового поля Bµ(x).

Таким чином, вимога локальної калiбрувальної iнварiантностi (9.7)–(9.8)
приводить до необхiдностi розглядати взаємодiю полiв ψ̄, ψ i Bµ. Лагранжи-
ану (9.9) буде вiдповiдати система рiвнянь для взаємодiючих полiв:

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = −eγµBµ(x)ψ(x),

i∂µψ̄(x)γµ + mψ̄(x) = eψ̄(x)γµBµ(x),

¤Bµ(x) + ∂µ(∂νB
ν(x)) = egµνψ̄(x)γνψ(x).

(9.11)

Природно виникає iдея узагальнити цей калiбрувальний принцип, що при-
звiв до виникнення електромагнiтної взаємодiї, i отримати взаємодiю не еле-
ктромагнiтного типу. Вперше цю iдею реалiзували Ц. Янг i Р. Мiллс [105], що
привело до введення вiдповiдних полiв (полiв Янга–Мiллса). Пiзнiше цю ро-
боту узагальнив Р. Утiяма [92], який розробив загальний формалiзм введення
калiбрувальних полiв.

Перш нiж перейти до теорiї полiв Янга–Мiллса, узагальнимо процедуру на
довiльнi U(1)-перетворення, якi необов’язково пов’язанi з перенесенням еле-
ктричного заряду.

Нехай Q̂ – генератор таких перетворень, тобто

ψ(x) → ψ′(x) = eig1χ(x)Q̂ψ(x),

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = e−ig1χ(x)Q̂ψ̄(x),

де g1 – деяка безрозмiрна константа (параметр) (див. зауваження 2.1).
Тодi правило (9.10) буде таким:

∂µ → D̂µ = ∂µ + ig1BµQ̂. (9.12)

Легко перевiрити, що тензор напруженостi Fµν виникає унаслiдок комутацiї
двох коварiантних похiдних:

[D̂µ, D̂ν ]− = ig1FµνQ̂. (9.13)
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§ 10. Класична теорiя полiв Янга–Мiллса

10.1. Калiбрувальний принцип i лагранжiан полiв Янга–
Мiллса

Теорiя полiв Янга–Мiллса виникла як природне узагальнення калiбрувальної
електромагнiтної взаємодiї, яку можна ввести, використовуючи принцип калi-
брувальної iнварiантностi як динамiчний принцип (див. п. 9.3).

Розглянемо спершу узагальнення перетворень (9.7)–(9.8) на групу SU(2).
Представлення цiєї групи дiє у просторi полiв матерiї ψ(x) за формулою

ψ′(x) = eiωa(x)Taψ(x),

де Ta = T a, a = 1, 2, 3 (для iндексiв, що належать до групи внутрiшнiх симе-
трiй, рiзницi мiж верхнiми i нижнiми iндексами немає)–г е н е р а т о р и гру-
пи SU(2). Вiдомо, що в представленнi, розмiрнiсть якого дорiвнює розмiрностi
групи (фундаментальне представлення), генератори Ta визначаються матри-
цями Паулi (див. (2.8), (2.9)):

Ta =
1

2
σa.

Вiдповiднi локальнi параметри позначимо через ωa(x) = gαa(x). У цьому ви-
падку поле матерiї ψ(x) має вигляд 2-компонентного спiнора вигляду (2.6),
кожна компонента ψ(s), s = 1, 2 якого є, в свою чергу, 4-компонентним (або
2-компонентним) дiракiвським спiнором (див. § 5), а генератори-матрицi Ta дi-
ють за верхнiми iндексами s.

Вiльний лагранжiан такої системи полiв буде тотожний (9.6) з урахуванням
того, що

ψ̄(x)γµ∂µψ(x) =
2∑

s=1

ψ̄(s)γµ∂µψ
(s)(x),

ψ̄(x)ψ(x) =
2∑

s=1

ψ̄(s)(x)ψ(s)(x).

Вiдповiдно до загального динамiчного принципу типу (9.10) взаємодiя мiж по-
лями ψ(1) i ψ(2) "включається"за допомогою замiни

∂µ → D̂µ = ∂µ +
1

2
igW a

µσa = ∂µ +
1

2
ig WWWµ·σσσ, (10.1)

де W a
µ (x) – калiбрувальнi поля, що вiдповiдають обмiнним бозонам. Зауважимо,

що замiна (10.1) для члена з ∂µψ(x) цiлком зрозумiла. У випадку члена ∂µψ̄(x)
цю замiну треба розумiти як

∂µψ̄ = ∂µ

∗
ψ γ0 = (∂µψ)∗γ0 → (D̂µψ)∗γ0.
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Поля W a

µ називаються полями Янга–Мiллса, g—безрозмiрна стала, яка вико-
нує роль константи взаємодiї полiв Янга–Мiллса, σa — матрицi Паулi (1/2σa —
генератори групи SU(2)), якi дiють на спiнор ψ по iнших змiнних, нiж матрицi
γµ (див. зауваження 2.2 i далi зауваження 10.1).

Запишемо фазове перетворення (2.30) полiв ψ у виглядi (ωa(x) = gαa(x)):

ψ(x) → ψω(x) = Sω(x)ψ(x) = e
1
2
igα(x)·σψ(x). (10.2)

Згiдно з концепцiєю введення калiбрувальних полiв W a
µ , вони повиннi перетво-

рюватися таким чином, щоб дiя коварiантної похiдної на спiнор ψ(x), тобто
D̂µψ(x), теж перетворювалася так само, як i спiнор ψ(x), тобто за законом
(10.2):

D̂µψ(x) → D̂ω
µψω(x) = e

1
2
igα(x)·σD̂µψ(x) (10.3)

або (
∂µ +

1

2
igWω

µ · σ
)

Sωψ = Sω

(
∂µ +

1

2
igWµ · σ

)
ψ. (10.4)

Пiдставляючи S+
ω Sω = 1 у праву частину (10.4) i враховуючи, що

Sω(∂µS
+
ω ) + (∂µSω)S+

ω = 0,

отримуємо закон перетворення для W a
µ (див. (2.31) при λ = 1/g):

1

2
igWµ · σ → 1

2
igWω

µ · σ = Sω(∂µS
+
ω ) +

1

2
igSωWµ · σS+

ω = (10.5)

=
1

2
ig[−∂µα · σ + SωWµ · σS+

ω ].

З (10.2) i (10.3) безпосередньо випливає також закон перетворення коварi-
антної похiдної D̂µ:

D̂µ → D̂ω
µ = SωD̂µS

+
ω . (10.6)

Бiльш конкретну формулу (безпосередньо на W a
µ ) можна отримати, розгля-

даючи iнфiнiтезимальнi перетворення, що вiдповiдають (10.2):

ψω(x) =

(
1 +

1

2
ig(δα)(x) · σ

)
ψ(x).

Вiдповiдне перетворення Wµ буде таким

Wµ → Wω
µ = Wµ + (δW)µ.

Тодi з умови (10.4) маємо
(

∂µ +
1

2
igWµ · σ +

1

2
ig(δWµ) · σ

)(
1 +

1

2
ig(δα)(x) · σ

)
ψ =

=

(
1 +

1

2
ig(δα)(x) · σ

)(
∂µ +

1

2
igWµ(x) · σ

)
ψ.
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Звiдси, нехтуючи доданком, пропорцiйним (δWµ · σ)(δα · σ), отримуємо

1

2
ig(δWµ · σ) =

−1

2
ig∂µδ α(x) · σ − 1

4
(ig)2[(Wµ · σ)(δ α · σ)− (δ α · σ)(Wµ · σ)].

Скориставшись вiдомим спiввiдношенням для матриць Паулi (задача 10.1):

(a · σ)(b · σ) = (a · b) + iσ · [a× b]. (10.7)

одержимо
δW a

µ (x) = −∂µδα
a(x)− g[δα(x)×Wµ(x)]a (10.8)

або, використавши замiсть означення векторного добутку повнiстю антисиме-
тричний тензор εabc (див. (2.9)), отримаємо

W a
µ (x) → W ω;a

µ (x) = W a
µ (x)− ∂µ(δα)a(x)− gεabc(δα)b(x)W c

µ(x). (10.9)

Довiльнi(не iнфiнiтезимальнi) перетворення задаються формулою (2.32) з Ba
µ ≡

W a
µ . Узагальненням спiввiдношень (9.13) є

1

2
igF a

µνσ
a := [D̂µ, D̂ν ]− =

1

2
ig(∂µWν − ∂νWµ) · σ − 1

2
ig2εabcW b

µW c
νσa, (10.10)

де знову використали формулу (10.7) i записали векторний добуток за допомо-
гою повнiстю антисиметричного тензора. З формули (10.10) знаходимо повнiстю
антисиметричний тензор F a

µν :

F a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ − gεabcW b

µW c
ν . (10.11)

Вiдповiдний лагранжiан вiльного поля Янга–Мiллса матиме наступний вигляд:

Lям = −1

4
F a

µνF
µν
a . (10.12)

Безпосередньо з (10.6) i (10.10) випливає, що

1

2
igFω

µν · σ = [D̂ω
µ , D̂ω

ν ]− = Sω[D̂µ, D̂ν ]−S+
ω =

1

2
igSω(Fµν · σ)S+

ω . (10.13)

Враховуючи далi (10.7), (10.13) i те, що

[Fµν × F µν ] = 0,

оскiльки для кожного µ, ν вектори Fµν i F µν колiнеарнi, легко отримати кова-
рiантнiсть вiльного лагранжiану Янга–Мiллса

L ω
ям = −1

4
F ω;a

µν F ω;µν
a = −1

4
F a

µνF
µν
a = Lям (10.14)

вiдносно перетворень (10.2) (задача 10.2).
Зауважимо, що F a

µν є квадратичним по полю Wµ (див. (10.11)), а отже, ла-
гранжiан L насправдi не є вiльним, а мiстить у собi самодiю четвертого степеня.
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10.2. Рiвняння руху вiльних полiв Янга–Мiллса

Скористаємося рiвнянням Лагранжа–Ейлера (3.47). У випадку теорiї Янга–
Мiллса записуємо

ui(x) ≡ W a
ν (x) i ∂µui(x) ≡ ∂µW

a
ν (x). (10.15)

З вигляду лагранжiану (10.12) легко визначити, що

∂Lям

∂(∂µW a
ν )

=
∂Lям

∂(F b
αβ)

∂F b
αβ

∂(∂µW a
ν )

= −1

2
F b

α′β′(δµαδνβδab − δµβδναδab)g
α′αgβ′β = −F µν

a ,

(10.16)
∂Lям

∂W a
ν

=
∂Lям

∂(F c
αβ)

∂F c
αβ

∂(W a
ν )

=
1

2
F c

α′β′gεcdf (δναδadW
f
β + δνβδafW

d
α)gα′αgβ′β=−gεabcW b

µF µν
c .

(10.17)
Тодi рiвняння для вiльної теорiї Янга–Мiллса мають вигляд

∂µF
µν
a − gεabcW b

µF µν
c = 0. (10.18)

На вiдмiну вiд рiвнянь електромагнiтного поля вони нелiнiйнi. Тому для них не
є справедливим принцип суперпозицiї.

Iнколи рiвняння (10.18) записують за допомогою коварiантної похiдної Dµ.
Для цього треба встановити дiю Dµ, яка визначена на полях ψ(x), на компо-
нентах тензора F a

µν . Зручно записати дiю генераторiв групи T a, що задаються
комутацiйними спiввiдношеннями:

[T a, T b]− = iεabcT c, (10.19)

у так званому приєднаному представленнi(див. (2.25)–(2.26). У ньому генера-
тори T a, a = 1, 2, 3 дiють на вектори-стовпчики Φ = (Φa)3

a=1 за правилом

(T aΦ)b = −(T bΦ)a = −iεabcΦc. (10.20)

Легко перевiрити, що саме така дiя генераторiв задає представлення кому-
тацiйних спiввiдношень (10.19) на векторах-стовпчиках Φ. Щоб у цьому пере-
конатися треба подiяти правою i лiвою частинами спiввiдношення (10.19) на Φ,
скористатись (10.20) i спiввiдношеннями для структурних констант (див. задачу
2.1):

εadcεbce − εbdcεace = −εabcεcde.

Тодi рiвняння (10.18) можна записати у виглядi (покладаючи Φa ≡ F a
µν)

D̂µF
µν
a = 0.

Отримаємо ще одне корисне спiввiдношення для тензорiв F a
µν . Запишемо для

цього тотожнiсть Якобi для коварiантних похiдних Dµ:

[D̂µ, [D̂ν , D̂λ]−]− + [D̂λ, [D̂µ, D̂ν ]−]− + [D̂ν , [D̂λ, D̂µ]−]− = 0. (10.21)
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Це спiввiдношення випливає з визначення (10.1) i факту, що тотожнiсть Якобi
справедлива для генераторiв T a групи SU(N), або в нашому випадку для T a =
1/2σa (задача 10.3).

Тодi знову ж таки з (10.11), (10.1) i визначення (10.20) випливає, що

D̂µF
a
νλ + D̂λF

a
µν + D̂νF

a
λµ = 0, (10.22)

що у випадку g = 0 збiгається з вiдомою в електродинамiцi тотожнiстю

∂µFνλ + ∂λFµν + ∂νFλµ = 0.

Якщо ввести абсолютно антисиметричний тензор ελµνσ, то (10.22) можна
записати у виглядi

D̂µ

(
1

2
εµνλσF

a
λσ

)
= 0.

Цi рiвняння називають тотожностями Бiанки, i вони часто зустрiчаються у ди-
ференцiальнiй геометрiї.

10.3. Поля Янга–Мiллса у випадку довiльних представлень
групи SU(N)

У попереднiх пунктах 10.1 та 10.2 була побудована теорiя полiв Янга–Мiллса
для найпростiшого випадку, коли поля матерiї перетворювались за фунда-
ментальним представленням групи SU(2). У загальному випадку перетворень
групи SU(N) замiсть трьох генераторiв 1/2σa треба розглянути (N2 − 1)-
генераторiв T a, a = 1, 2, . . . , N2 − 1, що є матрицями K × K (K ≥ N), якi
задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[T a, T b]− = ifabcT c,

де fabc—структурнi константи групи SU(N), а перетворення Sω(x), що вiдпо-
вiдає загальному представленню групи SU(N), має вигляд

Sω(x) = eiωa(x)T a

.

Вiдповiдно коварiацiйна похiдна (10.1) запишеться так

D̂µ = ∂µ + igW a
µ (N)T a. (10.23)

Отже, побудова лагранжiану i рiвнянь руху буде тiєю самою з урахуванням
замiни

1

2
σa → T a.

Зауважимо також, що замiна типу (10.23) приводить до побудови лагран-
жiану, що належить до якоїсь однiєї конкретної взаємодiї, яка є iнварiантною
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вiдносно даної SU(N)-симетрiї. Якщо ж треба розглянути теорiю, яка об’єд-
нує всi взаємодiї, слiд у виразi для вiльних лагранжiанiв усiх полiв матерiї ψf

(лептонiв, адронiв i т.д.):
L =

∑

f

L (ψ̄f , ψf ) (10.24)

зробити замiну
∂µ → D̂µ = ∂µ + ig

∑
N≥1

⊕W a
µ (N)T a(N) (10.25)

i приєднати до лагранжiану (10.24) вiдповiднi лагранжiани полiв Янга–Мiллса:

Lям = −1

4

∑
N≥1

F a
µν(N)F µν

a (N), (10.26)

де F a
µν(N) виражаються формулою (10.11) з вiдповiдними структурними кон-

стантами fabc групи SU(N) замiсть εabc.
Звичайно на сьогоднi бiльш-менш розробленою є теорiя, яка об’єднує

SU(1) ≡ U(1), SU(2) i SU(3)-симетрiї, в рамках яких будується теорiя “Ве-
ликого об’єднання” слабких, електромагнiтних i сильних взаємодiй. Коротко цi
питання будуть розглядатися нижче.

Зауваження 10.1. Для того, щоб користуватись правилами (10.25), слiд
зробити важливе технiчне зауваження. У формулi (10.25) матрицi T a(N) є
N × N-матрицями i зрозумiло, що при рiзних N вони мають рiзну розмiр-
нiсть. Тому суму (10.25) треба розглядати як пряму суму, тобто кожний
доданок дiє в своєму просторi спiнорiв ψf .

Наприклад, для N = 1 ψf ≡ ψ є звичайним 4-компонентним спiнором,
що описує поле спiну 1/2,що обмiнюються одним калiбрувальним бозоном
(SU(1)≡U(1)-симетрiя). У випадку електромагнiтної взаємодiї цим бозоном
є фотон.

У випадку SU(2)-симетрiї спiнор ψf вiдповiдає дублету частинок спiну 1/2,
тобто фактично є два 4-компонент спiнори ψ(s), s = 1, 2, а матрицi T a =
1/2σa є 2× 2 матрицi Паулi, що дiють по iндексу s. Тому запис ψ̄γµσψ треба
розумiти так:

ψ̄γµ ⊗ σaψ =
4∑

α,β=1

2∑

ss′=1

ψs
αγµ

αβσa
ss′ψ

s′
β .

При цьому кiлькiсть матриць σa a = 1, 2, 3 вiдповiдає кiлькостi обмiнних бо-
зонiв.

У випадку SU(3) буде вже октет частинок, що об’єднуються у рамках
SU(3)-симетрiї в одну взаємодiю, що обмiнюються вiсьма бозонами. Причому,
як вже зазначали, експериментально встановлено: якщо у випадках SU(1) i
SU(3) взаємодiї цi бозони є безмасовими, то у випадку SU(2)-симетрiї W -
бозони є масивними частинками.
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§ 11. Маси частинок i спонтанне порушення симе-
трiї

Вимога локальної калiбрувальної iнварiантностi, що приводить до взаємодiї по-
лiв матерiї з калiбрувальними полями, виявилась дуже простим i ефективним
iнструментом уведення взаємодiї мiж полями. Але разом iз тим неважко по-
мiтити, що всi калiбрувальнi поля є безмасовими, i будь-яка спроба ввести в
повний лагранжiан теорiї загальноприйнятий масовий доданок

1

2
m2

W W a
µW µ

a (11.1)

призведе до порушення локальної SU(N)-симетрiї
Разом з тим, якщо ми хочемо будувати теорiю сильних i слабких взаємодiй,

спираючись на розроблену концепцiю калiбрувальної iнварiантностi як на дина-
мiчний принцип, то треба враховувати, що обмiннi бозони (фотони в електрома-
гнiтнiй взаємодiї, пiони в сильних взаємодiях i W -бозони в слабких взаємодiях)
можуть мати масу, вiдмiнну вiд нуля. Експериментально це встановлено для
SU(2)-iнварiантних взаємодiй.

У цьому параграфi будемо розглядати деякий “механiзм”, що був розробле-
ний для побудови калiбрувально-iнварiантної теорiї, в якiй калiбрувальнi ча-
стинки можуть мати не нульову масу. Основна iдея полягає у припущеннi, що
Всесвiт заповнений деяким полем (яке носить назву хiґсiвське поле) спiну 0.
Звичайно залишається вiдкритим питання про природу цього поля. Калiбру-
вальнi бозони будуть взаємодiяти ним, i внаслiдок такої взаємодiї вони здобу-
ватимуть свої маси. Такий самий механiзм можна покласти в основу генерацiї
маси i у частинок полiв матерiї, виходячи з вiдповiдних безмасових лагранжiа-
нiв.

У загальноприйнятiй термiнологiї квантової теорiї поля безмасовий стан
системи можна розглядати як вакуумний стан, а елементарнi частинки—як
деякi збудження цього вакуумного стану. Якщо вакуумний стан вiдповiдає вiд-
сутностi поля ui(x) ≡ 0, то збуджений стан ui(x) 6= 0 буде вiдповiдати деяко-
му лагранжiану, в якому маса частинки визначається коефiцiєнтом у доданку
m2 ∗

ui (x)ui(x). Але якщо вакуумний стан (або мiнiмум потенцiалу) вiдповiд-
ає деякому ненульовому значенню поля u0, то маса частинок, тобто збуджень
u0 + φ(x), буде вiдповiдно визначатись коефiцiєнтом бiля φ2.

Зауважимо також, що для повного розумiння цього механiзму, а також на-
слiдкiв, що випливають iз нього при розрахунку конкретних фiзичних процесiв,
треба описувати системи за допомогою квантової теорiї взаємодiючих полiв, до
якої перейдемо нижче. Але сам механiзм, вiрнiше математичний апарат, по-
в’язаний iз цим механiзмом, можна пояснити i на класичному рiвнi. На жаль,
питання про фiзичну природу цього механiзму i джерела, якi породжують хi-
ґсiвськi поля, не може бути розв’язане на даному етапi розвитку теорiї.
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11.1. Спонтанне порушення симетрiї

Розглянемо деяке комплексне скалярне поле, що взаємодiє саме з собою. Нехай
його повний лагранжiан має вигляд

Lхiґ(x) = ∂µ

∗
φ ∂µφ− (µ2

∗
φ φ + λ(

∗
φ φ)2) = T − U, (11.2)

де µ2 i λ спершу вважаються просто деякими параметрами. Причому виберемо
вiдразу параметр λ строго позитивним, для того, щоб у квантовiй теорiї спектр
Гамiльтонiану H = T + U був обмежений знизу, а параметр µ2 може приймати
як додатнi, так i вiд’ємнi значення. Зауважимо, що лагранжiан (11.2) є iнварi-
антним вiдносно глобальної U(1)-симетрiї:

φ → φ′ = eiχφ,

∗
φ→

∗
φ ′ = e−iχφ, χ = const .

(11.3)

Запишемо поле φ через його дiйсну i уявну частини:

φ =
1√
2
(φ1 + iφ2).

Лагранжiан (11.2) набуде вигляду

Lхiґ =
1

2
[(∂µφ1)

2 + (∂µφ2)
2]− 1

2
µ2(φ2

1 + φ2
2)−

λ

4
(φ2

1 + φ2
2)

2. (11.4)

Тут i далi ∂µb∂
µb := (∂µb)

2.
Розглянемо спершу випадок µ2 > 0, тобто µ — дiйсне. Зрозумiло, що мiнiмум

потенцiалу U буде при φ ≡ 0 (тобто φ1 = φ2 = 0). Тодi величину µ можна
iнтерпретувати як масу, а вакууму буде вiдповiдати стан без частинок. Але з
таким же успiхом можна розглядати i ситуацiю, коли µ2 < 0. Тодi мiнiмум φm

потенцiалу U можна шукати з рiвняння

∂U

∂|φ|2 = 0,

що перетворюється у рiвняння

−µ2 − 2λ|φ|2 = 0,

звiдки

|φm|2 =
1

2
(φ2

m;1 + φ2
m;2) = −µ2

2λ
,

або
φ2

m;1 + φ2
m;2 = −µ2

λ
. (11.5)
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Отже, отримали цiле сiмейство вакуумних станiв (вироджений вакуум), що
вiдповiдають полям φ = 1/

√
2(φ1+iφ2) зi сталим значенням φ2

1+φ2
2 = −µ2/λ > 0.

Якщо вибрати вакуумний стан iз якимось конкретним значенням φ1, φ2,
що задовольняють (11.5), то перетворення калiбрувальної симетрiї (11.3) не по-
рушить симетрiю лагранжiану (11.4), але порушить симетрiю вакууму (тобто
переведе систему в iнший вакуумний стан). Таку ситуацiю, коли симетрiя ла-
гранжiану не порушується, а порушується симетрiя вакууму, називають спон-
танним порушенням симетрiї. Щоб знайти енергiї збудження системи (тобто
маси частинок), треба збурити вакуумнi стани в околi кожного з мiнiмумiв.

Виберемо деяку довiльну точку на колi:

φ2
m;1 + φ2

m;2 = −µ2

λ
. (11.6)

Нехай φm;1 = u0, φm;2 = v0 i розглянемо збурення цього мiнiмуму, тобто поле

φ(x) =
1√
2
[u0 + ϕ(x) + i(v0 + G(x))]. (11.7)

Тодi враховуючи (11.5), отримуємо з (11.4) лагранжiан у термiнах збурень:

Lхiґ(x) =
1

2
[(∂µϕ)2 + (∂µG)2]− λ(u0ϕ + v0G)2−

− λ

4
(ϕ4 + G4)− λ

2
ϕ2G2 − λu0ϕ

3 − λv0G
3−

− λu0ϕG2 − λv0ϕ
2G +

µ4

4λ
.

(11.8)

Лагранжiан (11.8) описує весь спектр збуджених станiв. Але загально-
прийнятою є вiтка, що вiдповiдає v0 ≡ 0, тобто вибирають мiнiмум, що вiд-
повiдає точцi (u0, 0) на колi (11.6) площини (φ1, φ2).

Цей вибiр вакуумного стану зумовлений наступними мiркуваннями. Якщо
записати поле φ(x) у виглядi

φ(x) = ρ(x)eiω(x), ρ(x) =

√
φ1(x)2 + φ2(x)2

2
,

то легко пересвiдчитися, що потенцiал U(φ) залежить тiльки вiд ρ(x) (див.
(11.2), (11.4)), а кiнетична частина енергiї (див. (11.2)):

T = ∂µ

∗
φ ∂µφ = (∂µρ)2 + ρ2(x)(∂µω(x))2

залежить i вiд фази ω(x), а, отже, значення T буде мiнiмальним, якщо

ω(x) = ω0 = const .
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Проте вона може бути вибрана нульовою, оскiльки лагранжiан є iнварiан-

тним вiдносно глобальних фазових перетворень (11.3).
Зауваження 11.1. Наведенi вище мiркування взагалi треба проводити на

рiвнi квантової теорiї. I тодi u0 i ω0 фактично будуть середнiми значеннями
вiдповiдних полiв u0 = 〈φ1(x)〉0 u1 = 〈ω(x)〉0 по вакуумному стану. Але, як вже
зазначалося вище, загальну картину механiзму, що ми розглядається, можна
пояснити i на класичному рiвнi.

Отже, вибираючи v0 ≡ 0 i нехтуючи константою, отримуємо лагранжiан

Lхiґ(x) =
1

2
[(∂µϕ)2 + (∂µG)2]− λu2

0ϕ
2(x)−

− λ

4
(ϕ(x)4 + G(x)4)− λ

2
ϕ2(x)G2(x)−

− λu0ϕ(x)3 − λu0ϕ(x)G2(x).

Легко бачити, що тепер коефiцiєнт бiля одного з полiв (ϕ2(x)) має потрi-
бний знак, щоб величину 2λu2

0 = m2
H iнтерпретувати як квадрат маси бозонiв,

що описуються полями ϕ(x). I навпаки, для поля G(x) такий член вiдсутнiй,
що можна iнтерпретувати як наявнiсть безмасового бозона—ґолдстоунiвського
бозона.

11.2. Механiзм Хiґса у випадку локальної U(1)-симетрiї

У попередньому пунктi було розглянуто модель, лагранжiан якої є калiбруваль-
но iнварiантним вiдносно глобальних перетворень (11.3). Повернемося знову до
локальної симетрiї i знайдемо вигляд лагранжiану, який був би симетричним
вiдносно перетворень

φ(x) → φ′(x) = eigχ(x)φ(x),

∗
φ (x) → φ∗ ′(x) = e−igχ(x)φ(x).

(11.9)

У п. 9.3 показано, що це потребує введення деякого безмасового поля Bµ(x).
При цьому у лагранжiанi (11.2) треба замiнити звичайнi похiднi на коварiантнi,
тобто

∂µφ → Dµφ = (∂µ + igBµ)φ,

∂µ

∗
φ→ ∗

Dµ

∗
φ= (∂µ − igBµ)

∗
φ

(11.10)

i разом з перетворенням (11.9) розглядати перетворення поля Bµ:

Bµ → B′
µ(x) = Bµ(x)− ∂µχ(x). (11.11)
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Крiм того, треба дописати ще кiнетичний член, що вiдповiдає полю Bµ(x). Тодi
лагранжiан набуде наступного вигляду:

L (x) = (D∗
µ

∗
φ (x))(Dµφ(x))− µ2

∗
φ (x)φ(x)−

− λ(
∗
φ (x)φ(x))2 − 1

4
Fµν(x)F µν(x). (11.12)

Як i ранiше будемо розглядати випадок, коли µ2 < 0. Використаємо iдеологiю
попереднього параграфу i виберемо вакуумний стан поля φ(x) так само, як i у
моделi з лагранжiаном (11.4), а вiдповiдне збурення цього поля—у виглядi

φ(x) =
1√
2
e

i
G(x)
u0 (u0 + H(x)), u2

0 = −µ2

λ
> 0. (11.13)

Вираз (11.13) збiгається з (11.7) з точнiстю до другого порядку малостi по
збуренню. Скористаємося тим, що лагранжиан (11.12) є iнварiантним вiдносно
локальних перетворень (11.9), (11.11) i виберемо конкретний вигляд функцiї
χ(x):

χ(x) = − 1

gu0

G(x). (11.14)

Тодi, записуючи лагранжiан (11.12) у термiнах полiв

φ′(x) =
1√
2
(u0 + H(x)) (11.15)

i
B′

µ(x) := Wµ(x) = Bµ(x)− 1

gu0

∂µG(x), (11.16)

отримуємо:
L (x) = L (φ,B) = L (φ′, B′) =

= L (H, W ) =
1

2
(∂µH(x))2 − λu2

0H(x)2 − 1

4
Fµν(x)F µν(x) +

1

2
g2u2

0WµW
µ−

−1

4
λH(x)4 +

1

2
WµW

µH(x)2 − λu0H(x)3 + g2u0WµW
µH(x) +

1

4
λu4

0. (11.17)

Тепер легко побачити, що у лагранжiанi (11.17) з’явився член

1

2
g2u2

0g
µµWµWµ, (11.18)

тобто з’явилась маса у калiбрувального бозона W :

mW = gu0 (11.19)

(порiвняти з (6.3)).
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Оскiльки з самого початку виходили з калiбрувально-iнварiантної теорiї i

виконували в нiй тiльки алгебраїчнi перетворення, то i нова форма теорiї буде
калiбрувально-iнварiантною. Проте вiдмiнна вiд нуля маса калiбрувального бо-
зона з’явиться тiльки у випадку, коли виникне спонтанне порушення симетрiї
хiґсiвським полем H(x), яке є збуренням не нульового вакуумного середнього
u0. Тобто спектр збуджень мiстить у собi тепер вiтку, що вiдповiдає дiйсному
хiґсiвському полю H(x) з масою 2

√
λu0, калiбрувальному полю Wµ(x) iз ма-

сою mW = gu0, а також рiзнi самодiї та взаємодiї цих полiв. Цiкаво тепер, що
голдстоунiвське поле G(x) тепер просто ввiйшло у визначення калiбрувально-
го поля Wµ(x), тобто калiбрувальний бозон наче “поглинув” ґолдстоунiвський
бозон. Такий механiзм генерацiї маси носить назву механiзму Хiґса [146].

На закiнчення зробимо ще одне зауваження, пов’язане з тим, що розглядали
U(1)-симетрiю i тому калiбрувальне поле, взагалi кажучи, можна iнтерпрету-
вати як поле фотонiв, якi взагалi вважаються безмасовими. Але, по-перше, мо-
жливо U(1)-локальна симетрiя – приводить до бiльш загальних калiбрувальних
полiв, нiж електромагнiтне поле, i, по-друге, ще Андерсон у 1963 р. вказав, що у
фiзицi твердого тiла є декiлька явищ, пояснення яких вимагає введення деякої
ефективної маси електромагнiтного поля. Тому описаний вище механiзм бiльш
актуальний для слабких i сильних взаємодiй, якi мають бiльш високi SU(2) та
SU(3)-симетрiї.

11.3. Механiзм Хiґса у випадку локальної SU(2)-симетрiї

Тут коротко зупинимося на механiзмi Хiґса виникнення маси у калiбрувальних
W -бозонiв, описаних у § 10.

На вiдмiну вiд розглянутого у попередньому параграфi лагранжiану (11.2)
тут потрiбно розглянути аналогiчний лагранжiан, що є SU(2)-симетричним.
Тобто лагранжiан, який вiдповiдає полю Хiґса, матиме такий вигляд:

Lхiґ(φ) = gµµ(∂µφ)+(∂µφ)− µ2φ+φ− λ(φ+φ)2, (11.20)

де φ—SU(2)-дублет

φ =

(
u
v

)
, φ+ = (

∗
u,

∗
v);

u(x) i v(x)—комплекснi скалярнi компоненти:

u(x) =
1√
2
(u1(x) + iu2(x)), v(x) =

1√
2
(v1(x) + iv2(x)).

Тодi так само, як i у попередньому випадку, потенцiал

U(φ) = µ2φ+φ + λ(φ+φ)2 =
1

2
µ2(u2

1 + u2
2 + v2

1 + v2
2) +

1

4
λ(u2

1 + u2
2 + v2

1 + u2
2)

2

при µ2 < 0 буде мати мiнiмум, якщо

|φ|2 =
1

2
(u2

1 + u2
2 + v2

1 + v2
2) = −µ2

2λ
. (11.21)
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Знову треба зробити вибiр вакуумного стану, але вже в SU(2) просторi, а
точнiше в декартовому добутку комплексних площин × .

Для того щоб зробити цей вибiр, будемо знову вимагати, щоб лагранжiан
був iнварiантним вiдносно локальних SU(2)-перетворень (10.2)

φ(x) → φ′(x) = e
1
2
igα(x)·σφ(x),

φ+(x) → φ′+(x) = φ+(x)e−
1
2
igα(x)·σ,

(11.22)

де σa (a = 1, 2, 3)—матрицi Паулi; αa(x)—функцiї, що характеризують це пере-
творення.

Тодi згiдно з iдеологiєю § 10 у лагранжiанi (11.20) потрiбно зробити змiни
(10.1) i дописати кiнетичний член, що вiдповiдає полям W a

µ :

L (φ,W ) = gµµ(D̂µφ)+(D̂µφ)− µ2φ+φ− λ(φ+φ)2 − 1

4
F a

µνF
µν
a , (11.23)

де D̂µ i F a
µν визначаються формулами (10.1) i (10.7). А для iнварiантностi ла-

гранжiану (11.23) вiдносно перетворень (11.22) треба щоб виконувався насту-
пний закон перетворення полiв W a

µ (10.5):

1

2
igWµ · σ → 1

2
igW′

µ · σ =
1

2
ig[−(∂µ α · σ) + SωWµ · σS+

ω ], (11.24)

Sω = e
1
2
ig α·σ.

Виберемо тепер вакуумний вектор (тобто вектор, компоненти якого задо-
вольняють (11.21)) у виглядi

φ0 =
1√
2

(
0
u0

)
, u2

0 = −µ2

λ
> 0. (11.25)

Тобто фактично
u1 = 0, u2 = 0, v1 = u0, v2 = 0, (11.26)

а вiдповiдне збурення

φ(x) =
1√
2
e

i
Ga(x)σa

u0

(
0

u0 + H(x)

)
. (11.27)

Знову скористаємося тим, що лагранжiан (11.23) є iнварiантним вiдносно
локальних SU(2)-перетворень (11.22), i виберемо конкретний вигляд функцiй
αa(x):

αa(x) = − 2

u0g
Ga(x). (11.28)

Тодi поле, що вiдповiдає збуренню вакууму (11.25), матиме такий вигляд:

φ′ =
1√
2

(
0

u0 + H(x)

)
, (11.29)



Роздiл III 161

а вiдповiднi калiбрувальнi поля W ′a будуть визначатись рiвнянням (11.24) з

αa(x) = −λ

g
Ga(x).

Як i у попередньому випадку, всi поля Ga(x), що вiдповiдають ґолдстоу-
нiвським бозонам, поглинулися калiбрувальними полями W ′a(x). Тепер, щоб
отримати спектр збуджень лагранжiану (11.23), потрiбно виконати алгебраїчнi
перетворення з лагранжiаном

L (φ′,W ′) = gµµ(D̂′
µφ

′)+(D̂′
µφ

′)− µ2φ′+φ′ − λ(φ′+φ′)2 − 1

4
F ′a

µνF
′µν
µ , (11.30)

де
D̂′

µ = 1I · ∂µ − 1

2
igW ′a

µ σa

i φ′(x), що визначаються формулою (11.29).
Надамо можливiсть читачевi самостiйно опрацювати досить громiздкi ви-

кладки (задача 11.1), щоб переконатися, що лагранжiан (11.30) набуде вигляду

L (φ′,W ′) = L (φ, W ) =
1

2
∂µH(x)∂µH(x)−

− 1

2
µ2(u0 + H(x))2 − λ(u0 + H(x))4 − 1

4
F a

µν(a)F µν
a (x) +

+
1

8
g2W̃ a

µ (x)W̃ µ
a (x)(u0 + H(x))2, (11.31)

де
W̃ a

µ (x) = W a
µ (x) +

2

gu0

∂µG
a(x). (11.32)

Отже, всi ґолдстоунiвськi бозони Ga поглинуто калiбрувальними бозонами,
якi набули вигляду (11.32), i вони з безмасових перетворилися в частинки з
масою:

mW̃ =
1

2
gu0, (11.33)

яка в два рази менша за вiдповiдну масу у випадку U(1)-симетрiї (див. (11.18)).
Зауважимо, що у випадку SU(N)-симетрiї (N ≥ 3), коли число калiбруваль-

них бозонiв W
(a)
µ буде N2−1, тобто a = 1, 2, . . . , N2−1. Причому (2N−2)-бозонiв

Wµ, i = 1, 2, . . . , 2N − 2 матимуть масу m2
W i

µ
=

1

4
g2u0, одне поле W

(N2−1)
µ – масу

m2
W =

1

2
g2u2

0

N − 1

N
, а iншi (N2−1)− (2N−1)-бозонiв будуть безмасовими (див.

детальнiше [23], Гл. 11).

11.4. Генерацiя мас фермiонiв

Як зазначено у п. 10.3, для отримання повного лагранжiану взаємодiючих по-
лiв матерiї треба у виразi для всiх вiльних полiв матерiї (10.24) виконати замi-
ну (10.25) i приєднати до лагранжiану кiнетичний член (10.26), що вiдповiдає
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полям Янга–Мiллса. Тодi в новому лагранжiанi виникнуть новi калiбрувальнi
безмасовi поля W a

µ (N) i їх взаємодiї. Якщо початковий (затравочний) лагран-
жiан полiв матерiї (10.24) теж буде вiдповiдати безмасовим частинкам, тобто
не буде мiстити членiв типу

mf ψ̄
fψf , (11.34)

то пiсля замiни (10.25) такi члени не з’являться, тобто всi частинки залишаться
безмасовими. Вище було розглянуто механiзм Хiґса, що приводить до виникнен-
ня мас у калiбрувальних бозонiв за рахунок їх взаємодiї з деяким гiпотетичним
хiґсiвським полем. Це поле можна iнтерпретувати як якесь “вакуумне безма-
сове поле” з лагранжiаном (11.2). Збудження цього поля i взаємодiя з полями
Янга–Мiллса призводить до генерацiї мас калiбрувальних бозонiв. Такий меха-
нiзм буде дiяти i для генерацiї мас полiв матерiї, якi теж повиннi взаємодiяти
з хiґсiвським полем φ(x) = {φ(a)(x)}.

З аналiзу взаємодiї спiнорних полiв ψf з калiбрувальними полями можна
зробити висновок, що взаємодiя цих полiв з хiґсiвськими полями матиме подi-
бний характер. У випадку SU(1)-симетрiї це просто лагранжiан Юкави:

Lвз = Lюк = g1ψ̄ψ(φ +
∗
φ) = g1ψ̄αψαRe φ. (11.35)

У випадку SU(2)-симетрiї взаємодiї

Lвз = g2ψ̄
s
α(φ(s)+

∗
φ s)ψ(s)

α (11.36)

i т.д.
Тодi повний SU(2)-симетричний лагранжiан матиме вигляд

L =
1

2

[(
∗̂
Dµψ̄

f

)
γµψf + ψ̄fγµD̂µψ

f

]
+ gµν(D̂µφ)+(D̂µφ)−

− µ2φ+φ− λ(φ+φ)2 − 1

4
F a

µνF
µν
a + g2ψ̄

f (φ+
∗
φ)ψf .

(11.37)

Пiсля збурення вакуумного стану (11.25)–(11.27) в лагранжiанi (11.37) з’явля-
ться доданки типу

g2u0√
2

ψ̄(2)ψ(2).

Величину mf =
g2u0√

2
можна iнтерпретувати як масу фермiонного поля. Тоб-

то маси фермiонiв з’являються лише унаслiдок порушення симетрiї. Напри-
клад, в теорiї слабких взаємодiй спiнор ψ(1) вiдповiдає нейтрино, а спiнор ψ(2)

– електрону (див., наприклад, [41, Гл. 8]). Тодi mf можна трактувати як масу
електрона. Звичайно, визначити її не можна, оскiльки константа взаємодiї g2

невiдома. Крiм того, не з’являється член, пропорцiйний ψ̄(1)ψ(2). Звичайно це не
є наслiдком якогось глибокого фiзичного принципу, а лише наслiдком вибору
вакуумного стану (11.25)–(11.26) i його збурення (11.27).

На завершення зазначимо, що механiзм спонтанного порушення симетрiї має
дуже широке застосування у теоретичнiй фiзицi для опису багатьох фiзичних
явищ. Детальнiше див., наприклад, [17], [168].
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§ 12. Про побудову загального лагранжiану взає-
модiючих полiв
У попереднiх параграфах було розглянуто рiзнi види полiв, якi розрiзнялись
досить малим числом характеристик. Такими характеристиками були маса ча-
стинки (m), яка описується даним полем, спiн (S) та заряд (Q). Але в природi
iснує багато (може, десятки) частинок, що мають однаковi значення m, S, Q, а
кiлькiсть усiх вiдомих iз експерименту частинок (включаючи так званi резонан-
си) вже, мабуть, перевищує двi сотнi. Тому структура полiв ui(x), що вiдповiд-
ають одному i тому самому значенню m, S, Q, буде однакова, але довiльнiсть в
їх визначеннi дає можливiсть шукати додатковi квантовi характеристики, якi б
конкретнiше визначали функцiї ui(x).

Вивчення теорiї та експерименту взаємодiючих елементарних частинок у
рамках рiзних груп симетрiй привело до появи нових квантових характеристик
– таких, як “дивнiсть”, “ґiперзаряд”, “iзоспiн” i т.д.

Але найбiльш плiдною виявилася гiпотеза кваркової моделi, згiдно з якою
всi адрони (барiони i мезони—частинки, що беруть участь у сильних взаємодi-
ях) побудованi з деякого скiнченного числа (поки що шести ) “елементарних”
(мабуть, у повному розумiннi цього слова) частинок кваркiв.

На першому етапi SU(2)-симетрiя вимагала тiльки двох кваркiв u (вiд ан-
глiйського слова up) i d (down). В рамках SU(3)-симетрiї, яку почали використо-
вувати для класифiкацiї адронiв, з’явився кварковий триплет u, d, s (strange),
вид яких прийнято називати ”аромати ” (flavors).

Кожному кварку приписують спiн 1/2 i барiонний заряд B = 1/3. Електри-
чний заряд кваркiв теж повинен бути дробовим, а саме Qu = 2/3e, Qd = −1/3e,
Qs = −1/3e (e = |qел|). Барiони побудованi з трьох кваркiв (qqq), а мезони –
iз пар кварк-антик (qq̄), причому всi виявленi експериментом мезони можна
розмiстити у мультиплетах (qq̄). Проте подальший розвиток експериментальної
технiки дав можливiсть збiльшити рiвень енергiй, i у 1974 р. було вiдкрито ще
два резонанси ψ i ψ′. Вони вимагали введення зв’язного стану нового кварка,
який був названий ”чарiвним” або c-кварком (charm) з зарядом Q = 2/3e. Пi-
знiше з рiзних теоретичних мiркувань були введенi b-кварк (bottom) i t-кварк
(top), а також поняття ”кольору” для кожного сорту кварка, який може знаходи-
тись у трьох “кольорових” зарядових станах: b–(blue–синiй), g–(green–зелений),
r–(red – червоний). Векторнi частинки, що вiдповiдають калiбрувальним полям
i якi вiдiграють роль обмiнних бозонiв у сильних взаємодiях, називають глю-
онами. Глюони належать до “кольорового” октету групи SU(3), тобто згiдно з
п. 10.3 їх число збiгається з кiлькiстю генераторiв T a, a = 1, . . . , 8. Вiдповiднi
польовi функцiї позначимо таким чином:

W a
µ (3) := Ga

µ. (12.1)

Глюони взаємодiють з кварками подiбно до того, як фотони з електронами
i позитронами у квантовiй електродинамiцi, але, на вiдмiну вiд U(1)-симетрiї,
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генератори T a не є дiагональними матрицями. Тому вони переставляють кольо-
ровi заряди кваркiв, тобто кожний глюон має свою комбiнацiю кольорiв. Досi
кварки не були виявленi у вiльному станi, але численнi непрямi експеримен-
ти з частинками, що утворюють дублетнi чи триплетнi кварковi стани, чудо-
во узгоджуються з теоретичними мiркуваннями i розрахунками. Вважається,
що на початковому розвитку нашого Всесвiту (в першi мiкросекунди – точнiше
10−40−−−10−30 с пiсля ”Великого вибуху”), коли енергiї були дуже великi, мате-
рiя iснувала у виглядi кварк-глюонної i лептонної плазми, а подальше зниження
температури привело до утворення дуже сильних зв’язних станiв–адронiв.

Теорiя, що описує процеси, пов’язанi з великими енергiями, має назву кван-
тової хромодинамiки (КХД). Про побудову i проблеми такої теорiї мова буде
йти нижче. Багато частинок, що беруть участь у процесах сильного зв’язку,
мають не нульовий електричний заряд i додатково зазнають електромагнiтної
взаємодiї. Проте у бiльшостi випадкiв такою взаємодiєю нехтують, оскiльки во-
на приблизно в тисячу разiв слабша за сильну. Ще слабшою (бiльше, нiж у
мiльярд разiв (≈ 10−10)) нiж електромагнiтна є слабка взаємодiя. Хоч її вiд-
криття i пов’язують з явищем β-розпаду нейтрона:

n → p + e + ν̄e, (12.2)

яке було вiдкрите ще в кiнцi XIX ст., але чiтке усвiдомлення того, що за ним
стоїть принципово iнший тип взаємодiї, стало очевидним значно пiзнiше,– пiсля
того, як були виявленi iншi слабкi процеси. Перш за все це, мабуть, зумовлено
тим, що спершу явище β-розпаду спостерiгали при розпадi ядер. Але процес
(12.2) iснує у природi i для вiльних нейтронiв. Власне цей факт можна вва-
жати вирiшальним у пiдтвердженнi iснування взаємодiї, що вiдрiзняється вiд
електромагнiтної, оскiльки нейтрон—це незаряджена частинка. Якщо розрахо-
вувати процес (12.2) з точки зору електромагнiтної взаємодiї, то нейтрон має
залишатися стабiльною частинкою, проте в дiйсностi час його життя τn ≈ 15
хв.

Але i слабкi, i електромагнiтнi взаємодiї досить “близькi”, тому в деяких
процесах їх треба враховувати разом. Таке об’єднання було запропоновано ще
С. Глешоу [131] та завершене в працях С. Вайнберга [195] i А. Салама [182].

Ця теорiя прояснила деякi проблеми фiзики слабких взаємодiй, але цiлий
ряд проблем залишився вiдкритим. Така ж ситуацiя була i в теорiї сильних вза-
ємодiй, особливо щодо пояснення широкого спектра мас кваркiв. Вiдповiдь на
деякi питання дає схема Великого об’єднання теорiй електрослабкого i сильних
взаємодiй, що була запропонована у 1974 р. М. Джорджi i С. Глешоу [129] (див.
також [176]).

У цьому параграфi коротко опишемо схему побудови лагранжiанiв, що ви-
никають при описi всiх трьох взаємодiй та їх об’єднаннi. Детальнiше див., на-
приклад, [98], [41], [23].
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12.1. Лагранжiан КХД

Отже, з короткого аналiзу вступу до § 12 i результатiв попереднiх роздiлiв,
зрозумiло, що фiзику сильних взаємодiй можна описати в рамках теорiї з по-
рушеною калiбрувальною iнварiантнiстю вiдносно групи SU(3). Цю групу у
такому контекстi називають групою кольорiв, а теорiю – квантовою хромоди-
намiкою. КХД вивчає взаємодiю адронiв (барiонiв i мезонiв), якi є зв’язними
станами кваркiв, взаємодiя яких вiдбувається через поле векторних бозонiв, якi
називаються глюонами.

Отже, вихiдний лагранжsан теорiї повинен бути записаний через поля квар-
кiв i глюонiв (калiбрувальнi поля).

Позначимо 4-спiнор, що вiдповiдає кварку виду f = (u, d, . . .) i кольору i =
(b, g, r), через qi

f . Тодi, згiдно з основним принципом калiбрувальної теорiї

Lкхд =
∑

f

q̄f (iγ
µD̂µ −mf )qf − 1

4
F a

µνF
µν
a . (12.3)

Тут вiдповiдно до (10.23), (12.1) i (10.11)

D̂µ = ∂µ + ig3G
a
µT

a,

F a
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ − g3f

abcGb
µG

c
ν ,

де fabc – структурнi константи групи SU(3) (див. (2.22)), константа g3 визначає
iнтенсивнiсть сильної взаємодiї.

Нагадаємо, що матрицi γµ дiють на qf по спiнорних iндексах α = 1, 2, 3, 4,
а генератори T a, якi у фундаментальному представленнi групи SU(3) визна-
чаються 3 × 3 матрицями Гелл–Манна λa(див. п.2.3.2) (T a = 1/2λa), дiють по
iндексах кольору i:

q̄fγ
µT aqf ≡

4∑

α,β=1

∑

i,j∈{b,g,r}
(q̄f )

i
αγµ

αβT a
ij(qf )

j
β.

Зауважимо що у (12.3), по-перше, можна покласти всi маси кваркiв mf ≡ 0,
оскiльки в лагранжiанi вiдсутнi всi масовi члени, якi вiдповiдають векторним
бозонам Ga

µ, i для пояснення виникнення мас треба розглядати спонтанне пору-
шення калiбрувальної iнварiантностi хiґсiвським полем (див. § 11), i, по-друге,
(12.3) вiдповiдає класичнiй теорiї. У квантовiй теорiї будуть виникати додатковi
члени (див. нижче). Поле самих адронiв повинно залежати вiд полiв кваркiв як
складових.

З урахуванням того, що адрони “не мають кольору”, тобто є синглетами за
групою SU(3), зрозумiло, що вони вiд iндексiв кольору i не будуть залежати
(тобто по цих iндексах треба просумувати), а вiд сорту кваркiв будуть. Тодi для
полiв адронiв можна записати такi спiввiдношення:
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для полiв мезонiв:
ϕf1f2(x) ∼ q̄i

f1
(x)qi

f2
(x), (12.4)

для полiв барiонiв:

ψf1f2f3(x) ∼ εijkq
i
f1

(x)qj
f2

(x)gk
f3

(x). (12.5)

Звичайно цi формули не можна вважати точними—вони вiдтворюють тiльки
якiсну картину побудови поля адронiв через їх кварковi складовi.

12.2. Лагранжiан слабких взаємодiй

Рiзного роду експерименти з розпаду частинок при невеликих енергiях (у то-
му числi β-розпад ядер, розпад µ-мезонiв, гiперонiв i т.д.) привели вчених до
чiткого усвiдомлення, що всi цi процеси зумовленi одним типом взаємодiї, яка
вiдрiзняється вiд електромагнiтної i була названа слабкою.

Такi процеси обумовленi взаємодiєю чотирьох фермiонних полiв,i тому ймо-
вiрний феноменологiчний вигляд гамiльтонiану взаємодiї повинен бути пропор-
цiйний скалярному добутку (у сенсi простору Мiнковського) двох струмiв:

L (фен)
w (x) ∼ ∗

Jµ(x)Jµ(x). (12.6)

Вигляд струму для якогось одного типу полiв можна визначити за теоремою
Нетер, наприклад–формула (5.115) для електронно-позитронного поля. Для то-
го щоб урахувати усi можливi процеси, розiб’ємо їх умовно на три типи: чисто
лептоннi, змiшанi лептонно-адроннi i чисто адроннi, що пов’язанi слабкою вза-
ємодiєю:

L (фен)
w;вз (x) = L (ll)

w;вз(x) + L (hl)
w;вз(x) + L (hh)

w;вз (x).

До чисто лептонних процесiв належать, наприклад, розпади лептонiв µ∓:

µ− → e− + ν̄e + νµ,

µ+ → e+ + νe + ν̄µ.

До змiшаних, скажiмо, β-розпад (5.151), а до чисто адронних—розпад Λ0

гiперона:
Λ0 → p + π−.

З урахованням також кваркової структури адронiв, запишемо лагранжiан
(12.6) у виглядi лептон-лептонної, лептон-кваркової i кварк-кваркової частин.
При цьому врахуємо також давно помiчену унiкальну властивiсть кваркiв i ле-
птонiв паруватися в усiх виявлених на сьогоднi процесах. Висловлюючись мо-
вою iзоспiнової групи SU(2), будемо вважати, що кварки групуються в дублети:

q1 =

(
u
d

)
, q2 =

(
c
s

)
, q3 =

(
t
b

)
, (12.7)
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причому електричнi заряди qu = qc = qt =
2

3
e, qd = qs = qb = −1

3
e, e = |qел|. Ба-

рiоннi заряди усiх кваркiв Bq = 1/3, а антикваркiв – Bq̄ = −1/3. П’ять кваркiв
добре вивченi на рiзного роду непрямих експериментах, вимiрянi i розрахованi
їх маси (див., наприклад, [41, Гл.1]), шостий t-кварк повинен iснувати, виходячи
з теоретичних мiркувань.

Дублети (12.7) називають “сiм’ями” або “поколiннями”. Аналогiчнi сiм’ї
утворюють i лептони:

l1 =

(
νe

e−

)
, l2 =

(
νµ

µ−

)
, l3 =

(
ντ

τ

)
, (12.8)

Так само, як i в ситуацiї з кварками, нейтрино ντ ще не спостерiгалось в
експериментах, але з теоретичних мiркувань воно повинно iснувати.

Виходячи з досить непростих теоретичних мiркувань, якi тут не наведено,
у статтi С. Глешоу Дж. Iлiопулоса Л. Майанi[132] запропоновано феноменоло-
гiчний лагранжiан у виглядi SU(2)-iнварiантного добутку двох струмiв:

L (фен)
w;вз =

G√
2
Jµ

a (x)Ja
µ(x), (12.9)

де G – константа взаємодiї;

Jµ
a (x) = gµνJa

ν (x) =
3∑

f=1

[
l̄f ;Lγµσalf ;L + q̄0

f ;Lγµσaq0
f ;L

]
=

=
3∑

f=1

2∑

s,s′=1

4∑

α,β=1

[(
l̄f ;L

)(s)

α
γµ

αβσa
ss′ (lf ;L)(s′)

β +

+
(
q̄0
f ;L

)(s)

α
γµ

αβσa
ss′

(
q0
f ;L

)(s′)
β

]
. (12.10)

Тут, вiдповiдно до (12.7) i правила, що у взаємодiї беруть участь тiльки лiво-
кiральнi поля (див. (5.143), (5.146), (5.146′)), введено такi позначення для 4-
компонентних спiнорiв:

(lf ;L)1 = νf ;L, f1 = e, f2 = µ, f3 = τ,

(
l̄1;L

)2
= e−L , (l2;L)2 = µ−L , (l3;L)2 = τL,

(q1;L)1 = uL, (q1;L)2 = dL, (q2;L)1 = cL,

(q2;L)2 = sL, (q3;L)1 = tL, (q3;L)2 = bL,

а q0
f ;L—спiнори вигляду (12.7), в яких нижнi компоненти dL, sL, bL замiненi на

їх лiнiйнi комбiнацiї, що визначаються деякою унiтарною матрицею Кобаяшi–
Маскава [159], тобто

q0
1;L =

(
uL

d0
L

)
, q0

2;L =

(
cL

s0
L

)
, q0

3;L =

(
tL
b0
L

)
,
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а 


d0

L

s0
L

b0
L


 = K̂




dL

sL

bL


 , K̂ − 3× 3 матриця.

Феноменологiчна схема Глешоу-Iлiопулоса-Майамi дуже точно описує всi екс-
периментальнi данi процесiв при слабкiй взаємодiї, але вона не вкладається в
описану у попереднiх параграфах теорiю калiбрувальних полiв, згiдно з якою
взаємодiя є наслiдком калiбрувальної iнварiантностi. Крiм того, лагранжiан
(12.9), (12.10) при квантуваннi приводить до значних математичних проблем,
пов’язаних iз виникненням ультрафiолетових та iнфрачервоних розбiжностей,
якi не можна усунути через неперенормовнiсть теорiї(цей факт буде розглянуто
нижче).

З мiркувань, якi потребують квантового пiдходу до цiєї проблеми, можна по-
казати, що феноменологiчний лагранжiан (12.9) можна вiдтворити (принаймнi
в нижчих порядках теорiї збурень), якщо розглянути лагранжiан слабкої взає-
модiї у виглядi

Lw;вз =
g

2
Jµ

a (x)W a
µ (x), (12.11)

де Jµ
a (x) визначається формулою (12.10), а W a

µ – це поле масивного (масою MW )
калiбрувального векторного бозона, причому таке вiдтворення вiдбудеться при

g2/8M2
W = G/

√
2. (12.12)

(Детальнiше див. [23, Гл.10]).
Вигляд лагранжiану взаємодiї (12.11) дає можливiсть застосовувати iдео-

логiю п. 10.1, виходячи з вiльного лагранжiану полiв матерiї (тобто лептонiв i
кваркiв):

L0(l, q|{∂µ}) =
i

2

3∑

f=1

[
l̄f ;L(x)γµ∂µlf ;L(x)− ∂µl̄f ;L(x)γµlf ;L+

+q̄0
f ;L(x)γµ∂µq

0
j;L(x)− ∂µq̄

0
f ;L(x)γ0

f ;L(x)
]
, (12.13)

виконуючи замiну
i∂µ → iD̂µ = i · 1I∂µ − g

2
σaW a

µ , (12.14)

i додаючи до нього вiдповiдний лагранжiан полiв Янга–Мiллса (10.11), (10.12).
Треба також дописати вiдповiднi масовi члени для лентонних, кваркових i ка-
лiбрувальних полiв W a

µ .
Отже, калiбрувальна iнварiантнiсть повного лагранжiану буде порушена,

оскiльки, як уже зазначалося, калiбрувальнi бозони для слабкої взаємодiї мають
ненульовi маси. Для збереження калiбрувальної iнварiантностi треба покласти
маси усiх частинок рiвними нулю i включити додаткове поле, що вiдповiдає хi-
ґсiвським бозонам φ, мова про якi йшла вище, а також взаємодiєю цього поля з
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фермiонами у виглядi взаємодiї Юкави (11.35), (11.36). При цьому треба враху-
вати, що хiґсiвське поле буде взаємодiяти як iз лiвокiральними дублетами lf ;L

(див. (12.8)), так i з правокiральними синглетами:

ef ;R = {e−R, µ−R, τR},

тобто

Lюк = g2

3∑

f=1

(
l̄f ;Lφef ;R + ēf ;Rφ∗lf ;L

)
. (12.15)

Отже,
Lw = L0(l, q|{D̂µ}) + Lям + Lхiґ(φ,W ) + Lюк, (12.16)

де перший доданок має вигляд (12.13) пiсля замiни (12.14), другий—(10.12) з
F a

µν у виглядi (10.11), третiй—(11.20) iз D̂µ замiсть ∂µ, четвертий–(12.15).

12.3. Про електрослабкi взаємодiї

У вступi до § 12 коротко обґрунтувано необхiднiсть об’єднання електромагнi-
тних i слабких взаємодiй у єдину теорiю. Зазвичай, це об’єднання не є простим
i на цьому етапi розвитку теорiї i експерименту елементарних частинок воно
не може бути виконано бездоганно з точки зору побудови єдиної теорiї. Про-
те перший крок до такої теорiї зроблено в уже згадуваних працях С. Глешоу
та С. Вайнберга i А. Салама. Звичайно, тут детально викласти таку побудову
не можна, але спробуємо, хоча б приблизно, навести основнi мiркування, якi
приводять до вигляду лагранжiану такої об’єднуючої теорiї.

Очевидно (з мiркувань того ж принципу калiбрувальної iнварiантностi), що
коли виберемо вiльний лагранжиан матерiї L0 правильно, то в ньому замiсть
замiни (12.14) треба зробити аналогiчну замiну, яка б мiстила у собi ще одне
векторне нейтральне (i, мабуть, безмасове) поле Bµ(x), за рахунок якого могла
б виникнути електромагнiтна взаємодiя. Тобто треба зробити замiну

i∂µ → iDµ = i∂µ − g′
Ŷ

2
Bµ − 1

2
gσaW a

µ , (12.17)

де g′ — константа зв’язку поля Bµ з полями матерiї, а замiсть оператора еле-
ктричного заряду Q̂ у формулi (9.11) генератором групи U(1) виступає гiпер-
заряд. Вiн пов’язаний iз оператором заряду спiввiдношенням

Q̂ = Ĵ3 +
1

2
Ŷ ,

де Ĵ3—проекцiя iзоспiну (див. пiдпункт 2.3.1). Отже, в такому пiдходi врахо-
вуються взаємодiя як звичайна електромагнiтна для електронно-позитронного
поля, так i деяка додаткова, в якiй беруть участь i електрони, i нейтрино.
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Побудова вiльного лагранжiану полiв матерiї теж повинна бути трохи змi-
нена. Треба врахувати, що слабкi взаємодiї мiстять тiльки “лiвi” поля (див.
означення (5.146′)), а в електромагнiтну взаємодiю входять повнi поля, тобто
ui(x) = ui;L(x)+ui;R(x). Тому лагранжiан об’єднаної теорiї треба будувати таким
чином, щоб “лiвi” i“правi” поля входили по-рiзному, а саме: “лiвi” поля входили
у виглядi SU(2)-дублетiв (12.8), а “правi”—у виглядi синглетiв. Крiм того, так
само як i у випадку побудови лагранжiану для слабких взаємодiй, для збереже-
ння калiбрувальної iнварiантностi треба виходити з лагранжiану, що вiдповiдає
повнiстю безмасовим полям i врахувати механiзм Хiґса.

Отже,

Lел.-сл. = L0(l, q|{D̂µ}) +
3∑

f=1

[ēf ;Rγµ(i∂µ − g′Bµ)ef ;R + ν̄f ;Riγµ∂µνf ;R] +

+ L 0
ел.(B) + L 0

ям(W ) + Lхiґ(φ|{D̂µ}) + Lюк, (12.18)

де L0(l, q|{D̂µ}) визначає (12.13) з D̂µ iз формули (12.17), L 0
ел.(B) – вiльний

лагранжiан електромагнiтного поля, L 0
ям(W ) – вiльний лагранжiан поля Янга–

Мiллса бозонiв W a
µ , Lхiґ(φ|{D̂µ})–лагранжiан хiґсiвського поля (11.20) з D̂µ iз

(12.17), а Lюк збiгається з (12.15).
На завершення цього пункту зауважимо, що об’єднання взаємодiй було ви-

конано досить формально, виходячи тiльки з основних принципiв. Для того
щоб застосувати лагранжiан (12.18) до обрахункiв конкретних фiзичних про-
цесiв, треба врахувати ще досить велику кiлькiсть рiзних чинникiв. Крiм того,
квантова теорiя внесе ще свої корективи, про якi мова буде йти далi.

Залишається вiдкритим питання про зв’язок констант взаємодiї g i g′. Теоре-
тично вони є незалежними, оскiльки g′ є параметром при U(1)-перетвореннях, а
g—при SU(2)-перетвореннях. Про їх зв’язок можна було б щось говорити, якщо
розглядати єдину теорiю електрослабкого зв’язку в межах якоїсь бiльш ширшої
симетрiї, тобто групи G, яка б мiстила в собi групу U(1)×SU(2). Тодi перетво-
рення групи G пов’язували б мiж собою окремi перетворення в U(1) i в SU(2),
а константи g i g′ були б пов’язанi якимись спiввiдношеннями, що випливали
з правил запису коефiцiєнтiв Клебша–Гордона групи G через пiдгрупи U(1) та
SU(2).

12.4. Про лагранжiан великого об’єднання

Об’єднання електромагнiтних та слабких взаємодiй привело до значних успi-
хiв теорiї. Разом з тим, як уже зазначалось, таке об’єднання не дає вiдповiдi
на багато питань, що виникають навiть у межах слабких та електромагнiтних
взаємодiй. Надiю на вирiшення всiх проблем вченi покладають на об’єднання
всiх взаємодiй в рамках єдиної теорiї. Але поки що не будемо включати в це
об’єднання гравiтацiйної взаємодiї i поговоримо про загальний пiдхiд до еле-
ктрослабких та сильних взаємодiй. Щоб таке об’єднання найбiльш гармонiйно
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вiдтворювало реальну картину свiту, треба знайти групу, яка б мiстила в собi
добуток SU(3)× SU(2)× U(1).

Х. Джорджi i С. Глешоу [129] показали, що такою мiнiмальною групою є
група SU(5). Iдея полягає у тому, що при дуже великих енергiях повинна iсну-
вати єдина взаємодiя, що об’єднує три види взаємодiй (сильну, електромагнi-
тну i слабку) з однiєю константою зв’язку g0, яка є параметром калiбрувальної
групи SU(5). З теоретичних мiркувань такi областi енергiй вiдповiдають спiв-
вiдношенню

p2 > M2
0 , де M0 ≈ 5 · 1014 ГеВ

мiж енергiєю та iмпульсом (див. [98]), а M0 має назву маси великого об’єднан-
ня. Для порiвняння зауважимо, що максимальнi енергiї частинок у космiчних
променях не перевищують 1012 ГеВ.

У точцi p2 = M2
0 виникає спонтанне порушення симетрiї або, як iще кажуть,

наступає фазовий перехiд. У областi p2 < M2
0 калiбрувальна симетрiя SU(5)

порушується до симетрiї SU(3)× SU(2)× U(1). Частина кваркiв i глюонiв вза-
ємодiють з константою g3(p

2) (параметр SU(3) групи), а iншi з константами
g(p2) та g′(p2). Зрозумiло, що всi калiбрувальнi поля повиннi бути об’єднанi в
єдине поле Ba

µ := W a
µ (5), a = 1, 2, . . . , 24.

Далi для того щоб побудувати SU(5)-симетричний лагранжiан, який вiдпо-
вiдає об’єднанiй теорiї, треба вибрати таке представлення групи SU(5), щоб усi
частинки (кварки i лентони) були розподiленi по мультиплетам цього представ-
лення. У попередньому пiдпунктi було бiльш-менш детально обговорено рiзнi
аспекти, якi треба врахувати при побудовi лагранжiану полiв, що описував би
об’єднання електромагнiтних та слабких взаємодiй. Основна iдея полягала в
тому, що “лiвi” i “правi” фермiони фiгурували у рiзних представленнях групи
SU(2), лiвi у виглядi дублетiв, а правi – у виглядi синглетiв, що й приводить до
незбереження парностi у слабких взаємодiях. Ця iдея повнiстю переноситься i
на випадок SU(5)-симетрiї. Детальний аналiз вибору необхiдних представлень
групи SU(5), формування вiдповiдних полiв i побудови лагранжiану можна
знайти у працях [98], [41], [23].

§ 13. Про розв’язки рiвнянь для класичних полiв:
вiдокремленi хвилi, солiтони, iнстантони
Щоб завершити розгляд теорiї класичних полiв, мабуть треба, все-таки, з’я-
сувати, якi задачi i проблеми можна вирiшити в рамках класичної теорiї та
яка їх роль у побудовi квантової теорiї. Мабуть, основнi практичнi досягнення
класичної теорiї пов’язанi з класичною електродинамiкою, яка сформувалась
як теоретична наука, що була тiсно пов’язана з експериментом ще в XIX ст.
Фактично роль класичної електродинамiки була вирiшальною i у виникненнi
квантової теорiї, оскiльки саме спроба застосувати її до опису атомних явищ
(точнiше, до обґрунтування моделi атома) i привела до виникнення квантової
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механiки, а згодом i до релятивiстської квантової механiки – тобто квантової
теорiї поля.

Проте навiть iз появою процедури квантування полiв роль класичних
розв’язкiв не була виявлена, оскiльки метод теорiї збурень, який на той час
був фактично єдиним досягненням математичних дослiджень теорiї, вимагав
малої взаємодiї, а для вiльного (невзаємодiючого) поля рiвнiсть нулю класи-
чної компоненти квантового поля є енергетично вигiдною.

Першим натяком на те, що розв’язки класичних рiвнянь пов’язанi зi станами
реальних квантових частинок, було виявлення локалiзованих розв’язкiв класи-
чних хвильових рiвнянь. Для вiльних рiвнянь таку властивiсть мають тiльки
рiвняння, що вiдповiдають безмасовим частинкам. Дiйсно, наприклад, розв’я-
зок рiвнянь (7.9) вiльного електромагнiтного поля завжди можна записати у
виглядi

Aµ(x) = fµ(x · e− x0) = fµ(x · e− ct), (13.1)

де fµ—довiльна двiчi диференцiйовна функцiя на R1, а e – довiльний одиничний
вектор в R3.

Вибираючи локальний носiй функцiї fµ, завжди можна будувати локалiзо-
ваний хвильовий пакет, який буде рухатись у напрямку, що визначається векто-
ром e, зi швидкiстю свiтла c i буде зберiгати свою форму. Дiйсно з (13.1) легко
побачити, що швидкiсть розповсюдження такого пакету задовольняє рiвнiсть

v · e = c, v = |v| = c

cos(v̂, e)
.

З умови, що швидкiсть v не повинна перевищувати швидкiсть свiтла, вихо-
дить, що cos(v̂, e) = 1, тобто пакет рухається у напрямку вектора e. Це пов’я-
зано з тим, що плоскi хвилi:

ϕ±p (x) = Ne
i
~ (±p0x0−p·x), p0 = |p|

утворюють повну систему розв’язкiв рiвняння (7.9) (µ-фiксовано). Загальний
розв’язок може бути записаний у виглядi (7.15), який збiгається з (13.1) при e =
p

|p| . Отже, кожна складова пакета (плоска хвиля) рухається в одному напрямку

з однаковою швидкiстю c, що забезпечує збереження форми пакета.
Вiльне рiвняння Клейна–Гордона–Фока (4.6) не має такої властивостi,

оскiльки кожна плоска хвиля (4.14) має свою швидкiсть (оскiльки p0 6= |p|),
яка до того ж перевищує швидкiсть свiтла.

Але виявляється, що бiльш складнi нелiнiйнi рiвняння, що вiдповiдають те-
орiї iз взаємодiєю, можуть або ж самi мати розв’язки типу (13.1), або ж мати
розв’язки, для яких локальною є просторова густина енергiї. Це означає: якщо
φ(x) = φ(x, x0) є розв’язком такого рiвняння, то вiдповiдна енергiя (побудована
за формулами (3.60) – (3.61)) дорiвнює

E(φ) = P 0(φ) =

∫
dx ε(x, x0),
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де

ε(x, x0) = f(x− vt).

Тобто густина енергiї повинна рухатися зi сталою швидкiстю i зберiгати свою
форму. Такi розв’язки отримали назву вiдокремлених хвиль.

Прикладом такого рiвняння може бути нелiнiйне рiвняння, що вiдповiдає
самовзаємодiючому скалярному полю з лагранжiаном

L (x) =
1

2
∂µφ(x)∂µφ(x) +

1

2
m2φ(x)2 − 1

4
λφ(x)4 − 1

4

m4

λ2
, (13.2)

де m2 i λ – деякi додатнi параметри. Згiдно з (3.47) вiдповiдне рiвняння має
такий вигляд:

(¤ + m2)φ(x) = λφ(x)3.

У випадку 1 + 1 вимiрного простору часу (x → (x, t), x ∈ R) воно набуває
вигляду

φtt(x, t)− φxx(x, t) = m2φ(x, t)− λφ(x, t)3. (13.3)

Це рiвняння дослiджувалось у працях [112], [137], [71]. Легко перевiрити
безпосередньою пiдстановкою, що його частинними розв’язками є, наприклад,
сiм’я функцiй φu(x, t), (−1 < u < 1) вигляду

φu(x, t) =
m√
λ

th

[
m√
2

(
(x− x0)− ut√

1− u2

)]
.

Цей розв’язок отримав назву кiнка i є прикладом вiдокремленої хвилi. Знову
ж таки, використовуючи (3.60), можна знайти, що

ε(x, t) = T 00(x, t) =
m4

2λ(1− u2)

(
ch

(
m√
2

x− x0 − ut√
1− u2

))−4

.

Легко переконатися, що ε(x, t) є локалiзованою функцiєю.
Зауваження 13.1. Необхiдно звернути увагу на те, що лагранжiан (13.2)

не вiдповiдає лагранжiану теорiї поля частинок маси m, що самовзаємодiють
з константою взаємодiї λ, оскiльки перед m2 стоїть знак "+", а отже, не
вiдповiдає масовому доданку в лагранжiанi (див. (4.54)). Три останнi доданки
в (13.2) можна розглядати як збурення безмасового вiльного лагранжiану, а
константи λ та m2 виступають як константи вiдповiдного зв’язку. Поява
масових членiв може бути результатом спонтанного порушення симетрiї
(див. § 11).

Важливим пiдкласом вiдокремлених хвиль є так званi солiтоннi розв’язки.
Треба, однак, зауважити, що у фiзичнiй лiтературi солiтонами часто називають
усi розв’язки типу вiдокремленої хвилi. Тут будемо притримуватись визначення
з книги iндiйського вченого Р. Раджарамана [73].

Перш нiж дати точне визначення, зауважимо, що до солiтонних розв’язкiв
будемо вiдносити вiдокремленi хвилi, якi утворюють пакет, що асимптотично
(при t → ±∞) зберiгає форму, i швидкостi густин енергiй своїх компонент.
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Визначення солiтона. Нехай для деякого нелiнiйного рiвняння (або си-
стеми рiвнянь) iснує розв’язок типу вiдокремленої хвилi з густиною енергiї
ε0(x− ut). Розглянемо будь-який iнший розв’язок цiєї системи, що складає-
ться в далекому минулому (t → −∞) з N таких розв’язкiв з рiзними швидко-
стями i положеннями, тобто густина якого має наступний асимптотичний
вигляд:

ε(x, t) →
N∑

i=1

ε0(x− ai − uit) при t → −∞.

Якщо його еволюцiя, що задається даним нелiнiйним рiвнянням, така, що в
далекому майбутньому вiн набуває асимптотичного вигляду

ε(x, t) →
N∑

i=1

ε0(x− ai − uit + δδδi) при t → +∞,

де ai, δi деякi сталi вектори, то таку вiдокремлену хвилю називають солi-
тоном.

Для знаходження розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь iснують досить потужнi ме-
тоди: метод оберненої задачi, перетворення Беклунда i т.д. Але вони, на жаль,
поширюються на досить вузький клас рiвнянь, а їх область застосування обме-
жується рiвняннями в 1 + 1 вимiрному просторi-часi. Для бiльшостi реальних
систем у 3 + 1 вимiрах не iснує методу, що дозволив би отримати розв’язки в
аналiтичнiй формi. Такi системи iнтенсивно дослiджуються, iснує досить зна-
чна iнформацiя про їх поведiнку. Добре вiдомо, наприклад, що вiльнi рiвняння
Максвелла в (3+1) вимiрному просторi не мають розв’язкiв типу вiдокремленої
хвилi. Те ж саме вiдомо про вiльнi поля Янга–Мiллса в (3 + 1) вимiрах (див.,
наприклад, [111]).

Солiтоннi розв’язки виникають при взаємодiї полiв. Цiкаву модель взаємодiї
полiв Янга–Мiлса з триплетом скалярних полiв було запропоновано М. Джор-
джi i С. Глешоу [128]. В пiонерських працях Г. т’Хофта [192] i А. Полякова [71]
було показано, що така модель має несингулярнi локалiзованi розв’язки. Такi
розв’язки були названi монополями, оскiльки з ними можна пов’язати “магнi-
тний монопольний заряд”. Дещо пiзнiше Б. Джулiа та А. Зi [154] показали, що
ця модель мiстить у собi також так званi дiоннi розв’язки, тобто такi, що можна
пов’язати з електричними та магнiтними зарядами ( детальнiше див. [73]).

На завершення цього короткого огляду про розв’язки класичних нелiнiйних
рiвнянь поговоримо трохи про так званi iнстантони.

Таку назву отримали локалiзованi розв’язки нелiнiйних класичних рiвнянь
в евклiдовому просторi Rd d = 2, 3, 4, тобто коли замiсть метричного тензора
gµν (див. (1.2)) в означеннi метрики (1.1) стоїть звичайний символ Кронекера
δµν . Формально вiд реального фiзичного до евклiдового опису можна перейти,
змiнюючи x0 = ct на x0 = ix4. Але евклiдiв пiдхiд до квантової теорiї поля (про
який буде йти мова нижче) має глибокий змiст i пов’язаний з аналiтичним (го-
ломорфним) продовженням важливих характеристик реальної фiзичної теорiї
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(функцiй Грiна, коефiцiєнтних функцiй S-матрицi тощо) в евклiдову область по
часовiй змiннiй x0. I при такому аналiтичному продовженнi цi характеристики
не втрачають свого фiзичного змiсту.

Щодо нелiнiйних класичних рiвнянь перехiд в евклiдову метрику змiнює
характер (або точнiше клас) рiвнянь. Наприклад, рiвняння Клейна–Гордона–
Фока (4.6), яке визначається гiперболiчним оператором Даламбера ¤ у про-
сторi M, набуває елiптичного вигляду i визначається оператором Лапласа ∆
на функцiях, визначених в R4. Iнстантони є локалiзованими розв’язками таких
евклiдових польових рiвнянь. У бiльшостi випадкiв iнстантони в s-вимiрному
евклiдовому просторi є статичними розв’язками в d = s+1-вимiрному просторi
Мiнковського. Виявляється, що не тiльки солiтони, але й iнстантони вiдiграють
помiтну роль при квантовому описi теорiї полiв та елементарних частинок, хоч,
як будемо бачити далi, їх ролi суттєво розрiзняються.

Точнiше знаходження класичних розв’язкiв польових рiвнянь дає додаткову
iнформацiю про структуру квантових операторних полiв. Детальнiше поговори-
мо про це у наступних роздiлах, але, щоб читач переконався в цьому, розглянемо
елементарний приклад квантування гармонiйного осцилятора.

Розглянемо рух нерелятивiстської частинки маси m у просторi R1 (тобто на
прямiй) пiд дiєю сили, що задається потенцiалом

V (x) = V0 +
1

2
m2ω2(x− x0)

2.

Запишемо енергiю такої частинки

H =
p2

2m
+ V (x). (13.4)

Її рух описується звичайним рiвнянням Ньютона

m
d2x

dt2
= −dV (x)

dx
. (13.5)

Стацiонарним розв’язком рiвняння (13.5) є

x(t) = x0.

Вiн вiдповiдає мiнiмуму потенцiала V (x). Користуючись квантовими термiна-
ми, будемо називати цей розв’язок класичним основним станом або вакуумом.
Енергiя цього вакуумного стану

E0 = V (x0) = V0.

Розглянемо тепер квантову задачу, тобто стацiонарне рiвняння Шредiнгера
з оператором Ĥ, що вiдповiдає класичному виразу (13.4), тобто

[
− ~

2

2m

d2

dx2
+

1

2
m2ω2(x− x0)

2

]
Ψ(x) = EΨ(x).
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Добре вiдомо (див., наприклад, [97]), що повний набiр нормованих станiв осци-
лятора має вигляд

Ψn(x) =
(mω

π

)1/4

(
√

π ·2n ·n!)−1/2Hn

(√
mω

~
(x− x0)

)
exp

{
−1

2

m2ω2

~2
(x− x0)

2

}
,

де Hn(q) – полiном Ермiта n-го порядку.
Вiдповiдний спектр енергiї

En = V0 + ~ω
(

n +
1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . .

Для вакуумного стану (n = 0) маємо

Ψ0(x) =
(mω

n~

)1/4

exp

{
−1

2

m2ω2

~2
(x− x0)

2

}
,

а енергiя вакуумного стану

E0 = V (x0) +
1

2
~ω. (13.6)

Квантова частинка у стацiонарному станi вже не буде перебувати у точцi x =
x0 ( принцип невизначеностi!). Положення частинки є тепер оператор x̂, тому
знаючи хвильову функцiю основного стану, можна визначити середнє значення
оператора координати у цьому станi:

< x̂ >=

∫

R1

x|Ψ0(x)|2 = x0. (13.7)

З цього тривiального прикладу видно, що квантовий стан частинки пов’язаний
iз класичним.

Наведемо тепер аналогiю мiж цим тривiальним прикладом i квантуванням
класичних полiв. У випадку полiв узагальненою координатою є саме поле, яке є
розв’язком вiдповiдного класичного рiвняння. Тодi очевидно, що квантове поле
повинно мiстити у собi класичний розв’язок як складову, а його середнє ти-
пу (13.7) за фiзичним вакуумом повинно збiгатись з вiдповiдним класичним
розв’язком. Так само енергiя основного стану у класичнiй границi (~ → 0) по-
винна, мабуть, збiгатися з мiнiмумом потенцiальної енергiї, який досягається
на стацiонарних розв’язках класичних польових рiвнянь.

Про схему канонiчного квантування бiльш складних нелiнiйних моделей са-
мовзаємодiючих полiв, яка з самого початку враховує iснування вiдповiдної
класичної системи солiтонiв, радимо читачу звернутись, наприклад, до працi
[70].
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Задачi до роздiлу III
Задача 9.1. Калiбрувальне перетворення (9.8) (або калiбровка) називається куло-

нiвським, якщо воно приводить до потенцiалу Bµ(x) з B0(x) = 0 i
∇ · B(x) = −∂kBk = 0. Пiдберiть χ(x) так, щоб A′0(x) = 0, а потiм
χ′(x) – так, щоб ∇ ·A′′(x) = 0.

Задача 10.1. Довести справедливiсть формули (10.7).
Задача 10.2. Показати, що лагранжiан (10.12) iнварiантний вiдносно перетворень

(10.5), тобто рiвнiсть (10.14).
Задача 10.3. Довести тотожнiсть Якобi для коварiантних похiдних D̂µ.
Задача 11.1. Показати, що перетворення (11.29) i (11.24) приводять лагранжiан

(11.30) до вигляду (11.31).
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Роздiл IV. Вторинне квантування
полiв

§ 14. Постулати та загальнi принципи квантування

Кожна теорiя завжди cпирається на деякi основнi принципи (постулати), якi
є результатами спостережень, узагальнень або iнтуїтивних мiркувань. Звичай-
но ж, цi принципи залежать вiд рiвня розумiння природних явищ на даному
етапi розвитку i можуть виявитися з часом неповними або навiть неправильни-
ми. Тодi вони замiнюються новими, а стара теорiя буде справедливою тiльки у
рамках деяких припущень або обмежень. Так сталося, наприклад, iз класичною
механiкою, у межах якої не можна було пояснити явищ мiкросвiту або ж пове-
дiнку фiзичних об’єктiв, що рухаються з великими швидкостями. Як наслiдок
з’явилися на свiт квантова механiка i спецiальна теорiя вiдносностi, що спи-
раються на принципово вiдмiннi (вiд класичних уявлень) принципи i постулати,
введення яких дало змогу усунути багато незрозумiлих питань.

У цьому роздiлi спробуємо сформулювати ряд принципiв, якi лежать в осно-
вi побудови квантової теорiї поля, i дати фiзичне (можливо дещо наївне) їх
обґрунтування.

14.1. Для чого потрiбне вторинне квантування? Операторна
природа функцiй поля

Формалiзм квантової механiки дає змогу описувати системи, в яких кiлькiсть
частинок є iнтегралом руху i не враховує процесiв їх взаємного перетворення,
що вiдбуваються в релятивiстських взаємодiях. Ця обставина змусила шукати
новий математичний апарат, що давав би можливiсть узагальнити iснуючу те-
орiю. Шляхи такого узагальнення пiдказувала iдея корпускулярно-хвильового
дуалiзму, згiдно з якою шредiнгерiвський опис повинен бути еквiвалентний хви-
льовому (польовому) опису. У роздiлi I були сформульованi (на класичному рiв-
нi) основнi моменти такого формалiзму. Згiдно з теоремою Нетер основнi фiзи-
чнi величини (енергiя, iмпульс, спiн i т.д.) визначаються через функцiї полiв,
а згiдно з квантовими уявленнями вони повиннi бути операторами, що дiють
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у просторi станiв. Тобто функцiї поля повиннi бути “операторами”4. Оскiльки
саме рiвняння Шредiнгера було отримано за допомогою п е р в и н н о г о
к в а н т у в а н н я, тобто замiною iмпульсiв i координат p, q та енергiї E
операторами p̂ = −i~ ∇, q̂ = q, Ê = i~∂t, то нова замiна польової функцiї
частинки оператором називається в т о р и н н и м к в а н т у в а н н я м.

Еквiвалентнiсть операторного опису (методу вторинного квантування) си-
стеми N частинок i шредiнгерiвської теорiї була встановлена Йорданом i Клей-
ном [148] для частинок iз цiлим спiном та Йорданом i Вiгнером [150] для ча-
стинок iз напiвцiлим спiном, але найбiльш елегантного вигляду цей формалiзм
набув у роботi Фока [125].

Отже, формалiзм в т о р и н н о г о к в а н т у в а н н я виник незалежно
вiд проблем квантової теорiї поля, i його можна розглядати лише як один з
можливих варiантiв такої побудови. Тут не ставиться за мету дати детальний
аналiз цього формалiзму. У контекстi побудови квантової теорiї поля цей фор-
малiзм виникає природним чином iз основних постулатiв, якi вносять в основу
такої побудови. Але перш нiж перейти до основних постулатiв, нагадаємо про
три вiдомi у квантовiй механiцi способи опису фiзичних явищ або про три пред-
ставлення основних фiзичних об’єктiв, станiв та операторiв фiзичних величин,
за допомогою картин Шредiнгера, Гейзенберга i взаємодiї.

14.2. Представлення Шредiнгера, Гейзенберга i взаємодiї

У квантовiй теорiї поля, так само як i у квантовiй механiцi, стан фiзичної си-
стеми повнiстю характеризується амплiтудою стану Φ, що є власним вектором
операторiв фiзичних величин, якi мають конкретне (тобто таке, що може бути
вимiряне у станi Φ) значення. Амплiтуда Φ є вектором деякого гiльбертового
простору станiв H . Якщо Φ вiдповiдає деякому чистому фiзичному стану, то
норма цього вектора буде одиничною:

‖Φ‖2
H = (Φ, Φ)H = 1. (14.1)

Для фiзичної величини B, оператор якої B̂ у станi Φ не має точного значення
(тобто Φ не є власним станом оператора B̂), можна обчислити середнє значення
за формулою

B = (Φ, B̂Φ). (14.2)

Фiзична система може еволюцiонувати з часом. Таку еволюцiю можна зада-
вати за допомогою трьох еквiвалентних представлень амплiтуд Φ i операторiв
динамiчних величин B̂.

Найбiльш поширеною у квантовiй механiцi є картина Шредiнгера. У пред-
ставленнi Шредiнгера еволюцiя системи описується через еволюцiю амплiтуди

4Тут використано лапки , оскiльки, як буде з’ясовано пiзнiше, це будуть не оператори, а
так званi операторно-значнi узагальненi функцiї.
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стану Φ = Φ(t) за допомогою рiвняння Шредiнгера

i
∂Φ(t)

∂t
= HΦ(t),

Φ(0) = Φ0,

(14.3)

де H—оператор повної енергiї (гамiльтонiан) системи. Поки що формально вва-
жається, що H є самоспряженим (H∗ = H) оператором у просторi станiв. Вiн
не залежить вiд часу, якщо система замкнута. Оператори динамiчних фiзичних
величин також не залежать вiд часу, а їх середнi (14.2) залежать вiд часу через
амплiтуди Φ(t).

Формально 1 можемо проiнтегрувати рiвняння (14.3) i отримати розв’язок у
виглядi

Φ(t) = e−iHtΦ0 = U(t)Φ0. (14.4)

Якщо запас початкових векторiв Φ0, для яких формула (14.4) має сенс, є до-
сить великим, то можемо замiсть еволюцiї станiв (14.4) розглядати еволюцiю
операторiв динамiчних величин B̂. Пiдставляючи (14.4) у формулу (14.2) для
середнього значення, маємо

B = Bt =
(
Φ0,

∗
U (t)B̂U(t)Φ0

)
=

(
Φ0, B̂H(t)Φ0

)
,

B̂H(t) = eiHtB̂e−iHt. (14.5)

Таким чином приходимо до картини Гейзенберга, у якiй оператори динамi-
чних величин залежать вiд часу, а амплiтуди стану є стацiонарними величина-
ми. З (14.5) випливає рiвняння руху у гейзенберговому представленнi:

i
∂B̂H(t)

∂t
= [B̂H(t), H]−. (14.6)

Але, як правило, для реальних фiзичних систем отримати розв’язок, скажi-
мо, рiвняння Шредiнгера (14.3), є досить важкою математичною проблемою.
У квантовiй механiцi це вдається зробити тiльки для досить простих випадкiв
або ж у випадку досить екзотичних точно розв’язуваних моделей. У квантовiй
теорiї поля ця проблема є ще складнiшою. Найбiльш поширеним методом у те-
оретичнiй фiзицi є метод теорiї збурень. У цьому випадку повний гамiльтонiан
системи взаємодiючих частинок представляють у виглядi

H = H0 + HI ,

де H0 — це вiльний гамiльтонiан, який не враховує взаємодiї, а HI – гамiльтонiан
взаємодiї, що повинен бути у деякому сенсi малим порiвняно з H0.

1З математичної точки зору це далеко нетривiальна задача, що залежить вiд властивостей
оператора H.
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Тому iнколи зручно трохи спростити рiвняння еволюцiї Шредiнгера (14.3),
видiливши у ньому вiльну еволюцiю. Будемо шукати розв’язок рiвняння (14.3)
у виглядi

Φ(t) = e−iH0tΨ(t).

Тодi з рiвняння (14.3) отримаємо рiвняння на вектор Ψ(t):

i
dΨ(t)

dt
= HI(t)Ψ(t), (14.7)

де
HI(t) = eiH0tHIe

−iH0t. (14.8)

Вiдповiдне рiвняння для середнiх (14.2) набуде вигляду

Bt =
(
Ψ(t), eiH0tB̂e−iH0tΨ(t)

)
=

(
Ψ(t)B̂tΨ(t)

)
. (14.9)

У представленнi (14.7) – (14.9) i амплiтуди, i оператори динамiчних величин
будуть змiнюватись у часi. Таке представлення має назву представлення вза-
ємодiї, також можна зустрiти назву картина Дiрака(див., наприклад, [102,
Гл.11,§3].

14.3. Постулати квантування

ПК1. Iснування гiльбертового простору станiв H

Фiзичний стан системи описується загальною для всiх полiв функцiєю Φ, яку
називають амплiтудою (або вектором) стану, i яка належить деякому гiльбер-
товому простору H . Релятивiстський закон перетворення станiв визначається
неперервним унiтарним представленням неоднорiдної групи Лоренца, що дiє
в H .

Не всi вектори гiльбертового простору H вiдповiдають фiзичним станам,
але якщо Φ описує фiзичний стан, то вiн є нормованим вектором у просторi H ,
тобто задовольняє рiвняння (14.1). I навпаки, iнколи вектор Φ, що є власним
вектором оператора деякої фiзичної величини, може не належати H .

Обґрунтування. Цей постулат є наслiдком квантово-механiчного пiдходу
до побудови квантової теорiї поля. Величину |Φ|2 можна iнтерпретувати як гу-
стину iмовiрностi знаходження систем у станi з вiдповiдними фiзичними хара-
ктеристиками (iмпульсом, спiном, i т.д.), якi є змiнними функцiї Φ.

Зауваження 14.7. Якщо розглядаємо явища, якi пов’язанi з певною гру-
пою частинок (скажiмо, тiльки бозони або тiльки фермiони), то можемо
розглядати не весь простiр H , а тiльки деякий пiдпростiр, наприклад, HB

або HF .
ПК2. Основний постулат квантування
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Оператори 4-iмпульсу, тензор моменту кiлькостi руху, заряд, тощо є iнфiнi-
тезимальними операторами вiдповiдних перетворень (тобто представлень у
просторi H ) неоднорiдної групи Лоренца i виражаються через функцiї полiв
тими самими спiввiдношеннями, що i в класичнiй теорiї.

Обґрунтування. Згiдно з ПК1 у просторi станiв H будуть дiяти представ-
лення групи Лоренца, тобто оператори UΛ,a = UL, що вiдповiдають перетворе-
нням (1.20). У загальнiй теорiї груп Лi для безмежно малих лоренцових пере-
творень оператор UL можна записати у виглядi

UΛ,a = 1I + iP µaµ +
1

2
iMµνωµν , (14.10)

де P µ, Mµν називаються iнфiнiтезимальними операторами (генераторами) i ма-
ють фiзичний змiст вектора енергiї-iмпульсу та тензора моменту кiлькостi руху.

Аналогiчнi спiввiдношення можна записати i для груп внутрiшнiх симетрiй,
виражаючи вiдповiднi оператори представлень через генератори (заряд тощо).

З iншого боку, у класичнiй теорiї згiдно з теоремою Нетер P µ, Mµν , заряд
Q тощо є iнтегралами руху i виражаються через функцiї поля ui(x) спiввiдно-
шеннями (3.61), (3.67), (3.73). Отже, ПК2 є наслiдком принципу вiдповiдностi.

ПК3. Операторний характер поля

Поле ui(x) є операторно-значною узагальненою функцiєю, тобто для деякого
класу основних функцiй E (M) на просторi Мiнковського функцiонал ui(f) =
〈ui, f〉 є оператором в H iз всюдищiльною областю визначення. Якщо ui(x) є
дiйсне поле, то ui(f) є самоспряженим оператором в H .

Обґрунтування. Те, що ui(x)—не звичайна функцiя, а має операторний хара-
ктер, є фактично наслiдком основного постулату квантування (ПК2), теореми
Нетер i квантово-механiчного пiдходу. Те, що вони є не просто операторами, а
операторно-значними узагальненими функцiями, стане зрозумiлим, коли вста-
новити їх комутацiйнi спiввiдношення, якi будуть мiстити у собi δ-функцiї або
iншi узагальненi функцiї. Позначення ui(f) = 〈ui, f〉 часто використовують у
виглядi

〈ui, f〉 =

∫
ui(x)f(x) dx,

де iнтеграл треба розумiти у сенсi сполучення узагальненої функцiї ui(x) з
основною функцiєю f(x) ∈ E .
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ПК4. Закон перетворення операторiв поля

Для загальних неоднорiдних перетворень iз групи Лоренца:

x → x′ = Lx = Λx + a (14.11)

повинна виконуватись умова сумiсностi трансформацiйних властивостей опе-
раторних польових функцiй, що в класичнiй теорiї перетворюються за законом
(див. (1.24)):

u′(x) = S(Λ, a)u(Λ−1(x− a)), (14.12)

i трансформацiйних властивостей амплiтуд станiв, що перетворюються за до-
помогою операторiв UL. Ця умова виражається операторним спiвiдношенням

∗
ULu(x)UL = S(Λ, a)u(Λ−1)(x− a), (14.13)

або бiльш строго у сенсi операторiв у просторi H так:
∗
ULu(fΛ,a)UL = S(Λ, a)u(f), (14.14)

де fΛ,a(x) = f(Λ−1(x− a)).
Обґрунтування. У просторi станiв H представлення групи Лоренца буде

реалiзовуватись операторами UL (див. ПК2):

Φ → Φ′ = ULΦ, (14.15)

де UL—унiтарний оператор у просторi H , тобто

U−1
L =

∗
U або

∗
ULUL = 1,

що є наслiдком умови iнварiантностi норми вектора Φ (‖Φ′‖H = ‖Φ‖H ).
Для того, щоб зрозумiти закон перетворення (14.13)–(14.14), розглянемо ма-

тричний елемент оператора u(x) мiж двома станами Φ1 i Φ2:

(Φ1, u(x)Φ2) = ũ(x). (14.16)

Для спостерiгача, що перебуває в системi координат {x′}, яка пов’язана з
системою {x} лоренцовим перетворенням (14.11), матричний елемент (14.16)
треба обчислити за перетвореними амплiтудами (14.15) i взяти його в новiй
точцi x′:

(Φ′
1, u(x′)Φ′

2) = ũ′(x′). (14.16′)

Очевидно, що ũ(x) i ũ′(x′) є квантово-механiчним узагальненням класичних
полiв u(x) та u′(x′), якi пов’язанi спiввiдношенням (1.24) або ж (14.12). Отже,

ũ′(x′) = S(Λ, a)ũ(x). (14.17)
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Тодi з (14.17), з урахуванням (14.15)–(14.16′), випливає закон перетворення
(14.13).

ПК5. Постулат спектральностi

Оператор енергiї-iмпульсу P µ є самоспряженим оператором у просторi H , i
його спектр лежить у верхньому свiтловому конусi змiнної p = (p0,p): p02 −
p2 ≥ 0, p0 > 0 i як власне значення мiстить точку (0, 0, 0, 0), що вiдповiдає
вектору Φ0 6= 0 (P µΦ0 = 0, Φ0 ∈ H ).
Вектор Φ0 називається вакуумним вектором або основним станом.
Вектор Φ0 є iнварiантним вектором вiдносно перетворень UL:

ULΦ0 = Φ0. (14.18)

Постулати вибору комутацiйних спiввiдношень
ПК6. Постулат локальної комутативностi або принцип причинностi

[
ui(x),

∗
uj(y)

]
±

= 0, якщо (x− y)2 < 0. (14.19)

Обґрунтування. Цей постулат є наслiдком фiзичної вимоги, яку для локаль-
них теорiй називають принципом причинностi. Цей принцип полягає у тому, що
коли ми розглянемо деяку фiзичну величину B(x) у двох точках простору Мiн-
ковського x, y ∈M, роздiлених просторово-подiбним iнтервалом, тобто

(x0 − y0)2 − (x− y)2 < 0,

(це означає, що просторова вiдстань мiж цими точками буде бiльша нiж вiд-
стань, яку подолає сигнал, випущений iз точки x у момент часу x0 у напрямi
точки y за час |y0 − x0|), то згiдно з квантово-механiчними уявленнями вимi-
рювання фiзичної величини B(x) у точках x i y у моменти часу x0 i y0 нiяк не
можуть вплинути одне на одне, а отже, оператори вимiрюваної фiзичної вели-
чини B у точках x i y у моменти часу x0 i y0 повиннi комутувати.

Таким чином, коли поля ui(x) безпосередньо мають фiзичний змiст, або ж
лiнiйним чином пов’язанi з фiзичними полями (як у випадку електромагнi-
тного поля (див. (7.4) i (7.5)), їх комутатор повинен перетворюватись у нуль
для просторово-подiбного iнтервалу. Але коли самi поля не мають фiзичного
змiсту, а фiзичнi величини, пов’язанi з цими полями, залежатимуть вiд бiлi-
нiйних комбiнацiй

∗
ui(x)ui(x) (наприклад, у випадку електронно-позитронного

поля (див. (5.115) або (5.119))) комутатор B(x) i B(y) може перетворюватись у
нуль i у випадку, коли самi поля ui(x),

∗
ui(x) та ui(y),

∗
ui(y) антикомутують при

(x − y)2 < 0. Звичайно, це не означає, що така ситуацiя повинна стосуватися
всiх комплексних полiв. Але, виходячи з цього простого, чисто математичного
спостереження, можна розбити всi поля ui(x) на поля двох типiв: тi, для яких у
спiввiдношеннi (14.19) треба розглядати комутатор (такi поля будемо називати
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б о з о н н и м и) i тi, для яких у спiввiдношеннi (14.19) треба розглядати а н
т и к о м у т а т о р (такi поля будемо називати ф е р м i о н н и м и). Як
побачимо з наступних постулатiв, така статистика пов’язана або з частинками,
що мають цiлi спiни (поля Бозе–Ейнштейна), або ж з частинками, що мають
пiвцiлi спiни (поля Фермi–Дiрака).

ПК7. Постулат одночасових переставних спiввiдношень

[ui(x), uj(y)]±,x0=y0 = [πi(x), πj(y)]± = 0,

[uj(x), πk(y)]±,x0=y0 = iδ(x− y)δjk,
(14.20)

де πk(x) є канонiчно спряжена величина до полiв uk(x).
Обґрунтування. Фактично цей постулат є узагальненням квантово-

механiчних постулатiв Бора:

[p̂k, q̂j]− = −i~δkj; [p̂k, p̂j]− = [q̂k, q̂j]− = 0.

Роль узагальненої координати в квантовiй теорiї поля виконує саме поле, а
канонiчно спряжена величина — iмпульс обчислюється згiдно з п.3.9 (див. ф-ли
(3.75)).

Для узгодженностi з ПК6 треба вибрати комутатор для бозе-полiв i анти-
комутатор для фермi-полiв.

ПК8. Теорема Паулi про зв’язок спiну i статистики [62]1

Поля, що вiдповiдають частинцi з цiлим спiном, квантуються за Бозе–
Ейнштейном, а поля, що вiдповiдають частинкам з пiвцiлим спiном, кван-
туються за Фермi–Дiраком.

Розглянемо послiдовне обгрунтування (“доведення”) цiєї теореми у пунктi
18.1.5, а зараз наведемо лише деякi вагомi аргументи, що пiдтверджують її
справедливiсть.

Математично ця теорема може бути сформульована таким чином.
Якщо оператори ui(x)—це бозе-поля, тобто поля, що описують частинки з

цiлим спiном, то к о м у т а т о р
[
ui(x),

∗
uj(y)

]
−

= ∆B
ij(x− y)1I; (14.21)

якщо оператори ui(x) — це Фермi-поля, тобто поля, що описують частинки з
пiвцiлим спiном, то а н т и к о м у т а т о р

[
ui(x),

∗
uj(y)

]
+

= ∆F
ij(x− y)1I, (14.22)

1Слова “теорема” (“доведення”) тут мають скорiше формальний характер, нiж той, що у
нього вкладають математики.
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де ∆B
ij та ∆F

ij—це c-функцiї, тобто у правiй частинi (14.21) i (14.22) стоять опера-
тори, кратнi одиничному оператору 1I. Властивостi i вигляд функцiй ∆B

ij та ∆F
ij

залежать вiд конкретної реалiзацiї полiв ui(x). Але деякi основнi властивостi
цих полiв можна розглянути вже зараз. Наприклад, iз постулатiв ПК6 i ПК7
випливає, що

∆B
ij(x− y) = ∆F

ij(x− y) = 0 при (x− y)2 < 0,

∂

∂x0
∆B

ij(x− y)

∣∣∣∣
x0=y0

=
∂

∂x0
∆F

ij(x− y)

∣∣∣∣
x0=y0

= −iδijδ(x− y).

Обґрунтування. Знову звернемося до класичної теорiї i принципу вiдпо-
вiдностi. У класичнiй механiцi важливу роль у дослiдженнi еволюцiї системи
вiдiграють дужки Пуассона. Ще Дiрак довiв, що аналог дужок Пуассона для
квантових систем є комутатор (див. п. 3.2 або працю [31]). Класичнi дужки
Пуассона функцiй поля

{ui(x), uj(y)} = ∆ij(x− y)

явно не залежать вiд полiв ui i є функцiєю рiзницi аргументiв. Враховуючи, на-
приклад, вирази (4.20) i (4.21) або (5.47) i (5.48) для фур’є-перетворень вiльних
полiв, легко зрозумiти: для того, щоб комутатор полiв ui(x) та

∗
ui(y) залежав

вiд рiзницi аргументiв x−y, треба, щоб комутатор або антикомутатор їх фур’є-
перетворень ui(k) та

∗
uj(p) був пропорцiйний δ-функцiї Дiрака, тобто

[
ui(k),

∗
uj(p)

]
±
∼ δ(k− p). (14.23)

Щоб обґрунтувати вибiр статистики (тобто комутацiйних чи антикомутацiй-
них спiввiдношень), розглянемо вирази для енергiї вiльних класичних частинок.

Для частинок iз цiлим спiном (скалярних, векторних) у § 4, 6, 7 обчислено
(див. ф-ли (4.60), (6.29), (7.37)), що

P 0 =

∫
dk k0

[∗
u+

i (k)u−i (k)+
∗
u−i (k)u+

i (k)
]
, (14.24)

а для частинок iз пiвцiлим спiном (електронно-позитронного поля) (§ 5 ф-ла
(5.120))

P 0 =
2∑

s=1

∫
dk k0

(∗
a+

s (k)a−s (k)− ∗
a−s (k̄)

∗
a+

s (k̄)
)

, (14.25)

де k0 =
√

k2 + m2 — вiльна енергiя частинки з масою m i iмпульсом k̄ i k0 = |k|
для безмасових частинок. Крiм того, у виразi (14.25) незалежнi амплiтуди a±s
пов’язанi з u±i (або точнiше ψ±α (k̄)) спiввiдношенням (5.76).

У квантовiй теорiї амплiтуди u±i (a±ν ) будуть операторами. Тому їх записано
у виразах (14.24) i (14.25) у порядку, у якому вiдповiднi функцiї

∗
ui та ui стояли

у класичних виразах для P 0.
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Щоб обґрунтувати введення антикомутаторiв для спiнорних полiв, розгля-
немо вираз для енергiї поля Дiрака у скiнченному об’ємi Λ. Тодi, використову-
ючи дискретне представлення для полiв (див.,наприклад, [13,§3 ,п.3.3.]) , вираз
(14.25) можна записати у виглядi

P 0 =
∑

k,s

k0
(∗
a+

s,ka
−
s,k−

∗
a−s,ka

+
s,k

)
, k0 =

√
k2 + m2. (14.26)

Якщо не звертати увагу на другий член, то зрозумiло, що оператор
Ns =

∗
a+

s,ka
−
s,k є просто оператором числа частинок з iмпульсом k i спiном s.

Згiдно з принципом Паулi, який дозволяє узгодити теоретичнi дослiджен-
ня з експериментальними, в одному i тому ж станi не можуть перебувати два
або бiльше електронiв. Це означає, що оператор Ns повинен мати власнi зна-
чення ns = 0, 1. Покажемо, що це буде у випадку, коли оператори a±s,k i

∗
a±s,k

задовольняють антикомутацiйнi спiввiдношення такого вигляду:

[
a±s,k, a

±
s′,k′

]
+

=
[∗
a±s,k,

∗
a±s′,k

]
+

= 0, (14.27)

[
a±s,k, a

∓
s′,k

]
+

=
[∗
a±s,k,

∗
a∓s′,k

]
+

= 0, (14.28)

[∗
a±s,k, a

∓
s′,k

]
= δss′δkk′ . (14.29)

Дiйсно, з (14.27) при s = s′ i k = k′, маємо

2(a±s,k)
2 = 0.

Тодi
N2

s =
∗
a+

s,ka
−
s,k

∗
a+

s,ka
−
s,k =

∗
a+

s,ka
−
s,k −

( ∗
a+

s,k)
2(a−s,k)

2 =
∗
a+

s,ka
−
s,k.

Тобто
N2

s = Ns.

Звiдки
ns = 0, 1.

Ще одним важливим аргументом на користь вибору комутацiйних спiввiд-
ношень для бозе-полiв i антикомутацiйних – для фермi-полiв є вимога пози-
тивностi операторiв енергiї для вiльних полiв (вирази (14.24)–(14.26)). З вира-
зу енергiї для Фермi-полiв (14.25)–(14.26) видно, що другий доданок вiд’ємний.
Щоб зробити його додатно-визначеним, треба переставити оператори

∗
a−s,k i

∗
a+

s,k,
враховуючи, що цi оператори антикомутують (згiдно з нашими припущеннями)
на δ-функцiю, тобто

[∗
a±s (k), a∓s′(k)

]
+

= δss′δ(k− k′).
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Тодi отримаємо для оператора (14.25)вираз

P 0 =
∑

s

∫
dk k0

(∗
a+

s,k

∗
a−s,k+

∗
a+

s,k

∗
a+

s,k

)
−

∑
s

∫
dkk0δ(0).

У пунктi 14.5 встановимо, що оператори a±s,k
(∗
a±s′,k

)
можна iнтерпретувати

як оператори народження i знищення частинок (античастинок) з iмпульсом k
i спiном s. Вiд’ємний доданок у новому виразi для оператора P 0 є безмежною
константою. Її треба вiдкинути, аргументуючи це таким чином.

Якщо визначити у просторi станiв H вектор в а к у у м н о г о стану,
тобто стану Ω0, у якому вiдсутнi частинки, то

NsΩ0 = 0. (14.30)

Тодi, внаслiдок того, що розглядаємо вiльну теорiю, енергiя такого стану теж
буде нульовою, тобто

P 0Ω0 = 0. (14.31)

Це фактично означає, що з самого початку треба встановити порядок, у якому
стоять оператори полiв у виразi для енергiї, та й взагалi, у виразах для операто-
рiв iнших динамiчних величин. Звiдси випливає постулат так званої нормальної
форми для операторiв динамiчних величин.

ПК9. Постулат нормальної форми операторiв динамiчних величин
або “вiкiвська регуляризацiя”.

При квантуваннi полiв, тобто при представленнi динамiчних величин через
оператори полiв, треба виразити оператори вiльних полiв через оператори
народження i знищення та записати їх у нормальнiй формi (у виглядi нор-
мального добутку), тобто оператори народження поставити злiва, а оператори
знищення – справа.

Примiтка. У координатному просторi краще ввести позначення нормаль-
ного добутку за допомогою двох крапок злiва i двох крапок справа. Наприклад,

: ui(x)uj(y) := u+
i (x)u+

j (y) + u+
i (x)u−j (y) + εu+

j (y)u−i (x) + u−i (x)u−j (y), (14.32)

де ε = +1 для бозе-полiв i ε = −1 для фермi-полiв.
Вперше такий добуток був введений Вiком [20], i тому його частiше назива-

ють в i к i в с ь к и м д о б у т к о м.
Зауваження 14.1. Отже, сформулювано постулат ПК9 для динамiчних

величин, якi можна представити через оператори вiльних полiв. У випад-
ку взаємодiючих полiв немає розбиття на оператори народження i знищен-
ня. Тому треба розумiти сформульовану вище процедуру у сенсi регуляризацiї
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звичайного добутку гейзенбергових полiв. Щоб сформулювати цю процедуру,
запишемо добуток (14.32) у виглядi

: ui(x)uj(y) := ui(x)uj(y)− (Ω0, ui(x)uj(y)Ω0). (14.33)

При довiльнiй кiлькостi полiв це є не що iнше, як вiдома теорема Вiка, яку
розглянемо у п.20.4.

Якщо поле ui(x)—взаємодiюче гейзенбергове поле, то (14.33) треба замiни-
ти на аналогiчне спiввiдношення

: ui(x)uj(y) := ui(x)uj(y)− (Φ0, ui(x)uj(y)Φ0), (14.34)

де Φ0—фiзичний вакуум, тобто основний стан повного гамiльтонiану P 0 ≡
H = H0 + HI . У випадку x = y та i = j формулу (14.34) треба розумiти як
процедуру регуляризацiї добутку полiв:

: ui(x)2 := lim
y→x

: ui(x)ui(y) : . (14.35)

Комбiнаторна структура нормального добутку декiлькох полiв визначає-
ться теоремою Вiка (див. п.20.4).

14.4. Релятивiстське рiвняння Гейзенберга для квантованих
полiв

У п. 14.3 було отримано рiвняння Гейзенберга (14.6) для довiльного квантово-
механiчного оператора B̂H(t) як наслiдок перетворення (14.5), тобто його ево-
люцiї. У релятивiстському випадку чинимо аналогiчно, виходячи iз загального
закону перетворення (14.13) для довiльного оператора B(x) для загальних не-
однорiдних перетворень Лоренца (14.11).

Нехай оператор B(x) при перетвореннях координат (14.11) змiнюється у про-
сторi H , де дiє вiдповiдне представлення UL = UΛ,a за правилом

∗
U LB(x)UL = SLB(Λ−1(x− a)). (14.36)

Тут оператор B(x) не обов’язково є полем. Це може бути оператор узагальне-
ного iмпульсу або ж iнший оператор, що залежить вiд координатних змiнних i
є у сенсi (14.13) релятивiстсько-iнварiантним.

Виберемо частинний випадок лоренцових перетворень, а саме лоренцовi
трансляцiї (Λ = 1I). Тодi згiдно з основним постулатом квантування ПК2(див.
(1.45))маємо

U(1I, a) := UI,a = eiP µaµ . (14.37)

Перепишемо рiвняння (14.31) у цьому окремому випадку у такому виглядi

B(x + a) = UI,aB(x)
∗
U I,a. (14.38)
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Будемо вважати, що aµ = δxµ, тобто вiзьмемо безмежно малi лоренцовi трансля-
цiї. Тодi, розкладаючи в ряд у лiвiй частинi (14.38) оператор-функцiю B(x+δx),
а у правiй частинi експоненту (14.37) i вiдкидаючи члени другого, третього i
т.д. ступенiв за δxµ, маємо

B(x) +
∂B(x)

∂xµ
δxµ = (1 + igµµP µδxµ)B(x)(1− igµµP µδxµ).

Звiдси отримаємо рiвняння Гейзенберга у релятивiстсько-iнварiантному вигля-
дi:

igµν ∂B(x)

∂xν
= [B(x), P µ]−. (14.39)

Рiвняння (14.39) є досить загальним рiвнянням i для кожного конкретного поля
буде приймати вiдповiдний вигляд залежно вiд виразу для оператора енергiї-
iмпульсу P µ. Встановимо вигляд цих рiвнянь для вiльного дiйсного скалярного
поля ϕ(x) (як приклад бозе-поля) i для вiльного електронно-позитроного поля
ψ(x) (як приклад фермi-поля). Початковою умовою для цих рiвнянь є одноча-
совi комутацiйнi (анитикомутацiйнi) спiввiдношення (14.20).

14.4.1. Рiвняння Гейзенберга для вiльного скалярного поля

Класичне вiльне скалярне поле задовольняє рiвняння Клейна–Гордона–Фока
(див. § 4). Зрозумiло, що i квантове поле повинно задовольняти цьому рiвнянню.
Тому рiвняння (14.39), записане для вiльного скалярного поля ϕ(x), повинно
бути узгодженим iз рiвнянням (4.6).

Розглянемо спочатку рiвняння (14.39) при µ = 0 i B(x) = ϕ(x):

i
∂ϕ(x)

∂x0
= [ϕ(x), P 0]. (14.40)

Оператор енергiї P 0, обчислений у п. 4.6, має такий вигляд у “x”-представленнi
(координатному представленнi):

P 0 =
1

2

∫
dy(: ∂µϕ(y)∂µϕ(y) : +m2 : ϕ(y)2 :). (14.41)

Щоб обчислити комутатор у виразi (14.40), скористаємося елементарним спiв-
вiдношенням комутацiї для операторiв a i b2:

[a, b2]− = [a, b]−b + b[a, b]−.

Тодi, врахувавши закон збереження енергiї, у виразi (14.41) для P0 можна по-
класти y0 = x0 i внаслiдок одночасових комутацiйних спiввiдношень (14.20)
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(взявши до уваги (4.63) для дiйсного поля) будемо мати:

i
∂ϕ(x)

∂x0
=

∫
dy :

∂ϕ(x0,y)

∂x0

[
ϕ(x),

∂ϕ(y)

∂y0

]

−,x0=y0

: +

+

∫
dy :

∂ϕ(x0,y)

∂yk

∂

∂yk
[ϕ(x), ϕ(y)]−,x0=y0 : +

+m2

∫
dy : ϕ(x0,y)[ϕ(x), ϕ(y)]−,x0=y0 :=

=

∫
dy∂0ϕ(x0,y)iδ(x− y) = i

∂ϕ(x)

∂x0
.

Отже, рiвняння (14.39) для ϕ(x) є тотожнiсть. Легко перевiрити, що для µ =
k = 1, 2, 3 отримаємо аналогiчний результат.

Розглянемо тепер рiвняння (14.39) для узагальненого iмпульсу скалярного
поля π(x) = ∂0ϕ(x).

Тодi, так само як, i у попередньому випадку, отримуємо

i
∂2ϕ(x)

(∂x0)2
=

∫
dy :

∂ϕ(x0,y)

∂x0

[
∂ϕ(x)

∂x0
,
∂ϕ(y)

∂y0

]

−,x0=y0

: +

+

∫
dy :

∂ϕ(x0,y)

∂yk

∂

∂yk

[
∂ϕ(x)

∂x0
, ϕ(y)

]

−,x0=y0

: +

+m2

∫
dy : ϕ(x0,y)

[
∂ϕ(x)

∂x0
, ϕ(y)

]

−,x0=y0

:=

= i

∫
dy

∂2ϕ(x0,y)

∂yk∂yk
δ(x− y)−m2i

∫
dyϕ(x0,y)δ(x− y).

(14.42)

Звiдси, враховуючи означення (4.5), маємо

(¤−m2)ϕ(x) = 0.

У другому доданку (14.42) було використано формулу iнтегрування частинами,
припускаючи, що на безмежностi поле зникає.

Отже, рiвняння Гейзенберга для ∂0ϕ(x) збiгається з рiвнянням Клейна–
Гордона–Фока для ϕ(x).

14.4.2. Рiвняння Гейзенберга для вiльного електронно-позитронного
поля

Розглянемо тепер рiвняння (14.39) при µ = 0 i B(x) = ψα(x):

i
∂ψα(x)

∂x0
= [ψα(x), P 0]−, (14.43)
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де ψα(x)—оператор фермi-поля, що задовольняє одночасовi антикомутацiйнi
спiввiдношення:

[
ψα(x),

∗
ψ β(y)

]

+,x0=y0

= δαβδ(x− y),

[ψα(x)ψβ(y)]+,x0=y0 =

[ ∗
ψ α(x),

∗
ψ β(y)

]

+,x0=y0

= 0,
(14.44)

якi є наслiдком постулату ПК7 (ф-ли (14.20)) i виразiв (5.129) для канонiчних
узагальнених iмпульсiв фермiонних полiв.

Вираз для P 0 (5.118) запишемо у виглядi

P 0 =
i

2

∫
dy

( ∗
ψ (y)∂0ψ(y)− ∂0

∗
ψ (y)ψ(y)

)
. (14.45)

Покладемо в (14.45) y0 = x0 (оскiльки за законом збереження енергiї P 0 не
залежить вiд часу). Легко перевiрити, пiдставляючи (14.45) у (14.43) i обчи-
слюючи комутатор (враховуючи антикомутацiйнi спiввiдношення (14.44)), що
рiвняння (14.43) перетворюється в тотожнiсть. Рiвняння Гейзенберга для iм-

пульсу π(x) = i
∗
ψ (x) так само приведе до аналогiчної тотожностi для поля

∗
ψ (y).

Для того, щоб отримати рiвняння для поля ψ(x), припустимо, що не тiльки
класичнi поля ψ(x) i ψ̄(x) задовольняють рiвняння Дiрака (5.7) i (5.16), а й для
квантових полiв цi спiввiдношення зберiгаються. Тодi з (5.7) i (5.14) маємо

i∂0ψ(x) = −iγ0γk∂kψ(x) + mγ0ψ(x),

i∂0
∗
ψ (x) = −i∂k

∗
ψ (x)γ0γk −m

∗
ψ (x)γ0.

(14.46)

Отже, вираз (14.45) для P 0 набуде вигляду

P 0 =
1

2

∫
dy

[ ∗
ψ (y)γ0

(−iγk∂kψ(y) + mψ(y)
)−

−
(

i∂k

∗
ψ (x)γk −m

∗
ψ (y)

)
γ0ψ(y)

]
.

(14.47)

Пiдставимо (14.47) в (14.43) i скористаємося спiввiдношеннями (14.44). Тодi ма-
тимемо

i
∂ψα(x)

∂x0
=

1

2

∫
dy

{[
ψα(x),

∗
ψβ (y)γ0

βµ

(−iγk
µν∂kψν(y) + mδµνψν(y)

)]

−,x0=y0

−

−
[
ψα(x),

(
i∂k

∗
ψ β(y)γk

βµ −mδβµ

∗
ψβ (y)

)
γ0

µνψν(y)

]

−,x0=y0

}
.
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Або, розкриваючи комутатори i групуючи доданки так, щоб утворити антико-
мутатори, перепишемо останню формулу у матричнiй формi:

i
∂ψ

∂x0
=

1

2

∫
dy

{
δ(x− y)γ0(−iγk∂kψ(y) + mψ(y))−

−(i∂kδ(x− y)γk −mγ0ψ(y))
}

x0=y0 = γ0(−iγk∂k + m)ψ(x),

(14.48)

де у першому доданку других дужок знову використали формулу iнтегрування
частинами i комутацiйнi спiввiдношення γ-матриць (5.4). Помноживши (14.48)
на γ0, отримаємо для ψ(x) рiвняння

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0,

яке збiгається з рiвнянням Дiрака (5.7).
Зауваження 14.2. На перший погляд виклади, що випливають iз формул

(14.45)–(14.48), є тавтологiчними. Але вони якраз i означають: виходячи з
припущення, що оператори ψ(x) i ψ̄(x) задовольняють рiвняння Дiрака (5.7) i
(5.17), приходимо до висновку, що це припущення сумiсне з твердженням про
вiдповiднiсть рiвняння Гейзенберга (14.43) з рiвнянням Дiрака за умови, що

поле ψ(x) i
∗
ψ (y) задовольняють одночасовi антикомутацiйнi спiввiдношення.

14.5. Фiзичний змiст додатно- i вiд’ємно-частотних розв’яз-
кiв операторiв вiльного поля

З попереднiх роздiлiв (п. 4.3 та п. 5.3.1) видно, що вiльнi поля як розв’язки
вiдповiдних рiвнянь мають структуру

ui(x) = u+
i (x) + u−i (x),

де

u±i (x) =
1

(2π)3/2

∫
e±ikxδ(k2 −m2)ũ±i (k)dk.

У квантовiй теорiї u±i (x) є релятивiстсько-iнварiантними (у сенсi (14.13)) опе-
раторами i задовольняють рiвняння Гейзенберга (14.39). Запишемо це рiвняння
для фур’є-перетворень ũ±i (k):

[ũ+
i (k), P µ]− = −kµũ+

i (k), (14.49)

[ũ−i (k), P µ]− = kµũ−i (k). (14.50)

Нехай тепер Φp—амплiтуда стану з визначеним значенням 4-вектора енергiї-
iмпульсу. Тобто

P µΦp = pµΦp. (14.51)
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Розглянемо новi стани ũ+
i (k)Φp i ũ−i (k)Φp. Подiємо на цi стани оператором P µ i

скористаємося спiввiдношеннями (14.49), (14.50) та умовою (14.51):

P µũ+
i (k)Φp = ũ+

i (k)P µΦp + kµũ+
i (k)Φp = (pµ + kµ)ũ+

i (k)Φp,

P µũ−i (k)Φp = ũ−i (k)P µΦp − kµũ−i (k)Φp = (pµ − kµ)ũ−i (k)Φp.

Отже, вектори ũ±i (k)Φp знову є власними станами оператора P µ iз власними
значеннями pµ ± kµ i k2 = m2.

Це можна iнтерпретувати так, начебто оператор ũ+
i (k) “народив” вiльну ча-

стинку з iмпульсом k, подiявши на амплiтуду стану Φp, а оператор ũ−i (k) знищив
вiльну частинку з iмпульсом k. Така термiнологiя є загальноприйнятою, а опе-
ратори u±i (k) називаються операторами н а р о д ж е н н я i з н и щ е н н я
частинки з iмпульсом k i енергiєю k0 =

√
k2 + m2.

Зауваження 14.3. Обчислення, якi було проведено у цьому параграфi, тре-
ба розумiти на чисто формальному рiвнi. Строге математичне обґрунту-
вання квантованих полiв та величин, що з ними пов’язанi математичними
виразами, буде розглянуто нижче.

§ 15. Квантування вiльного скалярного поля

Встановимо, якими мають бути квантовi поля для конкретних значень спiну i
маси частинок. Почнемо розглядати це питання з найпростiшого поля — дiй-
сного скалярного поля, що вiдповiдає частинкам спiну 0, маси m i заряду 0.

15.1. Комутацiйнi(переставнi) спiввiдношення. Переставнi
функцiї

В обґрунтуваннi постулатуПК8 зроблено висновок: комутатор (чи антикомута-
тор) фур’є-перетворень операторiв поля повинен бути пропорцiйний δ-функцiї
Дiрака (див. ф-лу 14.23), щоб забезпечити iнварiантнiсть переставної функцiї
полiв ui(x) вiдносно групи трансляцiй. Тепер точно обчислимо цей комутатор
для дiйсного скалярного поля ϕ(x), використовуючи постулат ПК7 одночасо-
вих комутацiйних спiввiдношень (14.20), який з урахуванням (4.62) (для дiй-
сного поля) має такий вигляд:

[ϕ(x), ∂0ϕ(y)]−,x0=y0 = iδ(x− y). (15.1)

Запишемо для цього вираз для поля ϕ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x) у виглядi iнтегралу
Фур’є (4.20) – (4.22):

ϕ(x) =
1

(2π)3/2

∫
eik·x
√

2k0
ϕ+(k)dk +

1

(2π)3/2

∫
e−ik·x
√

2k0
ϕ−(k)dk. (15.2)
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Звiдси виходить

∂0ϕ(x) =
1

(2π)3/2

∫
eik·x
√

2k0
(ik0)ϕ+(k)dk +

1

(2π)3/2

∫
e−ik·x
√

2k0
(−ik0)ϕ−(k)dk. (15.3)

Помножимо (15.2) один раз на p0e−ip·x, другий раз на p0eip·x, а (15.3)– вiдповiдно
на −ie−ip·x i на ieip·x та проiнтегруємо за лебеговою мiрою dx. Тодi, враховуючи
формулу (4.58) i додавши отриманi рiвняння, матимемо

ϕ+(p) =
1

(2π)3/2

∫
dx

e−ip·x
√

2p0
[p0ϕ(x)− i∂0ϕ(x)],

ϕ−(p) =
1

(2π)3/2

∫
dx

eip·x
√

2p0
[p0ϕ(x) + i∂0ϕ(x)].

Звiдки, враховуючи (15.1) i (4.58), отримуємо

[ϕ−(p), ϕ+(k)] =
1

(2π)3

∫
dxdy

eip·x−ik·y

2
√

p0k0
i(p0 + k0)[∂0ϕ(y), ϕ(x)]−,x0=y0 =

=
eip0x0−ik0y0

2
√

p0k0

∣∣∣∣
x0=y0

(p0 + k0)δ(p− k),

Отже, взявши до уваги, що p0 =
√

p + m2, k0 =
√

k2 + m2 i p = k, маємо

[ϕ−(p), ϕ+(k)] = δ(p− k).

Аналогiчно для комутаторiв [ϕ±(p), ϕ±(k)]:

[ϕ±(p), ϕ±(k)]− = ±e−ip0x0−ix0y0

2
√

p0k0
(p0 − k0)δ(p + k) = 0.

Отже, фур’є-образи полiв ϕ±(x) задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношен-
ня:

[ϕ±(p), ϕ±(k)]− = 0,

[ϕ−(p), ϕ+(k)]− = δ(p− k).
(15.4)

Спiввiдношення (15.4) дають змогу обчислити комутатор полiв ϕ(x) i ϕ(y):

[ϕ(x), ϕ(y)] = [ϕ+(x), ϕ−(y)] + [ϕ−(x), ϕ+(y)]−,

[ϕ+(x), ϕ−(y)]− = − 1

(2π)3

∫
dp

2p0
eip·(x−y) =

1

i
D+(x− y), (15.5)

[ϕ−(x), ϕ+(y)]− =
1

(2π)3

∫
dp

2p0
e−ip·(x−y) =

1

i
D−(x− y). (15.6)
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Функцiї D±(x− y), що визначаються iнтегралами (15.5) i (15.6), можна перепи-
сати у коварiантному виглядi, враховуючи формулу (4.19):

D+(x− y) = − i

(2π)3

∫
dp θ(−p0)e−ip·(x−y)δ(p2 −m2),

D−(x− y) =
i

(2π)3

∫
dp θ(p0)e−ip·(x−y)δ(p2 −m2).

(15.7)

I, нарештi, повна переставна функцiя Паулi – Йордана має вигляд

D(x− y) = D+(x− y) + D−(x− y) =
i

(2π)3

∫
e−ip·(x−y)δ(p2 −m2)ε(p0)dp, (15.8)

де

ε(p0) = θ(p0)− θ(−p0) =
p0

|p0| , (15.9)

а повний комутатор полiв ϕ(x) i ϕ(y) виглядає так:

[ϕ(x), ϕ(y)]− =
1

i
D(x− y).

Зауваження 15.1. У зарубiжнiй лiтературi зустрiчається (див., напри-
клад, [102], [15]) трохи вiдмiнне розбиття функцiї Паулi–Йордана
∆(x− y) (∆(x− y) = −D(x− y)) на додатньо- i вiд’ємно-частотнi частини:

∆±(x− y) = −∆∓(x− y).

Але комутатор полiв ϕ(x) i ϕ(y) залишається тим самим –

[ϕ(x), ϕ(y)]− =
1

i
D(x− y) = i∆(x− y).

Функцiя Паулi–Йордана може бути обчислена явно, тобто обчисленi iнтегра-
ли (15.5), (15.6). Таке обчислення приведене в монографiї [13] (§ 15). Результа-
том є функцiя

D(x) =
1

2π
ε(x0)δ(λ)− m

4π
√

λ
θ(λ)ε(x0)J1(m

√
λ), λ = x2, (15.10)

де J1(z) — функцiя Бесселя 1-го порядку.
З явного вигляду функцiї D(x) видно, що вона є iнварiантною вiдносно групи

ортохронних перетворень Лоренца i перетворюється в нуль при λ < 0. Отже,
комутатор

[ϕ(x), ϕ(y)] =
1

i
D(x− y) ≡ 0 при (x− y)2 < 0,

що узгоджується з постулатом ПК6 локальної комутативностi.
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15.2. Комплексне скалярне поле

На вiдмiну вiд дiйсного скалярного поля комплексне скалярне поле вiдповiдає
зарядженим скалярним бозонам з обома знаками заряду ±e i характеризується
двома незалежними компонентами Re ϕ(x) i Im ϕ(x) або ж (еквiвалентними)
ϕ(x) i

∗
ϕ (x). Тодi згiдно з постулатом ПК7 (див. (14.20)) i виразами (4.62),

(4.63) вiдповiднi одночасовi комутацiйнi спiввiдношення мають вигляд
[
ϕ(x), ∂0

∗
ϕ (y)

]
−,x0=y0

= iδ(x− y), (15.11)

[ ∗
ϕ (x), ∂0ϕ(y)

]
−,x0=y0

= iδ(x− y). (15.12)

Легко побачити, що (15.12) є просто комплексно спряженим виразом до (15.11).
Повторюючи процедуру п. 15.1, замiсть комутацiйних спiввiдношень (15.4) ма-
ємо [

ϕ−(p),
∗
ϕ+(k)

]
−

=
[ ∗
ϕ−(p), ϕ+(k)

]
−

= δ(p− k). (15.13)

Усi iншi комутатори перетворюються в нуль.
Вiдповiдно у координатному представленнi маємо

[
ϕ−(x),

∗
ϕ+(y)

]
−

=
1

i
D−(x− y); (15.14)

[
ϕ+(x),

∗
ϕ−(y)

]
−

=
1

i
D+(x− y);

[
ϕ(x),

∗
ϕ (y)

]
−

=
1

i
D(x− y). (15.15)

15.3. Операторнi вирази для динамiчних iнварiантiв

У пунктi 4.7 були отриманi вирази для динамiчних iнварiантiв класичної тео-
рiї скалярного поля, для енергiї та iмпульсу (4.60) та заряду (4.61). Внаслiдок
постулатiв квантування ПК8, ПК9 та аргументiв, що обґрунтовують цi посту-
лати, потрiбно у цих виразах переставити оператор народження ϕ+(k) з опера-
тором знищення

∗
ϕ−(k) у виразах (4.60) i (4.61) або поставити знак нормального

добутку (див. ф-лу 14.32) у виразах для P µ, jµ i Q в координатному просторi
(формули (4.60), (4.61)). Остаточно цi вирази мають вигляд

P µ =

∫
dk kµ

[ ∗
ϕ+(k)ϕ−(k) + ϕ+(k)

∗
ϕ−(k)

]
, k0 =

√
k2 + m2 (15.16)

та
Q = q

∫
dk

[ ∗
ϕ+(k)ϕ−(k)− ϕ+(k)

∗
ϕ−(k)

]
. (15.17)
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§ 16. Квантування вiльного спiнорного поля

16.1. Переставнi функцiї фермi-полiв

Як i у попередньому параграфi будемо виходити з одночасових антикомутацiй-
них спiввiдношень (14.20), якi з урахуванням (5.129) мають вигляд ( µ, ν = 1, 4):

[
ψµ(x),

∗
ψ ν(y)

]

+,x0=y0

= δµνδ(x− y),

[ψµ(x), ψν(y)]+,x0=y0 =

[ ∗
ψ µ(x),

∗
ψ ν(y)

]

+,x0=y0

= 0.

(16.1)

Запишемо вирази для операторiв ψµ(x) i
∗
ψ ν(y) (див. (5.47) – (5.49) i (5.79),

(5.80)):

ψµ(x) =
1

(2π)3/2

∫
dk eik·x

2∑

s′=1

vs′,+
µ (k)a+

s′(k)+

+
1

(2π)3/2

∫
dk e−ik·x

2∑

s′=1

vs′,−
µ (k)a−s′(k),

(16.2)

∗
ψ ν(y) =

1

(2π)3/2

∫
dp eip·y

2∑
s=1

∗
v s,+

ν (p)
∗
a+

s (p)+

+
1

(2π)3/2

∫
dp e−ip·y

2∑
s=1

∗
v s,−

ν (p)
∗
a−s (p).

(16.3)

Домноживши (16.2) на
∗
v s,∓

µ (p)e∓ip·x злiва, а (16.3) на vs′,∓
ν (k)e∓ik·y – справа,

iнтегруючи i сумуючи за x, µ (вiдповiдно за y, ν) i враховуючи (4.58), (5.81),

(5.83), отримаємо вирази операторiв a± та
∗
a± через оператори полiв ψ,

∗
ψ:

a±s (p) =
1

(2π)3/2

∫
dx e∓ip·x ∗

v s,∓(p)ψ(x),

∗
a±s′(k) =

1

(2π)3/2

∫
dy e∓ik·y ∗

ψ (y)vs′,∓(k).

Тодi зi спiввiдношень (16.1), (5.81), (5.83) отримаємо

[
∗
a−s (k), a+

s′(p)]+ = δss′δ(k− p),

[a−s (k),
∗
a+

s′(p)]+ = δss′δ(k− p).
(16.4)

Всi iншi спiввiдношення антикомутацiї мiж a+
s (k), a−t (p),

∗
a +

s′(k
′),

∗
a −

t′ (p
′)

(s, t, s′, t′ = 1, 2) перетворюються в нуль. Тепер легко обчислити антикомутатор
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полiв ψ(x) i ψ̄(y) (ψ̄(y) =
∗
ψ (y)γ0), який визначає переставну функцiю фермi-

полiв:

1

i
Sαβ(x− y) = [ψα(x), ψ̄β(y)]+ = [ψ+

α (x), ψ̄−β (y)]+ + [ψ−α (x), ψ̄+
β (y)]+ =

=
1

(2π)3

∫
dk eik·(x−y)

2∑
µ=1

vµ,+
α (k)v̄µ,−

β (k)+

+
1

(2π)3

∫
dk e−ik·(x−y)

2∑
µ=1

vµ,−
α (k)v̄µ,+

β (k) =

=
1

(2π)3

∫
eik·(x−y) (k̂ −m)αβ

2κ0
dk+

+
1

(2π)3

∫
e−ik·(x−y) (k̂ + m)αβ

2k0
dk,

(16.5)

де використовуємо формули (5.84), (5.85). Застосовуючи формулу (4.19) та
(15.9), переставну функцiю S(x− y) легко переписати у коварiантному виглядi:

S(x− y) =
i

(2π)3

∫
eik·(x−y)δ(k2 −m2)ε(k0)(k̂ −m) dk. (16.6)

Порiвнюючи з виразом (15.8), бачимо, що

S(x) = (iγµ∂µ + m)D(x), (16.7)

Зi спiввiдношення (16.7) випливає, що ця функцiя задовольняє рiвняння Дi-
рака

(iγµ∂µ −m)S(x) = (iγµ∂µ −m)(iγ∂µ + m)D(x) = (2−m2)D(x) = 0.

Через те, що функцiя D(x−y) при (x−y)2 < 0, антикомутатор полiв ψ(x) i ψ̄(y)
перетворюється в нуль усерединi свiтового конусу (тобто в точках, роздiлених
просторово-подiбним iнтервалом), що узгоджується з постулатом ПК6.

Так само, як i у випадку переставної функцiї скалярного поля (див. (15.8)),
функцiя S(x) розбивається на додатно- i вiд’ємно-частотнi частини:

S(x) = S+(x) + S−(x),

S±(x) = (iγµ∂µ + m)D±(x)
(16.8)

або

S±(x) =
i

(2π)3

∫
eik·x (k̂ ∓m)

2k0
dk,

k0 =
√

k2 + m2.

(16.9)
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На завершення пiдпункту наведемо також комутацiйнi спiввiдношення для

зарядово-спряжених полiв, що вiдповiдають античастинкам. Користуючись
спiввiдношеннями (16.5) i визначенням зарядово-спряжених полiв (5.100), має-
мо

ψc,±(x) = Cψ̄±(x)>, ψ̄c,±(x) =
∗
ψ c,±(x)γ0, (16.10)

а з урахуванням властивостей (5.95), отримуємо

[
ψc,−

α (x), ψ̄c,+
β (y)

]
+

=
1

i
S−αβ(x− y),

[
ψc,+

α (x), ψ̄c,−
β (y)

]
+

=
1

i
S+

αβ(x− y).

(16.11)

16.2. Динамiчнi iнварiанти вiльного спiнорного поля

У пунктi 5.4 було встановлено вигляд основних динамiчних iнварiантiв – 4-
вектор енергiї-iмпульсу та заряду для класичних спiнорних полiв (див. ф-ми
(5.120), (5.128)). Але, згiдно з постулатами квантування ПК8, ПК9 оператор-
нi вирази, що вiдповiдають цим величинам, треба переписати у нормальному
виглядi, тобто переставити оператори народження a+

ν (k) i знищення
∗
a −

ν (k), i
врахувати, що вони задовольняють антикомутацiйнi спiввiдношення. Тодi вiд-
повiднi вирази набудуть вигляду

P µ =

∫
dk kµ

2∑
s=1

(∗
a+

s (k)a−s (k) + a+
s (k)

∗
a−s (k)

)
, (16.12)

Q = −e

∫
dk

2∑
s=1

(∗
a+

s (k)a−s (k)− a+
s (k)

∗
a−s (k)

)
. (16.13)

Для вiдповiдних виразiв у “x” просторi можна зберегти формули (5.119),
(5.127), поставивши з обох бокiв знак нормального добутку.

§ 17. Квантування векторного та електромагнiтно-
го полiв. Особливостi квантування калiбрувальних
полiв

17.1. Квантування векторного комплексного поля

Особливiсть квантування векторного поля порiвняно з квантуванням скаляр-
ного поля полягає у тому, що, крiм встановлення переставних спiввiдношень
на компоненти векторного поля V µ(x), треба узгодити цю процедуру з дода-
тковою умовою Лоренца (6.2), яка забезпечує додатнiсть оператора енергiї P 0.
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Оператор P 0 у класичному випадку виражається через три лiнiйно незалежнi
амплiтуди вiдповiдних лiнiйних поляризацiй a±j (k) i

∗
a±j (k) (див. (6.23)):

P 0 =

∫
dk
√

k2 + m2

3∑
j=1

(∗
a+

j (k)a−j (k)+
∗
a−j (k)a+

j (k)
)

. (17.1)

З вигляду P 0 видно, що для того, щоб виконувались умови постулатiв ПК5 i
ПК9 треба проквантувати за Бозе–Ейнштейном три незалежнi амплiтуди aj(k),
тобто вони повиннi задовольняти такi комутацiйнi спiввiдношення:

[a−j (k),
∗
a+

k (k′)]− = δjkδ(k− k′) (17.2)

i таке саме, як i у класичнiй теорiї, правило спряженостi

(a±j (k))∗ =
∗
a∓j (k), (17.3)

тiльки у сенсi операторного спряження в гiльбертовому просторi станiв H .
Зауваження 17.1. Постулюючи комутацiйнi спiввiдношення (17.2) тiль-

ки для просторових компонент aj(k), j = 1, 2, 3, якi в класичнiй теорiї є
коефiцiєнтами розкладiв потенцiалiв Vµ, µ = 0, 1, 2, 3 за поздовжньою i попе-
речною поляризацiєю (див. п. 6.3), фактично вибираємо у якостi канонiчних

змiнних величини Vj(x) i πj(x) =
∂L (x)

∂(∂0Vj(x))
, j = 1, 2, 3.

У кiнцi цього пункту буде показано, що такий вибiр узгоджується з те-
орiєю квантування систем при наявностi додаткових зв’язкiв, яка коротко
була описана в роздiлi II (§ 3.2).

Отже, квантування векторного поля приводить до таких виразiв для векто-
ра енергiї-iмпульсу, заряду i проекцiї спiну на напрям руху, якi згiдно з п.6.4
запишемо через амплiтуди кругових поляризацiй:

P µ =

∫
dk kµ

3∑
j=1

(∗
b

+
j (k)b−j (k) + b+

j (k)
∗
b
−
j (k)

)
, (17.4)

Q = q

∫
dk

3∑
j=1

(∗
b

+
j (k)b−j (k)− b+

j (k)
∗
b
−
j (k)

)
, (17.5)

S3 =

∫
dk

2∑
j=1

(−1)j−1
(∗
b

+
j (k)b−j (k)− b+

j (k)
∗
b
−
j (k)

)
. (17.6)

Нагадаємо, що вираз операторiв P µ i Q через амплiтуди лiнiйної поляризацiї
a±j (k),

∗
a±j (k) буде такий самий внаслiдок канонiчностi перетворень (6.28).

Обчислимо комутацiйнi спiввiдношення для полiв Vµ(x). Перш за все за-
уважимо, що всi спiввiдношення для класичних полiв i амплiтуд поляризацiї
(6.19) – (6.23) зберiгаються i для операторiв квантованих полiв.



Роздiл IV 203

Враховуючи вираз (17.2), розклади операторних амплiтуд V±(k) за амплi-
тудами поляризацiї a±(k) (6.23) i властивостi векторiв поляризацiї (6.22) маємо

[
V −

j (k),
∗
V

+
k (k′)

]
−

=
[ ∗
V
−
j (k), V +

k (k′)
]
−

= δ(k− k′)
(

δjk +
kjkk

m2

)
. (17.7)

Аналогiчно обчислюються комутацiйнi спiввiдношення мiж часовими компонен-
тами V0(k),

∗
V 0(k

′) та мiж часовою компонентою V0(k) i просторовими компо-
нентами

∗
V j(k

′) (j = 1, 2, 3) з урахуванням їх зв’язку (6.20):

[ ∗
V
−
0 (k), V +

0 (k′)
]
−

=
[
V −

0 (k),
∗
V

+
0 (k′)

]
−

=
k2

m2
δ(k− k) =

=

(
−1 +

k0k0

m2

)
δ(k− k′),

[ ∗
V
−
0 (k), V +

j (k′)
]
−

=
[
V −

0 (k),
∗
V

+
j (k′)

]
−

=
k0kj

m2
δ(k− k′).

(17.8)

Формули (17.7) i (17.8) можна записати однiєю формулою

[ ∗
V
−
µ k), V +

ν (k′)
]
−

=
[
V −

µ (k),
∗
V

+
ν (k′)

]
−

=

(
−gµν +

kµkν

m2

)
δ(k− k′). (17.9)

I нарештi, користуючись формулами перетворення Фур’є (6.15) i виразами
(15.7), (15.8) для переставних функцiй D−(x− y) i D(x− y), маємо

[
V −

µ (x),
∗
V

+
ν (y)

]
−

=
[ ∗
V
−
µ (x), V +

ν (y)
]
−

= i

(
gµν +

1

m2

∂2

∂xµ∂xν

)
D−(x−y), (17.10)

[ ∗
V µ(x), Vν(y)

]
−

:= iDµν(x− y), (17.11)

Dµν(x− y) =

(
gµν +

1

m2

∂2

∂xµ∂xν

)
D(x− y). (17.12)

Легко перевiрити, що спiввiдношення (17.10)–(17.12) є сумiсними як iз рiв-
няннями руху (6.1), так i з умовою Лоренца (6.2).

Обидва твердження справедливi внаслiдок рiвняння

(¤x −m2)D(x− y) = 0.

Щоб перевiрити перше твердження, треба подiяти оператором ¤x−m2 на обидвi
частини рiвняння (17.11), а друге – оператором

∑
µ

∂/∂xµ:

[
∂µ

∗
V µ(x), Vν(y)

]
= i

∂

∂xµ

(
gµν +

1

m2

∂2

∂xµ∂xν

)
D(x− y) =
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= i
∂

∂xν

(
1− ¤

m2

)
D(x− y) = 0.

Зауваження 17.2. Формулами (17.7)–(17.12) ми встановили комутацiй-
нi спiввiдношення для векторного поля Vµ, виходячи зi спiввiдношень (17.2)
i розкладiв (6.20) i (6.23), якi фактично припускають наявнiсть додаткової
умови зв’язку (6.2) (або (6.19)). Це дало змогу зберегти класичну картину i
отримати для оператора енергiї-iмпульсу вираз (17.4), який забезпечує дода-
тнiсть енергiї. При цьому умови (6.2), (6.19) не порушились i при переходi до
операторно-значних виразiв для Vµ(x) ( виходили з лагранжiану (6.3)).

Разом iз тим, легко помiтити, що канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення

[πk(x), Vj(y)]−,x0=y0 6= −iδjkδ(x− y), j, k = 1, 2, 3, (17.13)

як цього вимагає постулат ПК7, якщо узагальнений iмпульс обчислюється
за лагранжiаном (6.3), тобто за формулою (6.11).

Так само легко встановити (задача 17.1), користуючись формулами
(17.11), (17.12), (15.5),(15.6) i (4.58), що рiвнiсть у спiввiдношеннi (17.13) мо-
жна забезпечити, якщо визначити узагальнений iмпульс πµ(x) до узагальне-
ної координати Vµ(x) формулою

πµ(x) = −gµν
∗
F 0ν (x), Fµν(x) = ∂µVν(x)− ∂νVµ(x). (17.14)

Для того, щоб отримати вираз (17.14) для узагальненого iмпульсу πµ(x),
треба розглянути вiльний лагранжiан векторного поля у виглядi

L (x) = −1

2
F µν(x)

∗
F µν (x) + m2

∗
V µ (x)V µ(x). (17.15)

У випадку дiйсного векторного поля праву частину (17.15) треба домножити
на 1/2. Треба також зауважити, що лагранжiани (6.3) i (17.15) є еквiвален-
тними за умови, що виконується умова (6.2).

Виходячи з лагранжiану (17.15), можна застосувати метод канонiчно-
го квантування при наявностi у системi додаткових зв’язкiв. Покладаючи в
(17.14) µ = 0, отримуємо первинний зв’язок

ϕ1(x) := π0(x) = 0 (17.16)

внаслiдок антисиметричностi тензора Fµν.
Розглянемо для простоти дiйсне векторне поле, лагранжiан якого можна

отримати з (17.15), домножуючи на 1/2. Тодi рiвняння Лагранжа–Ейлера
(3.47) буде мати вигляд

∂ν

∗
F µν (x) + m2

∗
V µ (x) = 0. (17.17)

Умова несуперечностi зв’язку (17.16) i рiвнянь (17.17) отримується з (17.17)
при µ = 0:

ϕ2(x) := ∂kπk(x)−m2
∗
V 0 (x) = 0.
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Це рiвняння є вторинним зв’язком. Воно узгоджене з рiвняннями руху (17.17),
тому iнших зв’язкiв не буде.

Зв’язки ϕ1(x) i ϕ2(y), визначенi в один i той самий момент часу x0 = y0,
належать до зв’язкiв другого роду (див. п.3.1.4), оскiльки їх дужки Пуассона

{ϕ1(x), ϕ2(y)}x0=y0 = m2δ(x− y) 6= 0.

Вiдповiдна матриця зв’язкiв

Cij(x,y) = {ϕi(x), ϕj(y)}x0=y0 , i, j = 1, 2,

має вигляд
C11 = C22 = 0, C12 = −C21 = m2δ(x− y),

а їй обернена—вигляд

(C−1)11 = (C−1)22 = 0, (C−1)12 = −(C−1)21 = − 1

m2
δ(x− y).

Звичайно , тут треба зауважити, що формалiзм, приведений у п.3.1.4,
був розроблений для скiнченного числа канонiчних змiнних.

У випадку, коли поле залежить вiд неперервної змiнної, C є оператор-
матрицею, тобто матричнi елементи C є iнтегральними операторами, ядра
яких—матричнi елементи Cij(x,y), а формулу CC−1 = C−1C = 1I треба розу-
мiти як рiвнiсть

∫
dzC(x, z)C−1(z,y) = δ(x− y)1I, (17.18)

де 1I – це одинична 2× 2 матриця.
Далi, згiдно з пропозицiєю Дiрака (3.42) i формул (3.27)-(3.28), комутатор

операторiв F̂ (x) i Ĝ(y), що вiдповiдають класичним величинам F (x) i G(y),
треба визначити за формулою

[F̂ (x), Ĝ(y)]− = i~ ̂{F (x), G(y)}P− (17.19)

−i~
2∑

s,s′=1

∫
dx′dy′ ̂{F (x), ϕs(x′)}P (C−1)ss′(x

′,y′) ̂{ϕs′(y′), G(y)}P .

Нагадаємо, що значок ̂ над дужками Пуассона означає, що спершу треба об-
числити класичнi дужки Пуассона, а потiм “оголосити” кiнцевий вираз опе-
ратором.

Тепер, щоб отримати комутацiйнi спiввiдношення для канонiчних змiнних
V j(x) i πk(x), треба врахувати, що за означенням дужок Пуассона

{V j(x), πk(y)}P = δ(x− y)δjk,

{V j(x), V k(y)}P = {πj(x), πk(y)}P = 0.
(17.20)
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Пiдставляючи у вираз (17.19) замiсть F i G змiннi V µ, πν, а замiсть ϕ1, ϕ2

– лiвi частини (17.16), (17.17), отримаємо такi комутацiйнi спiввiдношення
(задача 17.2):

[Vi(x), V0(y)]− =
i~
m2

∂iδ(x− y),

[V i(x), πj(y)]− = i~δ(x− y).
(17.21)

Всi iншi комутацiйнi спiввiдношення дорiвнюють нулю. Зауважимо, що у
формулах (7.20), (7.21) V µ(x) := V µ(0,x), πµ(x) := πµ(0,x), а одночасовi ко-
мутацiйнi спiввiдношення мiж V µ(x) i πµ(y) при x0 = y0 будуть мати такий
самий вигляд.

17.2. Квантування електромагнiтного поля

17.2.1. Особливостi та труднощi квантування електромагнiтного поля

Крiм умови Лоренца (7.8), класичне електромагнiтне поле задовольняє ще й
умову поперечностi, що пов’язана з рiвнiстю нулю маси спокою фотона (див.
п. 7.3). Це призводить до того, що порiвняно з векторним полем, компоненти по-
тенцiалу електромагнiтного поля є ще бiльш залежнi i мають тiльки двi лiнiйно
незалежнi компоненти. З фiзичної точки зору це означає, що реальнi фотони, як
носiї квантiв електромагнiтного поля, можуть перебувати тiльки у двох станах
(поперечнi складовi). Тому особливiсть квантування електромагнiтного поля
перш за все полягає у наступному: необхiдно, щоб оператори електромагнiтно-
го потенцiалу задовольняли умови (7.8), (7.14), а вся схема квантування була
релятивiстсько-iнварiантною. Крiм того, внаслiдок рiвностi нулю маси фотонiв
не можна застосовувати схему квантування, яка застосовувалась до векторних
масивних полiв. Тож поки що не будемо звертати увагу на умови (7.8), (7.14),
якi у класичнiй теорiї приводили до забезпечення додатностi виразу для енергiї.
Так само, як i у скалярному випадку (див. п. 15.1), скористаємося постулатом
ПК7 про вигляд канонiчних (одночасових) переставних спiввiдношень, якi у
випадку електромагнiтного поля мають вигляд

[πµ(x), Aν(y)]−,x0=y0 = −iδµνδ(x− y), (17.22)

[πµ(x), πν(y)]−,x0=y0 = [Aµ(x), Aν(y)]−,x0=y0 = 0,

де
πµ(x) = gµνπ

ν = −∂0Aµ(x). (17.23)

Як i для скалярного i спiнорного полiв (див. п. 14.4.1 i п. 14.4.2), комутацiйнi
спiввiдношення (17.22) є сумiсними з рiвнянням Гейзенберга (14.39) при B(x) =
Aµ(x), а при B(x) = πµ(x) (14.39) збiгається з хвильовим рiвнянням (7.9) (задача
17.3).
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Враховуючи тепер формулу (7.15) i зробивши виклади, аналогiчнi до п.15.1,
отримуємо

[A±
µ (k), A±

ν (p)]− = 0,

[A−
µ (k), A+

ν (p)]− = −gµνδ(k− p),
(17.24)

а для операторно-значних потенцiалiв – вiдповiдно вирази

[Aµ(x), Aν(y)]− = igµνD0(x− y), (17.25)

D0(x− y) =
1

(2π)3i

∫
eik·(x−y)δ(k2)ε(k0)d4k.

Функцiя D0(x) може бути обчислена у явному виглядi [149]:

D0(x) =
1

(2π)3

∫
e−ik·x sin k0x0δ(k2)ε(k0)d4k =

=
1

(2π)3

∫
dk

|k|e
−ik·x sin(|k|x0) =

1

2π2|x|

∞∫

0

dk sin k|x| sin kx0 =

=
1

4π|x| [δ(x
0 − |x|)− δ(x0 + |x|)] =

1

2π
ε(x0)δ(x2),

що узгоджується з виразом (15.10) при m = 0.
Нагадаємо, що внаслiдок рiвняння руху (7.9) чотири лiнiйно незалежнi

розв’язки Aµ(x) мають вигляд суперпозицiї плоских хвиль (7.13) або ж (7.15),
i так само, як i у п. 7.5, A±

µ (k) може бути представлене у виглядi розкладу за
лiнiйними поляризацiями eν

µ виразами (7.32).
Враховуючи спiввiдношення (7.31), отримаємо комутацiйнi спiввiдношення

для амплiтуд поляризацiї:

[a−µ (k), a+
ν (p)]− = −gµνδ(k− p). (17.26)

Цi оператори мають назву операторiв народження (a+
µ ) i знищення (a−µ ) часових

(µ = 0), поздовжнiх (µ = 3) i поперечних (µ = 1, 2) фотонiв.
Враховуючи цi спiввiдношення, постулатПК9 i те, що електромагнiтне поле

квантується за Бозе–Ейнштейном перепишемо вираз для P µ (перша рiвнiсть
(7.37)) як оператора у просторi станiв у виглядi (див. п. 7.5 ф-ла (7.33))

P µ =

∫
dk kµ(−gννA+

ν (k)A−
ν (k)) =

∫
dk kµ(−gννa+

ν (k)a−ν (k)). (17.27)

З формули (17.27) легко побачити, що оператор P 0 не є додатно-визначений опе-
ратор. У класичному випадку було використано умови Лоренца i поперечностi
та представлено вираз для енергiї у виглядi (7.37) (друга рiвнiсть), який забез-
печує додатнiсть енергiї. Виявляється, що у квантовому випадку комутацiйнi
спiввiдношення (17.25) не є сумiсними з умовою Лоренца.



208 Роздiл IV

Дiйсно, з виразу (17.25) виходить, що

[∂µAµ(x), Aν(y)]− = igµν∂µD0(x− y) 6= 0,

а отже, умова (7.8) не виконується, i цей факт не дає змогу привести оператор
P µ (17.27) до вигляду (7.37).

Крiм того, комутацiйнi спiввiдношення (17.26) несумiснi з фiзичною iнтер-
претацiєю, згiдно з якою оператори a+

µ (k), a−µ (k) є операторами народження
(знищення) фотонiв вiдповiдної поляризацiї. Дiйсно, для µ = k = 1, 2, 3 маємо
звичайнi комутацiйнi спiввiдношення

[a−k (k), a+
l (p)]− = δklδ(k− p)

i згадана вище iнтерпретацiя можлива. Але компонента a0(k) задовольняє спiв-
вiдношення:

[a−0 (k), a+
0 (p)]− = −δ(k− p). (17.28)

Проте це спiввiдношення несумiсне з вимогою дiйсностi електромагнiтного по-

ля (див. (7.16)). Дiйсно, домножимо (17.28) на
∗
f (k)f(p), проiнтегруємо (у сенсi

узагальнених функцiй) за dk i dp i вiзьмемо середнє за вакуумним станом вiль-
них фотонiв. Тодi лiва частина матиме вигляд

(Ω0, a
−
0 (

∗
f)a+

0 (f)Ω0) = (a+
0 (f)Ω0, a

+
0 (f)Ω0) = ‖a+

0 (f)Ω0‖2 > 0 (17.29)

i є додатною, а права частина дорiвнює

−
∫
|f(k)|2dk < 0,

а отже, приводить до суперечностi.
У формулi (17.29) використано позначення

a±0 (f) =

∫
a±0 (k)f(k)dk,

i умову, що оператор a−0 (f) є оператором знищення, спряженим до оператора
a+

0 (f):
a−0 (f)Ω0 = 0.

На перший погляд цю неузгодженiсть можна лiквiдувати, припустивши: для
часових фотонiв оператор a−0 (k) вважаємо оператором народження, а a+

0 (k) –
оператором знищення. Така iнтерпретацiя усуває цю суперечнiсть, але приво-
дить до iнших труднощiв, пов’язаних з тим, що оператор енергiї P 0 не буде
обмежений знизу. Дiйсно, наприклад, стан, що мiстить один часовий фотон, є
власним станом оператора енергiї з вiд’ємним значенням енергiї:

P 0a−0 (k)Ω0 = [P 0, a−0 (k)]Ω0 = −k0a−0 (k)Ω0, k0 = |k|.
Щоб лiквiдувати вказанi труднощi, С. Гупта [141] та К. Блейлер [108] незале-
жно запропонували метод, що дає можливiсть у деякому сенсi уникнути супе-
речностей i побудувати релятивiстсько-iнварiантну теорiю. Цей пiдхiд коротко
описаний у наступному пiдпунктi.
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17.2.2. Формалiзм Гупти—Блейлера

Гупта i Блейлер виходили з того, що в дiйсностi у природi не iснує “часових
фотонiв”. Вони виникають лише при релятивiстському описi електромагнiтного
поля, коли перейти вiд спостережувальних величин електричного E i магнiтного
H полiв до неспостережувального 4-компонентного потенцiалу Aµ. Це взагалi
дає змогу вiдмовитись вiд умови самоспряженостi 1) компоненти A0(x) (або
a0(k)) i вважати їх антисамоспряженими. Тобто

(a±0 (k))∗ =
∗
a∓0 (k) = −a∓0 (k)

i згiдно з(7.31), (7.32) маємо

(A±
0 (x))∗ =

∗
A
∓
0 (x) = −A∓

0 (x).

Тодi умови спряженостi для a±µ (k) можна переписати таким чином:

(a±µ (k))∗ =
∗
a∓µ (k) = −gµνa

∓
ν (k), (17.30)

а комутацiйнi спiввiдношення набудуть вигляду

[
∗
a−µ (k), a+

ν (k)]− = −gµα[a−α (k), a+
ν (k)] = gµαgανδ(k− k) = δµνδ(k− k).

Для операторiв Aµ(x) отримаємо

[
∗
Aµ(x), Aν(y)]− = δµν

1

i
D0(x− y).

Зауважимо, що самоспряженiсть оператора енергiї-iмпульсу вiд такої за-
мiни не порушилась, оскiльки у вираз для P µ входить бiлiнiйна комбiнацiя
a+

ν (k)a−ν (k). Але виявляється, що у деякому сенсi можна зберегти i самоспряже-
нiсть операторiв aµ(k). Для цього треба ввести так звану iндефiнiтну метрику у
просторi станiв. Це означає: якщо у гiльбертовому просторi станiв H зi скаляр-
ним добутком (Φ, Ψ)H , Φ, Ψ ∈ H визначити деякий самоспряжений оператор
η—такий, що

η2 = 1I, ηaµ(k) = −gµνaν(k)η i ηΩ0 = Ω0, (17.31)

то у просторi H можна ввести новий “скалярний добуток”

〈Φ, Ψ〉 := (Φ, ηΨ)H . (17.32)

Вiдносно цього нового скалярного добутку оператори aµ(k) є самоспряженими.
Дiйсно,

〈Φ, aµ(k)Ψ〉 = (Φ, ηaµ(k)Ψ)H = −gµν(Φ, aν(k)ηΨ)H =

= −gµν(
∗
a ν(k)Φ, ηΨ)H = gµνgνα(aα(k)Φ, ηΨ) = 〈aµ(k)Φ, Ψ〉.

1)Тут i далi, звичайно, треба розумiти: мова йде про самоспряженiсть операторiв A0(f)
(або a0(f)) для f , що належать деякому класу основних функцiй.
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У наступному пiдпунктi покажемо, яким чином можна побудувати оператор
η i вiдповiдну форму (17.32) при реалiзацiї представлень комутацiйних спiввiд-
ношень у просторi Фока. Бiлiнiйна форма (17.32) вiдповiдає всiм вимогам для
скалярного добутку за винятком додатностi, тобто

〈Φ, Φ〉 6= ‖Φ‖2
H .

Величина 〈Φ, Φ〉 може бути вiд’ємною або ж перетворюватися у нуль. Але
основна iдея Гупти–Блейлера полягала в тому, щоб змiнити умову Лоренца
∂µAµ(x)Φ = 0, Φ ∈ H , яка приводить до суперечностей (про якi говорилося
у попередньому пiдпунктi), на деяку слабшу умову, яка була б сумiсна з фi-
зичними уявленнями i приводила до позитивної визначеностi оператора енергiї
P 0.

Г i п о т е з а Г у п т а—Б л е й л е р а: Для кожного фiзичного стану
електромагнiтного поля повинна виконуватись така умова:

∂µA−
µ (x)Ψ = 0. (17.33)

Покажемо, що (17.33) є умовою Лоренца у слабкiй формi, тобто у сенсi середнiх.
Дiйсно, з виразу (17.33) випливає: якщо Ψ1, Ψ2 є фiзичнi стани, в яких

виконується рiвнiсть (17.33), то

〈∂µAµ(x)Ψ1, Ψ2〉 = 〈∂µA+
µ (x)Ψ1, Ψ2〉 =

= −(Ψ1, ∂µA
−
µ (x)ηΨ2)H = (Ψ1, η∂µA−

µ (x)Ψ2)H = 0, (17.34)

де використанi спiввiдношення (17.30), (17.31) i (17.33). Позначимо множину
таких фiзичних станiв буквою P ⊂ H . Отже, (17.33) виконується на кожному
Ψ ∈ P.

Покажемо тепер, що умова (17.33) забезпечує додатнiсть енергiї усiх фiзи-
чно допустимих станiв. Перепишемо умову (17.33) в iмпульсному представленнi
(тобто переходячи до фур’є-представлення):

L−(k)Ψ := kµA−
µ (k)Ψ = 0, k0 = |k|. (17.35)

Умову (17.35) можна трохи спростити, враховуючи поперечнiсть електро-
магнiтних хвиль (див. п. 7.5). Тодi, так само, як i у класичному випадку для
поляризованих амплiтуд a±(k), коли з умови Лоренца (7.34) були отриманi спiв-
вiдношення (7.35), (7.36), отримаємо аналогiчне спiввiдношення для квантова-
них амплiтуд a−µ (k), що реалiзуються на всiх векторах iз множини P. Множину
P можна визначити формулою

P :=
{
Φ ∈ H |(L−(k)Φ = 0

}
. (17.36)
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Тодi, враховуючи (7.31),(7.32), умову L−(k)Φ = 0 перепишемо так:

|k|(a−0 (k)− a−3 (k))Φ = 0

або
a−0 (k)Φ = a−3 (k)Φ. (17.37)

Для Φ ∈ P, використовуючи спiввiдношення (17.31), (17.30) та (17.37), зна-
ходимо, що

〈Φ, [a+
0 (k)a−0 (k)− a+

3 (k)a−3 (k)]Φ〉 =

= (Φ, η[a+
0 (k)a−0 (k)− a+

3 (k)a−3 (k)]Φ)H =

= (Φ, η[a+
0 (k)− a+

3 (k)]a−0 (k)Φ)H =

= ([a−0 (k)− a−3 (k)]Φ, ηa−0 (k)Φ)H = 0.

(17.38)

Використовуючи (17.27) i (17.38), маємо

〈Φ, P µΦ〉 =

∫
dk kµ〈Φ, [a+

1 (k)a−1 (k) + a+
2 (k)a−2 (k)]Φ〉. (17.39)

Цей факт є наслiдком того, що в будь-якому фiзично допустимому станi Φ ∈
P вклади “часових” i “поздовжнiх” фотонiв у вираз енергiї-iмпульсу мають
однакове значення i протилежнi знаки, а отже, компенсують один одного. У
пунктi 19.4 буде побудований гiльбертiв простiр станiв, у якому дiють оператори
aµ, P µ, а також побудуємо множину P i покажемо, що для будь-якого Φ ∈ P
будуть виконуватись умови:

ηΦ = Φ i 〈Φ, Φ〉 = (Φ, ηΦ)F = (Φ, Φ)F ≥ 0. (17.40)

Тодi з виразу (17.39) при µ = 0 виходить, що

〈Φ, P 0Φ〉 = (Φ, P 0Φ)H ≥ 0.

Цей факт дає можливiсть фiзичної iнтерпретацiї теорiї квантування Гупти–
Блейлера.

Зауваження 17.1. Важливим наслiдком приведеної вище побудови є до-
вiльнiсть у виборi векторiв станiв iз множини P. Детальнiше буде описано
це питання у § 19 (див. також [102], Гл. 9, § 2), а зараз продемонструємо цей
факт на прикладi вибору вакуумного стану. Внаслiдок комутацiйних спiввiд-
ношень (17.24) легко перевiрити, що оператори L−(k) комутують з операто-
рами L+(p) = pµA+

µ (p), оскiльки p0 = |p|, тобто

p2 = 0.

Це означає, що будь-який вектор Ω̃0 виду

Ω̃0 =
∞∑

N=0

∫
dpj . . . dpNω0

N(p1, . . . ,pN)
N∏

j=1

L+(pj)√
2

Ω0,
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де Ω0 – стан у вiдсутностi частинок будь-якого виду, визначений формулами
(14.30),(14.31), а послiдовнiсть функцiй ω0

N задовольняє умову

∞∑
N=0

∫
dp1 . . . dpN

N∏
j=1

|pj|2|ω0
N(p1, . . . ,pN)|2 = 1,

належить множинi P i може претендувати на роль вакуумного стану,
оскiльки

L−(k)Ω̃0 = 0, a−i (k)Ω̃0 = 0, i = 1, 2,

а середнє значення енергiї-iмпульсу

(Ω̃0, P
µΩ̃0) = 0.

Така довiльнiсть у виборi вакуумного стану зумовлена природнiм фактом не-
залежностi фiзичних величин вiд калiбрувальних перетворень (детальнiше
див. п.19.4.).

17.2.3. Канонiчний метод квантування

Метод Гупти–Блейлера, який детально описано у попередньому пiдпунктi, по-
перше хоч i забезпечує коварiантне формулювання процедури квантування, але
все ж залишає вiдчуття якогось “обману” або, точнiше, “насильства” над про-
стором станiв, внаслiдок чого втрачається якiсть фiзичної iнтерпретацiї. А по-
друге, введення взаємодiї, яке в сучаснiй теорiї ґрунтується на калiбрувально-
iнварiантному принципi (див. роздiл III), буде вимагати бiльш прозорих пiдхо-
дiв, якi б узгоджувались з цим принципом.

У цьому пiдпунктi дуже коротко буде проаналiзовано канонiчний метод
квантування, виходячи з калiбрувально-iнварiантного лагранжiану (7.18). У
дiйсностi саме канонiчним методом Фермi [96] проквантував електромагнiтне
поле. Але внаслiдок явної нековарiантностi така процедура не набула популяр-
ностi. На жаль, навiть виходячи з (7.18), не можна застосувати метод Дiрака
для систем iз зв’язками, який було застосовано до векторного поля, оскiльки
первинний

π0(x) = 0 (17.41)

i вторинний
∂iπ

i(x) = 0 (17.42)

зв’язки не включають у себе канонiчно спряженої змiнної A0(x). Тому цi зв’язки
належать до першого роду. Це означає, що, крiм змiнної A0(x), iз системи неза-
лежних змiнних треба вилучати ще одну змiнну. Залишається, мабуть, єдиний
спосiб: вилучити одну зi змiнних, користуючись калiбрувальною iнварiантнiстю
(тобто фiксувати калiбровку (див. п.7.8)). Звичайно, при цьому втрачається яв-
ний вигляд лоренц-коварiантностi. Але це стосується тiльки змiнних Aµ(x), а
не теорiї взагалi.
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Найбiльш поширеним калiбруванням є кулонiвське, в якому пiсля вилучення

змiнної A0(x) у випадку вiльного поля можна просто покласти A0(x) ≡ 0 (див.
ф-лу (7.56) з ρ = ϕ = 0). Три останнi змiннi задовольняють умовi поперечностi
(див. (7.12) – (7.14)):

ϕ1(x) ≡ ∂iAi(x). (17.43)

Так само, як i при квантуваннi векторного поля, у рамках канонiчного форма-
лiзму покладено x0 = 0 i тут, i далi користуємося позначенням ui(x) = ui(0,x).
Вторинна умова збiгається з (17.42)

ϕ2(x) ≡ ∂iπ
i(x) = 0. (17.44)

На вiдмiну вiд зв’язкiв (17.41), (17.42) зв’язки (17.43), (17.44) належать до
зв’язкiв другого роду (див. п.3.1.4), а матриця-оператор зв’язкiв має вигляд
(задача 17.4)

C11(x,y) = C22(x,y) = 0,

C12(x,y) = −C21(x,y) = −∆δ(x− y);
(17.45)

матричними елементи оберненої матрицi є:

(C−1)11(x,y) = (C−1)22(x,y) = 0,

(C−1)12(x,y) = −(C−1)21(x,y) = − 1

4π|x− y| .
(17.46)

Оберненiсть матрицi-оператора C треба розумiти у сенсi (17.18) (див. зауваже-
ння 17.2),використовуючи вже вiдому формулу

−∆x
1

|x− y| = 4πδ(x− y), x,y ∈ R3.

Легко також обчислити ненульовi дужки Пуассона канонiчних змiнних Ai(x),
πi(x), i = 1, 2, 3 зi зв’язками ϕj(x), j = 1, 2:

{Ai(x), ϕ2(y)}P = − ∂

∂xi
δ(x− y),

{πi(x), ϕ1(y)}P = − ∂

∂xi
δ(x− y).

(17.47)

Тодi, згiдно з виразом (3.42) або, точнiше, з (17.19), отримаємо такi одночасовi
комутацiйнi спiввiдношення (x0 = y0 = 0):

[Aj(x), πk(y)]− = iδjkδ(x− y) + i
∂2

∂xj∂xk

(
1

4π|x− y|
)

,

[Aj(x), Ak(y)]− = [πj(x), πk(y)] = 0.

(17.48)

Зауважимо, що запропонована схема квантування iнварiантна вiдносно про-
сторових обертань i трансляцiй (див. детальнiше [15]). На завершення треба та-
кож пiдкреслити: у випадку вiльного поля A0(x) ≡ 0 внаслiдок (7.56) (оскiльки
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у вiдсутностi зарядiв ρ(x) ≡ 0) вигляд канонiчної iмпульсної змiнної πk збiгає-
ться з (17.23) при µ = k, а комутацiйнi спiввiдношення (17.48) будуть забезпе-
ченi для полiв Aj(x), що виражаються формулами (7.15), коли

[A−
j (k), A+

k (p)]− =

(
δjk − kjkk

k2

)
δ(k− p).

17.3. Про квантування калiбрувальних полiв

У попередньому пiдпунктi було описано труднощi при квантуваннi вiльного
електромагнiтного поля, яке є калiбрувально-iнварiантним. Калiбрувальна iн-
варiантнiсть означає, що в теорiї присутнi нефiзичнi змiннi, вiд яких не повиннi
залежати спостережувальнi величини. Це допомагає фiксувати калiбровку (тоб-
то цю нефiзичну змiнну) таким чином, щоб при розв’язаннi конкретної задачi
провести необхiднi обчислення у зручнiшому виглядi. Бiльш того, у випадку
вiльного (невзаємодiючого) поля калiбрувальна iнварiантнiсть навiть допомагає
явно розглянути калiбрувально-неiнварiантний лагранжiан (7.17) i застосувати
схему коварiантного квантування, яка у формалiзмi Гупти–Блейлера усуває усi
труднощi. Ситуацiю, що виникає у квантовiй теорiї взаємодiючих полiв, роз-
глянемо нижче, а зараз спробуємо застосувати формалiзм канонiчного кванту-
вання до теорiї Янга–Мiллса. Канонiчна змiнна, що вiдповiдає узагальненому
iмпульсу, канонiчно спряженому до поля W a

µ , є

πa
µ =

∂LY M

∂(∂0W
µ
a )

= −F a
0µ. (17.49)

(нагадаємо, що W µ
a = W a,µ).

Тодi, згiдно з постулатами канонiчного квантування маємо

[W a
µ (x), πb

ν(y)]−,x0=y0 = iδabgµνδ(x− y). (17.50)

Покладаючи у формулi (17.50) µ = ν = 0 i, наприклад, a = b = 1, отримуємо

[W 1
0 (x), π1

0(y)]−,x0=y0 = iδ(x− y).

Але з вигляду (17.49) i вигляду F a
0µ (див. (10.11)) зрозумiло, що

πa
0(y) ≡ 0.

Отже, калiбрувально iнварiантне i канонiчне квантування виявляються несумi-
сними. Так само, як i у випадку електромагнiтного поля, цю труднiсть можна
усунути, розглянувши явно не калiбрувально-iнварiантний лагранжiан

L̃Y M = −1

4
F a

µνF
µν
a − 1

2α
(∂µW a

µ )2,

де параметр α фiксує вид калiбровки, а F a
µν має вигляд (10.11).
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Тодi отримаємо

πa
µ = −F a

0µ −
1

α
g0µ(∂νW a

ν ).

У випадку електромагнiтного поля калiбрувальна iнварiантнiсть зберiгалась у
фiзично допустимих станах, оскiльки в них унаслiдок гiпотези Гупти–Блейлера
(17.33) виконувалась умова Лоренца (див. (17.34)) в сенсi середнього значення.
Така схема можлива лише завдяки тому, що поля Aµ(x) є вiльними, а їх ла-
гранжiан є квадратичною функцiєю полiв Aµ(x). Це дає змогу явно побудувати
фiзично допустимi стани i вакуумний стан (див. зауваження 17.3).

На вiдмiну вiд вiльного електромагнiтного поля вiльне поле Янга–Мiллса
не є вiльне у тому сенсi, який було вкладено в це поняття ранiше. Лагранжiан
(10.12) мiстить у собi окрiм квадратичних членiв по полю, також кубiчнi члени
i члени четвертого степеня, тобто деяку самодiю поля з собою. Вакуумний стан
(або ж Ω̃0) вже не буде основним станом “вiльного” гамiльтонiану H0,ям. Тому
квантування (побудову квантового поля) полiв Янга–Мiллса треба розгляда-
ти у контекстi побудови взаємодiючих квантових полiв. До цього питання ми
повернемось у роздiлi VII.

§ 18. CPT . Спiн i статистика

Властивiсть iнварiантностi теорiї вiдносно власних перетворень Лоренца має
унiверсальний характер, тобто повинна виконуватися для всiх без винятку вза-
ємодiй. Така властивiсть може не виконуватись для окремих дискретних вза-
ємодiй. Нагадаємо, що, наприклад, у реакцiях, якi вiдповiдають слабким роз-
падам елементарних частинок (β-розпад), порушується просторова парнiсть.
Це експериментальний факт, i його треба враховувати, щоб правильно записа-
ти лагранжiан системи (див. (12.9),(12.10)). У цьому параграфi буде наведено
загальнi правила трансформацiї квантованих полiв при перетвореннях зарядо-
вого спряження, просторової та часової iнверсiї, а також коротко буде описано
властивостi iнварiантностi теорiї вiдносно цих перетворень.

Нехай X̂ – одне з дискретних перетворень Ĉ, P̂ або T̂ , уведених у (1.17),(1.18)
i (2.3). Дiя оператора Ĉ у дiйсному просторi Мiнковського визначається одини-
чним оператором

Ĉx = x = (x0,x).

Перетворення класичних полiв були визначенi у роздiлi II (§ 4 – § 7):

u(x) → uX̂(x) = (X̂u(x)),

де оператори матрицi X̂ визначалися залежно вiд типу полiв u(x) формулами
(4.36)—(4.38), (5.100), (5.105), (5.108), (7.50)—(7.52).

У випадку квантової теорiї представлення групи Лоренца буде реалiзовува-
тись у просторi станiв H . Позначимо оператори, що вiдповiдають цим перетво-
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ренням, через UX̂ . Згiдно з ПК1 оператори UX̂ є унiтарними i при перетворен-
нях X̂ амплiтуди станiв повиннi перетворюватися за законом

Φ → ΦX̂ = UX̂Φ. (18.1)

Тодi польовi оператори повиннi перетворюватися за операторним законом i згi-
дно з постулатом узгодженостi ПК4 отримаємо

∗
U X̂ u(x)UX̂ = X̂u(x), (18.2)

де X̂ є тим самим оператором, що i в класичнiй теорiї. Вiн дiє на оператор-
стовпчик u(x), кiлькiсть компонент якого визначається вiдповiдним полем.

18.1. Перетворення зарядового спряження

У випадку комплексного скалярного поля закон перетворення зарядового спря-
ження має такий вигляд:

ϕ(x) → ϕĈ(x) =
∗
UĈ ϕ(x)UĈ = ηĈ

ϕ

∗
ϕ (x). (18.3)

Внаслiдок тотожностi двократного перетворення (18.3) маємо

|ηĈ
ϕ |2 = 1 i U2

Ĉ
=

∗
U

2
Ĉ

= 1I,

тобто унiтарний оператор UC є одночасно i самоспряженим. Якщо поле ϕ(x)

дiйсне, то i ηĈ
ϕ дiйсне i тодi

ηĈ
ϕ = ±1. (18.4)

У цьому випадку числа ηĈ
ϕ є одночасно власними значеннями оператора UĈ

з власним вектором, що вiдповiдає одночастинковому стану вiльної частинки.
Дiйсно, якщо Ω0—це вiльний вакуум, то амплiтуда одночастинкового стану ча-
стинки буде

Φp
1(x) = ϕ+(x)Ω0 = ϕ(x)Ω0.

Тодi, використовуючи (18.3), маємо

UĈΦp
1(x) = UĈϕ(x)

∗
UĈUĈΩ0 = ηĈ

ϕ ϕ(x)Ω0 = ηĈ
ϕ Φp

1,

де використано iнварiантнiсть голого вакууму i умову (18.4). Квантове число ηĈ
u

називають зарядовою парнiстю нейтральних частинок, що описуються полем
u(x). У випадку комплексного поля отримаємо

UĈΦp
1(x) =

1
∗
η Ĉ

ϕ

∗
ϕ (x)Ω0 = ηĈ

ϕ Φa
1(x),
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UCΦa
1(x) =

∗
ηĈ

ϕΦp
1(x),

де Φa
1(x) – амплiтуда одночастинкового стану античастинки. Отже, вектор стану

може бути власним вектором оператора UC тiльки тодi, коли заряд системи
дорiвнює нулю.

Аналогiчнi спiввiдношення виконуються для спiнорного, векторного та еле-
ктромагнiтного полiв.

Вiдповiдно, використовуючи (5.100), (6.34) i (7.50), маємо

ψ(x) → ψĈ(x) =
∗
UĈψ(x)UĈ = ηĈ

ψ Cψ̄T (x), (18.5)

ψ̄(x) → ψ̄C(x) =
∗
UĈψ̄(x)UĈ = − ∗

η Ĉ
ψψT (x)C−1 (18.6)

(тут T означає операцiю трансформування спiнора ψ̄),

Vµ(x) → V Ĉ
µ (x) =

∗
U ĈVµ(x)UĈ = ηĈ

V

∗
V µ (x), (18.7)

Aµ(x) → AĈ
µ (x) =

∗
U ĈAµ(x)UĈ = −Aµ(x). (18.8)

Спiввiдношення (18.3), (18.5) – (18.8) разом з умовою iнварiантностi вакуумного
стану

UĈΦ0 = Φ0 (18.9)

можна розглядати як рiвняння для оператора UĈ (див., наприклад, [15], гл. 15).
Вони також дозволяють визначити, чи є теорiя iнварiантною вiдносно операцiї
зарядового спряження. У разi такої iнварiантностi виконується рiвнiсть

∗
U ĈL (x)UĈ = L (x), (18.10)

де L (x) — повний лагранжiан системи взаємодiючих полiв. Зауважимо також,
що оператор повного заряду системи антикомутує з UC :

∗
U ĈQUĈ = −Q.

18.2. Перетворення просторової iнверсiї

При перетвореннi амплiтуд (18.1), що вiдповiдає просторовому вiдзеркален-
ню, дiємо так само, як i у випадку операцiї зарядового спряження. Зiставляю-
чи (18.2) з виглядом вiдповiдних перетворень для класичного поля (формули
(4.37), (5.105), (6.33), (7.51)), отримаємо такi правила трасформацiї полiв (ска-
лярного, спiнорного, векторного та електромагнiтного):

ϕ(x) → ϕP̂ (x) =
∗
UP̂ ϕ(x)UP̂ = ηP̂

ϕ ϕ(Λisx), (18.11)

ψ(x) → ψP̂ (x) =
∗
UP̂ ψ(x)UP̂ = ηP̂

ψ γ0ψ(Λisx), (18.12)
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ψ̄(x) → ψ̄P̂ (x) =
∗
UP̂ ψ̄(x)UP̂ =

∗
ηP̂

ψ ψ̄(Λisx)γ0, (18.13)

Vµ(x) → V P̂
µ (x) =

∗
UP̂ Vµ(x)UP̂ = ηP̂

V gµνVν(Λisx), (18.14)

Aµ(x) → AP̂
µ (x) =

∗
UP̂ Aµ(x)UP̂ = gµνAν(Λisx). (18.15)

Дiя Λis визначена у виразi (1.17).
На вiдмiну вiд операцiї зарядового спряження, з тотожностi двократного

перетворення для скалярних частинок випливає, що

(ηP̂
ϕ )2 = 1, ηP̂

ϕ = ±1.

Отже, фазовий множник ηP̂
ϕ завжди дiйсний. Вiн має назву внутрiшньої

просторової парностi (або просто парностi) частинки. Таку саму властивiсть
має i фазовий множник векторних полiв. Для спiнорних полiв треба врахувати
їх двозначнiсть при поворотах на кут 2π. Дiйсно, iнколи двократне просторове
вiддзеркалення можна записати як повний поворот. Тому (ηP̂

ψ )2 може набувати
обох значень: +1 або −1, тобто ηP

ψ ∈ {−1, +1,−i, +i}. Легко перевiрити (задача
18.1), що для зарядово-спряженого спiнора ψĈ ≡ ψc

∗
U P̂ ψĈUP̂ = − ∗

η P̂
ψγ0ψĈ(Λisx). (18.16)

З формули (18.16) випливає: якщо вибрати
∗
η P̂

ψ = ηP̂
ψ , то закон перетворення

стану частинки i античастинки будуть протилежними за знаком.
Зауважимо, що вибiр фазових множникiв ηĈ

u i ηP̂
u залежить вiд частинки, яка

описується полем u(x). Це означає, що навiть для одного й того ж виду полiв,
скажiмо, спiнорного ψ, фазовий множник ηĈ

ψ (або ж ηP̂
ψ ) може бути рiзним для

рiзних фермiоннних частинок.

18.3. Перетворення часової iнверсiї

У випадку квантової теорiї перетворення, якi пов’язанi з часовим вiддзерка-
ленням, суттєво вiдрiзняються вiд аналогiчних перетворень, що вiдповiдають
зарядовому спряженню i просторовому вiддзеркаленню. Перш за все зауважи-
мо, що у класичнiй теорiї поле u(x) хоч i не вiдповiдало квантово-механiчнiй
хвильовiй функцiї частинки, але було пов’язане з нею певними спiввiдношен-
нями: це ϕ−(x) або

∗
ϕ −(x) у випадку скалярних бозонiв, або ж (5.90), (5.101)

для електронно-позитронного поля. Тому для узгодженостi з правилами зворо-
тностi часу у квантовiй механiцi закон перетворення полiв задавався вiдповiдно
формулами (4.38), (5.108), (6.35), (7.52).

У квантовiй теорiї одночастинковi хвильовi функцiї, що вiдповiдають кон-
кретним значенням квантових чисел (iмпульсу, спiну i т.д.), визначаються як
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проекцiї вектора u(x)Ω0 на одночастинковий стан з тими ж квантовими числами
(див., наприклад, [15], § 100), тобто

Ψ(p,...)(x) = NΨ(u(x)Ω0, Φ1(p, . . .))H , (18.17)

де
Φ1(p, . . .) = u+(p)Ω0,

оператор u+(p)—оператор народження частинки з квантовими числами
(p, s, . . .), а Nψ — нормувальний множник.

Отже, у квантовому випадку перетворення (18.2), що вiдповiдає часовiй iн-
версiї, повинно задовольняти двi основнi умови. Першою є умова iнварiантностi
комутацiйних спiввiдношень для перетворених полiв uT̂ (x), а другою – збереже-
ння квантово-механiчної картини, тобто перетворення хвильової функцiї (18.17)
за законом

Ψ(p,...)(x) → ΨT̂
(p,...)(x) = ηT̂

Ψ

∗
Ψ(p,...) (Λitx). (18.18)

Виявляється, що обидвi цi умови не можна задовольнити, якщо розглядати
оператор UT̂ як лiнiйний унiтарний оператор у просторi H . Продемонструємо
це на прикладi вiльного комплексного скалярного поля.

Нехай правила (18.2) мають вигляд

∗
UT̂ ϕ(x)UT̂ = ηT̂

ϕϕ#(Λitx),

∗
UT̂

∗
ϕ (x)UT̂ =

∗
ηT̂

ϕ(ϕ#(Λitx))∗,

де ϕ# збiгається або з самим полем ϕ, або з комплексно спряженим полем
∗
ϕ.

Подiємо операторами
∗
U T̂ i UT̂ на комутацiйнi спiввiдношення (15.15) вiдпо-

вiдно злiва i справа. Якщо UT̂ – лiнiйний унiтарний оператор, тодi отримаємо
таке спiввiдношення (це спiввiдношення треба розумiти у сенсi дiї на вектори з
простору H ):

1

i
D(x− y) = [

∗
U T̂ ϕ(x)UT̂ ,

∗
U T̂

∗
ϕ (y)UT̂ ]− =

= |ηT̂
ϕ |2[ϕ#(Λitx), (ϕ#(Λity))∗]− =

= |ηT̂
ϕ |2





1

i
D(Λit(x− y)), коли ϕ# = ϕ

−1

i
D(Λit(y − x)), коли ϕ# =

∗
ϕ





=

= −|ηT̂
ϕ |2

1

i
D(x− y), (18.19)

де враховано властивiсть переставної функцiї (див. (15.8) або (15.10)) вiдносно
замiни x0 → −x0. Отже, приходимо до суперечностi, оскiльки (18.19) може
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виконуватися тiльки при D(x − y) ≡ 0. Щоб усунути цю суперечнiсть, треба
трактувати оператор UT̂ як “антиунiтарний” оператор, який визначається у
просторi H таким спiввiдношенням:

(UT̂ Φ1, UT̂ Φ2) = (Φ1, Φ2) = (Φ2, Φ1), Φ1, Φ2 ∈ H . (18.20)

Звiдси легко отримати правило дiї оператора UT̂ на лiнiйну комбiнацiю векторiв
Φ1, Φ2 (задача 18.2):

UT̂ (α1Φ1 + α2Φ2) = ᾱ1UT̂ Φ1 + ᾱ2UT̂ Φ2, (18.21)

тобто оператор, визначений рiвнiстю (18.20), є антилiнiйним. Це дає змогу
усунути суперечнiсть, визначивши закон перетворення (18.2) формулою

U−1

T̂
ϕ(x)UT̂ = ηT̂

ϕϕ(Λitx) = ηT̂
ϕϕ(−x0,x). (18.22)

Тодi, для отримання iнварiантностi комутацiйних спiввiдношень (15.15) вiдно-
сно перетворень (18.22) треба врахувати (18.21), що у даному випадку забезпе-
чує рiвнiсть

U−1

T̂

1

i
D(x− y)UT̂ = −1

i
D(x− y)

та iнварiантнiсть комутацiйних спiввiдношень (15.15). З визначення оператора
UT̂ рiвнiстю (18.20) випливає, що

‖UT̂ Φ‖H = ‖Φ‖H , Φ ∈ H ,

тобто оператор UT̂ зберiгає норму векторiв гiльбертового простору i тому (разом
з його антилiнiйнiстю (18.21)) його називають антиунiтарним. Але цей термiн
не є загальноприйнятним у математичнiй лiтературi. Крiм того, уникаємо ото-
тожнення оператора U−1

T̂
з оператором U∗

T̂
, оскiльки поняття спряженого опе-

ратора для нелiнiйних операторiв не є однозначним (див., наприклад, виноску1

в [40], гл. I, п.2.2).
Легко також перевiрити умову (18.18). Дiйсно, з означення (18.17) при

u = ϕ, представлення польового оператора у виглядi (15.2), а також кому-
тацiйних спiввiдношень (15.13) легко обчислити, що

Ψ(p,...)(x) = NΨ · 1

(2π)3/2

e−ip0x0+ip·x
√

2p0
, p0 =

√
p2 + m2.

Далi, користуючись виразами (18.22), (18.20), умовою iнварiантностi

UT̂ Ω0 = Ω0

вакууму, а також виходячи з умови (ηT̂
ϕ )2 = 1, отримаємо спiввiдношення

ΨT̂
(p,...)(x) = NΨ(ϕT (x)Ω0, Φ1(p, . . .))H = N1(Ω0,

∗
ϕ−(x)UT̂ ϕ+(p)U−1

T̂
Ω0 =

=
NΨ

ηT̂
ϕ

(Ω0,
∗
ϕ−(x)ϕ+(x)ϕ+(−p)Ω0) = ηT̂

ϕNΦ
1

(2π)3/2
e−ip0x0−ip·x =

= ηT̂
ϕ

∗
Ψ(p,...) (Λitx) ,
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що збiгається з (18.18).
Зауважимо: вибiр у правiй частинi формули (18.22) замiсть поля ϕ поля

∗
ϕ

призводить до того, що вектор стану частинки Ψ1(p, . . .) = Φp
1(p, . . .) = ϕ+(p)Ω0

перетворенням T̂ переходив би у стан античастинки:

UT̂ Φp
1(p, . . .) + UT̂ ϕ+(p)U−1

T̂
Ω0− =

=
∗
ϕ+(−p)Ω0 = Φa

1(−p, . . .) .

На завершення даного пункту наведемо вигляд трансформацiйних спiввiд-
ношень для основних операторних полiв (скалярного, спiнорного, векторного
та електромагнiтного):

ϕ(x) → ϕT̂ (x) = U−1

T̂
ϕ(x)UT̂ = ηT̂

ϕϕ(Λitx), (18.23)

ψ(x) → ψT̂ (x) = U−1

T̂
ψ(x)UT̂ = ηT̂

ψγ1γ3ψ(Λitx), (18.24)

ψ̄(x) → ψT̂ (x) = U−1

T̂
ψ̄(x)UT̂ =

∗
ηT̂

ψψ̄(Λitx)γ3γ1, (18.25)

Vµ(x) → V T
µ (x) = U−1

T̂
Vµ(x)UT̂ = ηT

V gµνVν(Λitx), (18.26)

Aµ(x) → AT
µ (x) = U−1

T̂
Aµ(x)UT̂ = gµνAν(Λitx). (18.27)

18.4. CPT -теорема i зв’язок спiну та статистики

Можна легко пересвiдчитись, що майже всi лагранжiани вiльних полiв є iнва-
рiантними вiдносно кожної з операцiй Ĉ, P̂ i T̂ окремо. Виняток—лагранжiан
вiльного нейтринного поля (5.153). Справа у тому, що поле νĈ(x) вже не буде
задовольняти нi додаткову умову (5.148), нi (5.150). Для того, щоб задовольни-
ти цi умови (при умовi, що ν(x) задовольняє умову (5.148)), треба виконати ще
P̂ -перетворення, тобто поле

νP̂ Ĉ(x) =
∗
U P̂ Ĉν(x)UP̂ Ĉ =

∗
U P̂

∗
U Ĉν(x)UĈUP̂

буде задовольняти умову (5.148) (задача 18.3)). Так само можна пересвiдчитись,
що лагранжiан (5.153) не є iнварiантним окремо вiдносно перетворень P̂ i Ĉ,
але є iнварiантним вiдносно P̂ Ĉ (задача 18.4). Але виявляється, що будь-яка
теорiя (в рамках тих мiркувань i тiєї концепцiї побудови, яку було розглянуто
вище) є iнварiантною вiдносно добутку усiх трьох перетворень, тобто вiдносно
перетворень:

Θ̂ = P̂ ĈT̂ = P̂ T̂ Ĉ = ĈP̂ T̂ = ĈT̂ P̂ = T̂ P̂ Ĉ = T̂ ĈP̂ . (18.28)

Цей результат можна сформулювати у виглядi теореми
CPT -теорема. Якщо теорiя взаємодiючих полiв описується лагранжiа-

ном L (x), що задовольняє умовам
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1) L (x) є локальним (див. п. 3.2):

L (x) = F (ui(x), ∂kui(x));

2) L (x) є iнварiантним вiдносно власних неоднорiдних перетворень Лорен-
ца:

∗
U(Λ,a)L (x)U(Λ,a) = L (Λ−1(x− a)), Λ ∈ L↑+;

3) оператор L (x) є симетричним (ермiтовим) 1 оператором у просторi
H ;

4) оператор L (x) виражається нормальним (вiковським) добутком (див.
ПК9) полiв, що входять у його визначення;

5) оператори квантованих полiв (що входять у визначення лагранжiану)
з цiлим спiном задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (тобто пiд
знаком нормального добутку комутують), а оператори полiв з пiвцi-
лим спiном задовольняють антикомутацiйнi спiввiдношенням (тобто
пiд знаком нормального добутку антикомутують),

то теорiя є Θ̂-iнварiантною (Θ̂ = P̂ ĈT̂ ), тобто

U−1

Θ̂
L (x)UΘ̂ = L (−x).

Ця теорема вперше була запропонована Людерсом i Зумiно [165], [ЛЗ166]
в такому варiантi: якщо релятивiстськи- iнварiантна теорiя (тобто вiдно-
сно перетворень з L↑+) iнварiантна вiдносно просторового вiддзеркалення P̂ ,
то вона повинна бути iнварiантною i вiдносно добутку перетворень ĈT̂ . Але
ще ранiше В. Паулi [62] при доведеннi теореми про зв’язок спiну i статистики
для вiльних квантованих полiв ( звернемось до цього доведення у даному пун-
ктi трохи нижче) фактично довiв iнварiантнiсть вiльної теорiї вiдносно P̂ ĈT̂
перетворення при умовi її iнварiантностi вiдносно обмеженої групи Лоренца.
Бiльш детальний варiант доведення можна знайти в оглядi В. Паулi [64]. У
рамках аксiоматичного пiдходу до побудови квантової теорiї поля (див. роздiл
VII) доведення CPT -теореми було дано Йостом [151] (див. також монографiї
[39,10,11]).

На закiнчення даного пунктуу покажемо, що CPT-теорема справедлива для
двох типiв взаємодiй: взаємодiї спiнорного поля з дiйсним скалярним полем (
L юк =: ψ̄(x)ψ(x)ϕ(x) : i чотири фермiонної взаємодiї, якою описують β-розпад
n → p + e− + ν̄:

Lβ(x) = g : ψ̄p(x)γµ(1− γ5)ψn(x)ψ̄e(x)γµ(1− γ5)ψν(x) +

+ g : ψ̄n(x)(1 + γ5)γµψp(x)ψ̄ν(1 + γ5)γµψe(x) :=

= Lpneν(x) + Lnpνe(x). (18.29)
1Ермiтовiсть L (x) треба розумiти у сенсi визначення L (x) як операторно-значної уза-

гальненої функцiї.
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Випишемо для цього перетворення полiв ψ, ψ̄ i ϕ, що вiдповiдає перетворен-
ню Θ̂. З формул (18.5)–(18.8), (18.11)–(18.14), (18.23)–(18.27) можна обчислити
(задача 18.5), що

U−1

Θ̂
ϕ(x)UΘ̂ = U−1

T̂
U−1

P̂
U−1

Ĉ
ϕ(x)UĈUP̂ UT̂ =

= ηĈ
ϕ ηP̂

ϕ ηT̂
ϕϕ(Λiθx) = ϕ(−x), (18.30)

U−1

Θ̂
ψ(x)UΘ̂ = − ∗

ηĈ
ψηP̂

ψ

∗
ηT̂

ψγ1γ2γ3ψ̄T (−x), (18.31)

U−1

Θ̂
ψ̄(x)UΘ̂ = −ηĈ

ψ

∗
ηP̂

ψηT̂
ψψT (−x)γ3γ2γ1. (18.32)

Легко переконатися, що, враховуючи (18.30)–(18.32), отримуємо

U−1

Θ̂
: ψ̄(x)ψ(x)ϕ(x) : UΘ = −|ηĈ

ψ |2|ηP̂
ψ |2|ηT̂

ψ |2 : ψT (−x)ψ̄T (−x)ϕ(−x) :=

= : ψ̄(−x)ψ(−x)ϕ(−x) : .

Звертаємо увагу, що в останнiй рiвностi використано умову 5) CPT -
теореми, тобто враховано зв’язок спiну i статистики.

Перевiримо тепер iнварiантнiсть лагранжиану (18.29). Користуючись
(18.30)–(18.32), маємо для першого множника у першому доданку (18.29):

U−1

Θ̂
g : ψ̄p(x)γµ(1− γ5)ψn(x) : UΘ̂ =

−(−1)δµ2gµµ : ψ̄n(−x)(1 + γ5)γµψp(−x) : .

Зауважимо, що множник (−1)δµ2 з’являється внаслiдок дiї антилiнiйного опе-
ратора UT̂ на матричнi елементи γµ

(
γµ

αβ = (−1)δµ2γµ
αβ

)
.

Аналогiчний результат буде для другого множника у першому доданку. Пе-
ремноживши, отримаємо

U−1
Θ Lpneν(x)UΘ = (Lnpeν(−x))∗ = Lnpνe(−x),

звiдки випливає iнварiантнiсть повного лагранжiану взаємодiї.

18.5. Доведення теореми Паулi

У § 14 (постулат ПК8) була сформульована теорема Паулi, яка визначила пра-
вило квантування полiв залежно вiд їх спiну. У цьому пiдпунктi ми коротко
обґрунтуємо цю теорему на прикладi вiльних полiв.

Перш за все зауважимо, що i бозоннi, i фермiоннi поля повиннi задовольняти
рiвняння Гейзенберга (14.6):

i
∂ui(x)

∂x0
= [ui(x), P 0]−.
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Виходячи з представлень цих полiв у виглядi їх фур’є-перетворень (див. (15.2),
(16.2), (16.3)), перепишемо це рiвняння для операторних амплiтуд ũ±i (k):

[ũ±i (k), P 0]− = ∓k0ũ±i (k), (18.33)

де ũ±i приймає одне iз значень ϕ±(k), для скалярного поля, a±s (k), s = 1, 2 для
спiнорного поля, b±µ (k), µ = 0, 1, 2, 3, для векторного поля. Вiдповiднi вирази
для оператора P 0 заданi формулами (14.24), (14.25), де поки що не врахова-
нi правила комутацiї операторiв. Легко перевiрити, що рiвняння (18.33) можна
задовольнити лише коли або комутатори, або антикомутатори цих полiв задо-
вольняють спiввiдношення

[ũ±i (p), ũ±j (k)]± = [
∗
ũ±i (p),

∗
ũ±j (k)]± = [

∗
ũ±i (p),

∗
ũ±j (k)]± = 0,

[ũ−i (p),
∗
ũ+

j (k)]± = [
∗
ũ−i (p), ũ+

j (k)]± = δijδ(p− k).

Цi спiввiдношення еквiвалентнi, тому що комутатори або антикомутатори полiв
ui(x) та

∗
ui (y) є c-функцiєю, тобто кратнi одиничному оператору, а точнiше

[ui(x),
∗
ui (y)]± = ∆±

ii(x− y). (18.34)

Покажемо тепер, що для полiв iз цiлим спiном таке спiввiдношення має сенс
тiльки у випадку комутатора.

Нехай ui(x) = ϕ(x) — комплексне скалярне поле, а спiввiдношення (18.58)
виконуються тодi, коли в (18.34) беруться антикомутатори. Тодi легко обчисли-
ти (так само, як i у випадку з комутаторами), що

[ϕ(x),
∗
ϕ (y)]+ =

1

i
D(x− y).

Функцiя D(x − y) є антисиметричною за часовою змiнною i симетричною за
просторовими змiнними. Використовуючи цей факт, видно, що

[ϕ(x),
∗
ϕ (y)]+ + [ϕ(y),

∗
ϕ (x)]+ = 0.

Але у цьому випадку при x → y, кожний iз чотирьох доданкiв є суттєво дода-
тнiй, i тому приходимо до суперечностi. Аналогiчний результат справедливий i
для векторних полiв, оскiльки вiдповiдна функцiя ∆+

ii(x− y) виражається дiєю

оператора, що мiстить парне число похiдних (див. (17.12)) на функцiю
1

i
D(x−y)

i таким чином зберiгає такi самi властивостi непарностi за часовою змiнною i
парностi за просторовою.

Отже, з наведених аргументiв випливає: поля, що вiдповiдають частинкам
iз цiлим спiном, повиннi задовольняти комутацiйнi спiввiдношення.

Для полiв iз пiвцiлим спiном не можна застосувати подiбнi аргументи. Але
аргументи, що пов’язанi з додатньо-визначенiстю оператора енергiї P 0 для по-
лiв iз пiвцiлим спiном i наведенi в обґрунтуваннi постулату ПК8, завершують
доведення теореми.
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§ 19. Представлення комутацiйних та антикомута-
цiйних спiввiдношень

У попереднiх пiдроздiлах було розглянуто вiльнi квантованi поля як
операторно-значнi узагальненi функцiї, що задовольняють певнi переставнi
спiввiдношення. Такi переставнi спiввiдношення можна розглядати як деяку аб-
страктну алгебру, знаходження представлень якої є важливим самостiйним зав-
данням. Крiм того, через цi абстрактнi польовi оператори виражаються основнi
динамiчнi величини: енергiя-iмпульс, струм, заряд тощо. Тому побудова пред-
ставлень для алгебраїчних спiввiдношень (15.4), (16.4), (17.2) означає також
побудову простору фiзичних станiв, а також амплiтуд, за допомогою яких мо-
жна було б обчислити основнi фiзичнi величини теорiї.

На вiдмiну вiд квантової механiки, де число частинок є iнтегралом руху,
квантова теорiя поля описує фiзичнi процеси, в яких число частинок може змi-
нюватись, приймаючи будь якi великi значення. Тому вектори фiзичних станiв
повиннi бути функцiями вiд будь якого великого числа аргументiв. Вперше
гiльбертiв простiр станiв, що вiдповiдає цiй вимозi, був побудований Фоком
[125] (про iсторiю цього питання див., наприклад, [102, гл. 6]) i тому має назву
простору Фока.

Простiр Фока є простим наочним узагальненням простору станiв квантової
механiки. Тому метод вторинного квантування у просторi Фока став найпопу-
лярнiшим, хоча представлення комутацiйних спiввiдношень в iнших просторах
також вивчаються у науковiй лiтературi.

У цьому параграфi детально зупинимося на описi представлень у просторi
Фока.

19.1. Загальна структура простору Фока

Спершу визначимо простiр станiв у найбiльш загальнiй ситуацiї, не враховуючи
вид i структуру частинок, а також їх динамiчний стан (тобто чи є вони вiльнi, чи
взаємодiють мiж собою). Нехай H (j)

1 —гiльбертiв (комплексний) простiр станiв
однiєї релятивiстської частинки j-го виду. Наприклад, для вiльних частинок
приклади таких просторiв було розглянуто у роздiлi II.

Побудуємо простори

F0 = C,

FN = H (j1)
1 ⊗ · · · ⊗H (jN )

1 ,
(19.1)

де значок ⊗ означає тензорний добуток (див., наприклад, [77], § II.4).
Насправдi формула (19.1) не враховує того випадку, що серед усiх N -

частинок можуть бути однаковi (тотожнi) частинки. Крiм того, цi частинки
можуть бути або бозонами, або ж фермiонами. Згiдно iз загальним принципом
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нерозрiзнення однакових частинок у квантовiй теорiї (див., наприклад, [46, гл.
IX]) вiдповiднi функцiї повиннi бути симетричними за “бозонними змiнними” i
антисиметричними за “фермiонними змiнними”.

Нехай система iз N частинок складається iз K-видiв бозонiв i L-видiв фер-
мiонiв, а число частинок кожного виду mk, k = 1, K, i ml, l = K + 1, . . ., K + L.
Тодi конструкцiя простору FN , що вiдповiдає цiй ситуацiї, має вигляд

FN =

=
(
H (1)

1

)⊗sm1 ⊗ · · · ⊗
(
H (K)

1

)⊗smK ⊗
(
H (K+1)

1

)⊗amK+1 ⊗ · · · ⊗ (
H K+L

1

)⊗amK+L ,

(19.2)
де ⊗smk означає симетричну тензорну степiнь простору H (1)

1 самого на себе mk

разiв, а ⊗aml– вiдповiдно антисиметричну тензорну степiнь nl разiв. N можна
розглядати як вектор N = (m1, . . . , mK , mK+1, . . ., mK+L) з |N | = m1 + · · · +
mK + mK+1 + · · ·+ mK+L.

Тепер простiр Фока є поповненою прямою сумою

F =
∞⊗

N=0
FN . (19.3)

Елементами простору F є послiдовностi (стовпчики)

F =




F0

F1

F2
...


 . (19.4)

Причому F ∈ F , якщо

‖F‖ =

( ∞∑
N=0

‖FN‖2
FN

)1/2

< ∞, (19.5)

де норма i скалярний добуток у просторi FN повнiстю визначаються вiдповiд-
ними величинами в одночастинкових гiльбертових просторах H (j)

1 i правилами
побудови цих величин у тензорному добутку гiльбертових просторiв (див., на-
приклад, [77], § II.4). У наступних пунктах буде наведено конкретнi приклади
таких просторiв.

19.2. Представлення комутацiйних спiввiдношень вiльного
дiйсного скалярного поля

19.2.1. Простiр Фока вiльних скалярних бозонiв

Одночастинковий гiльбертiв простiр, що вiдповiдає скалярнiй частинцi (ска-
лярному бозону), можна вибрати таким самим способом, як i у класичнiй теорiї
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(див. п.4.4). В iмпульсному представленнi H1 = L2(R3), тобто H1—це простiр
квадратично iнтегровних функцiй f(p). Вiдповiдним N -частковим простором
станiв FN є простiр симетричних функцiй FN(p1, . . . ,pN), для яких

‖FN‖2
FN

:=

∫

R3N

(dp)N |FN(p1, . . . ,pN)|2 < ∞, (19.6)

а простiр Фока F = FB будується за формулами (19.3)–(19.5).

19.2.2. Оператори народження i знищення у просторi Фока. Iмпульсне
представлення

Побудуємо спершу представлення комутацiйних спiввiдношень для дiйсного
скалярного поля:

[ϕ−(k), ϕ+(p)]− = δ(k− p) · 1I,

[ϕ±(k), ϕ±(p)]− = 0.
(19.7)

З першого спiввiдношення (19.7) видно, що результат дiї комутатора на будь-
яку функцiю FN(p1, . . . ,pN) повинен бути функцiєю, яка має вигляд

ΦN = δ(k− p)FN(p1, . . . ,pN), (19.8)

що, зрозумiло, не належить простору Фока. ΦN є узагальненою функцiєю. Це
наслiдок того, що поле ϕ(k) є операторно-значною узагальненою функцiєю.
Якщо вибрати двi функцiї f(k) i g(p) з простору основних функцiй (напри-
клад, D [22]), то величини

ϕ−(f) = 〈ϕ−, f〉 =

∫
ϕ−(k)f(k)dk (19.9)

i
ϕ+(g) = 〈ϕ+, g〉 =

∫
ϕ+(p)g(p)dp (19.10)

(тут iнтеграли треба розумiти у сенсi операцiї спарювання) будуть операторами
у просторi Фока. Згiдно з (19.7) вони повиннi задовольняти комутацiйнi спiв-
вiдношення:

[ϕ−(f), ϕ+(g)]− = (f, g)H1 · 1I,
[ϕ±(f), ϕ±(g)]− = 0,

(19.11)

де 1I—одиничний оператор у просторi F .
Задамо формально спершу дiю “операторiв” ϕ+(k) i ϕ−(p) на фокiвський

стовпчик F = {FN}∞N=0 таким чином. Будемо вважати, що при дiї “операто-
рiв” ϕ+(k) i ϕ−(p) на F утворяться новi фокiвськi стовпчики, компоненти яких
обчислюються за формулами

(ϕ+(p)F )N(p1, . . . ,pN) =
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=
1√
N

N∑
j=1

δ(p− pj)FN−1(pi, . . . ,pj−1,pj+1, . . . ,pN), (19.12)

(ϕ−(k)F )N(p1, . . . ,pN) =
√

N + 1 FN+1(k,p1, . . . ,pN). (19.12′)

Тодi легко обчислити, що

(ϕ−(k)ϕ+ (p)F )N(p1, . . . ,pN) =
√

N + 1(ϕ+(p)F )N+1(k,p1, . . . ,pN) =

=

√
N + 1√
N + 1

δ(p− k)FN(p1, . . . ,pN)+

+

√
N + 1√
N + 1

N∑
j=1

δ(p− pj)FN(k,p1, . . . ,pj−1,pj+1, . . . ,pN),

(19.13)
а

(ϕ+(p)ϕ−(k)F )N(p1, . . . ,pN) =

=
1√
N

N∑
j=1

δ(p− pj)(ϕ
−(k)F )N−1(p1, . . . ,pj−1,pj+1, . . . ,pN) =

=

√
N√
N

N∑
j=1

δ(p− pj)FN(k,p1, . . . ,pj−1,pj+1, . . . ,pN). (19.14)

Вiднiмаючи, виходить вираз (19.8).
Iнтегруючи спiввiдношення (19.12)–(19.14) з функцiями f , g ∈ D , отримуємо

перше спiввiдношення (19.11) на векторi F ∈ FB. Але для того, щоб вважати
представлення комутацiйних спiввiдношень побудованими в FB, треба довести,
що оператори ϕ±(f) для f ∈ D можна задати в FB на деякiй всюдищiльнiй
множинi векторiв. Такою всюдищiльною множиною в FB є множина D0 ⊆ FB

фiнiтних стовпчикiв. Вектор F ∈ D0, якщо iснує номер N0– такий, що для
N > N0 FN ≡ 0. Для кожного вектора F ∈ D0 номер N0 свiй, тобто N0 = N0(F ).

Всюдищiльнiсть множини D0 випливає з означення всюдищiльностi (див.,
наприклад, [76], § I.2) i абсолютної збiжностi ряду (19.5) для будь-якого F ∈ FB.
Дiйсно, для будь-якого F ∈ FB i такого, що F /∈ D0 (тобто знайдеться яке-
небудь велике N– таке, що FN 6= 0), побудуємо послiдовнiсть векторiв F (n) ∈ D0

таким чином:

F
(n)
N = FN для N ≤ n i F

(n)
N ≡ 0 для N > n.

Тодi

‖F (n) − F‖2 =
∞∑

N=n

‖FN‖2
FN

. (19.15)

Зi збiжностi ряду (19.5) випливає, що права частина (19.15) прямує до нуля
при n →∞. Отже, послiдовнiстю F (n) ∈ D0 можна наблизити будь-який вектор
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з FB, що й означає щiльнiсть множини D0 в FB. Покажемо тепер, що для
якого-небудь вектора F ∈ D0 вектори ϕ±(f)F ∈ D0. Фiнiтнiсть векторiв ϕ±(f)F
випливає з формул їхньої дiї.

Дiйсно, безпосередньо з (19.12)i (19.9)–(19.10) маємо

(ϕ+(f)F )N(p1, . . . ,pN) =
1√
N

N∑
j=1

f(pj)FN−1(p1, . . . ,pj−1,pj+1, . . . ,pN),

(ϕ−(f)F )N(p1, . . . ,pN) =
√

N + 1

∫
dp f(p)FN+1(p,p1, . . . ,pN). (19.16)

Отже, оператор ϕ+(f) збiльшує число компонент вектора F на одиницю, пере-
творюючи вектор

F = (F0, F1(p1), . . . , FN0(p1, . . . ,pN0), 0, . . .) (19.17)

у вектор
ϕ+(f)F =

=

(
0, f(p1)F0, . . . ,

1√
N0 + 1

N0+1∑
j=1

f(pj)FN0(p1, . . . ,pj−1,pj+1, . . . ,pN0+1), 0, . . .

)
,

(19.18)
а оператор ϕ−(f) зменшує число компонент на одиницю:

ϕ−(f)F =

(∫
dp f(p)F1(p),

√
2

∫
dpf(p)F2(p,p1), . . . ,

√
N0

∫
dpf(p)FN0(p,p1, . . . ,pN0−1), 0, . . .

)
. (19.19)

Отже, залишається довести, що (ϕ±(f)F )N(p̄1, . . . ,pN) ∈ FN . Згiдно з означен-
ням (19.6) норми в FN маємо

‖(ϕ+(f)F )N‖2 =

∫

R3N

(dp)N

∣∣∣∣∣
1√
N

N∑
j=1

f(pj)FN−1(p1, . . . ,pj−1,pj+1, . . . ,pN)

∣∣∣∣∣

2

≤

≤ N

∫

R3

dp |f(pj)|2
∫

R3(N−1)

(dp)N−1|FN−1(p1, . . . ,pN−1|2 =

= N‖f‖2
H1
‖FN−1‖2

FN−1
. (19.20)

При обчисленнi використано нерiвнiсть Кошi–Бунаковского–Шварца:

N∑
j=1

ajbj ≤
(

N∑
j=1

|aj|2
)1/2 (

N∑
j=1

|bj|2
)1/2

.
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Враховуючи означення норми (19.5), фiнiтнiсть вектора F (19.17) i оцiнку
(19.20) отримуємо нерiвнiсть

‖ϕ+(f)F‖F ≤
√

N0 + 1 ‖f‖H1‖F‖F . (19.21)

Зовсiм аналогiчно для оператора ϕ−(f):

‖ϕ−(f)F‖F ≤
√

N0 ‖f‖H1‖F‖F . (19.22)

Завдяки тому, що для f ∈ D , F ∈ D0, ‖f‖H1 < ∞ i ‖F‖F < ∞ вектори ϕ±(f)F ∈
D0. Але з рiвностей (19.21),(19.22) видно, що оператори ϕ±(f) є необмеженими
операторами в FB.

У цьому легко переконатися, якщо записати аналогiчно (19.18), (19.19)
вектор-стовпчики ϕ+(f)F i ϕ−(f)F для F , який не є фiнiтним. Тодi завжди
можна вибрати вектор F ∈ FB таким чином, що хоч i ‖F‖FB

< ∞, але
‖ϕ±(f)F‖FB

= +∞ внаслiдок множникiв
√

N , що з’являться в N -й компонентi
векторiв ϕ±(f)F . Отже, оператори, що задовольняють переставнi спiввiдноше-
ння (19.11) є необмеженими операторами з областю визначення

D(ϕ+(f)) = D(ϕ−(f)) = D0.

Поле ϕ є дiйсне поле, а отже, для дiйсного f ∈ D оператор ϕ(f) =
ϕ+(f) + ϕ−(f) повинен бути самоспряженим оператором у просторi FB. Пока-
жемо спершу, що вiн є симетричним (означення див., наприклад, [76], § VIII.2)
оператором у FB. Для цього досить показати, що для будь-яких G, F ∈ D0

виконується рiвнiсть
(F, ϕ+(f)G) = (ϕ−(f)F, G). (19.23)

Дiйсно,

(F, ϕ+(f)G) =
∞∑

N=1

∫

R3N

(dp)N FN(p1, . . . ,pN)
1√
N

N∑
j=1

f(pj)×

×GN−1(p1, . . . ,pj−1,pj+1,pN) =

=
∞∑

N=1

∫

R3N

(dp)N
√

Nf(pN)FN(pN ,p1, . . . ,pN−1)×

×GN−1(p1, . . . ,pN−1) =

=
∞∑

N=0

∫

R3N

(dp)N
√

N + 1

∫

R3

dpf(p)FN+1(p,p1, . . . ,pN)×

×GN(p1, . . . ,pN) = (ϕ−(f)F, G).

У першому рядку сума починається з N = 1, оскiльки (ϕ+(f)G)0 = 0 (див.
(19.18)).

При доведеннi використано симетричнiсть функцiй FN(p1, . . . ,pN) i
GN(p1, . . . ,pN).
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19.2.3. Вiльний вакуум. Циклiчнiсть вакууму. Множина експоненцi-
альних векторiв

Вакуумом для системи вiльних невзаємодiючих частинок є, очевидно, стан без
частинок. Вектор такого стану повинен бути власним вектором оператора енер-
гiї i оператора числа частинок iз власним значенням нуль. Оператор енергiї
виражається через оператори народження i знищення формулою

P 0 =

∫
dk
√

k2 + m2 ϕ+(k)ϕ−(k). (19.24)

Користуючись формулами (19.12),(19.12’) легко обчислити компоненти вектора
P 0F для F ∈ FB:

(P 0F )N(p1, . . . ,pN) =

(
N∑

j=1

√
p2

j + m2

)
FN(p1, . . . ,pN). (19.25)

З формул (19.24),(19.25) можна зрозумiти, що оператор числа частинок має
вигляд

N̂ =

∫
dkϕ+(k)ϕ−(k)

i дiє на вектор F ∈ FB таким чином:

(N̂F )N(p1, . . . ,pN) = NFN(p1, . . . ,pN). (19.26)

Легко переконатися з виразу (19.26), що оператор N̂ , так само, як i операто-
ри ϕ±(f), визначений на всюдищiльнiй множинi фiнiтних векторiв D0 i залишає
цю множину iнварiантною, тобто N̂D0 = D0. Оператор енергiї P 0, визначений
не на всiх векторах з D0, а тiльки на таких, для яких права частина (19.25)
належить до простору FN , тобто є iнтегровною за модулем у квадратi. Це буде
виконуватись, якщо для FN ∈ FN

∫

R3N

(dp)N(p2
j + m2) |FN(p1, . . . ,pN)|2 < ∞ для j = 1, . . . , N.

Звiдси видно, що P 0 можна визначити на всiх векторах з D0, якi мають ком-
поненти FN(p1, . . . ,pN) iз обмеженим носiєм у просторi R3 за кожною змiнною
pj, тобто на множинi

D loc
0 := {F ∈ D0 |FN(p1, . . . ,pN) = 0, якщо |pj| ≥ Bj, j = 1, N, N = 1, N0}.

(19.27)
Для кожного вектора F є свої константи Bj i N0.

Множина D loc
0 ⊂ D0 теж є всюдищiльною в FB.

Користуючись формулами (19.12), легко перевiрити (задача 19.1), що для
F , G є D loc

0

(P 0F,G) = (F, P 0G), (19.28)
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i
(P 0F, F ) ≥ 0. (19.29)

Тобто P 0 є симетричним щiльно заданим невiд’ємним оператором у просторi
F . З виразiв (19.28),(19.29) тривiально випливає суттєво-самоспряженiсть опе-
ратора P 0 (див., наприклад, [76], § VIII.2).

З формул (19.25), (19.26) легко побачити, що вектори вигляду

F n = {F (n)
N }∞N=0, F

(n)
N = δNnFn(p1, . . . ,pN),

де δNn — символ Кронекера, є власними векторами операторiв P 0 i N̂ :

P 0F (n) =

(
n∑

j=1

√
p2

j + m2

)
F (n),

N̂F (n) = nF (n).

Зрозумiло, що n = 0 вiдповiдає вектор F (0). Нормуючи цей вектор на одиницю,
отримуємо так званий в i л ь н и й вакуум

Ω0 =
F (0)

‖F (0)‖FB

=




1
0
0
...


 . (19.30)

Покажемо, що вектор Ω0 є циклiчним вектором сiм’ї операторiв поля
{ϕ(f), f ∈ D ⊂ F1}. За означенням (див., наприклад, [76], § VII.2) це озна-
чає, що лiнiйна оболонка векторiв

{ϕ(f1) · · ·ϕ(fN)Ω0}, fj ∈ D , j = 1, N (19.31)

є всюдищiльною в F .
Дiйсно, користуючись формулою (19.12), легко переконатись, що довiльний

вектор F = {FN}N=N0
N=0 ∈ D0 записується так:

F =

N0∑
n=0

1√
n!

∫

R3n

(dp)nFn(p1, . . . ,pn)ϕ+(p1) · · ·ϕ+(pn)Ω0. (19.32)

З iншого боку, врахувавши, що

ϕ(fj) = ϕ+(fj) + ϕ−(fj) i ϕ−(fj)Ω0 = 0, (19.33)

кожний вектор множини (19.31) можна переписати у виглядi (19.32) з

Fn(p1, . . . ,pn) ∼ f1(p1) · · · fn(pn),
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i навпаки.

Це означає, що лiнiйними комбiнацiями таких векторiв можна наблизити
довiльний вектор F ∈ D0.

На закiнчення цього пiдпункту наведемо ще одну множину векторiв, яка
має назву множини експоненцiальних векторiв i яка входить до множини так
званих аналiтичних векторiв ([76], п.VIII.5]).

Множина експоненцiальних векторiв визначається формулою

De :=

{
F ∈ FB

∣∣∣∣ F = ef = eϕ+(f)Ω0 =
∞∑

n=0

1

n!
ϕ+(f)nΩ0, f ∈ H1

}
. (19.34)

Легко перевiрити безпосередньо з оцiнки (19.21), що ряд у правiй частинi
(19.34) збiжний за нормою у просторi Фока. Бiльше того, дуже легко обчислити
норму або скалярний добуток двох векторiв типу (19.34):

(ef , eg) =
(
eϕ+(f)Ω0, e

ϕ+(g)Ω0

)
=

(
Ω0, e

ϕ−(f)eϕ+(g)Ω0

)
= e(f,g) (19.35)

де використано формулу Бейкера–Хаусдорфа (див., наприклад, [51], § 5.10)

eaeb = ea+b+ 1
2
[a,b]−+ 1

4
[a,[a,b]−]−+···, (19.36)

з якої внаслiдок комутацiйних спiввiдношень (19.11) i умови (19.33) легко отри-
мати (19.35).

Так само, як i множина фiнiтних векторiв D0, множина експоненцiальних
векторiв De, а точнiше, її лiнiйна оболонка, є всюди щiльною множиною в FB

(див. [147]).

Цей факт випливає з того, що для вектора eg з g =
n∑

j=1

sifj його сильна (у

сенсi норми) похiдна за s1, . . . , sn при s1 = · · · = sn = 0 збiгається з вектором
ϕ+(f1) · · ·ϕ+(fn)Ω0, лiнiйна оболонка яких є всюдищiльною в FB. А з iнших
мiркувань кожна сильна похiдна є границею лiнiйної комбiнацiї також експо-
ненцiальних векторiв.

19.2.4. Побудова представлень комутацiйних спiввiдношень для ком-
плексного скалярного поля

Комплексне скалярне поле описує зарядженi мезони, а отже, частинки i антича-
стинки мають рiзнi квантовi характеристики. Це означає, що в системi будуть
два види частинок, i вiдповiднi вектори станiв залежатимуть вiд двох груп змiн-
них. Важливо також зауважити, що система вiльних заряджених частинок є,
звичайно, деякою математичною iдеалiзацiєю, оскiльки нехтуємо далекодiйною
кулонiвською взаємодiєю, вважаючи, що частинки перебувають на значних вiд-
станях одна вiд одної.



234 Роздiл IV

Отже, вектор простору Фока (19.4) у даному випадку має вигляд

F =




F0

F10(k1)
F01(p1)

...
Fmn(k1, . . . ,km;p1, . . . ,pn)

...




. (19.37)

Функцiї Fmn(k1, . . . ,km;p1, . . . ,pn) є симетричними за змiнними k1, . . . ,km i
окремо за змiнними p1, . . . ,pn. Скалярний добуток двох елементiв F i G зада-
ється формулою

(F, G) =
∞∑

n,m=0

∫
(dk)m

∫
(dp)n Fmn(k1, . . . ,km;p1, . . . ,pn)×

× Gmn(k1, . . . ,km;p1, . . . ,pn),

а норма –
‖F‖ = (F, F )1/2.

Вектор F ∈ F , якщо ‖F‖ < ∞.
Оператори народження i знищення частинок та античастинок задовольня-

ють спiввiдношення (15.13). Запишемо цi спiввiдношення для операторiв ϕ±(f),
∗
ϕ±(g), де f i g– дiйснi функцiї з простору основних функцiй D(R3):

[ϕ−(f),
∗
ϕ+(g)]− = (f, g)H1 · 1I, (19.38)

[
∗
ϕ−(f), ϕ+(g)]− = (f, g)H1 · 1I. (19.39)

Спiввiдношення (19.38),19.39) будуть виконуватись на множинi фiнiтних ве-
кторiв D0, якщо оператори

∗
ϕ +(g) i ϕ−(f) будуть дiяти на стовпчик (19.37)

за правилами (19.16) вiдносно першої групи змiнних k1, . . ., km, а оператори
ϕ+(f),

∗
ϕ −(g) за тими самими правилами (19.16) вiдносно другої групи змiн-

них p1, . . . ,pn. Власними векторами операторiв енергiї P 0 i заряду Q̂ будуть
вектори виду

F (M,N) =
(
F (M,N)

mn

)∞
m,n=0

, F (M,N)
mn = δMmδNnFmn(k1, . . . ,km;p1, . . . ,pn),

де δMm, δNn — символи Кронекера i

P 0FM,N =

(
M∑

j=1

k0
j +

N∑

k=1

p0
k

)
FM,N , k0

j =
√

k2
j + m2, p0

k =
√

p2
k + m2,

Q̂F (M,N) = (qM − qN)F (M,N).

Це означає, що в системi є M частинок iз зарядом (+q) i N частинок iз зарядом
(−q).



Роздiл IV 235
19.2.5. Побудова представлень комутацiйних спiввiдношень у конфi-
гурацiйному просторi. Релятивiстська iнварiантнiсть вiльного поля

Для простоти обмежимося розглядом дiйсного скалярного поля. Комутатор
операторно-значних узагальнених функцiй ϕ+(x) i ϕ−(y) було обчислено у § 15
(п. 15.1):

[ϕ−(x), ϕ+(y)]− =
1

i
D−(x− y).

У § 4 (п. 4.6) були побудованi одночастинковi та N -частинковий гiльберто-
вi простори, що вiдповiдали класичним розв’язкам рiвняння Клейна–Гордона–
Фока. У координатному представленнi вони будувались за допомогою унiтар-
ного фур’є-перетворення (4.47), якщо скалярний добуток задавався формулою
(4.48). У випадку квантового поля побудова H1 i HN ≡ FN зберiгається, а
простiр Фока FB будується згiдно з конструкцiєю, описаною у п. 19.1. Ко-
ристуючись формулами (19.12) i виразами ϕ±(x) через ϕ±(k) (15.2), а також
формулами перетворення Фур’є (4.47) для функцiй FN(p1, . . . ,pN), маємо

(ϕ+(x)F )N(x1, . . . , xN) =

=
1√
N

N∑
j=1

1

i
D−(xj − x)FN−1(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xN), (19.40a)

(ϕ−(x)F )N(x1, . . . , xN) =
√

N + 1FN+1(x, x1, . . . , xN). (19.40б)

Формули (19.40) дають можливiсть перевiрити постулат ПК4 релятивiст-
ської iнварiантностi вiльного скалярного поля. Зробимо це у випадку неоднорi-
дних ортохронних перетворень Лоренца:

x′ = Λx + a, Λ0
0 > 0, det Λ = +1. (19.41)

У даному випадку постулат ПК4 (рiвн. (14.13)) можна переписати у виглядi

UΛ,aϕ(x)
∗
UΛ,a= ϕ(Λx + a). (19.42)

Дiю операторiв UΛ,a i
∗
UΛ,a визначимо формулами

(UΛ,aF )N(x1, . . . , xN) = FN

(
Λ−1(x1 − a), . . . , Λ−1(xN − a)

)

i ( ∗
UΛ,a F

)
N

(x1, . . . , xN) = FN(Λx1 + a, . . . , ΛxN + a).

Тодi
(
UΛ,aϕ

+(x)
∗
UΛ,a F

)
N

(x1, . . . , xN)=(ϕ+(x)
∗
UΛ,aF )N(Λ−1(x1−a), . . . , Λ−1(xN−a)) =
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=
1√
N

N∑
j=1

1

i
D−(Λ−1(xj − a)− x)×

×
( ∗
UΛ,a F

)
N−1

(
Λ−1(x1 − a), . . . , Λ−1(xj−1 − a), Λ−1(xj+1 − a), . . . , Λ−1(xN − a)

)
=

=
1√
N

N∑
j=1

1

i
D−(xj − (Λx + a))FN−1(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xN) =

= (ϕ+(Λx + a)F )N(x1, . . . , xN),

де використано лоренц-iнварiантнiсть функцiї D−(x) (див. (15.10)).
Аналогiчно перевiряється спiввiдношення (19.42) для оператора ϕ−(x).
Щоб отримати закон трансформацiї полiв для довiльних перетворень Ло-

ренца, треба доповнити (19.41) формулами перетворень полiв за допомогою
просторового i часового вiддзеркалення UP̂ i UT̂ (див. (18.11) i (18.22)).

Формулу (18.11) легко перевiрити так само, як i у формулу (19.42), якщо
задати UP̂ формулою

(UP̂ F )N(x1, . . . , xN) = (ηP̂
ϕ )NFN(Λisx1, . . . , ΛisxN). (19.43)

Оскiльки одночастинкова амплiтуда (вектор стану) у конфiгурацiйному про-
сторi має вигляд (див. (4.47))

F1(x) =
1

(2π)3/2

∫
e−ik0·x0+ik·x
√

2k0
F1(k)dk, k0 =

√
k2 + m2, (19.44)

то легко переконатись, що перетворення UP̂ змiнює стан з iмпульсом k i енергiєю
k0 =

√
k2 + m2 на стан з iмпульсом −k i тiєю самою енергiєю k0. Крiм того,

завдяки тому, що U2
P̂

= 1I, оператор UP̂ = U−1

P̂
=

∗
U P̂ , тобто є i унiтарним, i

самоспряженим.
Якщо ж оператор UT̂ задавати так само, як i вираз (19.43) з Λit замiсть Λis , то

можна побачити з (19.44), що вектор стану з додатною енергiєю k0 =
√

k2 + m2

перейде у вектор стану з вiд’ємною енергiєю (−k0).
Щоб запобiгти цьому, треба визначити оператор представлення часового вiд-

дзеркалення антиунiтарним перетворенням:

(UT̂ F )N(x1, . . . , xN) = (ηT̂
ϕ )N FN(Λitx1, . . . , ΛitxN).

Це перетворення вперше ввiв Вiгнер [201]. Детальнiше про цi перетворення
можна прочитати в монографiї ([102, гл. 7, § 3]).
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19.3. Представлення антикомутацiйних спiввiдношень спi-
норного поля

19.3.1. Представлення антикомутацiйних спiввiдношень операторiв
народження i знищення фермiона i антифермiона

Так само, як i у випадку комплексного скалярного поля, будемо мати два види
частинок або ж, точнiше, частинки i античастинки. Але у спiнорному полi, що
описує частинки i античастинки зi спiном 1/2, кожна частинка (античастинка)
може мати два значення проекцiї спiну на напрям руху k (див. п. 5.3.2). Тому
вiдповiднi оператори народження i знищення мають додатковий iндекс s = 1, 2,
що вiдповiдають значенням спiну −1/2 i +1/2, а їх антикомутацiйнi спiввiд-
ношення задаються формулами (16.4). Вiдповiдний вектор простору Фока F
матиме структуру (19.37), але з

Fm,n = Fm,n(ν1,k1; . . . ; νm,km |µ1,p1; . . . ; µn,pn),

а функцiї Fmn будуть антисиметричними вiдносно перестановки групи змiнних
νi, ki з νj, kj, i 6= j i νl, pl з νk, pk, l 6= k.

Скалярний добуток двох векторiв F i G виглядатиме

(F,G) =
∞∑

n,m=0

2∑

(ν)m,(µ)n=1

∫

R3m

(dk)m

∫

R3n

(dp)n×

×Fm,n

(
(ν,k)m|(µ,p)n

)
Gm,n

(
(ν,k)m|(µ,p)n

)
.

Щоб задовольнити спiввiдношення (16.4), треба визначити дiю операторно-
значних узагальнених функцiй

∗
a ±

s (k) i a±s′(p) таким чином:

(
∗
a +

s (k)F )m,n

(
(s,k)m | (s′,p)n

)
= (19.45)

=
1√
m

m∑
j=1

(−1)j−1δssj
δ(k− kj)Fm−1,n

(
(s,k)m \ {(sj,kj)} | (s′,p)n

)
,

(a−s′(p)F )m,n

(
(s,k)m | (s′,p)n

)
= (19.46)

=
√

m + 1 Fm+1,n

(
(s′,p); (s,k)m | (s′,p)n

)
,

(a+
s′(p)F )m,n

(
(s,k)m | (s′,p)n

)
= (19.47)

=
1√
n

n∑
j=1

(−1)m+j−1δs′s′jδ(p− pj)Fm,n−1

(
(s,k)m | (s′,p)n \ {(s′j,pj)}

)
,



238 Роздiл IV

(
∗
a −

s (k)F )m,n

(
(s,k)m | (s′,p)n

)
= (19.48)

=
√

n + 1(−1)mFm,n+1

(
(s,k)m | (s,k); (s′,p)n

)
.

Додатковий множник (−1)m у формулах (19.47),(19.48) забезпечує виконан-
ня спiввiдношень антикомутацiї

[
∗
a ±

s (p),
∗
a ∓

s′(p
′)]+ = [a±s (p), a∓s′(p

′)]+ = 0,

тобто операторiв, що дiють на рiзнi групи змiнних.
Iз спiввiдношень (19.45) – (19.48) легко отримати дiю справжнiх операторiв

a±s (f) i
∗
a ±

s′(g) для f, g ∈ D0 i переконатися в тому, що вони задовольняють
спiввiдношення

[a−s (f),
∗
a +

s′(g)]+ = [
∗
a −

s (f), a+
s′(g)]+ = δss′(f, g), (19.49)

[
∗
a ±

s (f),
∗
a ∓

s′(g)]+ = [a±s (f), a∓s′(g)]+ = 0. (19.50)

Так само, як i у випадку скалярного поля, цi оператори визначаються на мно-
жинi всюдищiльних векторiв D0 i при кожному s = 1, 2, норми векторiв

∗
a±s (f)F

та a±s (f)F для F ∈ D0 задовольняють нерiвностi (19.21),(19.22). Але цi оцiнки
є досить грубими. Виявляється, що оператори фермiонних полiв унаслiдок ан-
тикомутацiйних спiввiдношень (19.49),(19.50) є обмеженими операторами. Цей
результат можна сформулювати у виглядi теореми.

Теорема 19.1. [6] Оператори
∗
a±s (f) i a±s (f) є обмеженими операторами в

FF , i їх норми задовольняють спiввiдношення

‖ ∗
a ±

s (f)‖FF
= ‖a±s (f)‖FF

= ‖f‖H1 . (19.51)

Доведення. Доведемо теорему для операторiв
∗
a −

s (f) i a+
s (f). Покладемо в

(19.49),(19.50) s = s′, f = g i запишемо антикомутацiйнi спiввiдношення мiж
цими операторами:

∗
a−s (f)a+

s (f) + a+
s (f)

∗
a−s (f) = ‖f‖2,

∗
a−s (f)

∗
a−s (f)+

∗
a−s (f)

∗
a−s (f) = 0,

a+
s (f)a+

s (f) + a+
s (f)a+

s (f) = 0.

(19.52)

Два останнi спiввiдношення означають:

∗
a −

s (f)2 = a+
s (f)2 = 0,

що, фактично, виражає принцип Паулi в операторнiй формi.
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Розглянемо оператори

P̂s =
∗
a −

s (f)a+
s (f) i Q̂s = a+

s (f)
∗
a −

s (f).

Оператори P̂s i Q̂s визначенi i симетричнi на D0. Використовуючи вираз (19.52),
маємо

P̂ 2
s =

∗
a −

s (f)a+
s (f)

∗
a −

s (f)a+
s (f) = − ∗

a −
s (f)2a+

s (f)2 + ‖f‖2P̂s,

тобто
P̂ 2

s = ‖f‖2P̂s, (19.53)

i так само отримуємо
Q̂2

s = ‖f‖2Q̂s,

а також
P̂s + Q̂s = ‖f‖2

H1
· 1I, P̂sQ̂s = Q̂sP̂s = 0,

де 1I – одиничний оператор.
Iз цих спiввiдношень i симетричностi операторiв P̂s i Q̂s для довiльного F ∈

D0 випливає, що
‖P̂F‖2

FF
+ ‖Q̂sF‖2

FF
= ‖f‖4

H1
‖F‖2

FF
.

Звiдси маємо, що
‖P̂sF‖FF

≤ ‖f‖2
H1
‖F‖FF

(19.54)

i
‖Q̂sF‖FF

≤ ‖f‖2
H1
‖F‖2

FF
. (19.55)

Внаслiдок того, що D0 є всюдищiльною в FF , то

‖P̂s‖FF
= ‖f‖2

H1
i ‖Q̂s‖FF

= ‖f‖2
H1

. (19.56)

Рiвнiсть у (19.54) досягається на векторi F = Ω0, а в (19.55)– на F = a+
s (f)Ω0.

Iз симетричностi P̂s i Q̂s i їх обмеженостi випливає самоспряженiсть опера-
торiв P̂ i Q̂.

Iз самоспряженостi та рiвностей (19.56) i (19.53) маємо

‖f‖2
H1

= ‖P̂s‖FF
= sup

‖F‖FF
=1

(P̂sF, P̂sF )
1/2
FF

= ‖f‖H1 sup
‖F‖FF

=1

(P̂sF, F )1/2 =

= ‖f‖H1 sup
‖F‖FF

(a+
s (f)F, a+

s (f)F ) = ‖f‖H1‖a+
s (f)‖2

FF
,

Звiдси випливають рiвностi (19.51) для оператора a+
s (f) i для операторiв a−s (f),

∗
a ±

s (f).
Теорема доведена. 2

Зауваження 19.1. Факт обмеженостi фермi-операторiв має дуже гли-
бокий змiст. У роздiлi VI буде показано, що обмеженiсть згладжених опе-
раторiв фермi-поля дає можливiсть довести збiжнiсть рядiв теорiї збурень
для регуляризованої матрицi розсiяння для моделей типу моделi Юкави або в
квантовiй електродинамiцi.
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19.3.2. Представлення антикомутацiйних спiввiдношень у конфiгура-
цiйному просторi

У конфiгурацiйному просторi 4-компонентнi оператори спiнори ψ(x) i
∗
ψ (x) (або

ψ̄(x) =
∗
ψ (x)γ0) виражаються через оператори a±s (k) i

∗
a ±

s (k) спiввiдношення-
ми (16.2) i (16.3), а антикомутацiйнi спiввiдношення їх додатньо- i вiд’ємно-
частотних частин мають вигляд (див. також (16.5)):

[ψ∓α (x), ψ̄±β (y)] =
1

2
S∓αβ(x− y). (19.57)

У пiдпунктi 5.5.1 було побудовано гiльбертiв простiр станiв класичних ча-
стинок i античастинок. Цей простiр будувався на вiд’ємно-частотних (розв’язки
з додатньою енергiєю) розв’язках рiвнянь Дiрака спiнорiв ψ(x) i ψc(x), тобто за
повною системою розв’язкiв {ψ−i (x)} i {ψc,−

j } (тут i, j – це не iндекси спiнорiв, а
їх номери безмежного числа розв’язкiв, тобто i, j ∈ N). Їх зв’язок iз вiдповiдни-
ми фур’є-перетвореннями задається формулами (5.79) i (5.103). Тому, так само,
як i у скалярному випадку, вектори станiв фокiвського простору FF у коор-
динатному представленнi виражаються через вiдповiднi вектори в iмпульсному
просторi таким чином:

Fm,n

(
(α, x)m | (β, y)n

)
=

1

(2π)3/2(m+n)

∫
(dk)m

∫
(dp)ne−i

∑m
i=1 ki·xi−i

∑n
j=1 pj ·yj×

×
m∏

i=1

2∑
si=1

vsi,−
αi

(ki)
n∏

j=1

2∑

s′j=1

v
c,s′j ,−
βj

(ps)Fm,n

(
(s,k)m | (s′,p)n

)
. (19.58)

Домножимо формули (19.45)–(19.48) на вiдповiднi спiнори v̄, v i vc. Тодi згi-
дно з означеннями (5.79), (5.80), (19.58), формулами (5.84),(5.85), (5.103),(5.104)
та означеннями функцiй S±(x) (див. (16.6), (16.8),(16.9)), отримуємо правила
дiї символiв ψ±(x), ψ̄±(y):

(ψ̄+
α (x)F )m,n

(
(α, x)m | (β, y)n

)
= (19.59)

1√
m

m∑
j=1

(−1)j−1 1

i
S(−)

αjα(xj − x)Fm−1,n

(
(α, x)m \ {(αj, xj)} | (β, y)n

)
,

(ψ−α′(x
′)F )m,n

(
(α, x)m | (β, y)n

)
= (19.60)

=
√

m + 1Fm+1,n

(
(α′, x′; α1); (α, x)m \ {(αj, xj)} | (β, y)n

)
,

(ψ+
β (x)F )m,n

(
(α, x)m | (β, y)n

)
= (19.61)

=
−1√

n

n∑

k=1

(−1)m+k−1 1

i
S+

βα′(x− yk)Cα′βk
Fm,n−1

(
(α, x)m | (β, y)n \ {(βk, yk)}

)
,
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(ψ̄−β′(x
′)F )m,n

(
(α, x)m | (β, y)n

)
= (19.62)

= (−1)m
√

n + 1 Cβ′β′′Fm,n+1

(
(α, x)m | (β′′, x′); (β, y)n

)
.

Нагадаємо: як i ранiше, за iндексами, що повторюються, вiдбувається суму-
вання (тобто в (19.61)—за α′ i в (19.62)–за β′′).

З (19.59),(19.60) безпосередньо випливає вираз(19.57) (верхнiй значок), а
з (19.61),(19.62)—вiдповiдно (19.57) (нижнiй значок), з урахуванням формул
(C = −CT ) i (C2 = 1). Множник (−1)m забезпечує рiвнiсть нулю всiх останнiх
антикомутаторiв.

На завершення перевiримо достовiрнiсть постулату ПК4, тобто перевiри-
мо закон перетворення (14.13). З мiркувань узгодженостi дiя операторiв UL i
∗
UL у просторi Фока залишається такою ж, як i у класичному випадку, тобто
задається формулою (4.49).

Умову iнварiантностi (14.13) для спiнора ψ(x) перепишемо у виглядi

∗
UL ψα(x)UL = S(Λ)αα′ψα′(Λ

−1(x− a)). (19.63)

Перевiримо (19.63) окремо для ψ+
α (x) i ψ−α (x) для ортохронних перетворень

Лоренца.
Користуючись формулами (4.49) i (19.61), легко побачити: (19.63) справджу-

ється для оператора ψ+
α (x), якщо виконується рiвнiсть

S(Λ)S+(Λ−1(x− a)− yk)C = S+(x− a− Λyk)C S−1(Λ)T ,

або ж, враховуючи властивiсть (5.90), маємо

S(Λ)S+(Λ−1(x− a)− yk) = S+(x− a− Λyk) S(Λ). (19.64)

Використовуючи перетворення Фур’є (16.9), бачимо: (19.64) є наслiдком тото-
жностi

S(Λ)k̂ = Λ̂k S(Λ),

що є справедливим внаслiдок (5.22) i (1.12).
Для ψ−α (x) рiвнiсть (19.63) майже тривiальна. Закон перетворення (14.13)

для полiв ψ̄(x) та ψc(x) перевiряється аналогiчно, якщо врахувати рiвнiсть

C−1S+(x)C = −S−(−x)T ,

що є наслiдком (5.95) i (5.36).

19.4. Простiр станiв вiльного електромагнiтного поля

Якщо не звертати увагу на труднощi, пов’язанi iз додатньою визначенiстю опе-
ратора енергiї P 0, то побудова простору Фока для системи, що складається з
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довiльного числа часових, поздовжнiх та поперечних фотонiв, буде такою са-
мою, як i в пунктi 19.1. Вектор N-частинкового гiльбертового простору FN

виглядатиме

FN = FN(µ1,k1; . . . , µN ,kN), N = N0 + N1 + N2 + N3,

де N0 — кiлькiсть часових фотонiв (з µj = 0), N3 — кiлькiсть поздовжнiх фото-
нiв µj = 3, а N1 i N2 — кiлькiсть фотонiв iз поперечною поляризацiєю (правою
та лiвою).

Скалярний добуток у просторi F := FE матиме вигляд

(F, G) =
∞∑

N=0

∑
µ1,...,µN

∫

R3N

dk · · · dkN ×

× FN(µ1,k1; . . . ; µN ,kN) GN(µ1,k1; . . . ; µN ,kN).

Легко перевiрити безпосереднiм обчисленням: дiю операторiв a±µ (k), що задо-
вольняють комутацiйнi спiввiдношення (17.26), можна визначити формулами

(a−µ (k)F )N(µ,ki, . . . , µN ,kN) =
√

N + 1FN+1(µ,k, µ1k1; . . . ; µN ,kN), (19.65)

(a+
µ (k)F )N(µ,ki; . . . ; µN ,kN) =

1√
N

N∑
j=1

(−gµµj)δ(k− kj)×

×FN−1(µ1,k1; . . . ; µj−1,kj−1; µj+1,kj+1; . . . ; µN ,kN). (19.66)

Наступним кроком згiдно з формалiзмом Гупти–Блейлера (див. п. 17.2.2) є
побудова у просторi FE множини фiзично допустимих векторiв P. Визначимо
оператор η (див. (17.31)) за формулою

(ηF )N(µ1,k1; . . . ; µN ,kN) =
N∏

j=1

(−gµjµ′j)FN(µ′1,k1; . . . ; µ
′
N ,kN). (19.67)

Можна перевiрити, що η задовольняє умови (17.31), а простiр FE вiдносно
бiлiнiйної форми (17.32) перетворюється у гiльбертiв простiр з iндефiнiтною
метрикою.

Побудуємо тепер множину фiзично допустимих векторiв P, яку було визна-
чено формулою (17.36). З означення операторiв знищення випливає, що

a−µ (k)Ω0 = 0.

Отже, Ω0 ∈ P. Тепер зрозумiло, що множину P можна побудувати як
лiнiйну оболонку векторiв вигляду

b+
1 (f1) . . . b+

n (fn)Ω0,
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де b+
j (fj) =

∫
fi(k)b+

j (k)dk, fj(k) ∈ H1, а оператори b+
j (k) — це довiльнi опе-

ратори народження, що комутують з операторами L−(k) (див. (17.35)). З ко-
мутацiйних спiввiдношень (17.26) випливає, що такими операторами є a+

1 (k)
i a+

2 (k). Але з тих же спiввiдношень (17.26) легко обчислити, що оператори
L−(k) = kµA−

µ (k) також комутують iз операторами L+(p) = pµA+
µ (p). Дiйсно,

враховуючи вираз (17.24) i те, що p2 = p02 − p2 = 0, маємо

[L−(k), L+(p)]− = kµpν [A−
µ (k), A+

ν (p)] = p2δ(k− p) = 0.

Це дає змогу побудувати вектор F ∈ P у виглядi (див. (19.32))

F =
∞∑

n0,n1,n2=0

1√
n0!n1!n2!

∫

R3(n0+n1+n2)

(dk)n0(dp)n1(dq)n2 ×

× Fn0,n1,n2(k1, . . . ,kn0 ,p1, . . . ,pn1 ,q1, . . . ,qn2)×

×
n0∏
i=1

(
L+(ki)

) n1∏
j=1

a+
1 (pj)

n2∏

k=1

a+
2 (qk)Ω0. (19.68)

Користуючись спiввiдношеннями (17.26),(17.30) та (17.31), видно, що для
векторiв (19.68), для яких F0,n1,n2 ≡ 0, а Fn0,n1,n2 6≡ 0 при n0 6= 0

〈F, F 〉 = (F, ηF ) = 0,

а для векторiв (19.68), для яких Fn0,n1,n2 = 0 для всiх n0 ≥ 1,

〈F, F 〉 = (F, ηF ) = (F, F ) > 0.

Тобто для векторiв фiзично допустимих станiв, що вiдповiдають лише фото-
нам iз поперечною поляризацiєю, бiлiнiйна форма (17.32) тотожна скалярному
добутку у просторi FE, а значить

〈F, F 〉 = ‖F‖2 > 0. (19.69)

Тодi для довiльного вектора F ∈ P маємо

〈F, F 〉 = (F, ηF ) =

=
∞∑

n1,n2=0

∫

R3(n1+n2)

(dp)n1(dq)n2 |F0,n1,n2(p1, . . . ,pn1 ,q1, . . . ,qn2)|2 > 0.

Отже, для векторiв iз P зберiгається iмовiрнiсна iнтерпретацiя, а також
виконується рiвнiсть (17.40).

Зауваження 19.2. Позначимо через P0 ⊂ P пiдмножину векторiв-
станiв, для яких справедлива рiвнiсть (19.69), тобто станiв, що вiдповiда-
ють тiльки фотонам iз поперечною поляризацiєю. З кожним вектором F ∈
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P виду (19.68) можна зiставити вектор F 0 ∈ P0, покладаючи в (19.68)
Fn0,n1,n2 = 0 для всiх n0 ≥ 1.

Вектори F i F0 будемо називати еквiвалентними станами тодi,коли вони при-
водять до одинакових фiзичних наслiдкiв. Математично це означає, що середнi
значення довiльного оператора A, що вiдповiдає деякiй фiзичнiй величинi у
станах F i F0, будуть однаковi, тобто

〈F, AF 〉 = 〈F0, AF0〉, (19.70)

щоб довести вираз (19.70), обчислимо спочатку середнi вiд польового оператора
Aµ(x).

Виберемо в (19.68) Fn0,n1,n2 у виглядi

Fn0,n1,n2(k1, . . . ,kn0 ;p1, . . . ,pn1 ;q1, . . . ,qn2) =

= fn0(k1, . . . ,kn0)F
0
n1,n2

(p1, . . . ,pn1 ;q1, . . . ,qn2).

Тодi, враховуючи означення векторiв F ∈ P i F 0 ∈ P0, легко обчислити, що
(задача 19.3)

〈F, A+
µ (k)F 〉 = 〈F0, (A

+
µ (k)− kµ f1(k))F0〉,

〈F, A−
µ (k)F 〉 = 〈F0, (A

−
µ (k)− kµ f1(k))F0〉.

(19.71)

З означень (7.15) випливає, що

〈F, Aµ(x)F 〉 = 〈F0, (Aµ(x)− ∂µf0(x))F0〉, (19.72)

де

f0(x) =
i

(2π)3/2

∫
dk

eik·x
√

2k0
(−f1(k)) +

i

(2π)3/2

∫
dk

e−ik·x
√

2k0
f1(k) (19.73)

звiдки виходить, що
¤f0(x) = 0.

З формули (19.72) безпосередньо маємо

〈F, Fµν(x)F 〉 = 〈F0, Fµν(x)F0〉, (19.74)

тобто середнє значення спостережувальної Fµν у станах F i F0 є однаковим.
Бiльш загальне твердження (19.70) буде випливати з того, що спостережува-
нi величини є калiбрувально iнварiантними. Звичайно, безпосередня перевiрка
рiвностi (19.70) може виявитись досить громiздкою.

З рiвностей (19.71)–(19.74) випливає рiвнiсть (19.70), якщо врахувати, що
фiзично спостережувальнi величини залежать вiд тензора Fµν = ∂νAµ − ∂µAν .

На завершення зауважимо, що побудова представлень комутацiйних спiв-
вiдношень (17.25) у координатному просторi Фока виконується аналогiчно до
скалярного випадку (див. п. 19.2.5).
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19.5. Простiр чисел заповнення

Iнколи буває зручно працювати у так званому базисi чисел заповнення. Це озна-
чає, що у просторi станiв H фiксується якийсь базис, пов’язаний iз чистими
фiзичними станами системи. Тодi кожний вектор простору станiв можна роз-
класти за цим базисом, i коефiцiєнти розкладу будуть амплiтудами iмовiрностi
знаходження, наприклад, n1-частинок у чистому станi Φ1, n2-частинок у чисто-
му станi Φ2 i т.д. Дiю операторiв у цьому випадку можна задати на коефiцiєнтах
розкладу.

Щоб продемонструвати, яким чином можна побудувати таку конструкцiю,
розглянемо найпростiший приклад простору станiв вiльного скалярного поля,
тобто простiр Фока FB. Спершу треба побудувати базис у просторi:

H1 = L2(R3) = L2(R1)⊗ L2(R1)⊗ L2(R1).

Базис у просторi L2(R1) можна вибрати у виглядi послiдовностi ортонормо-
ваних функцiй Чебишева – Ермiта

ẽi(t) =

(
1√

π 2ii!

)1/2

Hi(t)e
− 1

2
t2 , t ∈ R1, i = 0, 1, . . .

Позначимо тепер базис у L2(R3), побудований за ẽi(t), через

ek(p) = ẽk(1)(p(1))ẽk(2)(p(2))ẽk(3)(p(3)),

k = (k(1), k(2), k(3)), k(i) = 0, 1, 2, . . .

Щоб побудувати базис у просторi n-частинок, визначимо функцiї

Gk1,...,kn(p1, . . . ,pn) = ek1(p1) . . . ekn(pn). (19.75)

Система (19.75) є системою ортогональних та нормованих функцiй. Але вони
не є симетричними, оскiльки якщо ki 6= kj, то пiсля перестановки pi з pj функцiї
будуть рiзнi.

Побудуємо симетричнi функцiї за допомогою оператора симетризацiї Ŝ:

GS
k1,...,kn

(p1, . . . ,pn) = Ŝ Gk1,...,kn(p1, . . . ,pn) =

=
1

n!

∑
π∈Sn

Gk1,...,kn(pπ(1), . . . ,pπ(n)), (19.76)

де Sn — група перестановок з n-елементiв. Але тепер цi функцiї не будуть нор-
мованi. Щоб зробити таку послiдовнiсть функцiй нормованою, впорядкуємо їх
таким чином.

Перш за все впорядкуємо вектори базису одночастинкового простору F1 =
L2(R3). Тобто, нехай

{ek(p)} := {ej(p)}∞j=1.



246 Роздiл IV

Наприклад, e0,0,0(p) := e1(p), e1,0,0(p) := e2(p), e0,1,0(p) := e3(p), i т.д.
Зрозумiло, що у побудовi функцiї (19.76) однаковi базиснi вектори можуть

повторюватись якесь число разiв. Нехай, наприклад, вектор e1(p) повторюється
n1-число разiв, e2(p) повторюється n2-число разiв i т.д. Ясно, що n1 +n2 + · · ·+
nj + · · · = n, а nj = 0, 1, 2, . . .. Позначимо через n = (n1, n2, . . . , nj . . .) — фiнiтну
послiдовнiсть, тобто лише скiнченне число чисел nj, вiдмiнне вiд нуля.

Для заданого n визначимо вектор

GS
n(p1, . . . ,pn) = GS

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n1

,2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n2

,...
(p1, . . . ,pn) =

= Ŝ(e1(p1) . . . e1(pn1)e2(pn1+1) . . . e2(pn1+n2) . . . ).

Базис у n-частинковому просторi визначимо системою векторiв

en(p1, . . . ,pn) = NnGS
n(p1, . . . ,pn),

де нормувальний множник Nn визначається з умови

(en, en) = 1. (19.77)

З виразу (19.77) видно: якщо кратнiсть векторiв ei(p) є одиниця (тобто (ni =
1)), тодi маємо

(GS
n, GS

n) = (n!)−1, (19.78)

оскiльки внески доданкiв суми за π у (19.76) у лiву частину (19.78), що вiдпо-
вiдають рiзним перестановкам, перетворюються у нуль внаслiдок умов ортого-
нальностi

(ei, ej) = 0 при i 6= j.

Отже, ненульовi будуть тiльки n! доданкiв, що вiдповiдають однаковiй пе-
рестановцi π. Якщо ж внесок у GS

n робитьn1 векторiв e1(p), n2 векторiв e2(p)
i т.д., то перестановки iмпульсiв у групi векторiв e1(p), e2(p) i т.д. не будуть
приводити до ортогональних членiв, оскiльки фактично не будуть змiнювати
функцiї Gn. Таких однакових членiв буде n1!n2! . . . nk! . . ., а в сумi залишиться

n!

n1!n2! . . . nk! . . .

ортогональних один до одного доданкiв.
Отже, у цьому випадку отримаємо

(GS
n, GS

n) =
n1! . . . nk! . . .

n!
,

тобто

Nn =

(
n!

n1! . . . nk! . . .

)1/2

.
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Тодi остаточно базисом у FB є послiдовнiсть векторiв вигляду

ên =




0
...
0
en(p1, . . . ,pn)
0
...




.

Розклад довiльного вектора F ∈ FB за базисом {ên} запишеться у виглядi

F =
∑

{n}
fnên =

∑
n1,n2,...

f(n1, n2, . . .)ên. (19.79)

Для того, щоб отримати представлення комутацiйних спiввiдношень для
операторiв, що вiдповiдають операторам ϕ±(p) i дiють у просторi коефiцiєнтiв
розкладу f(n1, n2, . . .), розкладемо оператори ϕ±(p) за одночастинковим бази-
сом ei(p) i = 1, 2, . . .

ϕ±(p) =
∞∑
i=1

ei(p)a±i .

Звiдси маємо

a±i = (ϕ±, ei) =

∫
dpϕ±(p)ei(p),

а з формул (19.12) легко обчислитити, що

a+
i f(n1, n2, . . . , ni, . . .) =

√
ni + 1 f(n1, n2, . . . , ni + 1, . . .),

a−i f(n1, n2, . . . , ni, . . .) =
√

ni f(n1, n2, . . . , ni − 1, . . .).

Можна перевiрити, що
[a−i , a+

j ]− = δij,

[a±i , a±j ]− = 0.

Цi оператори дiють у просторi l2 послiдовностей f̂ = {fn}, таких, що для f̂ ∈ l2

‖f‖l2 =
∑

{n}
|fn|2 =

∑
n1,n2,...

|f(n1, n2, . . .)|2 < ∞.

Гiльбертiв простiр l2 є унiтарно еквiвалентний простору Фока FB. Опера-
тор, що вводить таку унiтарну еквiвалентнiсть, задається формулою (19.79), що
здiйснює фактично вiдповiдне фур’є-перетворення функцiй F ∈ FB у послiдов-
ностi f̂ ∈ l2.
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§ 20. Функцiї Грiна
Функцiї Грiна були введенi у математичнiй фiзицi як допомiжний об’єкт для
знаходження розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Кожна функцiя Грiна може
бути пов’язана зi “своїм” диференцiальним оператором Dx i визначається як
розв’язок диференцiального рiвняння у частинних похiдних:

DxG(x) = −δ(x). (20.1)

Такий розв’язок ще називають фундаментальним розв’язком диференцiально-
го оператора. Вiн визначений з точнiстю до довiльної функцiї, яка задовольняє
однорiдне рiвняння (20.1) (див. [21], § 10).

Але у квантовiй теорiї поля це поняття набуває ширшого значення i, як по-
бачимо нижче, функцiї Грiна квантованих полiв описують причинний зв’язок
процесiв народження i знищення частинок у рiзних точках простору Мiнков-
ського. Цi функцiї тiсно пов’язанi з переставними функцiями вiльних кванто-
ваних полiв. У даному параграфi будуть розглянутi функцiї Грiна, що вiдпо-
вiдають вiльним, невзаємодiючим полям. Доцiльнiсть вивчення функцiй Грiна
у квантовiй теорiї поля була вперше запропонована Гелл–Маном i Лоу [25] та
Швiнгером [103]. Швiнгер поклав функцiї Грiна в основу свого пiдходу до по-
будови квантової теорiї поля.

20.1. Функцiї Грiна скалярного поля

У випадку скалярного поля оператор Dx збiгається з оператором Клейна–
Гордона–Фока (4.6), а рiвняння (20.1) набуває вигляду

(¤x −m2)G(x) = −δ(x). (20.2)

Так само, як i у п. 4.3, розв’язок зручно шукати у виглядi iнтеграла Фур’є

G(x) =
1

(2π)4

∫
dk e−ik·xG̃(k). (20.3)

Використовуючи представлення для δ-функцiї

δ(x) =
1

(2π)4

∫
dk e−ik·x,

отримаємо рiвняння для G̃(k):

(m2 − k2)G̃(k) = 1.

Внаслiдок того, що у виразi для

G̃(k) =
1

m2 − k2
(20.4)



Роздiл IV 249

є двi сингулярнi точки k0 = ±√k2 + m2, iнтеграл (20.3) (як iнтеграл за змiнною
k0) має два полюси i може бути обчислений методом лишкiв. Але таке обчи-
слення не є однозначним, оскiльки його значення залежить вiд правила обходу
контуром полюсiв. Така неоднозначнiсть цiлком зрозумiла, через те, що дифе-
ренцiальне рiвняння у частинних похiдних (20.2) буде мати єдиний розв’язок
лише тодi, коли зафiксувати граничнi умови.

Важливими для практичного застосування є запiзнювальна функцiя Грiна,
випереджувальна функцiя Грiна i причинна функцiя Грина.

З а п i з н ю в а л ь н а ф у н к ц i я Г р i н а визначається граничною
умовою

G(x) = 0 при x0 < 0. (20.5)

Тодi маємо
G(x) = Dret(x) = θ(x0)D(x), (20.6)

де D(x) – переставна функцiя Паулi–Йордана, визначена рiвнянням (15.8).
В и п е р е д ж у в а л ь н а ф у н к ц i я Г р i н а визначається

граничною умовою
G(x) = 0 при x0 > 0. (20.7)

Тодi отримуємо
G(x) = Dadv(x) = −θ(−x0)D(x). (20.8)

Формули (20.6) i (20.8) легко отримати з виразу (20.3), пiдставляючи ту-
ди (20.4) i виконуючи iнтегрування за змiнною k0 за допомогою теорiї лишкiв
(задача 20.1). При цьому правило обходу полюсiв у комплекснiй площинi змiн-
ної k0 визначається вiдповiдними граничними умовами (20.5) або (20.7) (див.
вказiвки до задачi 20.1).

Найбiльш важливою функцiєю Грiна у квантовiй теорiї поля є причинна
функцiя Грiна Dc(x−y). Вона описує причинний зв’язок процесiв народження i
знищення частинок у рiзних точках простору часу x та y. Згiдно з iнтерпретацi-
єю операторiв ϕ±(x) процес народження частинки у точцi x ∈ M i її знищення
у точцi y ∈ M (тобто y0 > x0) очевидно описується матричним елементом (Ω0,
ϕ−(y)ϕ+(x)Ω0). Тодi з формул (15.5),(15.6) виходить

(Ω0, ϕ
−(y)ϕ+(x)Ω0) =

1

i
D−(y − x) = iD+(x− y).

I навпаки, при x0 > y0 частинка народжується в точцi y, а зникає в точцi x,
тобто

(Ω0, ϕ
−(y)ϕ+(x)Ω0) =

1

i
D−(x− y).

Тому причинний зв’язок цих процесiв повинна описувати така функцiя
Dc(x − y), яка є пропорцiйною D+(x − y) при x0 < y0, а при x0 > y0 про-
порцiйною до D−(x − y). Легко переконатися, виконуючи простi обчислення,
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що такi умови задовольнятиме функцiя

Dc(x− y) =
1

(2π)4

∫
eik·(x−y)

m2 − k2 − iε
dk. (20.9)

Iнтеграл у правiй частинi треба розумiти як невластивий iнтеграл за змiнною k0

з правилами обходу полюсiв k0 = ±√m2 + k2. Це правило задається введенням
нескiнченно малого параметра ε, який змiщує полюси у комплекснiй площинi
змiнної k0 у точки k0 = ±√m2 + k2 ∓ iε. Отже, шлях iнтегрування Im k0 = 0
обходить правий полюс зверху, а лiвий – знизу. Пiсля взяття iнтеграла параметр
ε треба спрямувати до нуля. Iнколи у визначеннi (20.9) замiсть iε вживають
просто значок i0.

Переконаємося, що вибрана таким чином функцiя Dc(x − y) задовольняє
потрiбнi вимоги. Розглянемо, наприклад, випадок x0 > y0. Тодi маємо

eik0(x0−y0) = ei(Re k0)(x0−y0)−(Im k0)(x0−y0). (20.10)

Функцiя (20.10) спадає, коли Im k0 > 0. Щоб обчислити iнтеграл за k0 в (20.9),
треба замкнути контур iнтегрування у верхнiй пiвплощинi Im k0 ≥ 0 i визначити
значення iнтеграла за лiвим значенням полюса (задача 20.2). Тодi отримаємо,
що

Dc(x− y) =
i

(2π)3

∫
dk

e−ik·(x−y)

2k0
, k0 =

√
k2 + m2. (20.11)

Отже, при x0 > y0 причинна функцiя тотожна D−(x−y) (див. (15.6). Зовсiм
аналогiчно можна переконатись, що при x0 < y0

Dc(x− y) = −D+(x− y).

Таким чином, остаточно виходить

Dc(x− y) = θ(x0 − y0)D−(x− y)− θ(y0 − x0)D+(x− y). (20.12)

Зауваження 20.1. Легко переконатися, що функцiя Dc(x−y) не визначена
при x0 = y0. При x 6= y таку невизначенiсть можна усунути, оскiльки при
x0 → y0 i справа, i злiва границя буде такою ж:

Dc(0,x− y) = D−(0,x− y) = −D+(0,x− y).

Але при x = y усi три функцiї є сингулярнi, i їх зв’язок з формулою (20.12)
вже не можна вважати точним, оскiльки фактично це є проблема визначе-
ння добутку узагальнених функцiй.
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20.2. Функцiї Грiна спiнорних, векторних та електромагнi-
тного полiв

У § 16 i 17 були обчисленi переставнi функцiї спiнорних, векторних та еле-
ктромагнiтного полiв. З формул (16.7) та (17.12) видно, що вони можуть бути
отриманi з переставної функцiї скалярного поля (функцiї Паулi–Йордана) дiєю
вiдповiдних диференцiальних операторiв, а функцiя Грiна електромагнiтного
поля просто збiгається (з точнiстю до −gµν) з функцiєю Паулi–Йордана при
m = 0. З визначення причинної функцiї Грiна для скалярного поля, очевидно,
що i для причинних функцiй спiнорних, векторних i електромагнiтного полiв
такi спiввiдношення будуть зберiгатись (задача 20.3). Отже, можна просто за
означенням визначити причиннi функцiї цих полiв формулами

Sc
αβ(x) = (i∂̂ + m)αρD

c(x) =
1

(2π)4

∫
(m + p̂)αβ

m2 − p2 − iε
e−ip·xdp, (20.13)

Dc
µν(x) =

(
gµν +

1

m2

∂2

∂xµ∂xν

)
Dc(x) =

1

(2π)4

∫ (
gµν − kµkν

m2

)

m2 − p2 − iε
e−ik·xdk, (20.14)

Dc,
µν(x− y) = gµνD

c
0(x− y) = gµνDc(x− y) |m=0 = − gµν

(2π)4

∫
e−ik·x

k2 + iε
dk. (20.15)

Функцiю Dc(x), а отже, i причиннi функцiї Грiна iнших полiв можна обчислити
точно (див. [13], § 15). Ця узагальнена функцiя є сингулярною i має такий
вигляд:

Dc(x) =
1

4π
δ(x2)− m

8π
√

x2
θ(x2){J1(m

√
x2)− iN1(m

√
x2)}+

+
mi

4π2
√−x2

θ(−x2)K1(m
√
−x2), (20.16)

де J1(z) — функцiя Бесселя 1-го порядку, N1(z) — функцiя Неймана 1-го по-
рядку i K1(z) — функцiя Ганкеля уявного аргументу нульового порядку.

Зауваження 20.2. У даному пунктi визначено функцiї Грiна як фундамен-
тальнi розв’язки (див. [21], § 10) диференцiальних операторiв, якi входять у
правi частини рiвнянь для вiдповiдного поля. Єдинiсть представлення можна
забезпечити, якщо шукати розв’язки рiвняння (20.1) у певному класi фун-
кцiй, накладаючи певнi граничнi умови. Але внаслiдок того, що цi розв’язки є
сингулярними узагальненими функцiями, їх обчислення за формулами (20.13)–
(20.15) треба виконувати з певною обережнiстю. Наприклад, обчислення фун-
кцiї Грiна скалярного поля Dc(x − y) виконано при x0 6= y0, тому при x0 = y0

ця функцiя не є визначеною (див. (20.12) i зауваження 20.1), а обчислення
функцiй (20.13)–(20.15) за допомогою виразу (20.12) можуть привести до по-
яви додаткових доданкiв, що є узагальненими функцiями, зосередженими у
точках x0 = y0.
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Зауваження 20.3. При обчисленнi функцiй Грiна векторних полiв та еле-
ктромагнiтного поля треба враховувати iнварiантнiсть теорiї вiдносно гра-
дiєнтних перетворень. Така iнварiантнiсть дає можливiсть фiксувати ка-
лiбровку i отримувати рiзнi рiвняння (див., наприклад, (7.6) i (7.9) для еле-
ктромагнiтного поля) для одного й того самого поля. Це означає, що диферен-
цiальнi оператори, якi фiгурують у рiвняннi (20.1), можуть вiдрiзнятись у
визначеннi функцiї Грiна. А це означає, що i вигляд функцiй Грiна того само-
го поля для рiзних калiбровок буде рiзний. Це питання детальнiше обговоримо
у роздiлi VII. Зауважимо лише, що функцiя Грiна електромагнiтного поля
Dc

0(x− y) є функцiєю Грiна оператора д’Аламбера (4.5).

20.3. Хронологiчний добуток i функцiї Грiна

Для узагальнення поняття функцiй Грiна на випадок взаємодiючих полiв буде
зручно записати функцiї Грiна вiльних полiв у виглядi вакуумних середнiх х
р о н о л о г i ч н о г о д о б у т к у (T -добутку) вiльних операторiв поля.

Визначимо для цього операцiю хронологiчного добутку двох операторiв поля
ui(x), uj(y) таким чином:

T (ui(x)uj(y)) =

{
ui(x)uj(y) при x0 > y0,
±uj(y)ui(x) при x0 < y0,

(20.17)

де знак “+” вибирають, коли обидва оператори є бозе-оператори або ж один
бозе-оператор, а другий фермi-оператор, а знак “−”,– коли обидва оператори є
фермi-оператори. Тодi легко порахувати, що, наприклад, для скалярного дiй-
сного поля

(Ω0, T (ϕ(x)ϕ(y))Ω0) =

{
(Ω0, ϕ(x)ϕ(y)Ω0) =

1

i
D−(x− y) при x0 > y0,

(Ω0, ϕ(y)ϕ(x)Ω0) = iD+(x− y) при x0 < y0.

Отже,
i(Ω0, T (ϕ(x)ϕ(y))Ω) = Dc(x− y). (20.18)

Аналогiчнi спiввiдношення можна записати для функцiй Грiна спiнорних
векторних i електромагнiтного полiв:

i(Ω0, T (ψα(x)ψ̄β(y))Ω0) = Sc
αβ(x− y), (20.19)

i(Ω0, T (Vµ(x)Vν(y))Ω0) = Dc
µν(x− y), (20.20)

i(Ω0, T (Aµ(x)Aν(y))Ω0) = −gµνDc
0(x− y). (20.21)
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20.4. Теореми Вiка

20.4.1. Теорема Вiка для нормальних добуткiв

Поняття нормального добутку було визначено при формулюваннi постулату
ПК9. Для двох операторiв вiльного поля ui(x) i uj(y) звичайний добуток
ui(x)uj(y) вiдрiзняється вiд нормального добутку : ui(x)uj(y) : лише переста-
новкою операторiв u−i (x) i u+

j (y) (див. ф-лу (14.32)). Тобто

ui(x)uj(y) = : ui(x)uj(y) : +u−i (x)u+
j (y)− εu+

j (y)u−i (x) =

= : ui(x)uj(y) : +[u−i (x), u+
j (y)]±, (20.22)

де комутатор (ε = 1) береться у випадку, коли хоча б одне з полiв є бозе-поле i
антикомутатор (ε = −1), коли обидва поля є фермi-полями. Операцiю комута-
цiї, яка стоїть в останньому доданку виразу (20.22) будемо називати операцiєю
спарювання полiв ui(x) i uj(y), а її результат спаренням i позначати квадратною
дужкою внизу. Оскiльки вакуумне середнє вiд нормального добутку завжди пе-
ретворюється в нуль, то спарення можна також визначить як вакуумне середнє
вiд звичайного добутку двох операторiв. Тобто

ui(x)uj(y) = [u−i (x), u+
j (y)]± = (Ω0, ui(x)uj(y)Ω0). (20.23)

Тепер частинний випадок теореми Вiка для двох операторiв вiльних полiв
можна записати у виглядi

u1(x1)u2(x2) =: u1(x1)u2(x2) : +u1(x1)u2(x2) .

Щоб сформулювати теорему Вiка для добутку довiльного числа полiв, уве-
демо поняття нормального добутку зi спареннями. Але спершу зауважимо, що
безпосередньо з означення нормального добутку випливає, що

: u1(x1) . . . un(xn) := (−1)pF : ui1(xi1) . . . uin(xin) :,

де pF — кiлькiсть перестановок мiж фермi-операторами при переходi вiд поряд-
ку 1, 2, . . ., n до порядку i1, i2, . . ., in. Покладемо за означенням

: u1(x1) . . . uj(xj) . . . uk(xn) . . . un(xn) := (−1)pF (j,k)uj(xj)uk(xk)×

× : u1(x1) . . . uj−1(xj−1)uj+1(xj+1) . . . uk−1(xk−1)uk+1(xk+1) . . . u(xn) :,

де pF (j, k) — кiлькiсть перестановок фермi-операторiв при переходi вiд порядку
1, . . . , n до порядку j, k, 1, . . ., j − 1, j + 1, . . ., k − 1, k + 1, . . . , n.

Аналогiчно визначаються нормальнi добутки з довiльним числом спарю-
вань.

Теорема 20.1. Добуток довiльного числа операторiв вiльних квантованих
полiв дорiвнює сумi, в якiй кожний доданок дорiвнює нормальному добутку
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цих полiв iз усiма можливими спареннями, включаючи доданок нормального
добутку без спарювання:

u1(x1) . . . un(xn) = : u1(x1) . . . un(xn) : +

+
∑

{j1,j2}⊂{1,...,n}
(−1)pF (j1,j2) : uj1(xj1)uj2(xj2) :u1(x1) · · · ûj1(xj1

) · · · ûj2(xj2
) · · ·un(xn) :+

+
∑

{j1,...,j4}⊂{1,...,n}

[
(−1)pF (j1,j2,j3,j4)uj1(xj1)uj2(xj2) uj3(xj3)uj4(xj4) +

+(−1)pF (j1,j3,j2,j4)uj1(xj1)uj3(xj3) uj2(xj2)uj4(xj4) +

+(−1)pF (j1,j4,j2,j3)uj1(xj1)uj4(xj4) uj2(xj2)uj3(xj3)
]
×

× : u1(x1) · · · ûj1(xj1
) · · · ûj4(xj4

) · · · un(xn) : + . . . .

Тут i далi значок û означає вiдсутнiсть поля u у вiдповiдному добутку.
Доведення теореми легко виконати методом математичної iндукцiї.
Зауваження 20.1. Теорема 20.1 залишається справедливою також i у ви-

падку, коли треба привести до нормального вигляду (тобто у виглядi нор-
мального добутку) добуток операторiв, кожен з яких є нормальним добутком
деякого числа операторiв, тобто добуток вигляду

: u1(x1) . . . un1(xn1) : : un1+1(xn1+1) . . . un1+n2(xn1+n2) : . . .

: un1+...+nk−1+1(xn1+...+nk−1+1) . . . un1+...+nk
(xn1+...+nk

) :

Але у даному випадку не треба враховувати спарювань операторiв, що вхо-
дять пiд знак одного i того ж нормального добутку.

Приклад:

: u1(x1)u2(x2) : : u3(x3)u4(x4) :=: u1(x1)u2(x2)u3(x3)u4(x4) : +

+ : u1(x1)u2(x2)u3(x3) u4(x4) : + : u1(x1)u2(x2)u3(x3)u4(x4) : +

+ : u1(x1)u2(x2)u3(x3) u4(x4) : + : u1(x1)u2(x2)u3(x3)u4(x4) : +

+ : u1(x1)u2(x2)u3(x3)u4(x4) : + : u1(x1)u2(x2)u3(x3) u4(x4) : .

(20.24)

На завершення цього пiдпункту наведемо вигляд спарень для основних по-
лiв. З означення (20.23) i спiввiдношень (15.6), (15.14), (16.5), (17.10), (17.25)
маємо:

• для дiйсного скалярного поля

ϕ(x)ϕ(y) =
1

i
D−(x− y); (20.25)
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• для комплексного скалярного поля

ϕ(x)
∗
ϕ (y) =

∗
ϕ (y)ϕ(x) =

1

i
D−(x− y), (20.26)

ϕ(x)ϕ(y) =
∗
ϕ (x)

∗
ϕ (y) = 0; (20.27)

• для спiнорних полiв

ψα(x)ψ̄β(y) =
1

i
S−αβ(x− y), (20.28)

ψ̄α(x)ψβ(y) =
1

i
S+

βα(y − x), (20.29)

ψα(x)ψβ(y) = ψ̄α(x)ψ̄β(y) = 0; (20.30)

• для векторних полiв

Vµ(x)
∗
V ν (y) =

1

i
D−

µν(x− y), (20.31)

Vµ(x)Vν(y) =
∗
V µ (x)

∗
V ν (y) = 0; (20.32)

• для електромагнiтного поля

Aµ(x)Aν(y) = igµνD−
0 (x− y). (20.33)

Зауважимо також, що всi спарювання полiв рiзного типу тотожно дорiвню-
ють нулю.

20.4.2. Теорема Вiка для хронологiчного добутку

У п. 20.3 визначено операцiю хронологiчного добутку для двох полiв. Легко
узагальнити формулу (20.17) на випадок довiльного числа полiв:

T (u1(x1) . . . un(xn)) = (−1)pF ui1(xi1) . . . uin(xin), x0
i1

> x0
i2

> . . . > x0
in , (20.34)

де pF — число перестановок фермi-операторiв при переходi вiд порядку 1, . . . , n
до порядку i1, . . . , in.

Внаслiдок того, що звичайнi добутки полiв виражаються через нормальнi
добутки за теоремою 20.1, можна так само переписати T -добутки у виглядi суми
нормальних добуткiв iз усiма можливими спарюваннями. Але замiсть того, щоб
уживати звичайне спарювання при фiксованих часових змiнних, можна ввести
так зване х р о н о л о г i ч н е с п а р ю в а н н я. Розглянемо для цього
хронологiчний добуток двох операторiв:

T (u1(x1)u2(x2)) =





u1(x1)u2(x2), якщо x0
1 > x0

2,

εu2(x2)u1(x1), якщо x0
2 > x0

1,
(20.35)
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ε = +1 для бозе-полiв i ε = −1 для фермi-полiв.
За теоремою 20.1

u1(x1)u2(x2) =: u1(x1)u2(x2) : +u1(x1)u2(x2) (20.36)

i

εu2(x2)u1(x1) = ε : u2(x2)u1(x1) : +ε u2(x2)u1(x1) =

= : u1(x1)u2(x2) : +ε u2(x2)u1(x1) . (20.37)

Визначимо хронологiчне спарення (як результат хронологiчного спарюван-
ня) за формулою

u1(x1)u2(x2) =





u1(x1)u2(x2), при x0
1 > x0

2,

ε u2(x2)u1(x1) , при x0
2 > x0

1.
(20.38)

Тодi з виразiв (20.35)–(20.38) легко записати, що

T (u1(x1)u2(x2)) =: u1(x1)u2(x2) : +u1(x1)u2(x2) . (20.39)

З означення (20.38) випливає

u1(x1)u2(x2) = ε u2(x2)u1(x1) , (20.40)

а враховуючи, що середнє за вакуумом вiд нормального добутку полiв дорiвнює
нулю, отримаємо iнше означення спарення

u1(x)u2(x) = (Ω0, T (u1(x1)u2(x2))Ω0). (20.41)

Легко зрозумiти, що теорема 20.1 може бути переформульована на випадок
T -добуткiв.

Теорема 20.2. T -добуток операторiв вiльних полiв (або їх лiнiйних ком-
бiнацiй) дорiвнює сумi нормальних добуткiв цих полiв iз усiма можливими
хронологiчними спареннями, включаючи доданок без спарювання

Тобто
T (u1(x1) . . . un(xn)) =: u1(x1) . . . un(xn) : +

+
∑

{j1,j2}⊂{1,...,n}
(−1)pF (j1,j2) : uj1(xj1)uj2(xj2) : u1(x1) · · · ûj1(xj1

) · · · ûj2(xj2
) · · · un(xn) :+

+
∑

{j1,...,j4}⊂{1,...,n}

[
(−1)pF (j1,j2,j3,j4)uj1(xj1)uj2(xj2) uj3(xj3)uj4(xj4) +

+(−1)pF (j1,j3,j2,j4)uj1(xj1)uj3(xj3) uj2(xj2)uj4(xj4) +

+(−1)pF (j1,j4,j2,j3)uj1(xj1)uj4(xj4) uj2(xj2)uj3(xj3)
]
×
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× : u1(x1) · · · ûj1(xj1
) · · · ûj4(xj4

) · · · un(xn) : + . . . ,

Для T -добуткiв операторiв, що є нормальними добутками деякого числа
операторiв, справедливе зауваження типу 20.1 i формула, подiбна до (20.24) з
хронологiчними спарюваннями замiсть звичайних.

На завершення пiдпункту зауважимо, що в силу означень (20.38)–(20.41)
i формул (20.18)–(20.21) хронологiчнi спарювання вiльних полiв збiгаються з
причинними функцiями Грiна цих полiв. Тому вiдповiдно до формул (20.25) –
(20.33) маємо:

• для дiйсного скалярного поля

ϕ(x) ϕ(y) =
1

i
Dc(x− y), (20.42)

• для комплексного скалярного поля

ϕ(x)
∗
ϕ (y) =

∗
ϕ (y) ϕ(x) =

1

i
Dc(x− y), (20.43)

ϕ(x)ϕ(y) =
∗
ϕ (y)

∗
ϕ (y) = 0, (20.44)

• для спiнорних полiв

ψα(x)ψ̄(y) =
1

i
Sc

αβ(x− y). (20.45)

ψα(x) ψβ(y) = ψ̄α(x)ψ̄β(y) = 0, (20.46)

• для векторних полiв

Vµ(x)
∗
V ν (y) =

1

i
Dc

µν(x− y), (20.47)

Vµ(x)Vν(y) =
∗
V µ (x)

∗
V ν (y) = 0, (20.48)

• для електромагнiтного поля

Aµ(x)Aν(y) = igµνDc
0(x− y). (20.49)

Хронологiчнi спарювання полiв рiзного типу тотожно дорiвнюють нулю.

20.4.3. Узагальнена теорема Вiка

З теореми 20.2 легко отримати ще одне корисне спiввiдношення для середнього
за вакуумом вiд T -добутку вiльних полiв.

Теорема 20.3.

(Ω0, T (u(x)u1(x1) . . . un(xn))Ω0) =
n∑

j=1

(−1)pF (j)u(x)uj(xj)×
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×(Ω0, T (u1(x1) . . . uj−1(xj−1)uj+1(xj+1) . . . un(xn))Ω0), (20.50)
де pF (j)—кiлькiсть перестановок фермi-операторов при переходi вiд порядку
1, . . . , n до порядку j, 1, . . ., j − 1, j + 1, . . ., n.

Теорема 20.3 випливає iз теореми 20.2 i того факту, що середнi по вакууму
вiд нормальних добуткiв операторiв вiльних полiв перетворюються в нуль (див.
задачу 20.4).

Зауваження 20.4. З визначення T -добутку випливає, що пiд знаком T -
добутку оператори можна переставляти, враховуючи їх статистику. Тобто

T (u1(x1) . . . un(xn)) = (−1)pF T (ui1(xi1) . . . uin(xin)),

де pF—кiлькiсть перестановок фермi-операторiв при переходi вiд порядку
1, . . . , n до порядку i1, . . ., in.

Зауваження 20.5. Легко побачити з визначень (20.35) i (20.38), що опе-
рацiя T -добутку не є однозначною, коли часовi змiннi операторiв збiгаються.
З iншого боку, використовуючи теорему Вiка, бачимо: T -добутки операторiв
виражаються через нормальнi добутки, що супроводжуються звичайними до-
бутками сингулярних причинних функцiй (див. ф-лу (20.16)). З (20.16) видно,
що сингулярностi зосередженi в точках, де аргументи збiгаються.

20.5. Операцiя множення i регуляризацiя узагальнених
функцiй

У наступних роздiлах розглядатимемо теорiю взаємодiючих полiв. Найбiльш
конструктивним методом теорiї є теорiя збурень. З математичної точки зору на
сьогоднiшнiй день метод теорiї збурень для квантованих полiв не є обґрунто-
ваним навiть у випадку, коли константа взаємодiї є дуже малою. Так у кванто-
вiй електродинамiцi, де обрахунки деяких фiзичних ефектiв (лембiвський зсув
тощо) блискуче узгоджуються з експериментальними даними, немає строгого
доведення збiжностi рядiв теорiї збурень пiсля усунення ультрафiолетових роз-
бiжностей. Але якщо навiть не звертати увагу на розбiжнiсть усього ряду, то
виникають математичнi проблеми, пов’язаними з операцiєю множення сингу-
лярних функцiй типу Dc(x − y), Sc(x − y) i т.д. У теорiї узагальнених фун-
кцiй операцiя множення узагальнених функцiй з однаковими аргументами не
є визначеною (див., наприклад, [21], § 5.9). Фактично постулат ПК9 забезпе-
чує коректне визначення виразiв, що визначають основнi фiзичнi величини, якi
мiстять у собi добутки операторно-значних узагальнених функцiй в однiй то-
чцi. Тобто вiкiвський добуток є варiантом регуляризацiї таких добуткiв. Але
подальше застосування теорiї збурень призводить до появи нових добуткiв син-
гулярних узагальнених функцiй iз однаковими аргументами, i це вимагає нових
методiв регуляризацiї, якi не завжди можна обґрунтувати з фiзичної точки зо-
ру.

З деякими загальними аспектами регуляризацiї функцiй Грiна i їх добуткiв
можна ознайомитись у працi [13, § 15 i 16].
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20.6. N-точковi функцiї Грiна вiльних полiв

Формули (20.18)–(20.21) визначають двоточковi функцiї Грiна як середнi за ва-
куумом вiд T -добутку вiдповiдних полiв. Надалi для зручностi будемо назива-

ти двоточковою функцiєю Грiна вiльних полiв вирази
1

i
Dc(x− y),

1

i
Sc

αβ(x− y),
1

i
Dc

µν(x − y) та igµνDc
g(x − y). У теорiї взаємодiючих полiв функцiї Грiна вi-

дiграють важливу роль при вивченнi рiзних фiзичних явищ. Їх потрiбно буде
узагальнити на випадок бiльшого числа змiнних. Тодi за визначенням: • для
дiйсного скалярного поля

G0
N(x1, . . . , xN) := (Ω0, T (ϕ(x1) . . . ϕ(xN))Ω0), (20.51)

• для комплексного скалярного поля

G0
N(x1, . . . , xN ; y1, . . . , yN) = (Ω0, T (ϕ(x1) . . . ϕ(xN)

∗
ϕ (y1) . . .

∗
ϕ (yN))Ω0), (20.52)

• для спiнорних полiв

G0
N(α1, x1; . . . ; αn, xn | β1, y1; . . . ; βn, yn) =

= (Ω0, T (ψα1(x1) . . . ψαn(xn)ψ̄β1(y1) . . . ψ̄βn(yn))Ω0), (20.53)

• для векторних полiв.

G0
n(µ1, x1; . . . ; µn, xn) = (Ω0, T (Vµ1(x1) . . . Vµn(xn))Ω0). (20.54)

Аналогiчнi спiввiдношення можна записати для комплексного векторного
поля i електромагнiтного поля.

Теорема Вiка 20.2 дає можливiсть обчислити функцiї Грiна вiльних по-
лiв. Застосовуючи цю теорему i враховуючи, що середнє за вакуумом вiд нор-
мальних добуткiв полiв перетворюється в нуль, отримаємо, наприклад, для N -
точкової функцiї Грiна вiльного скалярного поля (для N = 2n):

G0
N(x1, . . . , xN) =

′∑

(i1,...,iN )

1

i
Dc(xi1 − xi2) . . .

1

i
Dc(xiN−1

− xiN ), (20.55)

де сума за iндексами (i1, . . . , iN) береться вiдносно всiх можливих рiзних набо-
рiв пар (xi1 , xi2) . . . (xiN−1

, xiN ), з набору змiни x1 . . . xN . Формулу (20.55) можна
також отримати iз рекурентного спiввiдношення

G0
N(x1, . . . , xN) =

N∑

k=2

1

i
Dc(x1 − xk)G

0
N−2(x2, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xN),

яке легко отримати з формули (20.51), застосувавши узагальнену теорему Вiка
(теорема 20.3) до оператора ϕ(x1). Аналогiчнi спiввiдношення легко записати
для функцiй Грiна iнших полiв, використовуючи означення (20.52)–(20.54), те-
орему 20.3 i формули (20.42)–(20.49).
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Задачi до роздiлу IV
Задача 15.1. Показати, що оператори вiльного скалярного поля задовольняють по-

стулати квантування ПК3–ПК7.
Задача 16.1. Показати, що оператори вiльного електронно-позитронного поля за-

довольняють постулати квантування ПК3–ПК7.
Задача 17.1. Виходячи з лагранжiана (17.15) вивести одночасовi комутацiйнi спiв-

вiдношення мiж узагальненою координатою (полем) Vµ(x) i узагаль-
неним iмпульсом πµ(x), тобто довести справедливiсть постулатуПК7.

Задача 17.2. Отримати одночасовi комутацiйнi спiввiдношення, користуючись ме-
тодом Дiрака квантування систем iз додатковими зв’язками.

Задача 17.3. Довести, що рiвняння Гейзенберга для електромагнiтного поля сумiсне
з рiвняннями Максвелла.

Задача 17.4. Отримати матрицю зв’язкiв для електроманiтного поля в кулонiвськiй
калiбровцi.

Задача 18.1. Встановити закон перетворення зарядово-спряженого спiнора ψc при
перетвореннi просторової iнверсiї (ф-ла 18.16).

Задача 18.2. Довести антилiнiйнiсть оператора U
T̂
(ф-ли 18.21).

Задача 18.3. Довести, що поле νP̂ Ĉ , де P̂ Ĉ - перетворення вiльного нейтринного
поля задовольняє додаткову умову (5.148).

Задача 18.4. Чи є iнварiантним вiдносно P̂ , Ĉ, P̂ Ĉ перетворень лагранжiан вiльного
нейтринного поля (5.153).

Задача 18.5. Перевiрити спiввiдношення (18.30)–(18.32).
Задача 19.1. Довести, що оператор вiльної енергiї дiйсних скалярних бозонiв є си-

метричним невiд’ємним оператором.
Задача 19.2. Довести формулу (19.35).
Задача 19.3. Виходячи з означень (17.32), (17.35) i (19.68), перевiрити формули

(19.71).
Задача 20.1. Отримати iнтегральнi представлення для запiзнювальної i випереджу-

вальної функцiй Грiна. Записати їх вирази за допомогою функцiї Па-
улi – Йордана.

Задача 20.2. Обчислити iнтеграл за змiнною k0 у виразi (20.9) i виразити функцiю
Dc(x− y) у виглядi (20.11).

Задача 20.3. Записати у виглядi фур’є-перетворень причиннi функцiї Грiна спiнор-
ного, векторного та електромагнiтного полiв.

Задача 20.4. Довести формулу (20.50).



Роздiл V. Квантова теорiя
взаємодiючих полiв.
Загальнi проблеми

§ 21. Побудова квантових взаємодiючих полiв i
проблеми такої побудови

У попередньому роздiлi були розглянутi оператори вiльних квантованих по-
лiв, якi задовольняли всi вимоги (постулати) квантової релятивiстської теорiї.
Тут буде описано побудову теорiї взаємодiючих полiв. Зауважимо, що побудо-
ва таких полiв залежить вiд вигляду взаємодiї. Наприклад, вигляд оператора
електронно-позитронного поля, що бере участь в електромагнiтнiй взаємодiї,
буде вiдрiзнятись вiд оператора того ж поля, яке вiдповiдає електронам, що
задiянi у процесах слабких взаємодiй.

Тому для побудови єдиного квантового поля, що вiдповiдає конкретнiй еле-
ментарнiй частинцi, необхiдно розглядати теорiю, що об’єднує всi вiдомi вза-
ємодiї мiж елементарними частинками. Побудова такої теорiї є справа майбу-
тнього i, мабуть, багато в чому залежить вiд експериментальних i теоретичних
дослiджень у всiх напрямках математики i фiзики. У даному роздiлi розгляне-
мо основнi принципи такої побудови i проблеми, що виникають у процесi такої
побудови. Основнi проблеми є спiльними i не залежать вiд вигляду взаємодiї.
Конкретний вигляд взаємодiї обумовлює лише ступiнь складностi цих проблем.
Для простоти вiзьмемо самовзаємодiю дiйсного скалярного поля. Бiльш реа-
лiстичнi моделi, якi були введенi у роздiлi III, будуть розглядатись у роздiлi
VII.

21.1. Формальна побудова квантового поля

Розглянемо модель самовзаємодiючого дiйсного скалярного поля з лагранжiа-
ном

L (x) = L0(x) + λLI(x), (21.1)
261



262 Роздiл V

де L0(x) — лагранжiан вiльного поля:

L0(x) =
1

2
: ∂µϕ(x)∂µϕ(x) : −m2 : ϕ2(x) :, (21.2)

LI(x) описує самовзаємодiю у виглядi

LI(x) = − : ϕ4(x) :, (21.3)

а константа λ ≥ 0 називається константою взаємодiї.
Рiвняння Лагранжа–Ейлера, що вiдповiдає лагранжiану (21.1)–(21.3), ви-

глядає так:
(¤−m2)ϕ(x) = 4λ : ϕ3(x) : . (21.4)

При формулюваннi постулату ПК9 (див. зауваження 14.1) було обґрунту-
вано введення нормального добутку як процедури регуляризацiї операцiї мно-
ження операторно-значних узагальнених функцiй iз однаковим аргументом. У
формулах (21.3) i (21.4) це вiдповiдно означає:

: ϕ4(x) := ϕ4(x)− 6ϕ2(x)(Φ0, ϕ
2(x)Φ0),

: ϕ3(x) := ϕ3(x)− 3ϕ(x)(Φ0, ϕ
2(x)Φ0).

(21.5)

Правi частини (21.3),(21.4) треба розумiти у значеннi граничного переходу ти-
пу (14.35), тобто треба визначити операцiї (21.5) для нормальних добуткiв
: ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4) : та : ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) :, користуючись комбiнаторикою
теореми Вiка та пiдставляючи замiсть спарювання двох полiв вакуумне сере-
днє (Φ0,ϕ(xi)ϕ(xj)Φ0), а потiм в отриманому виразi виконати граничний перехiд
xi → x, i = 1, 2, 3, 4. Зауважимо також, що нескiнченна константа

(Φ0, ϕ
2(x)Φ0) = (Ω0, ϕ

2
0(x)Ω0) =

1

i
D−(0) (21.6)

де ϕ0(x)—оператор вiльного поля, а Ω0—це вiльний вакуум. Тотожнiсть
(21.6) випливає з спектрального представлення двоточкової функцiї Вайтма-
на (Φ0, ϕ(x1)ϕ(x2)Φ0) (див. [102], гл. 17, § 2).

У § 14.4.1 було встановлено, що рiвняння Гейзенберга для вiльного скаляр-
ного поля збiгається з рiвнянням Клейна – Гордона – Фока. Очевидно, що те
ж саме повинне виконуватись i у випадку взаємодiючого поля, тобто рiвняння
(21.4) еквiвалентне рiвнянню Гейзенберга:

i
∂ϕ(x)

∂x0
= [ϕ(x), Hλ], (21.7)

де
Hλ = P 0

λ = H0 + λHI , (21.8)

H0 =
1

2

∫

x0=0

[: ∂µϕ0(x)∂µϕ0(x) : +m2 : ϕ2
0(x) :]dx, (21.9)
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а

HI =

∫

x0=0

: ϕ0(0,x)4 : dx. (21.10)

Дiйсно, вважаючи, що в початковий момент часу x0 = 0, ϕ(0,x) = ϕ0(0,x),
записуємо розв’язок рiвняння (21.7) у виглядi

ϕ(x) = eix0Hλϕ0(0,x)e−ix0Hλ (21.11)

i покажемо, що цей розв’язок задовольняє рiвняння (21.4). З виразу (21.11)
маємо

∂k∂kϕ(x) = eix0Hλ∂k∂kϕ0(0,x)e−ix0Hλ (21.12)

i
∂0∂0ϕ(x) = i∂0

(
eix0Hλ [Hλ, ϕ0(0,x)]−e−x0Hλ

)
=

= ieix0Hλ [Hλ, ∂0ϕ(x)]−,x0=0e
−ix0Hλ ,

(21.13)

де використане спiввiдношення

[Hλ, ϕ0(0,x)] = −i∂0ϕ(x)|x0=0, (21.14)

яке є наслiдком одночасових комутацiйних спiввiдношень (14.20) для скаляр-
ного поля. Аналогiчно знаходимо, що

[Hλ, ∂0ϕ(x)]−,x0=0 = i∂k∂kϕ0(0,x) + im2ϕ0(0,x) + i4λ : ϕ3
0(0,x) : . (21.15)

Тепер зрозумiло, що (21.13) разом з (21.15) i (21.11) тотожне до (21.4).
Враховуючи також вiльну еволюцiю вiльного скалярного поля (тобто рiвня-

ння (14. 40)), отримуємо

ϕ0(x) = eix0H0ϕ0(0,x)e−ix0H0 , (21.16)

перепишемо (21.11) у виглядi

ϕ(x) = eix0Hλe−ix0H0ϕ0(x)eix0H0e−ix0Hλ = U−1(x0, 0)ϕ0(x)U(x0, 0), (21.17)

де оператор еволюцiї
U(x0, 0) := eix0H0e−ix0Hλ (21.18)

формально є унiтарним оператором i задовольняє рiвняння

i
∂

∂x0
U(x0, 0) = λHI(x

0)U(x0, 0), U(0, 0) = 1I (21.19)

i де
HI(x

0) := eix0H0HIe
−ix0H0 . (21.20)

Розв’язок (21.17),(21.18) має формальний вигляд. Для того, щоб вiн мав
строгий математичний змiст, треба визначити його у деякому гiльбертовому
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просторi станiв, довести самоспряженiсть операторiв H0 i Hλ i встановити, що
спектр Hλ вiдповiдає вимогам постулату ПК5, а також побудувати основний
стан гамiльтонiана Hλ, тобто фiзичний вакуумний стан Φ0:

HλΦ0 = 0, Φ0 6= 0.

Виявляється, що це дуже складна математична задача. Iснує досить вузький
вид моделей, майже еквiвалентних моделi з вiдсутнiстю взаємодiї, для яких це
можна зробити. Iснує три основнi проблеми на шляху такої побудови:

1) об’ємнi розбiжностi (теорема Хаага);
2) ультрафiолетова катастрофа;
3) нестабiльнiсть вакууму.
З цими проблемами коротко познайомимося у наступному пiдроздiлi.
Таким чином, зауважимо, що на формальному рiвнi квантування взаємодi-

ючого скалярного поля в рамках самовзаємодiї (21.3) зводиться до квантування
вiльного поля i побудови гейзенбергового поля за формулою (21.11).

21.2. Математичнi проблеми побудови квантового взаємо-
дiючого поля

У п.19.2.3 детально було дослiджено гамiльтонiан вiльного скалярного поля H0,
що дiє у просторi Фока F = FB i є в ньому додатнiм самоспряженим операто-
ром. Для побудови квантового поля необхiдно визначити повний гамiльтонiан
Hλ. Отже, залишилось визначити у просторi FB гамiльтонiан взаємодiї, який
має вигляд (21.10). Скористаємось для цього формулою (15.2) i тотожнiстю

: ϕ0(0,x)4 :=
4∑

j=0

Cj
4ϕ

+(0,x)jϕ−(0,x)4−j,

де Cj
4 = 4!/j!(4− j)!. Далi легко обчислити (задача 21.2), враховуючи формулу

вигляду (4.58), що

HI =
4∑

j=0

Cj
4Hj,4−j, (21.21)

де

Hj,4−j =

∫

R4s

dk1 . . . dk4
(2π)sδ(k1 + · · ·+ kj − kj+1 − · · · − k4)∏4

i=1(2π)s/2 4
√

k2
i + m2

×

×ϕ+(k1) . . . ϕ+(kj)ϕ
−(kj+1) . . . ϕ−(k4). (21.22)

З мiркувань, якi стануть зараз зрозумiлими, запишемо оператор Hj,4−j через
змiннi k ∈ Rs, s = 1, 2, 3. Розглянемо для прикладу випадок j = 4. Тодi для
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f̂ ∈ D loc
0 (див. формулу (19.27)) легко обчислити, користуючись формулами

(19.12), (19.12’) що

(H4,0f̂)N(p1, . . . ,pN) =
1√

N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
×

×
∑

jl 6=jk, k 6=l

(2π)sδ(pj1 + · · ·+ pj4)∏4
i=1(2π)s/2 4

√
p2

i + m2
fN−4(p1, . . . , p̂j1 , . . . , p̂j4 , . . . ,pN). (21.23)

Тут p̂j1 означає, що аргумент pj1 у функцiї fN−4 вiдсутнiй. Можна побачити,
що права частина (21.23) не може бути компонентою вектора з простору Фока,
оскiльки ∫

dp|f(p)|2δ(p)2 = δ(0)s |f(0)|2 = +∞. (21.24)

Отже, це є перша принципова математична проблема, яку можна назва-
ти об’ємними розбiжностями. З формул (21.23),(21.24) випливає, що не можна
визначити узгоджено гамiльтонiан взаємодiї у тому ж просторi, що й вiльний
гамiльтонiан H0. Але ця проблема глибша i пов’язана з теоремою Хаага, яка
стверджує: у рамках аксiом, якi були сформульованi у § 14, взагалi неможли-
во побудувати представлення взаємодiї. Сформулюємо цю теорему у поданому
нижче виглядi.
Теорема Хаага(див., наприклад, [88])

Нехай ϕ0(x, x0) — вiльне поле маси m, а ϕ(x, x0) — поле, що задовольняє
умови постулатiв ПК1 – ПК9. А саме для f ∈ S (Rs) (основна функцiя з
простору Шварца) є два незвiднi набори операторiв у момент часу t = x0:
ϕ0(f, x0) =

∫
f(x) ϕ0(x, x0)dx i ϕ(f, x0), що дiють вiдповiдно у гiльбертових

просторах H1 i H2 (можливо H1 ≡ H2). У кожному з просторiв дiє вiдповiдне
унiтарне представлення групи Лоренца Uj. Припустимо,що для кожного з
представлень Uj iснує єдиний iнварiантний стан Φ

(j)
0 , тобто

UjΦ
(j)
0 = Φ

(j)
0 .

Нехай iснує унiтарний оператор V = V (x0), такий, що

ϕ(f, x0) = V −1ϕ0(f, x0)V.

Тодi поле ϕ(x, x0) є вiльним полем маси m.
Основним висновком цiєї теореми є те, що фактично неможливо побудувати

взаємодiюче поле на основi формули (21.17). У зв’язку з цим Хааг i Кастлер
[142] запропонували дещо змiнити систему аксiом i обмежитись розглядом спо-
стережуваних величин, що належать тiльки алгебрам локальних спостережу-
ваних U(O), де O–деяка вiдкрита область простору Мiнковського Md = Ms+1.
У спрощеному виглядi iдея полягає у тому, що замiсть глобальної динамiки
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(21.17) треба розглянути локальну динамiку, вважаючи, що взаємодiя вiдбува-
ється лише у деякому вiдносно невеликому “ящику” простору-часу:

T × Λ ⊂M, T ⊂ R1, Λ ⊂ Rs, s = 1, 2, 3.

Тодi замiсть оператора Гамiльтона H, визначеного формулами (21.8)–(21.10),
можна визначити новий гамiльтонiан

Hλ(g) = H0 + λHI(g), (21.25)

HI(g) =

∫

x0=0

g(x) : ϕ0(0,x)4 :, (21.26)

де g(x) називатимемо функцiєю iнтенсивностi взаємодiї, причому

supp g(x) ⊂ Λ, (21.27)

тобто g(x) = 0 при x 6∈ Λ, g(x) = 1 при x ∈ Λ\∂δΛ, де ∂δΛ – деяка область
товщиною δ, що лежить всерединi Λ i охоплює всю поверхню ∂Λ областi Λ.
Залежно вiд задачi цю область (i функцiю g(x)) задають по-рiзному. Будемо
вважати, що 0 < g(x) < 1 в областi ∂δΛ i є нескiнченно диференцiйовною
функцiєю своїх аргументiв x(1), . . ., x(s). Iнколи будемо також користуватись
просторово-часовим "включенням"взаємодiї. У даному випадку замiсть функцiї
g(x) розглядатимемо функцiю g(x) у виглядi

g(x) = g0(x0)g(x), (21.28)

з supp g0(x0) ⊂ T i такими ж властивостями на ∂δT . Для гамiльтонiана (21.26)
буде справедливим таке ж представлення (21.21) i (21.22) з

Hj,4−j(g) =

∫

R4s

dk1 · · · dk4
g̃(k1 + kj − kj+1 − · · · − k4)∏4

i=1(2π)s/2 4
√

k2
i + m2

×

×ϕ+(k1) · · ·ϕ+(kj)ϕ
−(kj+1) · · ·ϕ−(k4), (21.29)

де g̃ – фур’є-перетворення функцiї g у просторi Rs:

g(x) =
1

(2π)s

∫

Rs

eix·k g̃(k) dk. (21.30)

Використавши означенн норми (19.6) в N -частинковому просторi FN , легко
порахувати, що

‖(H4,0f̂)N‖2
FN

6 const K(g)N(N − 1)(N − 2)(N − 3) ‖f̂N−4‖FN−4
, (21.31)

де

K(g) =

∫

R4s

dk1 . . . dk4
|g̃(k1 + · · ·+ k4)|2√
k2

1 + m2 . . .
√

k2
4 + m2

. (21.32)
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Якщо скористатися нерiвнiстю

n∏
j=1

aj 6
n∑

j=1

∏

j 6=i

a
n

n−1

j

з aj = (k2
j + m2)−1/2 i n = 4, то маємо

K(g) 6 4




∫

Rs

dk

(k2 + m2)2/3




3 ∫
|g̃(k)|2dk.

Другий iнтеграл є скiнченний унаслiдок вибраних властивостей функцiї
g(x), а перший—лише у випадку k ∈ R1 (тобто s = 1). Отже, у реальному
фiзичному (1 + 3)-вимiрному просторi часу для вектора H4,0f̂ знову буде отри-
мана нескiнченна норма, через те що iнтеграли за iмпульсними змiнними будуть
розбiгатися при великих значеннях k. Цi розбiжностi мають назву ультрафiо-
летових розбiжностей.

Усуненню цих розбiжностей присвячена теорiя перенормувань, з якою по-
знайомимося дещо пiзнiше. На завершення лише зауважимо, що на рiвнi побу-
дови оператора Гамiльтона це означає, що замiсть оператора HI(g) треба роз-
глянути регуляризований оператор Hκ

I (g), який має такий самий вигляд (21.21),
(21.29), але iнтегрування за iмпульсми kj, j = 1, . . . , 4 виконуються не по усьому
просторi Rs, а з обмеженнями |k(i)

j | 6 κ, j = 1, . . . , 4, i = 1, 2, 3.
Далi потрiбно змiнити вигляд взаємодiї, додавши до повного гамiльтонiана

деякий спецiально пiдiбраний для даної моделi оператор-контрчлен δHκ(g, m).
Таким чином треба щоб повний гамiльтонiан

Hλ(g;κ) = H0 + λHκ
I (g) + δHκ(g, λ,m)

збiгався у значеннi операторної збiжностi при κ → ∞ до деякого самоспряже-
ного додатнього оператора у просторi станiв.

Така програма є досить складною математичною проблемою, яка на сього-
днiшнiй день реалiзована лише для невеликого числа досить простих моделей
у 2-, 3-вимiрному просторi-часi (див. [27]).

У зв’язку з цим залишається також невирiшеною проблема iснування основ-
ного стану (фiзичного вакууму), вiдносно якого можна було б будувати теорiю
збурень, яка є основним iнструментом при теоретичних обчисленнях.

§ 22. Теорiя розсiяння. Матриця розсiяння
Основним джерелом iнформацiї для вивчення фiзичних властивостей взаємо-
дiї елементарних частинок та дослiдження їх структури є експериментальнi та
теоретичнi данi процесiв розсiяння. Теорiя розсiяння є основним iнструментом
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для аналiзу експериментальних даних. Саме тому побудова теорiї розсiяння
є найбiльш важливим роздiлом усiєї квантової теорiї поля. На жаль, у най-
бiльш загальному виглядi побудова релятивiстсько-iнварiантної теорiї розсiян-
ня є справою майбутнього. У зв’язку з цим розрiзняють релятивiстську i нере-
лятивiстську теорiю розсiяння. Насправдi друга є нерелятивiстським наближе-
нням першої i фактично вивчає реакцiї, у яких вiдсутнi процеси народження
i знищення частинок. Тобто види частинок до взаємодiї i пiсля не змiнюються
(так звана одноканальна теорiя розсiяння). Така теорiя є найбiльш розвинутою
з математичної точки зору. Зауважимо, що в межах нерелятивiстського пiдхо-
ду можна вивчати також i багатоканальнi процеси ( коли результатом процесу
розсiяння є зовсiм iншi частинки чи тi самi з народженими новими частинками
i т.д.), але така теорiя є вже набагато складнiшою i мiстить у собi досить значнi
математичнi проблеми. У цьому параграфi будуть описанi проблеми, пов’язанi
з побудовою релятивiстської теорiї розсiяння. Власне, основнi загальнi принци-
пи такої побудови чи то для класичної теорiї розсiяння, чи то для квантово-
механiчної (або нерелятивiстської) теорiї, чи, нарештi, для квантово-польової
(або релятивiстської) є однаковими (див. детальнiше [43,89,90]).

22.1. Квантовий опис розсiяння. Визначення оператора роз-
сiяння

На вiдмiну вiд класичної теорiї, де використовувались такi поняття, як коор-
динати та iмпульси частинок, у квантовiй теорiї система визначається своїм
станом Ψ. У картинi Шредiнгера цей стан залежить вiд часу, i його еволюцiя
описується рiвнянням Шредiнгера

i
d

dt
Ψ(t) = HΨ(t). (22.1)

Формальний розв’язок цього рiвняння (за умови, що гамiльтонiан H є добре
визначеним самоспряженим оператором у гiльбертовому просторi станiв H )
задається унiтарним оператором еволюцiї в картинi Шредiнгера US(t) = U(t):

Ψ(t) = U(t)Ψ(0) = e−iHtΨ(0), (22.2)

де Ψ(0) – деякий нормований вектор iз H , що вiдповiдає початковому стану.
Якщо застосувати цю iдеологiю до опису процесу розсiяння, тобто вважа-

ти, що вектор Ψ(t) = U(t)Ψ(0) описує еволюцiю деякого процесу розсiяння, то
зручнiше припустити, що сам акт розсiяння вiдбувається в момент t = 0. Тодi
Ψ(0) вже незручно називати початковим станом. Отже, будемо називати його
вектором стану у момент розсiяння i позначати просто

Ψ = Ψ(0). (22.3)

Припустимо, що у далекому минулому (t → −∞) частинки рухались як
вiльнi, тобто їх еволюцiя описувалася вектором

Ψin(t) = U0(t)Ψin = e−iH0tΨin. (22.4)
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Аналогiчне припущення зробимо для розсiяних частинок, що рухаються пi-

сля акту розсiяння (у далекому майбутньому t → +∞) як вiльнi

Ψout(t) = U0(t)Ψout = e−iH0tΨout. (22.5)

Важливо зауважити, що в загальнiй ситуацiї вiльний гамiльтонiан падаючих
частинок H in

0 i вiльний гамiльтонiан розсiяних частинок Hout
0 не тотожнi:

H in
0 6= Hout

0 . (22.6)

У цьому випадку, щоб зберегти справедливiсть формул (22.4) i (22.5), треба
покласти

H0 = H in
0 + Hout

0 . (22.7)

Якщо ж серед падаючих i розсiяних частинок є частинки одного виду, то у сумi
(22.7) вiдповiдний гамiльтонiан треба взяти один раз. Для того, щоб формули
(22.1) – (22.7) вiдповiдали одному процесу розсiяння, необхiдно виконати такi
асимптотичнi умови:

lim
t→−∞

(Ψ(t)−Ψin(t)) = 0,

lim
t→+∞

(Ψ(t)−Ψout(t)) = 0.
(22.8)

Тут не обговорюються питання, як треба розумiти границi (22.8), оскiльки
поки що розглядаються чисто формальнi побудови.

Асимптотичнi умови (22.8) гарантують iснування векторного стану Ψ(t) для
будь-яких векторiв Φin i Φout з гiльбертового простору станiв H . Це означає,
що ми можемо визначити (з ф-л (22.2)–(22.5) i (22.8)) пару так званих хвильо-
вих операторiв Ω± (їх називають меллерiвськими хвильовими операторами) за
допомогою формул

Ψ = lim
t→−∞

∗
U (t)U0(t)Ψin := Ω+Ψin,

Ψ = lim
t→+∞

∗
U (t)U0(t)Ψout := Ω−Ψout

(22.9)

або в операторному виглядi

Ω± := lim
t→∓∞

∗
U (t)U0(t). (22.10)

Цiкавим є обернена задача: чи визначає кожний вектор Ψ ∈ H деякий стан
Ψ(t) = U(t)Ψ, що має in- та out-асимптотики? З точки зору фiзики вiдповiдь по-
винна бути негативною, оскiльки гамiльтонiан H = H0 +Hint може мати зв’язнi
стани. Тодi, якщо Ψ вiдповiдає зв’язному стану, то стан U(t)Ψ є стацiонарним
станом, у якому частинка залишається локалiзованою у деякiй обмеженiй обла-
стi.
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Зi сказаного вище випливає, що гiльбертiв простiр станiв має принаймнi
три компоненти: Hin, Hout i Hb. Виявляється (див. [90], гл. 2, § 4), що для
асимптотично повних теорiй

Hin = Hout (22.11)

Hin⊥Hb, Hout⊥Hb (22.12)

i
H = Hin ⊕Hb = Hout ⊕Hb. (22.13)

Щоб визначити оператор розсiяння, зауважимо, що хвильовi оператори Ω± є
iзометричними операторами в H . Дiйсно, через те, що оператори U(t) i U0(t) є
унiтарними

‖U(t)∗U0(t)Ψin‖H = ‖Ψin‖H . (22.14)

Очевидно, що i в границi (якщо вона iснує), це спiввiдношення збережеться,
тобто

‖Ω±Ψin‖H = ‖Ψin‖H . (22.15)

Рiвнiсть (22.15) забезпечує iзометричнiсть операторiв Ω± i спiввiдношення

Ω∗
±Ω± = 1. (22.16а)

Але в загальному випадку Ω±Ω∗
± 6= 1, тобто оператори Ω± можуть бути не

унiтарними.
Виявляється, що неунiтарнiсть хвильових операторiв пов’язана з iснуванням

непорожнього пiдпростору зв’язних станiв Hb. Розмiрнiсть цього пiдпростору
служить мiрою вiдхилення iзометричних операторiв Ω± вiд їх унiтарностi. Мо-
жна порахувати, що (див. [102], гл. 11, § 4)

Ω±Ω∗
± = 1− Pb, (22.16б)

де Pb – оператор проектування на Hb.
Визначимо тепер оператор розсiяння як вiдображення векторiв Ψin у векто-

ри Ψout:
Ψout = SΨin. (22.17)

Матриця розсiяння, як середнє значення оператора S мiж двома фiзичними
станами, була вперше введена Уiллером [197] ще в 1937 р. Пiзнiше, у 1943 р.,
Гайзенберг [144] визначив S-матрицю у зв’язку з проблемами теорiї розсiяння
симетричних частинок i поклав її в основу сучасної квантової теорiї розсiяння.

З формул (22.9) i (22.16а) легко отримати, що

Ψout = Ω∗
−Ψ = Ω∗

−Ω+Ψin. (22.18)

Отже, S-оператор можна виразити через хвильовi оператори спiввiдношенням

S = Ω∗
−Ω+. (22.19)
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Традицiйно для побудови операторiв S i Ω± методом теорiї збурень викори-

стовують картину взаємодiї, про яку було детально описано у п.14.2. Визначимо
для цього оператор зсуву за часовою змiнною, який формально можна визна-
чити спiввiдношенням

U(t2, t1)Φ(t1) = Φ(t2), Φ(ti) ∈ H , i = 1, 2. (22.20)

З означення (22.20) i того факту, що Φ(t)—нормований фiзичний стан у про-
сторi станiв, випливають важливi властивостi оператора U(t2, t1) (задача 22.1):

U(t, t) = 1I, (22.21)

U(t2, t0)U(t0, t1) = U(t2, t1) (22.22)

i
U(t2, t1) = U−1(t1, t2) =

∗
U (t1, t2). (22.23)

Нагадаємо (див. п.14.2), що вектор стану Φ(t) у представленнi взаємодiї по-
в’язаний iз вектором стану Ψ(t) у представленнi Шредiнгера формулою

Φ(t) = eiH0tΨ(t). (22.24)

Тодi, записуючи розв’язок рiвняння (22.1) у виглядi (22.2), але з початковою
умовою

Ψ(t)|t=t1 = Ψ(t1), (22.25)

отримуємо
Ψ(t2) = e−iH(t2−t1)Ψ(t1). (22.26)

Враховуючи (22.24) i (22.26), маємо

Φ(t2) = eiH0t2Ψ(t2) = eiH0t2e−iH(t2−t1)Ψ(t1) =

= eiH0t2e−iH(t2−t1)e−iH0t1Φ(t1). (22.27)

Порiвнюючи (22.20) i (22.27), отримуємо явний вираз для оператора еволюцiї
U(t2, t1) (див. також (21.18):

U(t2, t1) = eiH0t2e−iH(t2−t1)e−iH0t1 . (22.28)

Легко перевiрити, що оператор U(t, t0) задовольняє диференцiальне рiвняння

i∂tU(t, t0) = λHI(t)U(t, t0), (22.29)

де HI(t) визначається формулою (21.20).
Задачу знаходження оператора еволюцiї U(t, t0) з диференцiального рiвнян-

ня (22.29) можна розглядати як операторну задачу Кошi з початковою умовою

U(t0, t0) = 1I. (22.30)
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Розглянемо це питання у наступному пiдроздiлi.
З означення векторiв у представленнi взаємодiї (22.24) i формули (22.4) ви-

пливає, що вектори in- або out-станiв

Φ in
out

(t) = eiH0tΨ in
out

(t) = Ψ in
out

не залежать вiд часу, i тому можна вважати, що

Ψ in
out

= Φ in
out

(∓∞).

Тодi, порiвнюючи (22.27) з (22.17), оператор розсiяння можна визначити як

S = lim
t1→−∞
t2→+∞

U(t2, t1). (22.31)

З означень хвильових операторiв Ω± (див. (22.9)) i оператора еволюцiї U(t2, t1)
(див. (22.28)) легко переконатися, що

Ω± = lim
t→∓∞

U(0, t). (22.32)

На завершення даного пункту зауважимо, що всi наведенi тут конструкцiї є
формальними побудовами,якi потребують строгого обґрунтування для кожного
конкретного вигляду гамiльтонiанiв H0 i H. На жаль, на сьогоднiшнiй день таку
теорiю можна побудувати лише для певного вузького класу взаємодiй.

22.2. Формальна побудова оператора розсiяння методом те-
орiї збурень

Теорiя збурень є одним iз основних теоретичних методiв для обчислення конкре-
тних фiзичних процесiв. Звичайно, рамки застосувань теорiї збурень обмеженi
i залежать вiд наявностi малого параметра, вiд правильного вибору основного
стану, вiдносно якого розглядається збурення, та iнших факторiв.

Тому у цьому пунктi розглянемо побудову формальної теорiї збурень для
оператора розсiяння, не обговорюючи проблеми збiжностi ряду теорiї збурень i
математичної коректностi членiв цього ряду. Незважаючи на математичнi про-
блеми, пов’язанi iз застосуванням представлення взаємодiї (картини Дiрака),
побудова теорiї збурень у цьому представленнi найбiльш зручна, оскiльки опе-
ратор розсiяння визначається за допомогою оператора еволюцiї U(t, t0), який
задовольняє диференцiальне рiвняння (22.29) i початкову умову (22.30). Цi рiв-
няння еквiвалентнi iнтегральному рiвнянню для U(t, t0):

U(t, t0) = 1I− iλ

t∫

t0

HI(τ)U(τ, t0)dτ. (22.33)
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Методом послiдовних iтерацiй iз рiвняння (22.33) можна записати вираз для
оператора еволюцiї у виглядi нескiнченного ряду

U(t, t0) =
∞∑

n=0

Un(t, t0), (22.34)

де

Un(t, t0) = (−iλ)n

t∫

t0

dt1

t1∫

t0

dt2 . . .

tn−1∫

t0

dtnHI(t1) . . . HI(tn). (22.35)

Ф. Дайсон [29,30] помiтив, що вираз (22.35) можна перетворити, якщо запи-
сати, що всi iнтеграли у виразi (22.35) змiнюються в iнтервалi [t0, t], ввiвши в
пiдiнтегральний вираз добуток функцiй Хевiсайда θ(ti − tj) (див. означення в
п.4.3) i скориставшись визначенням T -добутку (20.34):

Un(t, t0) = (−iλ)n

t∫

t0

dt1

t∫

t0

dt2 . . .

t∫

t0

dtnθ(t1 − t2)θ(t2 − t3) · · · θ(tn−1 − tn)×

× HI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn) =
(−iλ)n

n!

∑
π∈Pn

t∫

t0

dt1 . . .

t∫

t0

dtn ×

× θ(tπ(1) − tπ(2)) · · · θ(tπ(n−1) − tπ(n))HI(tπ(1)) · · ·HI(tπ(n)) =

=
(−iλ)n

n!

t∫

t0

dt1 . . .

t∫

tn

dtnT (HI(t1) . . . HI(tn)),

де Pn—група перестановок чисел 1, 2, . . . , n.
Запишемо тепер остаточний вигляд ряду теорiї збурень для оператора роз-

сiяння, скориставшись визначенням (22.31). Щоб записати цей ряд у явно ко-
варiантнiй формi, врахуємо, що для теорiй, що не мiстять у собi похiдних у
лагранжiанi взаємодiї, згiдно з (3.60),(3.61) отримуємо

λHI(t) = λHI(x
0) =

∫
dx T 00

I (x) = −λ

∫
dx LI(x).

Тодi остаточно маємо

S =
∞∑

n=0

Sn = 1I +
∞∑

n=1

1

n!

∫

M4n

Sn(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn, (22.36)

Sn(x1, . . . , xn) = (iλ)nT (LI(x1) · · ·LI(xn)). (22.37)

Iнколи вирази (22.36),(22.37) записують у виглядi так званої T -експоненти.
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Якщо формально винести знак T -добутку за знак iнтеграла, то вираз для
Sn можна переписати у виглядi

Sn =
1

n!
T

(
iλ

∫
LI(x)dx

)n

, (22.38)

а вираз для S-оператора – як

S = T
(
eiλ

∫
LI(x)dx

)
. (22.39)

Вираз (22.39) хоч i є формальним, але має такi ж комбiнаторнi властиво-
стi, як i звичайна експонента, i тому може бути використаний для доведення
основних властивостей S-оператора.

Зауваження 22.1. З формули (3.60) випливає, що густина гамiльтонiа-
на взаємодiї HI(x) = T 00

I (x) не збiгається з густиною лагранжiана взаємодiї
LI(x) для теорiй, що мiстять у собi похiднi в лагранжiанi взаємодiї. У цьому
випадку ряд (22.34) при t0 = −∞ i t = +∞ не буде збiгатися з виразом (22.36).
Але виявляється (див. [102], гл. 14, § 3), що для отримання правильних фiзи-
чних наслiдкiв треба прийняти розклад (22.36).

Зауважимо також, що вираз (22.36) для S-оператора можна отримати,
виходячи з найбiльш загальних (аксiоматичних) принципiв релятивiстської
iнварiантностi, унiтарностi i причинностi. Така схема побудови була започа-
ткована Штюкельбергом [188], [187] i завершена в працi Боголюбова [9]. Вона
детально викладена в монографiї [13, § 17].

Зауваження 22.2. Через невизначенiсть T -добутку при

x0
i = x0

j , i 6= j

вираз для Sn не є однозначно визначеним. Sn визначається з точнiстю до де-
якого антиермiтового квазiлокального (тобто зникаючого при xi 6= xj) опера-
тора Λn(x1, . . . , xn). Далi цей факт буде використовуватися в теорiї усунення
розбiжностей у виразi для Sn.

На завершення запишемо вигляд S-оператора для випадку, коли взаємодiю
внесено з iнтенсивнiстю g(x) (див. формулу (21.28)):

S(g) = 1 +
∞∑

n=1

1

n!

∫
Sn(x1, . . . , xn)g(x1) · · · g(xn)dx1 · · · dxn. (22.40)

Вираз для S(g) збiгається з (22.36),(22.37), якщо замiсть лагранжiана LI(x)
поставити лагранжiан

LI(x; g) = LI(x)g(x)

з функцiєю g(x), що визначається формулою (21.28). Аналогiчно до формули
(22.39) оператор S(g) також можна записати у виглядi T -експоненти:

S(g) = T (eiλ
∫

LI(x;g)dx). (22.41)
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22.3. Основнi властивостi S-оператора

У даному пунктi коротко зупинимось на деяких основних властивостях опера-
тора розсiяння: релятивiстська iнварiантнiсть, унiтарнiсть, мiкропричиннiсть.
Але спершу встановимо ще одне важливе представлення S-оператора у виглядi
розкладу за нормальними добутками операторiв вiльних полiв.

22.3.1. Нормальна форма оператора S

Визначення (22.31) оператора S i його представлення через хвильовi оператори
(22.19), (22.32) є досить загальним i неконструктивним. Для обчислення проце-
сiв розсiяння треба мати бiльш конкретний аналiтичний вираз для S-оператора.
Наведемо такий вираз на рiвнi додаткової аксiоми, яку обґрунтуємо в процесi
викладення теорiї S-оператора. Основою для такого представлення є теорема
Березiна [6, гл. 2, § 1, п. 10] про представлення обмеженого оператора, що дiє
у Фокiвському просторi F у виглядi розкладу за операторами народження i
знищення вiльних полiв. Релятивiстсько-iнварiантний аналог такого розкладу
за вiльними полями u

(k)
j (x), де x ∈M4, k = 1, 2, . . . , t, t — число видiв полiв, а j

пробiгає значення компонент поля виду k, має вигляд

S =
∑
N=0

1

N!

∑

j

∫

M4|N|

FN(x|j)N :
N∏

n=1

ujn(xn) : (dx)|N|, (22.42)

де
N := (N1, . . . , Nt), N! := N1! . . . Nt!, |N| := N1 + . . . + Nt,

(x | j)N :=
(
x

(1)
1 , . . . , x

(1)
N1
| j(1)

1 , . . . , j
(1)
N1

; . . . ; x
(t)
1 , . . . , x

(t)
Nt
| j(t)

1 , . . . , j
(t)
Nt

)
,

N∏
n=1

ujn(xn) := u
(1)

j
(1)
1

(x
(1)
1 ) . . . u

(1)

j
(1)
N1

(x
(1)
N1

) . . . u
(t)

j
(t)
1

(x
(t)
1 ) . . . u

(t)

j
(t)
Nt

(x
(t)
Nt

),

(dx)N := dx
(1)
1 . . . dx

(1)
N1

. . . dx
(t)
1 . . . dx

(t)
Nt

.

Коефiцiєнтнi функцiї FN є симетричними функцiями за аргументами одного
виду полiв, якщо частинки цього виду є бозонами, i антисиметричними, якщо
частинки є фермiонами.

Формально оператор S у виглядi (22.42) можна отримати з представлення
його рядом теорiї збурень (22.36),(22.37). Щоб це побачити, треба обмежити-
ся конкретним виглядом взаємодiї. Для простоти знову розглянемо випадок
самовзаємодiї скалярного поля (21.3). У цьому випадку представлення (22.42)
буде мати вигляд

S =
∞∑

N=0

1

N !

∫

M4N

FN(x1, . . . , xN) : ϕ(x1) . . . , ϕ(xN) : dx . . . dxN . (22.43)



276 Роздiл V

Першим кроком для отримання представлення (22.43) є приведення до нор-
мальної форми (тобто представлення у виглядi нормальних (вiкiвських) добу-
ткiв) кожного члена ряду теорiї збурень (22.36),(22.37).

Почнемо з першого порядку, n = 1.

S1 = −iλ

∫

M4

T (: ϕ4(x1) :)dx1 = −iλ

∫

M4

: ϕ4(x1) : dx1. (22.44)

Щоб порiвняти (22.44) з вiдповiдним внеском у вираз (22.43), перепишемо
S1 у виглядi

S1 =

∫

M4·4


(−iλ)

∫

M4

dy1 δ(x1 − y1)δ(x2 − y1)δ(x3 − y1)δ(x4 − y1)


×

× : ϕ(x1) . . . ϕ(x4) : dx1 . . . dx4 =

=
1

4!

∫

M4·4


(−iλ)

∑
π∈P4

∫

M4

dy1 δ(xπ(1) − y1) . . . δ(xπ(4) − y1)


×

× : ϕ(x1) . . . ϕ(x4) : dx1 . . . dx4. (22.45)

Зiставивши (22.43) з (22.45), приходимо до висновку, що вираз у квадратних
дужках є першим членом розкладу коефiцiєнтної функцiї F4(x1, x2, x3, x4) в ряд
теорiї збурень за константою взаємодiї λ. Тобто, якщо записати

FN(x1, . . . , xN) =
∞∑

n=n0

λnF
(n)
N (x1, . . . , xN), (22.46)

то

F
(1)
4 (x1, . . . , x4) = (−i)

∑
π∈P4

∫

M4

dy1 δ(xπ(1) − y1) . . . δ(xπ(4) − y1). (22.47)

Перший член розкладу, що вiдповiдає n = n0, буде залежати вiд N , тобто
n0 = n0(N). Для N = 4, n0 = 1. Далi для S2 маємо

S2 =
(−iλ)2

2!

∫

M4·2

T
(
: ϕ4(x1) : : ϕ4(x2) :

)
dx1dx2 =

=
(−iλ)2

2!

∫

M4·2

[
: ϕ4(x1)ϕ

4(x2) : +16 : ϕ3(x1) ϕ(x1)ϕ(x2) ϕ3(x2) : +

+ 72 : ϕ2(x1)
(

ϕ(x1)ϕ(x2)
)2

ϕ2(x2) : +96 : ϕ(x1)
(
ϕ(x1)ϕ(x2)

)3

ϕ(x2) : +

+ 24
(
ϕ(x1)ϕ(x2)

)4
]

dx1dx2. (22.48)
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В останнiй рiвностi було застосовано теорему Вiка для хронологiчного добутку
(теорема 20.2).

Тепер легко переконатися, що

S2 =
λ2

8!

∫

M4·8

F
(2)
8 (x1, . . . , x8) : ϕ(x1) . . . ϕ(x8) : dx1 . . . dx8 +

+
λ2

6!

∫

M4·6

F
(2)
6 (x1, . . . , x6) : ϕ(x1) . . . ϕ(x6) : dx1 . . . dx6 +

+
λ2

4!

∫

M4·4

F
(2)
4 (x1, . . . , x4) : ϕ(x1) . . . ϕ(x4) : dx1 . . . dx4 +

+
λ2

2!

∫

M4·2

F
(2)
2 (x1, x2) : ϕ(x1)ϕ(x2) : dx1 dx2 +

λ2

0!
F

(2)
0 ,

де, врахувавши (20.42) та визначення (22.43), (22.46), вирази для F
(2)
N , N =

0, 2, 4, 6, 8 можна записати у виглядi

F
(2)
8 (x1, . . . , x8) =

(−i)2

2!

∑
π∈P8

∫

M4·2

dy1 dy2 δ(xπ(1) − y1) . . .

. . . δ(xπ(4) − y1) δ(xπ(5) − y2) . . . δ(xπ(8) − y2), (22.49)

F
(2)
6 (x1, . . . , x6) =

(−i)2 · 16

2!

∑
π∈P6

∫

M4·2

dy1dy2δ(xπ(1) − y1)δ(xπ(2) − y1)δ(xπ(3) − y1)×

× 1

i
Dc(y1 − y2)δ(xπ(4) − y2)δ(y2 − xπ(5))δ(y2 − xπ(6)), (22.50)

F
(2)
4 (x1, . . . , x4) =

(−i)2 · 72

2!

∑
π∈P4

∫

M4·2

dy1dy2 δ(xπ(1) − y1) δ(xπ(2) − y1)×

×
(

1

i
Dc(y1 − y2)

)2

δ(y2 − xπ(3)) δ(y2 − xπ(4)). (22.51)

F
(2)
2 (x1, x2) =

(−i)2 · 96

2!

∑
π∈P2

∫

M4·2

dy1dy2 δ(xπ(1) − y1)×

×
(

1

i
Dc(y1 − y2)

)3

δ(y2 − xπ(2)) (22.52)

i, нарештi,

F
(2)
0 =

(−i)2 · 24

2!

∫

M4·2

dy1dy2

(
1

i
Dc(y1 − y2)

)4

. (22.53)
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Тепер можна зрозумiти, що для N = 8, 6, 2, n0 = 2, а для N = 0 треба
покласти, що

F
(0)
0 = 1,

тобто n0(0) = 0. Виконуючи такi самi операцiї з S3, S4, i т.д. i формально про-
сумовуючи члени з однаковими N , отримаємо розклад (22.43) з FN , що вира-
жається рядом (22.46). Описану вище процедуру називають приведенням S-
оператора до нормальної форми.

Зауваження 22.3. Легко пересвiдчитись, що коефiцiєнтнi функцiї є син-
гулярними узагальненими функцiями. Бiльше того, внаслiдок трансляцiйної
iнварiантностi функцiї Dc(x − y) iнтеграл (22.53) є розбiжним, тобто F

(2)
0

пропорцiйна безмежнiй константi. Але, як буде далi з’ясовано, суми всiх ва-
куумних вкладiв F0 (ряд (22.46) при N = 0) є множником перед кожною кое-
фiцiєнтною функцiєю, тобто

FN(x1, . . . , xN) = F0 · F ′
N(x1, . . . , xN), (22.54)

а F0 – повна амплiтуда переходу вакуум-вакуум. Для бiльшостi теорiй можна
обчислити, що

F0 = eiϕ0 ,

де ϕ0– дiйсна безмежна константа, тобто F0 є уявною i на iмовiрнiсть пе-
реходу не буде впливати [102, гл. 14, § 2]. Для того, щоб позбутися розбi-
жностей, пов’язаних iз вакуумними вкладами, треба у промiжних викладах
розглядати оператор S(g), заданий формулою (22.41).

22.3.2. Iнварiантнiсть матрицi розсiяння вiдносно перетворень Лорен-
ца i перетворень зарядового спряження

Важливою фiзичною умовою є релятивiстська коварiантнiсть. Це означає, що
визначення оператора розсiяння формулою (22.17) залишається таким самим i
для перетворених амплiтуд станiв, тобто

Ψ′
out = SΨ′

in або Φ′
out(+∞) = SΦ′

in(−∞), (22.55)

де
Φ′(±∞) = ULΦ(±∞),

а UL—лiнiйний, унiтарний оператор, що вiдповiдає перетворенню Лоренца L
(1.20) i задає представлення групи Лоренца у просторi станiв. Тодi, порiвнюючи
(22.17) i (22.55), закон релятивiстської iнварiантностi матиме вигляд

S = U−1
L SUL. (22.56)

Запишемо також закон перетворення для випадку, коли взаємодiя буде вне-
сена з iнтенсивнiстю g(x). Тодi необхiдно врахувати, що при перетвореннi Ло-
ренца (1.20) змiнюється i сама функцiя g(x). Але з фiзичних мiркувань зрозумi-
ло, що в системi координат {x′} область взаємодiї повинна бути тiєю самою,
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тобто

g(x) → g′(x′) = g(x)

або
g′(x) = g(L−1x) := L̂g. (22.57)

Отже, закон перетворення амплiтуди буде таким:

Φ(g) → Φ′(g′) = ULΦ(g).

А означення оператора S(g) для цього випадку має вигляд

Φ′
out(g

′) = S(g′)Φ′
in(g′)

або
Φout(g) = S(g)Φin(g).

Звiдси, враховуючи вираз (22.57), маємо

S(L̂g) = ULS(g)U−1
L .

З умови (22.56) та умови релятивiстської iнварiантностi операторiв поля
(14.13) легко отримати умови релятивiстської iнварiантностi для коефiцiєнтних
функцiй (задача 22.2):

(det Λ)|N|FN(Lx | j′)(SL)j′j = FN(x | j),

де SL = S(Λ, a) визначенi формулою (1.24). Запишемо також умову iнварiан-
тностi оператора розсiяння вiдносно операцiї зарядового спряження:

U−1

Ĉ
SUĈ = S. (22.58)

Ця рiвнiсть є наслiдком рiвнянь (18.10) i (22.39).

22.3.3. Унiтарнiсть оператора розсiяння

Одна з найбiльш важливих властивостей S-оператора – його унiтарнiсть. Цю
властивiсть легко довести, користуючись його представленням (22.19) через
хвильовi оператори i їх властивостi iзометричностi (22.16а),(22.16б).

Дiйсно,

S∗S = (Ω∗
−Ω+)∗Ω∗

−Ω+ = Ω∗
+Ω−Ω∗

−Ω+ =

= Ω∗
+Ω+ − Ω∗

+PbΩ+ = 1I− 0 = 1I (22.59а)

i
SS∗ = Ω∗

−Ω+Ω∗
+Ω− = Ω∗

−Ω− − Ω∗
−PbΩ− = 1I− 0 = 1I. (22.59б)



280 Роздiл V

Рiвнiсть нулю операторiв Ω∗
±PbΩ± ≡ 0 є наслiдком властивостi ортогональ-

ностi (22.12). Унiтарнiсть оператора S означає, що для кожного нормованого
вектора Ψin iснує єдиний нормований вектор Ψout i навпаки. Факт унiтарностi
S-оператора вiдiграє дуже важливу роль при побудовi перенормованої матрицi
розсiяння методом теорiї збурень, а також при доведеннi дисперсiйних спiввiд-
ношень. У звязку з цим необхiдно переписати умову унiтарностi

S(g)
∗
S (g) =

∗
S (g)S(g) = 1I (22.60)

на мовi коефiцiєнтiв розкладу – операторiв Sn(x)n. Пiдставимо розклад (22.40)
в умову (22.60) i застосуємо вiдому формулу пересумування рядiв. Остаточно
отримуємо
∞∑

n=0

n∑

k=0

1

k!(n− k)!

∫
Sk(x1, ..., xk)

∗
Sn−k (xk+1, ..., xn)g(x1) · · · g(xn)dx1 · · · dxn = 1I,

(22.61)
яка повинна виконуватися для довiльної функцiї g(x). Для того, щоб записати
умови унiтарностi безпосередньо для операторiв Sn(x)n, перепишемо (22.61) у
виглядi
∞∑

n=1

1

n!

∫ n∑

k=0

∑
π

Sk(xπ1 , ..., xπk
)
∗
Sn−k ((x)n\{xπ1 , ..., xπk

})g(x1) · · · g(xn)dx1 · · · dxn = 0,

де член з n = 0 скоротився з одиничним оператором у правiй частинi, а мно-
жник n!/k!(n−k)! переписаний за допомогою суми всiх можливих вiдображень
множини iндексiв {1, ..., n} у множину {π1, ..., πk}, користуючись симетричнiстю
Sn(x1, ..., xk) i

∗
Sn−k (xk+1, ..., xn) за своїми аргументами. Тодi, внаслiдок довiль-

ностi функцiї g(x), остаточно отримаємо нескiнченну систему рiвнянь (n ≥ 1):

Sn(x1, ..., xn) +
∗
Sn (x1, ..., xn) + (22.62)

n−1∑

k=1

∑
π

Sk(xπ1 , ..., xπk
)
∗
Sn−k ((x)n \ {xπ1 , ..., xπk

}) = 0.

Наступним завданням є встановлення зв’язку мiж величинами, що вимiрюю-
ться експериментально (диференцiальними перерiзами) i S-оператором. Але,
перш нiж переходити до цього питання, встановимо ще одну важливу власти-
вiсть оператора S, яка полягає у тому, що вiн зберiгає енергiю падаючого пучка.

22.3.4. Закон збереження енергiї

При побудовi S-оператора припускалося, що частинки падаючого пучка i ча-
стинки розсiяного пучка є вiльними, тобто не взаємодiють мiж собою. Отже, їх
енергiя є кiнетичною енергiєю вiльних частинок:

Ein = (Ψin, H0, Ψin), Eout = (Ψout, H0, Ψout).
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Тодi основним твердженням цього пiдпункту є:
твердження 22.1. Якщо частинки, що падають на мiшень, i частинки,

що розсiюються, є вiльними, то

Ein = Eout. (22.63)

Доведення . З означення (22.17) i унiтарнiстi оператора S (див.
(22.59а),(22.59б)) випливає, що рiвнiсть (22.63) еквiвалентна тому факту, що
S комутує з H0:

SH0 = H0S. (22.64)

Щоб довести рiвнiсть (22.64), розглянемо тотожнiсть

eiHτeiHte−iH0t = eiH(t+τ)e−iH0(t+τ)eiH0τ ,

або в термiнах операторiв U(t), U0(t) (див. (22.2), (22.4)):

eiHτ
∗
U (t)U0(t) =

∗
U (t + τ)U0(t + τ)eiH0τ . (22.65)

Легко пересвiдчитись: якщо границi (22.10) iснують, то в (22.65) також мо-
жемо перейти до границь t → ∓∞. Тодi отримаємо, що

eiHτΩ± = Ω±eiH0τ .

Звiдси, диференцiюючи за τ i покладаючи τ = 0, маємо

HΩ± = Ω±H0. (22.66)

Звичайно ж, рiвнiсть (22.66) буде виконуватись уже не на всiх векторах iз
H , а лише на областi визначення D(H) ∩D(H0).

Тепер видно, що (22.64) слiдує безпосередньо з означення (22.19) формули
(22.66) i самоспряженостi операторiв H i H0 (задача 22.3).

Твердження доведене. ¤
Зауваження 22.4. Важливою умовою для фiзичних процесiв, у тому чи-

слi i процесiв розсiяння, є умова причинностi. Вона означає: будь-яка подiя,
що вiдбулася в момент часу x0, у точцi x може вплинути на подiю, що вiд-
будеться в момент часу y0 > x0 у точцi y лише тодi, коли (x − y)2 > 0. Цю
умову сформульовано мовою польових операторiв у виглядi постулату ПК6
(див. пiдпункт 14.3). Її можна також записати у виглядi деякого оператор-
ного рiвняння у варiацiйних похiдних1 для матрицi розсiяння S(g). Вона має
вигляд

δ

δg(x)

(
δS(g)

δg(g)

∗
S(g)

)
= 0 при x . y, (22.67)

1Означення варiацiйної похiдної дивись у § 24 ( зауваження 24.2).
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де x . y означає, що x0 < y0, i (x − y)2 < 0. Тобто подiї, що вiдбулися в
точках x, y ∈ M4, роздiленi просторовоподiбним iнтервалом, i подiя у точцi
x вiдбулася ранiше.

Детальне обґрунтування рiвняння (22.67) можна знайти п.17.5 моногра-
фiї [13]. Умов релятивiстської iнварiантностi, унiтарностi i причинностi
досить для того, щоб побудувати ряд теорiї збурень для оператора S(g) у
виглядi (22.39). Саме такий метод був застосований у працi [13] (див. § 18).

22.3.5. Матричнi елементи S-оператора i амплiтуда розсiяння

Для того, щоб мати зв’язок теорiї i експерименту, треба отримати робочi фор-
мули, що пов’язують ефективнi перерiзи процесiв розсiяння i матричнi елемен-
ти матрицi розсiяння мiж початковим i кiнцевим станами. Перш нiж вивести цi
формули, треба зауважити, що будемо спиратися на деякi припущення, якi, вза-
галi кажучи, не є сумiсними з фiзичної точки зору. Так, наприклад, вважається,
що усi частинки падаючого на мiшень пучка вiльнi (стан системи до процесу
взаємодiї (розсiяння) є власним станом оператора вiльної енергiї H0). Звичай-
но ж, не можна виключити взаємодiю мiж частинками пучка. Такий самий
прийом застосовують i при визначеннi матрицi розсiяння S. Нехай початковий
стан системи описується амплiтудою Φs, де s означає число видiв частинок, що
рухаються як вiльнi при t = −∞.

Для того, щоб зробити виклади математично коректними i фiзично послi-
довними, будемо вважати, що у далекому минулому i на великих вiдстанях
вiд мiшенi (або вiд мiсця, де вiдбувається процес розсiяння) частинки рухаю-
ться як вiльнi, а їх взаємодiя вiдбувається у просторово-часовому кубi Λ̃ ⊂ M4

(|Λ̃| = V T ). Така ситуацiя забезпечується введенням у гамiльтонiан взаємодiї
функцiї g(x) (див. (21.25)—(21.27)), а також функцiї g(x) (див. (21.28)) у вираз
дiї для матрицi розсiяння. Для амплiтуд початкового i кiнцевого стану зручно
застосувати перiодичну апроксимацiю операторiв поля (дивись, наприклад, [13,
§ 3.3] або [68, § 12.1]).

Задамо за допомогою такої апроксимацiї початкову амплiтуду Φs. У випадку
одночастинкового стану таку амплiтуду можна записати у виглядi

ΦΛ
1 =

∫
χ̃Λ

k,σ(p)a+
σ (p) dpΩ0 = V 1/2a+

σ,Λ(k)Ω0,

де a+
σ (p) – оператор народження вiльної частинки з iмпульсом p i дискретними

квантовими числами σ. Функцiя

χ̃Λ
k,σ(p) =

V

(2π)3/2
χk,Λ(p),

де χk,Λ(p) — iндикатор куба Ik,Λ, виконує роль хвильової функцiї частинки в
iмпульсному представленнi (див. [13, §22]). При Λ ↗ R3 χ̃Λ

k,σ → (2π)3/2δ(p− k).
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Внаслiдок комутацiйних (або антикомутацiйних) спiввiдношень маємо

‖ΦΛ
1 ‖2 = V, (22.68)

тобто амплiтуда буде нормованим вектором в одиницi об’єму.
Отже, у границi безмежного об’єму одночастинковий стан можна записати

у виглядi
Φ1 ≡ Φk1 = (2π)3/2a+

σ (k1)Ω0.

Тодi амплiтуда стану, що складається з L1 частинок першого виду з iмпуль-
сами k

(1)
1 , . . . , k

(1)
L1

i квантовими числами j
(1)
1 , . . . , j

(1)
L1

, . . ., з Ls частинок s-го виду
з iмпульсами k

(s)
1 , . . . , k

(s)
Ls

i квантовими числами j
(s)
1 , . . . , j

(s)
Ls
, має вигляд

ΦΛ
s = V |L|/2

s∏
n=1

Ln∏
mn=1

a+

σ
(n)
mn ,Λ

(
k(n)

mn

)
Ω0. (22.69)

Аналогiчним виглядає стан f -видiв частинок пiсля розсiяння

ΦΛ
f = V |M |/2

f∏
n=1

Mn∏
mn=1

a+

σ
′(n)
mn ,Λ

(
k′(n)

mn

)
Ω0 (22.70)

або у границi безмежного об’єму

Φs = (2π)3|L|/2

s∏
n=1

Ln∏
mn=1

a+

σ
(n)
mn

(k(n)
mn

)Ω0, (22.71)

Φf = (2π)3|M |/2

f∏
n=1

Mn∏
mn

a+

σ
(n)
mn

(k′(n)
mn

)Ω0. (22.72)

Залежно вiд ситуацiї будемо користуватись або формулами (22.69),(22.70),
або ж формулами (22.71),22.72). В обчисленнях, якi пов’язанi з iмовiрнiсною
iнтерпретацiєю, треба використовувати амплiтуди, нормованi на одиницю. То-
му з математичної точки зору бiльш коректно спершу скористатись скiнченно
об’ємною апроксимацiєю, а потiм перейти до термодинамiчної границi (V →∞)
у кiнцевiй функцiї.

Далi потрiбно записати матричний елемент

(Φf , S(g)Φs), (22.73)

де S(g) — матриця розсiяння iз взаємодiєю, включеною з iнтенсивнiстю g. S(g)
визначається через оператор U(t2, t1; g), який будується за допомогою оператора
H(g) i формул (22.28) або (22.34), (22.35) з

t1 = min {t | t ∈ T}, t2 = max {t | t ∈ T}.
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Треба зауважити, що включення i виключення взаємодiї в деякi визначенi
моменти t1 i t2 приводить до невизначеностi енергiї падаючих розсiяних ча-
стинок внаслiдок спiввiдношення невизначеностi Гейзенберга ∆E∆t ∼ ~. Тому
бiльш послiдовним є поступове або, як його називають, адiабатичне включен-
ня взаємодiї, яке полягає у тому, що замiсть HI(t) у рiвняннi для визначення
U(t, t0) треба взяти e−ε |t|HI(t), а в остаточних формулах спрямувати ε до нуля.

Але з точки зору розрахункiв буде зручнiше користуватися функцiєю
(21.28). Тодi оператор S(g) буде мати вигляд (22.42) iз коефiцiєнтними фун-
кцiями FN(g; (x | j)N), причому

FN(g; (x | j)N)
g→1−−→FN(x | j)N.

З технiчних причин вигляд матричного елемента зручнiше записати при g =
1, оскiльки тодi функцiя FN(x | j)N є трансляцiйно-iнварiантною функцiєю за
змiнними (x)N.

Для того, щоб обчислити матричний елемент (22.73), зауважимо, що згiдно
з (15.2),(16.2), вiльнi поля uj(x) можна представити у виглядi

uj(x) = u+
j (x) + u−j (x),

u±j (x) =
1

(2π)3/2

∫
dpe±ip·xũσ

j (p)a±σ (p),

а їх комутатори (чи антикомутатори) з операторами a±σ (k) мають вигляд

[u±j (x), a∓σ (k)]ε = (∓1)δ−1,εe±ik·xũσ,±
j (k), (22.74)

де при ε = −1 (або просто −) береться комутатор i δ−1,ε = +1, а при ε = +1 –
антикомутатор i δ−1,ε = 0.

Величини ũσ
j (k) є звичайними функцiями:

• для скалярного поля

ũσ,±
j (k) =

1

(2π)3/2
√

2k0
, k0 =

√
k2 + m2; (22.75)

• для спiнорних полiв (див. (16.2))

ũσ,±
j (k) =

1

(2π)3/2
vσ,±(k) або

1

(2π)3/2
v̄σ,±(k); (22.76)

• для векторних полiв

ũa,±
µ (k) =

ea
µ(k)

(2π)3/2
√

2k0
, (22.77)

де ea
µ(k) є амплiтудами вiдповiдних поляризацiй.
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Детальнiше поговоримо про цi функцiї при розглядi конкретних моделей

КЕД або КХД.
Пiдставляючи тепер вирази (22.42), (22.71) i (22.72) в (22.73) при g = 1

i враховуючи, що в сумi (22.42) зберiгається лише член iз |N| = |L| + |M| i
оператори, що вiдповiдають видам падаючих i розсiяних частинок, отримуємо
вираз

(Φf , S(1)Φs) = (2π)
3N
2

∫

M4|N|

(dx′)|M|(dx)|L|
f∏

n=1

Mn∏

m′=1

ũ
σ
′(n)

m′
j
(n)

m′
(k
′(n)
m′ )eik

′(n)

m′ ·x
′(n)

m′ ×

× FM,L((x′ | j′)M; (x | j)L)
s∏

n=1

Ln∏

m′=1

ũ
σ

(n)
mn

j(n) (k(n)
m )eik

(n)
m ·x(n)

m . (22.78)

Зауваження 22.5. Матричний елемент (Φf , S(1)Φs) буде також вiдмiн-
ний вiд нуля i у випадку, коли |L|+ |M| > |N|, але при цьому один чи декiлька
операторiв народження в амплiтудi Φs збiгаються з аналогiчними оператора-
ми в амплiтудi Φf i мають такi самi iмпульси. Але це фактично означає, що
частинки, якi вiдповiдають цим операторам з iмовiрнiстю одиницi, пролiта-
ють повз мiшень, не беручи участi у розсiяннi, Тому надалi будемо вважати,
що частинки однакового виду до розсiяння i пiсля мають рiзнi значення iм-
пульсiв.

Внаслiдок умови (22.56) коефiцiєнтнi функцiї є трансляцiйно-iнварiантними
узагальненими функцiями. Це означає, що матричний момент (22.78) має таку
структуру:

(Φf , S(1)Φs) = δ

(
−

f∑
n=1

Ln∑
m=1

k
′(n)
m′ +

s∑
n=1

Mn∑

m′=1

k(n)
m

)
×

× FML((k′ | j′)M ; (k | j)L), (22.79)

де FML – перетворення Фур’є функцiй FML, домножених на ũσ
j . Функцiї FML

називають амплiтудами розсiяння, а δ-функцiя перед амплiтудою FML вира-
жає закон збереження енергiї-iмпульсу пучка падаючих на мiшень частинок.
Структура самих функцiй FML стане прозорою, коли будемо обчислювати їх за
теорiєю збурень. Зауважимо також, що iнколи амплiтудою називають функцiю,
яка є просто перетворенням Фур’є коефiцiєнтної функцiї FML (пiсля видiлення
δ-функцiї) i не включає множникiв uσ

j (k).

22.4. Дiаграми Фейнмана

У попереднiх пунктах були записанi аналiтичнi вирази для матрицi розсiя-
ння у кожному порядку теорiї збурень, якщо заданий вигляд лагранжiана
взаємодiї. Основним технiчним прийомом є приведення ряду теорiї збурень
(22.36),(22.37) до нормального виду за допомогою теореми Вiка для T -добутку.
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Користуючись цiєю теоремою, легко встановити, що n-й порядок теорiї збурень
Sn(x1, . . . , xn) (див. (22.37)) дорiвнює сумi нормальних добуткiв лагранжiанiв
L (x1), . . . , L (xn) з усiма можливими хронологiчними спареннями операторiв,
що входять в означення лагранжiана (включаючи i член без спарення), помно-
женi на (iλ)n. Можна, однак, уникнути багаторазового повторення процедури
застосування теореми Вiка i скористатись методом графiчного зображення гро-
мiздких аналiтичних формул, увiвши правила вiдповiдностi, якi отримали на-
зву дiаграм Фейнмана. Такi правила були вперше запропонованi американським
вченим Р. Фейнманом (R. Feynman) у 1949 роцi [94,95]. Запишемо цi правила
спершу для S-оператора, точнiше, для його розкладу у ряд теорiї збурень, а по-
тiм встановимо аналогiчнi правила для матричних елементiв, що вiдповiдають
конкретним процесам розсiяння.

22.4.1. Дiаграми Фейнмана для S-оператора

Зi сказаного вище зрозумiло: правила вiдповiдностi мiж аналiтичними вира-
зами, що утворюються внаслiдок теореми Вiка, i дiаграмами Фейнмана зале-
жатимуть вiд вигляду лагранжiана L (x), тобто вiд кiлькостi i виду полiв, якi
входять в означення лагранжiану. У наступних роздiлах розглянемо усi можли-
вi види полiв, а зараз для простоти викладiв знову зосередимось на прикладi
найпростiшого поля, тобто дiйсного скалярного поля iз самовзаємодiєю (21.3). У
даному випадку досить буде ввести лише три правила вiдповiдностi. Кожному
спаренню двох операторiв ϕ(x)ϕ(y), аналiтичний вираз якого задається форму-
лою (20.42), домовимось ставити у вiдповiднiсть, тобто зображати на дiаграмi,
суцiльну або (у випадку декiлькох типiв полiв, якщо суцiльна лiнiя задiяна для
позначення спарення iнших полiв) пунктирну лiнiю

x • • y , (22.80)

яка є внутрiшньою лiнiєю дiаграми. Кожному вiльному оператору лiнiю

x • , (22.81)

яка є зовнiшньою лiнiєю дiаграми, а кожнiй вершинi множник (−iλ). Тодi легко
бачити, що, наприклад, операторно-значнiй узагальненiй функцiї S1(x1) (див.
(22.44)) вiдповiдає дiаграма

x1,

(22.82)

а операторно-значнiй узагальненiй функцiї S2(x1, x2) (див. (22.48)) – дiаграми
(рис. 22.1 а−−д)



Роздiл V 287

.

дг

a

x2

б в

x1 x2 x1
x2

,
x2

x1

, ,

, x1
x1

x2

Рис. 22.1
Треба зауважити, що кратнiсть, з якою кожна дiаграма входить у вiдпо-

вiдний вираз для Sn(x1, . . . , xn) обчислюється комбiнаторним шляхом згiдно з
правилами теореми Вiка.

22.4.2. Дiаграми Фейнмана для коефiцiєнтних функцiй S-оператора

Коефiцiєнтнi функцiї пов’язанi з конкретними процесами розсiяння, а саме з
амплiтудами розсiяння вiдповiдних процесiв. Фактично їх перетворення Фур’є
з точнiстю до деяких множникiв буде збiгатися з матричними елементами S-
оператора мiж початковим i кiнцевим станами вiдповiдного процесу розсiяння.
Тому для повноти картини наведемо також правила вiдповiдностi мiж аналi-
тичними виразами для коефiцiєнтних функцiй F

(n)
N (x1, . . . , xN) у n-му поряд-

ку за теорiєю збурень. Кожнiй такiй функцiї буде вiдповiдати сума дiаграм
(з вiдповiдними кратностями), внески яких обчислюватимемо таким чином.
Усi дiаграми, що вiдповiдають F

(n)
N (x1, . . . , xN), матимуть n внутрiшнiх вершин

y1, . . . , yn i N зовнiшнiх вершин x1, . . . , xN . Зовнiшньою вершиною будемо нази-
вати вершину, яка з’єднана з дiаграмою лише однiєю лiнiєю. Кожнiй лiнiї, що
з’єднує двi внутрiшнi вершини, y1 • •y2, вiдповiдатиме причинна фун-

кцiя
1

i
Dc(y1 − y2); кожнiй лiнiї, що з’єднує зовнiшню вершину з внутрiшньою,

y1 • • x1,–δ-функцiя Дiрака (а точнiше, їх добуток за кожною компо-
нентою координати) δ(y1 − x1). Кожнiй внутрiшнiй вершинi буде вiдповiдати
множник (−iλ), а кожнiй зовнiшнiй—1.

У кожнiй внутрiшнiй вершинi виконується iнтегрування по всьому простору
M4. Отже, згiдно з цими правилами, виразу для F

(2)
0 (див. (22.53)) вiдповiдає

дiаграма д на рис. 22.1, виразу F
(2)
2 (x1, x2) (див. (22.52))—дiаграми
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y2x1 y1 x2 x2 x1

+ :=
y1y2 y1 y2

;

(22.83)
виразам F

(1)
4 (x1, . . . , x4) i F

(2)
4 (x1, . . . , x4)(див.(22.47), (22.51))—вiдповiдно дi-

аграми

,

а б

y2y1 y1 ;

(22.84)

виразу F
(2)
6 (x1, . . . , x6) (див. (22.50))—дiаграму

y1 y2

,
(22.85)

а виразу F
(2)
8 (x1, . . . , x8) (див. (22.49))—дiаграми

y2y1

.
(22.86)

Кружальця на зовнiшнiх лiнiях означають, що ця дiаграма вiдповiдає су-
мi вкладiв, що беруться з усiма можливими перестановками зовнiшнiх змiнних
x1, . . . , xN , щоб забезпечити симетричнiсть коефiцiєнтних функцiй (для зовнi-
шнiх лiнiй, що вiдповiдають Фермi частинкам, кружальце буде означати анти-
симетризатор).

22.4.3. Дiаграми Фейнмана для матричних елементiв S-оператора

Для обчислень амплiтуд конкретних процесiв розсiяння елементарних частинок
технiку дiаграм Фейнмана можна перенести для запису матричних елементiв S-
оператора за теорiєю збурень. У пiдпунктi 22.3.5 вже фактично були зробленi усi
попереднi виклади. Було встановлено: якщо початковий i кiнцевий стан задати
за допомогою амплiтуд (22.71),(22.72), то процедура запису матричних елемен-
тiв зведеться до обчислення комутаторiв (чи антикомутаторiв) усiх операторiв
народження, що входять в означення амплiтуд Φs i Φf (див. (22.71),(22.72)), i
операторiв знищення, що входять в означення (22.42). Результат таких кому-
тацiй задається формулою (22.74), де функцiї ũσ

j (k) залежать вiд типу полiв
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i представленi формулами (22.75)—(22.77) для основних типiв полiв. У випад-
ку дiйсного скалярного поля ũσ

j (k) задається формулою (22.75). Так само, як
i у випадку, коли з операторно значними виразами Sn(x1, . . . , xn) для n = 1, 2,
зiставлялася дiаграма (22.82) i дiаграми, що зображенi на рис. 22.1, для матри-
чних елементiв S-оператора можна встановити правила вiдповiдностi мiж їх
аналiтичним виглядом за теорiєю збурень i вiдповiдними графiчними зображе-
ннями. Важливою особливiстю цих зображень є той факт, що кожнiй зовнiшнiй
лiнiї такої дiаграми вiдповiдає реальна частинка в початковому або кiнцево-
му станi процесу розсiяння. Внутрiшнi лiнiї дiаграм вiдповiдають так званим
вiртуальним станам частинок, тобто таким, що не можуть бути спостережува-
ними. Отже, дiаграми Фейнмана для матричних елементiв можна розглядати
як вiдображення реальних процесiв розсiяння, а точнiше, реальних каналiв вза-
ємного перетворення частинок, кожний iз яких дає вiдповiдний внесок у повну
iмовiрнiсть конкретного процесу.

Для того, щоб зрозумiти цi правила вiдповiдностi, обчислимо матричний
елемент S-оператора (Φs, S(1)Φf ) у другому порядку теорiї збурень, тобто ве-
личину

(Φs, S2Φf ) (22.87)
для випадку, коли початковий стан Φs i кiнцевий стан Φf є станами, що вiдпо-
вiдають двом вiльним частинкам з iмпульсом k1, k2 i k′1, k′2 вiдповiдно, причому

ki 6= k′j для всiх i, j = 1, 2.

Як i у попередньому пiдпунктi, розглянемо випадок самовзаємодiї (21.3).
Крiм того, поки що не цiкавитимемося питанням нормування амплiтуд поча-
ткового i кiнцевого стану, що треба розглядати залежно вiд умов конкретної
задачi. Нехай початкова i кiнцева амплiтуди мають вигляд

Φs = (2π)3ϕ+(k1)ϕ
+(k2)Ω0, (22.88)

Φf = (2π)3ϕ+(k′1)ϕ
+(k′2)Ω0. (22.89)

Тодi, враховуючи (22.88), (22.89) i (22.48), а також означення нормального
добутку (див., наприклад (14.32)), отримуємо для матричного елемента (22.87)
вираз

(Φf , S2Φs) = 36(−iλ)2(2π)6

∫

M4·2

dx1dx2

(
1

i
Dc(x1 − x2)

)2 (
ϕ+(k′1)ϕ

+(k′2)Ω0,×

× [2ϕ+(x1)ϕ
+(x1)ϕ

−(x2)ϕ
−(x2) + 4ϕ+(x1)ϕ

+(x2)ϕ
−(x1)ϕ

−(x2)]×
× ϕ+(k1)ϕ

+(k2)Ω0

)
.

Використаємо тепер комутацiйнi спiввiдношення (22.74), якi у нашому випадку
виглядають як

[ϕ−(x), ϕ+(k)]− =
1

(2π)3/2
√

2k0
e−ik·x, k0 =

√
k2 + m2. (22.90)
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Застосувавши (22.90), будемо переставляти оператори ϕ−(x) з операторами
ϕ+(kj) доти, доки оператори ϕ−(xi) подiють на вакуумний вектор Ω0, i отрима-
ємо нульовий вклад. Внаслiдок чого остаточно маємо

(Φf , S2Φs) =
288(−iλ)2

4(2π)6
√

k′01 k′02 k0
1k

0
2

[ ∫

M4·2

dp1dp2(2π)4δ(k1 + k2 − p1 − p2)×

× 1

(2π)4i(m2 − p2
1 − iε)

1

(2π)4i(m2 − p2
2 − iε)

×
× (2π)4δ(p1 + p2 − k′1 − k′2) +

+

∫

M4·2

dp1dp2(2π)4δ(k1 − k′1 − p1 − p2)
1

(2π)4i(m2 − p2
1 − iε)

×

× 1

(2π)4i(m2 − p2
2 − iε)

(2π)4(k2 − k′2 + p1 + p2) +

+

∫

M4·2

dp1dp2(2π)4δ(k1 − k2 − p1 − p2)
1

(2π)4i(m2 − p2
1 − iε)

×

× 1

(2π)4i(m2 − p2
2 − iε)

(2π)4δ(k2 − k′1 + p1 + p2)

]
. (22.91)

При обчисленнях виразу (22.91) було вжито представлення причинної фун-
кцiї Dc(x1 − x2) у виглядi (20.9) i формулу

1

(2π)4

∫

M4

dxe−ip·x = δ(p) =
4∏

µ=0

δ(pµ). (22.92)

Якщо тепер не звертати увагу на числовий множник 288, легко зрозумiти,
що аналiтичний вираз (22.91) можна отримати, сумуючи внески вiд дiаграм
Фейнмана, зображених на рис. 22.2:

k1 k′1p1

,

k1 k′1

,

k′2k1

p2 .p1p1 p2

k2

вба

k′1k′2k2

k′2k2
p2

Рис. 22.2

Для цього треба використати наступнi правила вiдповiдностi.
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Кожнiй зовнiшнiй лiнiї дiаграми, що супроводжується iмпульсом k =

(k0,k)(k0 =
√

k2 + m2), вiдповiдає фактор

⇐⇒k

k

1

(2π)3/2
√

2k0 (22.93)

кожнiй внутрiшнiй лiнiї—пропагатор

⇐⇒p 1
(2π)4i(m2−p2−iε)

,
(22.94)

а кожнiй вершинi—δ-функцiя, що вказує на закон збереження енергiї-iмпульсу:

p1k1

p2k2

(−iλ)(2π)4δ(k1 + k2 − p1 − p2) ⇐⇒ .

(22.95)

По кожнiй iз внутрiшнiх лiнiй проводиться iнтегрування за 4-iмпульсом, що
“несе” ця лiнiя.

Зауважимо, що кратнiсть внескiв, тобто числовий множник, треба обчислю-
вати комбiнаторним способом, враховуючи теорему Вiка i число комутувань
операторiв, що входять в амплiтуди початкового i кiнцевого станiв з операто-
рами виразу для Sn(x1, . . . , xn).

Зауваження 22.6. Легко помiтити, що внески (22.91) вiд дiаграм а, б i в
(рис. 22.2) є нескiнченними, оскiльки iнтеграли, що входять у визначення цих
внескiв, розбiгаються при великих значеннях iмпульсiв. Внаслiдок цього такi
розбiжностi отримали назву "ультрафiолетових розбiжностей".

Проблеми, пов’язанi з виникненням ультрафiолетових розбiжностей, i мето-
ди їх усунення будуть розглядатися в § 25.

22.5. Ефективнi перерiзи i матриця розсiяння

У даному пунктi наведемо i обґрунтуємо основнi формули, що пов’язують теоре-
тичнi обчислення фiзичних процесiв з їх характеристиками, якi можна вимiряти
експериментально. Такими характеристиками процесiв розсiяння елементарних
частинок є диференцiальнi та повнi ефективнi перерiзи. Для того, щоб загаль-
нi уявлення про них найадекватнiше вiдображали реальну картину, почнемо з
класичної теорiї.



292 Роздiл V

22.5.1. Класичнi уявлення

Спершу вважатимемо, що частинки – це деякi маленькi кульки, потiк яких
налiтає на диск дуже малого радiуса – мiшень.

Нехай мiшень має маленьку площу, меншу за одиничну (наприклад, 1 см2),
а кiлькiсть частинок, що налiтає на одиницю площi за 1 сек, є n̄. Тодi частина
пучка буде пролiтати повз мiшень, а частина вiдхилятись завдяки зiткненню з
мiшенню. За означенням частка частинок, що вiдхиляється вiд напрямку руху
i розсiюється пiд кутом θ до напрямку руху у деякий тiлесний кут ∆Ω за 1 сек,
буде пропорцiйна n̄:

∆N = σ(θ; ∆Ω)n̄ = σ(θ)n̄∆Ω, (22.96)

де коефiцiєнт пропорцiйностi σ(θ) має розмiрнiсть площi, оскiльки розмiрнiсть
[n̄] = см−2 сек−1, а розмiрнiсть [∆N ] = сек−1. Величину σ(θ) або

dσ = σ(θ)dΩ (22.97)

називають диференцiальним перерiзом процесу розсiяння. Зрозумiло, що пов-
ний перерiз

σt =

∫
σ(θ)dΩ. (22.98)

Повний перерiз визначає, яка частка падаючих частинок розсiюється при
умовi, що на одиницю площi мiшенi за одиницю часу падає одна частинка. У
наведеному вище означеннi σt буде збiгатися з площею диска. У випадку, коли
мiшенню є окремий атом або навiть якась елементарна частинка, то розсiяння
частинок буде вiдбуватись не внаслiдок прямого зiткнення падаючих частинок
iз атомом або елементарною частинкою, а внаслiдок їх взаємодiї. Саме таку
площу, всерединi якої вiдбувається вiдхилення падаючих частинок, називають
ефективним перерiзом розсiяння. Звичайно, один окремий атом (чи елементар-
на частинка) не може бути мiшенню. Мiшенню може служити дуже тонка пла-
стинка, наприклад, з товщиною d i площею S. Тодi, якщо позначити кiлькiсть
атомiв (що i є "елементарними мiшенями") в одиницi об’єму через n, то кiль-
кiсть таких "елементарних мiшеней"в одиницi площi пластинки дорiвнює nd, а
число частинок, що вiдхилилось внаслiдок розсiяння згiдно з (22.96)–(22.98)—

nσtn̄d. (22.99)

Яким чином можна вимiряти диференцiальний та повний ефективнi перерi-
зи процесу розсiяння?

Встановимо, що n̄(0) — це число частинок, що падає на одиницю площi
мiшенi за 1 сек, а n̄(x) – така ж величина всерединi мiшенi на вiдстанi вiд
її поверхнi. Тодi n̄(x)− n̄(x + ∆x)– число розсiяних частинок за час, коли вони
пролiтали вiдстань ∆x. Тодi згiдно з (22.99) маємо

n̄(x)− n̄(x + ∆x) = nσtn̄(x)∆x (22.100)
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спiввiдношення (22.100) при ∆x → 0 перетворюється у просте диференцiальне
рiвняння, розв’язком якого є вираз

n̄(x) = n̄(0)e−nσtx. (22.101)

Треба зауважити, що формула (22.101) отримана з припущення, що кожна па-
даюча частинка "стикається" з "елементарною мiшенню" лише один раз, тоб-
то не вiдбувається багатократного розсiяння. Щоб це забезпечити, треба виго-
товити дуже тонку мiшень. Отже, для дуже тонких мiшеней (з заданими n i
d), вимiрюючи n̄(0) для падаючого пучка i n̄(d) для пучка, що проходить через
мiшень, можна визначити σt. Диференцiальний перерiз σ(θ) можна визначити,
якщо вимiряти вiдносну щiльнiсть потоку розсiяних частинок до падаючих на
одиницю площi мiшенi для рiзних кутiв розсiяння θ.

Наступний крок полягає у тому, що треба пов’язати величини σt i σ(θ) з
фiзичними характеристиками частинок. Такi формули дають можливiсть вста-
новити зв’язок мiж теорiєю i експериментом.

Треба зауважити, що виведення формули для диференцiальних перерiзiв
найкраще проводити для кожного конкретного процесу i конкретно заданих
умов експерименту. Цi формули можуть вiдрiзнятись деякими множниками, що
виникають внаслiдок рiзних нормувань хвильових функцiй початкового стану.
Але в усiх випадках диференцiальний перерiз пропорцiйний квадрату амплiту-
ди розсiяння, що визначається матричним елементом S-матрицi мiж початко-
вим i кiнцевим станом. Найпростiше це можна показати на прикладi розсiяння

плоских хвиль, що рухаються вздовж осi OX зi швидкiстю v =
~k
m

(k = k(1)):

ϕk(x) =
1

(2π)3/2
eik·x.

Тодi кiлькiсть частинок через одиничну площу за одиницю часу збiгається з
густиною течiї частинок:

Nin = jx =
i~
2m

(
∂
∗
ϕk

∂x
ϕk −

∗
ϕk

∂ϕk

∂x

)
=

v

(2π)3
. (22.102)

Остання формула є квантово-механiчним аналогом (див.(3.35))
∗
ϕkp̂/mϕk кла-

сичного потоку ρv, де ρ —густина падаючих частинок, а v—їх швидкiсть. Щоб
пiдрахувати кiлькiсть частинок ∆Nout, що проходять за одиницю часу через
елемент поверхнi ∆S, яка перебуває на вiдстанi r пiд кутом θ вiд центру роз-
сiяння, треба у формулi (22.102) замiсть ϕk взяти сферичну частину розсiяної
хвилi (див. [46, гл. XVII]):

χk(r) =
1

(2π)3/2

eikr

r
f(θ),
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де f(θ) називається амплiтудою розсiяння.
Таким чином, враховуючи лише члени, що спадають не швидше 1/r2, отри-

муємо:
∆Nout = jr∆S =

v

(2π)3
|f(θ)|2 ∆Ω,

де ∆Ω =
∆S

r2
— тiлесний кут, пiд яким видно площину ∆S з точки розсiяння.

Отже, остаточно враховуючи формули (22.96),(22.97), маємо для диферен-
цiального перерiзу

dσ = σ(θ)dΩ = |f(θ)|2dΩ.

Звичайно, ця формула справедлива тiльки при пружному розсiяннi (швид-
костi падаючої i розсiяної хвилi є однаковi), але, як побачимо нижче, залежнiсть
вiд амплiтуди буде такою самою для загального випадку.

22.5.2. Квантовий випадок

З формули (22.96) легко пересвiдчитись:якщо б стежити за розсiянням однiєї
частинки, тобто стежити, чи з’явиться вона в деякому тiлесному кутi ∆Ω, що
лежить пiд кутом θ до напрямку руху падаючої частинки, то величини σ(θ)
(при багатократному повтореннi експерименту) визначали б iмовiрнiсть такого
розсiяння частинки.

Згiдно з квантово-механiчними уявленнями число розсiяних частинок в оди-
ницi об’єму за одиницю часу, як i таких, що мають деякi випадковi iмпульси
k
′(1)
1 , . . . ,k

′(f)
Mf

в iнтервалах dk
′(1)
1 · · · dk′(f)

Mf
, можна обчислити за допомогою ма-

тричних елементiв S-матрицi. Для того, щоб зробити процедуру обчислення
математично-коректною, треба знову скористатись скiнченно-об’ємною апро-
ксимацiєю для амплiтуд початкового i кiнцевого станiв, а також S-оператором
S(g), тобто коли у деякому скiнченному ящику Λ(|Λ| = V ) i в iнтервалi часу
T = |[t1, t2]| взаємодiя має iнтенсивнiсть g.

Отже, щiльнiсть iмовiрностi, вiднесена до одиничного iнтервалу часу i оди-
ничного об’єму, буде обчислюватись за формулою:

wΛ
fs = L1 · · ·Ls

|(ΦΛ
f , S(g)ΦΛ

s )|2
V T‖ΦΛ

f ‖2‖ΦΛ
s ‖2

.

Також треба врахувати, що розглядаються лише тi частинки, що беруть
участь в актi розсiяння, тобто змiнюють свiй iмпульс, Це означає, що дiаго-
нальний матричний елемент S-матрицi дорiвнює нулю , тобто ми фактично
обчислюємо матричний елемент оператора S(g)− 1. Тодi, враховуючи (22.68)—
(22.70), маємо

wΛ
fs = n1 . . . ns

|(ΦΛ
f , [S(g)− 1]ΦΛ

s )|2
V TV |N| ,

де n1, . . . , ns — кiлькiсть частинок на одиницю об’єму для кожного виду пада-
ючих на мiшень пучкiв.
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Щоб спростити обчислення, зауважимо, що в реальних експериментах як

правило беруть один або два види початкових пучкiв, а в кiнцевому станi отри-
мують один, два, максимум три види частинок, Тому для простоти ми вiзьмемо
s = f = 2. Далi врахуємо, що вигляд матричного елемента згiдно з (22.79) має
вигляд

(Φf , [S(g)− 1]Φs) = g̃(k1 + k2 − k′1 − k′2)F2;2(k1, k2, k
′
1, k

′
2),

де g̃(k) — перетворення Фур’є функцiї g(x). Тому у границi g(x) → 1 (при
Λ ↗ R3, t1 → −∞, t2 → +∞) функцiя g(k) → δ(k), а |g̃(k)|2 → δ(k)δ(k), що не
має сенсу.

Але будемо вважати, що об’єм Λ, хоч i є дуже великий, але не безмежний, i
замiнимо δ2(k) на

δ(k)g̃(0) = δ(k)
1

(2π)4

∫
g(x)dx ≈ δ(k)

V T

(2π)4
.

Врахуємо також, що число кiнцевих станiв для однiєї квантової частинки,
що перебуває у фазовому об’ємi dk×Λ, дорiвнює V dk�h3 = V dk�(2π)3 (~ = 1).
Тодi число розсiяних частинок в iнтервалi iмпульсiв dk′1dr′2 дорiвнюватиме

n1n2(2π)4δ(k1 + k2 − k′1 − k′2) |F22(k1, k2, k
′
1, k

′
2)

dk′1
(2π)3

dk′2
(2π)3

. (22.103)

З iншого боку, враховуючи визначення диференцiального ефективного пе-
рерiзу (22.96) i те, що кiлькiсть частинок, яка падає на одиницю площi мiшенi
(у нашому випадку мiшенню є пучок частинок другого виду), за одиницю часу
можна переписати через вiдносну швидкiсть пучкiв 1 i 2, маємо (див. також
(22.99))

n1n2|v1 − v2|dσ. (22.104)

Порiвнюючи (22.103) з (22.104), отримуємо зв’язок диференцiального ефектив-
ного перерiзу з амплiтудою розсiяння

dσ = (2π)4 δ(k1 + k2 − k′1 − k′2)
|v1 − v2| |F22(k1, k2, k

′
1, k

′
2)|2

dk1

(2π)3

dk2

(2π)3
. (22.105)

Можна показати, що цей вираз є релятивiстськi-iнварiантним (див. [3, § 18]).

§ 23. Рiвняння для коефiцiєнтних функцiй
S-матрицi
У попередньому параграфi був визначений оператор розсiяння S i побудовано
його представлення (22.36), (22.37) (або у скороченому записi (22.39)) за теорiєю
збурень для заданого лагранжiана взаємодiї. Але навiть для найбiльш простої
моделi самовзаємодiючого дiйсного скалярного поля (21.3) аналiз внескiв, що
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вiдповiдають другому порядку розкладу оператора S за константою взаємодiї
λ, показує: iнтеграли, що вiдповiдають цим внескам, є розбiжними при вели-
ких значеннях iмпульсiв, якщо розмiрнiсть простору-часу d = s + 1 > 3 (див.
зауваження 22.6). Але, якщо навiть штучно усунути цi розбiжностi, поклавши
розмiрнiсть простору s = 1 (тобто d = 2), або обмежити iнтегрування скiнченим
iнтервалом, виникає iнша проблема, пов’язана зi збiжнiстю ряду в цiлому, на-
вiть при дуже малих значеннях константи взаємодiї λ. Ця проблема пов’язана з
тим, що кiлькiсть можливих дiаграм Фейнмана збiльшується з порядком теорiї
збурень швидше, нiж n! (для теорiї (21.3) як (n!)2). У таких випадках можна
говорити лише про асимптотичнiсть такого ряду (див. [79, § XII.4]) i вiдповiд-
ну процедуру сумування. У зв’язку з виникненням цiєї проблеми важливим є
вивчення S-оператора поза рамками теорiї збурень. Одним iз найбiльш ефе-
ктивних методiв такого пiдходу є побудова i дослiдження рiзних типiв рiвнянь
для коефiцiєнтних функцiй FN , якi повнiстю визначають S-оператор. Упер-
ше такi рiвняння (виходячи з аналiзу дiаграм Фейнмана) були запропонованi
у працi [66]. Пiзнiше, у працях [38,68] вони були виведенi аналiтично або ж
iз рiвнянь Швiнгера для функцiї Грiна, або самостiйно з формальних рiвнянь
для S-оператора. У даному параграфi коротко опишемо процедуру виведення
таких рiвнянь, встановимо їх зв’язок iз загальноприйнятою теорiєю збурень i
коротко проаналiзуємо методи, якi дають змогу вийти за рамки теорiї збурень.
Докладнiший аналiз цих рiвнянь i їх дослiдження можна знайти у монографiї
[68]. Перш нiж приступити до виведення рiвнянь для коефiцiєнтних функцiй,
розглянемо двi формальнi операцiї над довiльними вiкiвськи впорядкованими
функцiоналами (ВВФ) типу (22.42), (22.43). Цим операцiям вiдповiдатимуть
два формальнi “оператори”, що дiють на коефiцiєнтнi функцiї ВВФ. Ця дiя ду-
же нагадує дiю операторiв народження i знищення вiльних полiв у просторi
Фока (див. ф-ли (19.40а,б)). У зв’язку з такою аналогiєю вони отримали назву
операторiв народження i знищення зовнiшнiх лiнiй дiаграм Фейнмана (див. [68,
§ 11]).

23.1. Оператори народження i знищення зовнiшнiх лiнiй дi-
аграм Фейнмана

Знову для простоти розглянемо лише випадок дiйсного скалярного поля. До-
вiльний ВВФ визначається формулою

W =
∞∑

N=0

1

N !

∫

M4N

fN(x1, . . . , xN) : ϕ(x1) · · ·ϕ(xN) : (dx)N , (23.1)

де ϕ(x) – оператор вiльного дiйсного скалярного поля, а fN – послiдовнiсть
коефiцiєнтних функцiй, якi однозначно задають W у просторi станiв H .

Зауважимо, що у випадку взаємодiї (21.3) коефiцiєнтнi функцiї
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fN(x1, . . . , xN) є симетричними функцiями своїх аргументiв, тобто

fN(x1, . . . , xN) = fN(xi1 , . . . , xiN ), (23.2)

де {i1, . . . , iN} – довiльна перестановка iндексiв {1, . . . , N}.
Визначимо два нових ВВФ вигляду

W+(x) =: ϕ(x)W :, W−(x) =: ϕ(x)W : .

Пiд спарюванням вiльного поля ϕ(x) з W треба розумiти суму всiх можливих
спарювань оператора ϕ(x) iз кожним з операторiв розкладу для W . Обчислимо
коефiцiєнтнi функцiї нових функцiоналiв

W+(x) =
∞∑

N=0

1

N !

∫

M4N

fN(x)N : ϕ(x)ϕ(x1) · · ·ϕ(xN) : (dx1)
N =

∞∑
N=0

1

N !

∫

M4(N+1)

×

×
[

1

N + 1

N+1∑
i=1

δ(x− xi)fN

(
(x)N+1 \ {xi}

)
]

ϕ(x1) · · ·ϕ(xN+1)(dx)N+1 =

=
∞∑

N=0

1

N !

∫

M4N

f
(+)
N

(
x; (x)N

)
: ϕ(x1) · · ·ϕ(xN) : (dx)N . (23.3)

У другiй рiвностi (23.3) було використано симетричнiсть коефiцiєнтних фун-
кцiй fN(x1, . . . , xN) i позначення, що скорочують запис (див. список позначень
1.). У третiй рiвностi (23.3) перейшли спершу до сумування вiд N = 1, а потiм,
поклавши f+

0 = 0, знову до сумування вiд N = 0.
Нова послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй f

(+)
N визначається формулами

f
(+)
0 = 0,

f
(+)
N

(
x; (x)N

)
= (a+(x)f)N(x1, . . . , xN) =

=
N∑

i=1

δ(x− xi)fN−1

(
(x)N \ {xi}

)
, N ≥ 1.

(23.4)

Аналогiчно для W−(x)

W−(x) =
∞∑

N=1

1

N !

∫

M4N

fN(x)N

N∑
j=1

: ϕ(x)ϕ(x1) . . . ϕ(xj) . . . ϕ(xN)(dx)N =

=
∞∑

N=1

1

(N − 1)!

∫

M4(N−1)




∫

M4

1

i
Dc(x− y)fN

(
y, (x)N−1

)
dy


 : ϕ(x1) . . . ϕ(xN−1) :×
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×(dx)N−1 =
∞∑

N=0

1

N !

∫

M4N

f
(−)
N

(
x, (x)N

)
: ϕ(x1) . . . ϕ(xN) : (dx)N . (23.5)

Нова послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй f
(−)
N визначається за формулою

f
(−)
N

(
x, (x)N

)
=

(
a−(x)f

)
N

(x)N =

∫

M4

1

i
Dc(x− y)fN+1

(
y, (x)N

)
dy. (23.6)

“Оператори” a±(x) дiють у просторi послiдовностей

f = {fN(x1, . . . , xN)}∞N=0.

Якщо зробити перенормування

fN → 1√
N !

fN ,

то дiя “операторiв” a±(x) повнiстю нагадуватиме дiю операторно-значних уза-
гальнених функцiй вiльного скалярного поля (19.40а,б). Вiдмiннiсть лише в то-

му, що для польового оператора ϕ−(x) треба написати функцiю
1

i
D−(x) замiсть

1

i
Dc(x).
У наступному пунктi побачимо, що ряд теорiї збурень для коефiцiєнтних

функцiй FN можна переписати за допомогою дiї степенiв “операторiв” a±(x) на
вакуумний вектор Ω0. Тодi вiдповiдно до правил Фейнмана, сформульованих
у п. 22.4.2, оператор a+(x) буде породжувати внесок, що вiдповiдає зовнiшнiй
лiнiї дiаграми Фейнмана, а “оператор” a−(x) внесок, що вiдповiдає внутрiшнiй
лiнiї дiаграми Фейнмана, тобто буде знищувати зовнiшню лiнiю, перетворюючи
її у внутрiшню.

Для виведення рiвнянь потрiбно ще розглянути ВВФ вигляду T (ϕ(x)W ).
Тодi згiдно з теоремою Вiка для T -добутку отримаємо

T (ϕ(x)W ) =: ϕ(x)W : + : ϕ(x)W : . (23.7)

Згiдно з (23.3), (23.5) функцiоналу (23.7) у просторi коефiцiєнтних функцiй буде
вiдповiдати “оператор”

a(x)f = a+(x)f + a−(x)f, (23.8)

де f — послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй ВВФ W .
Легко узагальнити це правило вiдповiдностi на бiльш складнi ВВФ. Напри-

клад, аналогiчно до (23.7) маємо

T (: ϕ2(x) : W ) =: ϕ2(x)W : +2 : ϕ(x)ϕ(x)W : + : ϕ(x) ϕ(x)W : .

Тодi послiдовнiсть вiдповiдних коефiцiєнтних функцiй виглядає як

a+(x)a+(x)f + 2a+(x)a−(x)f + a−(x)a−(x)f =: a2(x) : f,
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де операцiя нормального добутку для “операторiв” a±(x) визначається так само,
як i для вiльних полiв ϕ±(x).

Нарештi, узагальнивши попереднi обчислення, сформулюємо таке твердже-
ння (див. також задачу 23.1).

Пропозицiя 23.1.
Нехай Pn(ϕ(x)) довiльний вiкiвський полiном ступеня n вiд вiльного поля

ϕ(x). Тодi ВВФ-у T (Pn(ϕ(x))W ) буде вiдповiдати послiдовнiсть коефiцiєнтних
функцiй

Pn

(
a(x)

)
f, (23.9)

де f – послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй ВВФ-а W .
На завершення зауважимо, що з формул (23.4) i (23.6) легко встановити

формальнi комутацiйнi спiввiдношення для “операторiв” a±(x):

[a−(x), a+(y)]− =
1

i
Dc(x− y).

Внаслiдок парностi функцiї Dc(x) “оператори” a(x) i a(y) комутують

[a(x), a(y)]− = 0

на вiдмiну вiд операторiв вiльного поля, якi комутують лише для просторово-
подiбних точок, тобто при (x− y)2 < 0.

23.2. Рiвняння резольвентного типу

З формули (22.39) легко отримати формальне спiввiдношення:

δS

δui(x)
= iλT

(
∂LI

∂ui(x)
S

)
. (23.10)

Функцiональнi похiднi вiд S-оператора за квантовими полями визначаються
як границi вiдповiдних функцiональних похiдних за адитивними класичними
додатками η(x) (див. зауваження 24.2) до операторно значних функцiй ui(x)
при η(x) ≡ 0 (див. детальнiше [13], гл. IX).

У випадку взаємодiї (21.3) спiввiдношення (23.10) виглядатиме як

δS

δϕ(x)
= −4iλT

(
: ϕ3(x) : S

)
.

Пiдставляючи сюди S у виглядi (22.43), у лiвiй частинi маємо ВВФ виду
(23.1) з коефiцiєнтними функцiями

fN = FN+1(x, x1, . . . , xN),

а в правiй частинi ВВФ iз коефiцiєнтними функцiями, що обчислюються фор-
мулою (23.9) згiдно з пропозицiєю 23.1. Тобто отримуємо рiвняння

FN+1(x, x1, . . . , xN) = −4iλ(: a3(x) : F )N(x1, . . . , xN)
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або
FN(x, x1, . . . , xN−1) = −4iλ

(
: a3(x) : F

)
N−1

(x1, . . . , xN−1). (23.11)

Рiвняння (23.11) можна записати таким чином (покладаючи x = xj, а xj = xN

i користуючись (23.2)):

FN(x1, . . . , xN) = −4iλ
(

: a3(xj) : F
)

N−1
(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xN).

Просумовуючи за j = 1, 2, . . . , N , отримуємо рiвняння (для N > 1)

FN(x)N = −4iλ

∫

M4

dx
1

N

N∑
j=1

δ(x− xj)
(

: a3(x) : F
)

N−1
((x)N \ {xj}) , (23.12)

або, враховуючи визначення “оператора” a+(x) (ф-ла (23.4)) i визначаючи опе-
ратор кiлькостi частинок N̂ формулою

(N̂−1f)N(x1, . . . , xN) =
1

N
fN , (x1, . . . , xN), N > 0,

переписуємо (23.12) у виглядi (N ≥ 1)

FN(x1, . . . , xN) = −4iλ

∫

M4

dx
(
N̂−1a+(x) : a3(x) : F

)
N

(x1, . . . , xN), (23.13)

Врахуємо тепер розбиття (23.8). Тодi

: a3(x) := (a−(x))3 + 3a+(x)(a−(x))2 + 3a−(x)(a+(x))2 + (a+(x))3. (23.14)

Пiдставимо (23.14) у формулу (23.13) i використаємо формули (23.4) i (23.6).
Отримаємо нескiнченну систему спiввiдношень мiж коефiцiєнтними функцiями
FN :

FN(x1, . . . , xN) = −4iλ

N

4∑

k=1

C4−k
3

N∑

i1 6=···6=ik

∫

M4

dx

k∏

l=1

δ(xil − x)×

×
4−k∏
j=1

1

i
Dc(x− yj)FN−2k+4

(
(y)4−k, (x)N \ {xi1 , . . . , xik}

)
, (23.15)

де N = 1, 2, 3, . . ., а F−k ≡ 0 для k > 1.
Крiм того, з аналiзу внескiв за теорiєю збурень видно, що для теорiї з лагран-

жiаном взаємодiї (21.3) не iснує дiаграм Фейнмана з непарним числом зовнiшнiх
лiнiй, тобто

F2k−1 ≡ 0, k = 1, 2, . . . (23.16)

Тотожностi (23.16) для k = 2, 3, . . . випливають також iз рiвнянь (23.15). Отже,
система рiвнянь (23.15) справедлива для N = 2, 4, . . .. Треба також врахувати,
що останнiй член рiвняння (23.15) при N = 4 мiстить у собi константу F0, яка
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з визначення розкладу S-оператора (22.43) вiдповiдає сумi внескiв усiх вакуум-
них дiаграм:

F0 = (Ω0, SΩ0). (23.17)

Систему (23.15) можна записати у виглядi одного операторного рiвняння, якщо
ввести послiдовнiсть

F =
(
0, 0, F2(x1, x2), 0, F4(x1, . . . , x4), . . .

)
, (23.18)

тобто
F0 ≡ 0, F2k−1 ≡ 0 для k = 1, 2, . . .

Позначимо через F 0 послiдовнiсть iз

F 0
N(x1, . . . , xN) = δ4N(−iλ)

4∑

i1 6=...6=i4

∫
dx

4∏

l=1

δ(xil − x)F0.

Легко переконатися, що член F 0
4 (x1, . . . , x4) вiдповiдає першому члену роз-

кладу коефiцiєнтної функцiї F4(x1, . . . , x4) у ряд теорiї збурень за λ (див.
(22.47)), помноженому на F0, тобто

F 0
4 (x1, . . . , x4) = λF

(1)
4 (x1, . . . , x4)F0. (23.19)

Систему ж рiвнянь (23.15) можна записати у виглядi одного операторного рiв-
няння у просторi послiдовностей (23.18):

F = λBF + F 0, (23.20)

де

B = −4iN̂−1

∫
dxa+(x) : a3(x) : .

Рiвняння (23.15) називаємо рiвняннями резольвентного типу, оскiльки фор-
мальний розв’язок рiвняння (23.20) можна записати у виглядi дiї резольвенти
оператора B на вектор F 0:

F = (1I− λB)−1F 0

або у виглядi ряду iтерацiй рiвняння (23.20):

F =
∞∑

n=0

λnBnF 0.

Легко пересвiдчитися: якщо врахувати (23.19), то послiдовнiсть коефiцiєнтних
функцiй можна представити формальним рядом

F = F0 · F ′, F ′ =
∞∑

n=0

λn+1BnF ′0, (23.21)
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де

F ′0 = (0, 0, 0, 0, F
(1)
4 (x1, . . . , x4), 0, . . .). (23.22)

Зауваження 23.1. Формули (23.21),(23.22) повнiстю вiдтворюють ряди
теорiї збурень без внескiв вiд вакуумних дiаграм для коефiцiєнтних функцiй
FN . Причому внески вiд усiх можливих дiаграм Фейнмана з вiдповiдною кра-
тнiстю отримуються за допомогою дiї ступенiв оператора B на вектор F 0.

Зауваження 23.2. Видiлення множника F0 у формулi (23.15) можна вва-
жати формальним доведенням формули (22.54).

23.3. Рiвняння еволюцiйного типу

Розглянемо еволюцiю S-оператора за константою зв’язку λ. Очевидно, що
S|λ=0 = 1I. Так само, як i у попередньому пунктi, з розкладiв (22.36)–(22.39)
легко отримати формальне спiввiдношення

dS

dλ
= iT (LIS)

або ж для лагранжiана взаємодiї (21.3) маємо

dS

dλ
= −iT

∫

M4

(
: ϕ4(x) : S

)
dx. (23.23)

Пiдставимо в (23.23) вираз для S у виглядi (22.43).
Враховуючи пропозицiю 23.1, отримуємо рiвняння для послiдовностi коефi-

цiєнтних функцiй F (задача 23.2):

dF

dλ
= −AF, F |λ=0 = Ω0 = (1, 0, 0, . . .), (23.24)

де

A = i

∫

M4

: a4(x) : dx, (23.25)

а дiя операторiв a(x) = a+(x)+a−(x) на коефiцiєнтнi функцiї задається форму-
лами (23.4), (23.6). Послiдовно виконуючи цi операцiї, отримуємо нескiнченну
систему рiвнянь у виглядi

d

dλ
FN(x1, . . . , xN) = −i

4∑

k=0

Ck
4

N∑

i1 6=...6=ik

∫

M4

dx

k∏

l=1

δ(xil − x)×

×
4−k∏
j=1

1

i
Dc(x− yj)FN−2k+4

(
(y)4−k, (x)N \ {xi1 , . . . , xik}

)
. (23.26)
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Зауваження 23.3 Рiвняння (23.26) записанi для N > 4. Форма рiвнянь для
N 6 3 змiнюється таким чином: при N = 3 i N = 1, вiдповiднi коефiцiєнтнi
функцiї тотожно дорiвнюють нулю (див. (23.16)); при N = 2—вiдсутнi члени,
що вiдповiдають k = 3, 4; при N = 0—вiдсутнi члени, що вiдповiдають k =
1, 2, 3, 4.

Зауваження 23.4 Формальний розв’язок рiвняння (23.24) у виглядi експо-
ненти

F = e−λAΩ0 =
∞∑

n=0

(−λ)n

n!
AnΩ0 (23.27)

повнiстю вiдновлює всю структуру S-матрицi, тобто член AnΩ0 вiдповiдає
внеску всiх дiаграм Фейнмана n-го порядку (тобто з n вершинами).

Зауваження 23.5. У випадку фермiонних полiв оператори-символи Ψ±(x)

i Ψ
±
(x), якi є аналогами a±(x) (ф-ли (23.4) i (23.6)) можна записати з тих

самих мiркувань (див. п.23.1). (задача 23.3). У роздiлi VI (п.29.2.2) будуть
побудованi евклiдовi аналоги цих операторiв.

У роздiлi VI коротко розглянемо це рiвняння в евклiдовiй областi i введемо
об’ємнi та ультрафiолетовi регуляризацiї для того, щоб математично строго
сформулювати задачу про iснування розв’язкiв рiвняння (23.24) поза рамками
теорiї збурень.

§ 24. Функцiї Грiна та їх зв’язок iз S-оператором
У попереднiх пунктах були розглянутi процеси взаємодiї квантованих полiв, ко-
ли взаємодiя вiдбувається в деякiй “ефективнiй областi”, яка необмежено роз-
ширюється. Така апроксимацiя дає змогу досить ефективно описати процеси
розсiяння, коли до розсiяння i пiсля нього частинки можна вважати вiльними.
Це хоч i не вiдповiдає реальнiй ситуацiї, але дає досить точний теоретичний
опис таких процесiв.

Однак це не вичерпуює всiх проблем, що стоять перед теорiєю. Важливим
її напрямком є опис зв’язних станiв взаємодiючої системи: визначення енер-
гетичних рiвнiв, часу життя збуджених станiв або ж ефективних поперечних
перерiзiв для випадкiв, коли початковий i кiнцевий стани мають зв’язнi ком-
плекси елементарних частинок.

Для розв’язку таких задач необхiдно розглядати рiвняння типу рiвнянь
Шредiнгера у квантовiй механiцi для хвильової функцiї зв’язної релятивiстської
частинки, яка, очевидно, пов’язана з квантованим Гейзенберговим полем, що
вiдповiдає цiй частинцi, i фiзичним вакуумним (основним) станом, що вiдповiд-
ає взаємодiючiй системi. Останнi величини виражаються через функцiї Грiна,
якi в пiдпунктах 20.1, 20.2 та 20.6 були визначенi для вiльних (невзаємодiючих)
полiв. Апарат функцiй Грiна iнтенсивно використовується, наприклад, для об-
числення аномального магнiтного моменту електрона або надтонкої структури
атома водню (лембiвський зсув). Цi питання детально викладенi у монографiї
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[13, § 37,38]. Важливiсть функцiй Грiна у вивченнi зазначених вище процесiв
була вперше описана в роботах Гелл – Мана i Лоу [28] та Швiнгера [103]. Швiн-
гер поклав функцiї Грiна в основу формулювання квантової теорiї поля [104].
Почнемо вивчення функцiй Грiна зi встановлення їх зв’язку з оператором роз-
сiяння.

24.1. Функцiї Грiна i S-матриця в представленнi взаємодiї

У пiдпунктi 20.6 N -точковi функцiї Грiна вiльних полiв були визначенi як сере-
днi за вакуумом вiд T -добутку гейзенбергових операторiв вiльного поля. Оче-
видно, що у випадку взаємодiючих полiв означення залишаться такими самими,
але вiльний вакуум треба замiнити фiзичним вакуумом системи взаємодiючих
полiв, а гейзенберговi оператори вiльних полiв на гейзенбергове поле, що за-
довольняє рiвняння взаємодiючих полiв. Як i у попередньому пiдроздiлi, для
простоти викладiв розглянемо самовзаємодiю дiйсного скалярного поля (21.3).
Отже, N -точкова функцiя Грiна визначається за формулою

GN(x1, . . . , xN) = (Φ0, T (ϕ(x1) . . . ϕ(xN))Φ0). (24.1)

Iз властивостi T -добутку (див. (20.34)) i того факту, що ϕ(x) є бозе-поле, ви-
пливає, що GN є симетричною функцiєю своїх аргументiв, а з умови Лоренц-
iнварiантностi полiв (постулат ПК4) випливає: GN залежить вiд рiзницi цих
аргументiв або, точнiше, вiд псевдоевклiдових вiдстаней мiж усiма можливими
парами аргументiв.

Перепишемо тепер вираз (24.1) через оператори полiв у представленнi вза-
ємодiї. Зауважимо, що всi виклади цього пункту мають чисто формальний ха-
рактер i можуть бути строго обґрунтованi лише за допомогою введення об’єм-
них та ультрафiолетових “обрiзань”. Скористаємося спершу формулою (21.17)
i, враховуючи властивостi оператора еволюцiї U(x0

2, x
0
1) (див. (22.21)–(22.23)),

запишемо, що
ϕ(x) = U(0, x0)ϕ0(x)U(x0, 0). (24.2)

Виразимо тепер вакуумний вектор Φ0 через вiльний вакуум Ω0.
Вважатимемо, що при t = ±∞ взаємодiя мiж полями адiабатично виклю-

чається. Крiм того, будемо вважати, що вiдсутнi зв’язнi стани взаємодiючих
полiв. Тодi, якщо Φn – це власнi вектори стацiонарних станiв у момент часу
x0 = 0, то вектори

Φn(±∞) = U(±∞, 0)Φn

повиннi бути власними векторами гамiльтонiана вiльних полiв. Тодi i фiзичний
вакуум Φ0 пов’язаний з вiльним вакуумом Ω0 таким самим спiввiдношенням

Φ0(±∞) = U(±∞, 0)Φ0. (24.3)

Отже, вектори, що стоять у лiвiй частинi рiвностi (24.3) можна вибрати за
вiльний вакуум. Врахувавши умову єдиностi вакуумного стану, виберемо

Ω0 = Φ0(−∞),
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тобто

Ω0 = U(−∞, 0)Φ0.

Зрозумiло, що Φ0(+∞) i Φ0(−∞) можуть вiдрiзнятися лише комплексним чи-
слом S0 – таким, що

S0S0 = |S0|2 = 1, (24.4)
тобто

Φ0(+∞) = S0Ω0 = U(+∞, 0)Φ0.

Враховуючи властивiсть (22.23) оператора U(x0
1, x

0
2), отримаємо два пред-

ставлення для вакуумного вектора Φ0:

Φ0 = U(0,−∞)Ω0, (24.5)

Φ0 = S0U(0, +∞)Ω0. (24.6)
Для того, щоб переписати функцiю Грiна (24.1), будемо вважати (не пору-

шуючи загальностi опису), що

x0
1 > x0

2 > · · · > x0
N .

Тодi, враховуючи означення T -добутку i формули (24.2), (24.5), (24.6), вираз
(24.1) буде перетворюватися таким чином:

GN(x1, . . . , xN) = (Φ0, ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)Φ0) =

=
(
S0U(0, +∞)Ω0, U(0, x0

1)ϕ0(x1)U(x0
1, 0)U(0, x0

2)ϕ0(x2)U(x0
2, 0) . . .

. . . U(0, x0
N)ϕ0(xN)U(x0

N , 0)U(0,−∞)Ω0

)
.

Застосувавши властивостi (22.22), (22.23), означення S-оператора (22.31), ви-
значення T -добутку i умову (24.4), остаточно отримаємо формулу

GN(x1, . . . , xN) =
1

S0

(Ω0, T (ϕ0(x1) . . . ϕ0(xN)S)Ω0). (24.7)

Константу нормування S0 можна визначити з формул (24.5), (24.6), означе-
ння S-оператора—(22.31) i умов ортонормованостi вакуумних станiв Φ0 i Ω0:

1 = (Φ0, Φ0) = (S0U(0, +∞)Ω0, U(0,−∞)Ω0) = S0(Ω0, U(+∞, 0)U(0,−∞)Ω0).

Тодi, враховуючи (24.4), (22.22) i (22.31), отримуємо, що (див., також, (23.17))

S0 = (Ω0, SΩ0) = F0.

Використавши запис S-оператора у виглядi T -добутку (22.39), функцiї Грiна
(24.7) можна записати також у виглядi

GN(x)N =
Ω0, T (ϕ0(x1) . . . ϕ0(xN)eiλ

∫
LI(x)dx)Ω0

(Ω0, T eiλ
∫

LI(x)dx)Ω0

. (24.8)

У роздiлi VI ця формула буде отримана для регуляризованих евклiдових
функцiй Грiна на строгому математичному рiвнi. Аналогiчнi представлення мо-
жна записати для iнших взаємодiй.
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24.2. Рiвняння Швiнгера для функцiй Грiна

Рiвняння для функцiй Грiна є прямим наслiдком рiвнянь Гейзенберга (21.4) для
операторiв квантованого поля. Покажемо це спочатку на прикладi 2-точкової
функцiї Грiна G2(x1, x2). Запишемо її у виглядi

GN(x1, x2) = θ(x0
1− x0

2)(Φ0, ϕ(x1)ϕ(x2)Φ0) + θ(x0
2− x0

1)(Φ0, ϕ(x2)ϕ(x1)Φ0). (24.9)

Щоб отримати рiвняння для G2(x1, x2), треба подiяти оператором ¤x1 −m2 на
обидвi частини (24.9). Зауважимо, що всi математичнi операцiї треба розумiти
як дiї з узагальненими функцiями. Оператор ¤x1 − m2 ≡ −∂x0

1
∂x0

1
+ ∆x1 , де

∆x1—оператор Лапласа за просторовими змiнними x1. Оператор ∆x1 не включає
похiдну за часом i, тому буде дiяти безпосередньо на поле ϕ(x). Обчислимо
похiднi за часом. Легко побачити, що

∂x0
1
G2(x1, x2) = δ(x0

1 − x0
2)(Φ0, [ϕ(x1), ϕ(x2)]−Φ0) +

+ θ(x0
1 − x0

2)(Φ0, ∂x0
1
ϕ(x1)ϕ(x2)Φ0) +

+ θ(x0
2 − x0

1)(Φ0, ϕ(x2)∂x0
1
ϕ(x1)Φ0).

Перший доданок пропорцiйний δ(x0
1 − x0

2), тобто вимагає, щоб x0
1 = x0

2. Але
згiдно з ПК7 (ф-ла (14.20)) одночасовий комутатор полiв ϕ(x1) i ϕ(x2) тотожно
дорiвнює нулю.

Аналогiчно обчислюється друга похiдна

∂x0
1
∂x0

1
G2(x1, x2) = δ(x0

1 − x0
2)(Φ0, [∂x0

1
ϕ(x1), ϕ(x2)]Φ0) +

+ (Φ0, T (∂x0
1
∂x0

1
ϕ(x1)ϕ(x2))Φ0).

Тодi, враховуючи (15.1) i умову нормування Φ0, маємо

(¤x1 −m2)G2(x1, x2) = (Φ0, T ((¤x1 −m2)ϕ(x1)ϕ(x2))Φ0) + iδ(x1 − x2),

а з виразiв (21.4)—(21.6) та означення (24.1) остаточно отримуємо рiвняння для
2-частинкової функцiї Грiна:

(¤x1 −m2)G2(x1, x2) = 4λG4(x1, x1, x1, x2)− 12λCG2(x1, x2) + iδ(x1 − x2),

де C =
1

i
D−(0) — нескiнченна константа, яка компенсує розбiжнiсть функцiї

G4(x1, x1, x1, x2), що виникає при однакових аргументах.
Бiльш громiздкi обчислення можна виконати i в загальному випадку N -

точкової функцiї Грiна (24.1)(див., наприклад, [68, п.3.1]), що приводить до
рiвняння

(¤x1 −m2) GN (x1, . . . , xN) =

= 4λGN+2(x1, x1, x1, x2, . . . , xN)− 12λCGN(x1, . . . , xN) +

+
N∑

j=2

iδ(x1 − xj)GN−2(x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xN). (24.10)
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Враховуючи, що функцiєю Грiна оператора ¤x−m2 є причинна функцiя Dc(x)
(див. визначення (20.2), (20.9)), рiвняння (24.10) легко переписати у виглядi
iнтегрального рiвняння

GN(x1, . . . , xN) = −4iλ

∫
dy

1

i
Dc(x1 − y)GN+2(y, y, y, x2, . . . , xN) +

+ 12iλC

∫
dy

1

i
Dc(x1 − y)GN(y, x2, . . . , xN) +

+
N∑

j=2

1

i
Dc(x1 − xj)GN−2(x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xN),(24.11)

яке можна також отримати з представлення (24.7), використовуючи узагальне-
ну теорему Вiка (див. задачу 24.1).

Для скорочення запису i наочностi рiвняння (24.11) зручно переписати у
графiчнiй формi. Використаємо для цього такi позначення:

1

i
Dc(x1 − x2) ⇐⇒ x1 • • x2,

GN⇐⇒GN(x1, ..., xN)

xN

x1

x2

,

(24.12)

N∑
j=2

1

i
Dc(x1 − xj) ⇐⇒ x1 • ◦ .

Тодi рiвняння (24.11) набуде зображення

x1 y x1

x1

+
x1

GN
y

GN−2GN = −4iλ GN+2 +12iλ ,

(24.13)
де у кожнiй внутрiшнiй вершинi виконується iнтегрування.
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24.3. Про зв’язок функцiй Грiна з коефiцiєнтнимих функцi-
ями S-оператора розсiяння

Для того, щоби встановити зв’язок функцiй Грiна з коефiцiєнтними функцiями,
визначимо спочатку так званi одягненi коефiцiєнтнi функцiї

F̃N(x1, . . . , xN) =

∫ ( N∏
j=1

1

i
Dc(xj − yj)

)
FN(y1, . . . , yN)dy1 . . . dyN , (24.14)

тобто за кожною змiнною виконується згортка з причинною функцiєю Грiна.
Таку операцiю можна назвати продовженням коефiцiєнтних функцiй за масову
поверхню, оскiльки їх перетворення Фур’є ˜̃

FN(p1, . . . , pN) залежатиме вiд 4-
iмпульсiв p1, . . ., pN , якi не пов’язанi спiввiдношеннями p2

j = m2, j = 1, 2, . . . ,
N . Вираз (24.14) можна переписати за допомогою введених у попередньому
параграфi формальних операторних перетворень (див. ф-ли (23.4) i (23.6)):

F̃N(x1, . . . , xN) = (a−(x1) . . . a−(xN)F )0 =

= (Ω0, a
−(x1) · · · a−(xN)F ) =

= (Ω0 : a(x1) · · · a(xN) : F ), (24.15)

де F = {FN}∞N=0. Далi скористаємося пропозицiєю 23.1 i запишемо вирази
(24.7), (24.8) для функцiй Грiна через операцiї a(x):

GN(x1, . . . , xN) = (Ω0, a(x1) · · · a(xN)F ), (24.16)

де F – послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй, яку згiдно з п.23.2 i 23.3, можна
записати так:

F =
(
Ω0, e

iλ
∫

LI(x;a)dxΩ0

)−1

eiλ
∫

LI(x;a)dxΩ0. (24.17)

У формулi (24.17)LI(x; a) має вигляд LI(x) з a(x) замiсть ϕ(x). Застосуємо
тепер теорему Вiка для нормальних добуткiв до добутку у виразi (24.16). Тодi,
згiдно з (24.15) отримаємо вираз (N = 2k)

GN(x1, . . . , xN) = F̃N(x1, . . . , xN) +
∑

{j1,j2}⊂{1,...,N}

1

i
Dc(xj1 − xj2)×

× F̃N−2(x1, . . . , x̂j1 , . . . , x̂j2 , . . . , xN) +

+
∑

{j1,...,j4}⊂{1,...,N}

[
1

i
DC(xj1 − xj2)

1

i
Dc(xj3 − xj4) +

+
1

i
Dc(xj1 − xj3)

1

i
Dc(xj2 − xj4) +

+
1

i
Dc(xj1 − xj4)

1

i
Dc(xj2 − xj3)

]
×

× F̃N−4(x1, . . . , x̂j1 , . . . , x̂j4 , . . . , xN) + · · · . (24.18)
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На завершення запишемо формальнi вирази для функцiй F̃N i GN через
операторнi символи a(x) для моделi (21.3):

F̃N(x1, . . . , xm) =
1

F0

(
Ω0, : a(x1) · · · a(xN) : e−iλ

∫
:a4(x):dxΩ0

)
, (24.19)

GN(x1, . . . , xm) =
1

F0

(
Ω0, a(x1) · · · a(xN)e−iλ

∫
:a4(x):dxΩ0

)
, (24.20)

F0 = S0 =
(
Ω0, e

−iλ
∫
:a4(x):dxΩ0

)
. (24.21)

Зауваження 24.1. Представлення (23.21), (23.22) i (23.27) коефiцiєнтних
функцiй S-матрицi (або (24.19) функцiй F̃N) i (24.20), (24.21) функцiй Грiна є
формальним способом квантування полiв. Цей метод еквiвалентний кванту-
ванню за допомогою методу континуальних iнтегралiв, який детально опи-
шемо в § 26.

24.4. Рiвняння для функцiй Грiна в функцiональних похi-
дних

Важливим технiчним методом, який дає змогу значно спростити виведення де-
яких рiвнянь для функцiй Грiна та дослiдження розкладiв за константою взає-
модiї, є метод функцiональних похiдних. Для деякої дiйсної, гладенької функцiї
j(x), x ∈ M4, що досить швидко спадає на безмежностi, визначимо так званий
породжувальний функцiонал для послiдовностi функцiй Грiна GN(x1, . . . , xN):

G{j} :=
(
Φ0, T ei

∫
dxj(x)ϕ(x)Φ0

)
=

=
∞∑

N=0

iN

N !

∫
dx1 . . . dxNj(x1) . . . j(xN)GN(x1, . . . , xN). (24.22)

Функцiя Грiна GN(x1, . . . , xN) визначається як N -кратна функцiональна похi-
дна

GN(x1, . . . , xN) = (−i)N δN

δj(x1) . . . δj(xN)
G{j}

∣∣∣
j≡0

:=

:= (−i)NGx1,...,xN
{j}

∣∣∣
j≡0

. (24.23)

Зауваження 24.2 Тут i далi пiд варiацiйною похiдною розумiтимемо фор-
мальну операцiю, яка дiє на функцiонали типу (24.22) як звичайна похiдна,
вважаючи, що

δj(x)

δj(y)
:= δ(x− y). (24.24)
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Користуючись означеннями (24.22), (24.23), з рiвнянь (24.10) легко отримати
рiвняння для G{j}. Для цього треба взяти першу варiацiйну похiдну вiд роз-
кладу (24.22), подiяти оператором (¤x −m2) i скористатись правою частиною
(24.10). Тодi отримаємо рiвняння

(¤x −m2)Gx{j} = −4λGxxx{j} − 12λCGx{j} − ij(x)G{j}. (24.25)

Легко бачити, що розв’язок рiвняння (24.25) при λ = 0 має вигляд

G0{j} = e−
1
2

∫
j(x) 1

i
Dc(x−y)j(y)dxdy, (24.26)

що вiдповiдає вигляду породжувального функцiонала для вiльних функцiй Грi-
на. У цьому можна пересвiдчитись, якщо пiдставити (24.26) у (24.23), виконати
варiацiйне диференцiювання i покласти j ≡ 0. Внаслiдок цього отримаємо вираз
(20.55).

При λ 6= 0 розв’язок рiвняння (24.25) будемо шукати у виглядi

G{j} = AG0{j}, (24.27)

де оператор A є функцiєю варiацiйних похiдних δ/δj(x):

A = f

(
δ

δj

)
.

Враховуючи, що оператор A залежить лише вiд варiацiйних похiдних i комутує

з
δ

δj(x)
, тому, дiючи оператором A на рiвняння (24.25) при λ = 0 маємо вираз

(¤x −m2)
δ

δj(x)
AG0{j} = −iA(j(x)G0{j}). (24.28)

При λ 6= 0 вираз (24.25) запишемо в такому виглядi:

(¤x −m2)
δ

δj(x)
AG0{j} + 4λ

δ3

δj(x)3
AG0{j}+

+ 12λC
δ

δj(x)
AG0{j} = −ij(x)AG0{j}. (24.29)

Вiднiмаючи формулу (24.29) вiд (24.28), отримуємо спiввiдношення

−i[A, j(x)]−G0{j} = −4λ
δ3

δj(x)3
AG0{j} − 12λC

δ

δj(x)
AG0{j}.

Оператор A можна шукати як розв’язок формального операторного рiвняння
у варiацiйних похiдних:

[A, j(x)]− = −4iλA
δ3

δj(x)3
− 12iλCA

δ

δj(x)
. (24.30)
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Зручно скористатись аналогiєю з функцiями однiєї змiнної, для яких вико-

нуються такi формальнi спiввiдношення:
[

d

dx
, x

]

−
= 1I,

[
f

(
d

dx

)
, x

]

−
= f ′

(
d

dx

)
.

Тодi легко побачити, що оператор A, який задовольняє рiвняння (24.30), має
вигляд

A = C0 exp

[
−iλ

∫
dx

δ4

δj(x)4
− 6iλC

∫
dx

δ2

δj(x)2

]
,

а породжувальний функцiонал (24.27) представляється так:

G{j} = C0 exp

[
−iλ

∫
dx

δ4

δj(x)4
− 6iλC

∫
dx

δ2

δj(x)2

]
×

× exp

[
−1

2

∫
j(x)

1

i
Dc(x− y)j(y)dxdy

]
. (24.31)

Константа C0 вибирається з умови G{0} = 1. Врахувавши першу формулу
(21.5), вираз (24.31) можна переписати у загальному виглядi

G{j} = C0 exp

[
−iλ

∫
dxLI

(
x,

δ

δj(x)

)]
G0{j}, (24.32)

де , як i у формулi (24.17), покладаємо LI(x; a) = LI(x) = − : a4(x) : з
a(x) = δ/δj(x). Формула (24.32) справедлива для довiльного лагранжiана . У ви-
падку, коли LI(x) залежить вiд спiнорних полiв, породжувальний функцiонал
G залежатиме також вiд спiнорних джерел η(x) i η(x), якi будуть грасмановими
змiнними.

24.5. Рiвняння для зв’язних функцiй Грiна

З аналiзу дiаграм Фейнмана для функцiй Грiна i коефiцiєнтних функцiй ви-
дно, що ряд теорiї збурень, який вiдповiдає, наприклад, N -точковiй функцiї,
є сумою внескiв вiд зв’язних дiаграм iз N -зовнiшнiми лiнiями та всiх можли-
вих незв’язних дiаграм (тобто таких, що їх внески є добутками внесок вiд її
кожної зв’язної частини). Якщо формально просумувати внески всiх порядкiв
теорiї збурень, то структура повної функцiї залишиться такою самою. Тодi зв’я-
зок функцiї Грiна з її зв’язними частинами (truncated Green functions) можна
визначити такими спiввiдношеннями (для системи скалярних бозе-частинок):

GN(x1, . . . , xN) =
N∑

k=1

∑
n1+···+nk=N

∑
σk

GT
n1

(x
i
(1)
1

, . . . , x
i
(1)
n1

) · · ·

· · · GT
nk

(x
i
(k)
1

, . . . , x
i
(k)
nk

), (24.33)
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де сума за змiнною σk означає сумування за всiма перестановками iндексiв
{1, . . . , N} мiж групами {n1}, . . ., {nk} так, щоб члени в сумi не повторювались.
Наприклад, для N = 4 розклад (24.33) буде мати вигляд

G4(x1, . . . , xm) = GT
4 (x1, . . . , xm) + GT

3 (x1, x2, x3)G
T
1 (x4) + GT

3 (x1, x2, x4)G
T
1 (x3)+

+GT
3 (x1, x3, x4)G

T
1 (x2) + GT

3 (x2, x3, x4)G
T
1 (x1) + GT

2 (x1, x2)G
T
2 (x3, x4)+

+GT
2 (x1, x3)G

T
2 (x2, x4) + GT

2 (x1, x4)G
T
2 (x2, x3) + GT

2 (x1, x2)G
T
1 (x3)G

T
1 (x4)+

+GT
2 (x1, x3)G

T
1 (x2)G

T
1 (x4) + GT

2 (x1, x4)G
T
1 (x2)G

T
1 (x3) + GT

2 (x2, x3)G
T
1 (x1)G

T
1 (x4)+

+GT
2 (x2, x4)G

T
1 (x1)G

T
1 (x3) + GT

2 (x3, x4)G
T
1 (x1)G

T
1 (x2)+

+GT
1 (x1)G

T
1 (x2)G

T
1 (x3)G

T
1 (x4). (24.34)

Зауважимо, що представлення (24.33), (24.34) записанi для загального ви-
падку без урахування конкретного вигляду взаємодiї. Наприклад, при взаємодiї
(21.3) всi непарнi функцiї Грiна дорiвнюють нулю.

Iз представлення (24.33) видно, що послiдовнiсть зв’язних функцiй Грiна
GT

N повнiстю визначає послiдовнiсть GN . Для того, щоб отримати рiвняння
для функцiй GT

N(x1, . . . , xm), найбiльш зручним методом є метод варiацiйних
рiвнянь для породжувальних функцiоналiв. Породжувальний функцiонал для
зв’язних частин GT

N визначається такою самою формулою

GT{j} =
∞∑

n=1

in

n!

∫
j(x1) . . . j(xn)GT

n (x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =:

=:
∞∑

n=1

in

n!
GT

n{j}. (24.35)

Для того, щоб отримати рiвняння для GT{j} з рiвнянням (24.25), треба вира-
зити функцiонал G{j} через функцiонал GT{j}. Пiдставимо для цього розклад
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(24.33) у визначення функцiонала G{j} (24.22):

G{j} = 1 +
∞∑

N=1

iN

N !

∫
dx1 . . . dxNj(x1) · · · j(xN)×

×
N∑

k=1

∑
n1+···+nk=N

∑
σk

GT
n1

(x
i
(1)
1

, . . . , x
i
(1)
n1

) · · ·GT
nk

(x
i
(k)
1

, . . . , x
i
(k)
nk

) =

= 1 +
∞∑

N=1

∑

l>1

∑
m1<...<ml

m1ν1+···+mlνl=N

iN

N !

N !

(m1!)ν1 · · · (ml!)νl

1

ν1! · · · νl!
×

× GT
m1
{j}ν1 · · ·GT

ml
{j}νl = 1 +

+
∞∑

N=1

∑

l>1

∑
m1<...<ml

m1ν1+···+mlνl=N

1

ν1! · · · νl!

(
im1

m1!
GT

m1
{j}

)ν1

· · ·
(

iml

ml!
GT

ml
{j}

)νl

=

= 1 +
∞∑

m1=1

im1

m1!
GT

m1
{j}+

1

2!

∑
m1,m2

im1+m2

m1!m2!
GT

m1
{j}GT

m1
{j} =

= exp

[ ∞∑
n=1

in

n!
GT

n{j}
]

.

Отже, остаточно маємо
G{j} = eGT {j}. (24.36)

З формули (24.36) виходить

Gx{j} = GT
x {j}G{j},

Gxx{j} = GT
xx{j}G{j}+ GT

x {j}2G{j}, (24.37)

Gxxx{j} = GT
xxx{j}G{j}+ 3GT

xx{j}GT
x {j}G{j}+ GT

x {j}3G{j}.
Пiдставляючи вирази (24.37) у рiвняння (24.25) i скорочуючи на G{j}, отри-

муємо рiвняння

(¤x −m2)GT
x {j} = −4λGT

xxx{j} − 12λCGT
x {j} −

− 12λGT
xx{j}GT

x {j} − 4λGT
x {j}3 − ij(x), (24.38)

яке є нелiнiйним, оскiльки третiй i четвертий доданки правої частини мi-
стять у собi добутки похiдних вiд породжувального функцiонала GT{j}. Щоб
отримати рiвняння для функцiї GT

n (x1, . . . , xn), треба взяти варiацiйнi похiднi
вiд обох частин рiвняння (24.38) за змiнними-функцiями j(x2), . . . , j(xn). То-
дi отримаємо для n = 2, 3, . . . нескiнченну систему нелiнiйних диференцiальних
(або iнтегральних, коли перекинути оператор ¤x−m2 у праву частину) рiвнянь
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(x = x1):

(¤x1 + m2)GT
n (x1, . . . , xn)=4λGT

n+2(x1, x1, x1.x2, . . . , xn)−12λCGT
n (x1, . . . , xn) +

+ 12λ
∑
k,l>1

k+l=n+1

∑
σ2

GT
k+1(x1, x1, xi2 , . . . , xik)G

T
l (x1, xik+1

, . . . , xin) +

+ 4λ
∑

k,l,m>1
k+l+m=k+2

∑
σ3

GT
k (x1, xi2 , . . . , xik)G

T
l (x1, xik+1

, . . . , xik+l−1
)×

× GT
m(x1, xik+l,...,xin

) + iδ(x1 − x2)δn2, (24.39)

де сума за σ2 – сума всiх можливих розбиттiв iндексiв {2, . . . , n} на двi
групи {i2, . . . , ik} i {ik+1, . . . , in}, а сума за σ3 – на три групи {i2, . . . , ik},
{ik+1, . . . , ik+l−1} i {ik+l, . . . , in} таким чином, щоб усi члени вiдрiзнялися один
вiд одного. Користуючись такими ж позначеннями, як i в (24.12), зобразимо
iнтегральне рiвняння, що вiдповiдає (24.39), графiчно

y

x1
+12iλ

x1

y
−x1

x1 x1

yy

x2x1

= −4iλ

+δn,2 .−12iλ
∑

k,l

GT
n GT

n+2 GT
n

GT
k+1

GT
l

GT
k

GT
l

GT
m

−4iλ
∑

k,l

(24.40)

24.6. Рiвняння для сильнозв’язних функцiй Грiна. Рiвняння
Дайсона

Почнемо з визначення слабозв’язної та сильнозв’язної дiаграм Фейнмана. Дiа-
грама Фейнмана називається слабозв’язною, якщо вона зв’язна i мiстить хоча
б одну внутрiшню лiнiю, розриваючи яку, дiаграма стає незв’язною (тобто пе-
ретворюється на двi зв’язнi дiаграми). Якщо такої лiнiї немає, дiаграма є силь-
нозв’язною (англ. 1-particle irreducible). Будь-яку слабозв’язну дiаграму можна
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представити у виглядi

GT
k GT

l
.

(24.41)

Аналогiчнi поняття можна ввести i для функцiй Грiна, розклади за теорi-
єю збурень яких будуть складатися iз внескiв вiдповiдних дiаграм Фейнмана.
Виявляється, що сильнозв’язну (one-particle irreducible) функцiю Грiна можна
визначити також аналiтично. Ми почнемо з 2-точкової функцiї, що вiдповiдає
так званим власне-енергетичним дiаграмам Фейнмана.

Позначимо таку функцiю через
1

i

∑
(x, y), а її графiчне зображення –

yx
Σ ,

(24.42)

причому зовнiшнiм лiнiям будуть вiдповiдати δ-функцiї. Наприклад, у другому
порядку за теорiєю збурень дiаграмi

x′ y′ yx

(24.43)

буде вiдповiдати внесок

1

i
Σ(2)(x, y) = (−iλ)2

∫
dx′dy′δ(x− x′)

(
1

i
Dc(x′ − y′)

)3

δ(y′ − y).

З означень вiдповiдних внескiв для коефiцiєнтних функцiй S-матрицi (див. п.
22.4.2) видно, що

F
(2)
2 (x, y) ≡ 1

i
Σ(2)(x, y).

Отже, сильнозв’язнi функцiї Грiна будуть збiгатися iз сильнозв’язними
коефiцiєнтними функцiями. Встановимо тепер зв’язок мiж сильно зв’язною
2-частинковою функцiєю Σ(x, y) i повною 2-частинковою функцiєю Грiна
G2(x, y) ≡ GT

2 (x, y).
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З аналiзу їх розкладiв за теорiєю збурень легко переконатися, що

+

x
+ · · ·

x x

+

y y y′x′x

x′ x
′′ y

′′ y′ y
Σ

Σ:= G2 =
x y

Σ

y
+

(24.44)
або аналiтично

G2(x, y) =
1

i
Dc(x− y) +

∫
dx′dy′

1

i
Dc(x− x′)

1

i
Σ(x′, y′)

1

i
Dc(y′ − y) +

+

∫
dx′dx′′dy′dy′′

1

i
Dc(x− x′)

1

i
Σ(x′, x′′)

1

i
Dc(x′′ − y′′)×

× 1

i
Σ(y′′, y′)

1

i
Dc(y′ − y) + . . . . (24.45)

Ряд (24.45) можна також отримати методом iтерацiй iнтегрального рiвняння

G2(x, y) =
1

i
Dc(x− y) +

∫
dx′dy′

1

i
Dc(x− x′)

1

i
Σ(x′, y′)G2(y

′, y). (24.46)

У випадку трансляцiйно-iнварiантної взаємодiї функцiї G2(x, y) i Σ(x′, y′) зале-
жать вiд рiзницi аргументiв, а рiвняння (24.46) є рiвнянням у згортках. Пере-
ходячи до фур’є-перетворень, отримуємо алгебраїчне рiвняння

G̃2(p
2) = G̃0

2(p
2) + G̃0

2(p
2)

1

i
Σ̃(p2)G̃2(p

2), (24.47)

де
G̃0

2(p
2) =

1

i(m2 − p2 − iε)
, (24.48)

а залежнiсть функцiй G̃2, G̃0
2 i Σ вiд p2 = (p0)2 − p2 є наслiдком їх лоренц-

iнварiантностi.
Це рiвняння пов’язує повну функцiю Грiна з масовим оператором Σ(p2) i

має назву рiвняння Дайсона.
З рiвняння (24.46) легко отримати вираз функцiї Σ(x, y) через повну фун-

кцiю G2(x, y):
Σ(x, y) = G−1

0 (x, y)−G−1
2 (x, y), (24.49)

де G0(x, y) :=
1

i
Dc(x−y), а оберненi функцiї G−1(x, y) треба розумiти як згортку,

тобто ∫
dx′G(x, x′)G−1(x′, y) =

∫
dx′G−1(x, x′)G(x′, y) = δ(x− y). (24.50)
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Наприклад, для функцiї G0(x, y) =
1

i
Dc(x−y) функцiя G−1

0 (x, y) є узагальненою
функцiєю вигляду

G−1
0 (x, y) = −i(¤x −m2)δ(x− y). (24.51)

Щоб визначити n-точковi зв’язнi функцiї, введемо позначення

α(x) = (−i)
δGT{j}
δj(x)

−GT
1 (x) = (−i)GT

x {j} −GT
1 (x) =

=
∞∑

n=1

in

n!

∫
dx1 . . . dxnGn+1(x, x1, . . . , xn)j(x1) . . . j(xn) (24.52)

i будемо розглядати α(x) як незалежну змiнну, а (24.52) розглядати як рiвняння
для визначення j(x) як деякого функцiонала Γ вiдносно змiнної α або, точнiше,

j(x) = i
δΓ{α}
δα(x)

= iΓx{α}. (24.53)

Останню формулу можна перевiрити у кожному порядку теорiї збурень.
З (24.52) випливає, що

δα(x)

δj(y)
= (−i)GT

xy{j} (24.54)

або
δj(x)

δα(y)
= iGT,−1

xy {j}. (24.55)

Вважаючи α(x) i j(x) аналогами канонiчних змiнних, визначимо аналог пере-
творення Лежандра 1-го роду

Γ{α} = GT{j} − i

∫
dxj(x)(α(x) + GT

1 (x)). (24.56)

Розглянемо Γ{α} як породжувальний функцiонал деяких узагальнених фун-
кцiй Γn(x1, . . . , xn), n > 2:

Γ{α} =
∞∑

n=2

1

n!

∫
dx1 . . . dxnα(x1) . . . α(xn)Γn(x1, . . . , xn) (24.57)

i вiдповiдно

Γn(x1, . . . , xn) =
δn

δα(x1) . . . δα(xn)
Γ{α}

∣∣∣
α≡0

. (24.58)

Виявляється, що функцiї Γn(x1, . . . , xn) мають розклад за теорiєю збурень,
яка враховує лише внески вiд сильно-зв’язних дiаграм Фейнмана з тiєю самою
кратнiстю, що i функцiї GT

n (x1, . . . , xn). Щоб це побачити, визначимо операцiю,
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яку можна назвати “роздяганням” функцiй GT
n (x1, . . . , xn), обернену операцiї

“одягання”, визначену в (24.14):

GT
n (x1, . . . , xj, . . . , xn) =

=

∫
dx′G−1

2 (xj, x
′)GT

n (x1, . . . , xj−1, x
′, xj+1, . . . , xn). (24.59)

Наприклад, повнiстю “роздягнена” 2-точкова функцiя Грiна (вiд англ. amputated
Green function) має вигляд

G2(x, y) =

∫
dx′dy′G−1

2 (x, x′)G−1
2 (y, y′)G2(x

′, y′) = G−1
2 (x, y).

З формул (24.53) i (24.57) знаходимо

j(x) = iΓx{j} = i

∞∑
n=1

1

n!

∫
dx1 . . . dxnα(x1) . . . α(xn)Γn+1(x, x1, . . . , xn). (24.60)

Пiдставимо вираз (24.60) для j(x) у вираз (24.52) для α(x) i прирiвняємо ко-
ефiцiєнти при однакових ступенях (точнiше, з однаковим числом функцiй α).
Тодi члени, що мiстять у собi одну функцiю α, дають рiвнiсть

α(x) = i2
∫

dx′dy′G2(x, x′)Γ2(x
′, y′)α(y′).

Як наслiдок довiльностi функцiї α цю рiвнiсть задовольняє функцiя

Γ2(x1, x2) = −G−1
2 (x1, x2). (24.61)

Отже, враховуючи (24.49), бачимо, що Γ2 з точнiстю до G−1
0 (x, y) збiгається

з Σ(x, y), що є сумою внескiв усiх сильнозв’язних дiаграм Фейнмана з двома
зовнiшнiми лiнiями. Прирiвнюючи коефiцiєнт при α(x2)α(x3) у правiй частинi
(24.52) до нуля, отримуємо

∫
dx′1G2(x, x′1)Γ3(x

′
1, x2, x3) =

∫
dx′2dx′3G

T
3 (x, x′2, x

′
3)Γ2(x

′
2, x2)Γ2(x

′
3, x3).

Дiючи на обидвi частини iнтегральним оператором з ядром G−1
2 (x1, x) i вра-

ховуючи (24.50), означення (24.59) i формулу (24.61), маємо

Γ3(x1, x2, x3) = GT
3 (x1, x2, x3). (24.62)

Для взаємодiї (21.3) обидвi функцiї в (24.62) тотожно дорiвнюють нулю. Але
якщо, наприклад, розглянути взаємодiю

LI(x) = λ : ϕ3(x) :, (24.63)
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то функцiя G3(x1, x2, x3) описуватиме повну вершинну функцiю Грiна, тобто
3-точкову функцiю Грiна, а функцiя GT

3 (x1, x2, x3)—“роздягнену” функцiю Грi-
на вiдносно всiх трьох аргументiв. Легко пересвiдчитись, що операцiя (24.59)
для GT

3 (x1, x2, x3) означає, що розклад функцiї GT
3 (x1, x2, x3) за теорiєю збурень

складається лише з внескiв сильнозв’язних дiаграм Фейнмана з трьома зов-
нiшнiми лiнiями. Обчислимо для наочностi ще члени, що стоять при добутку
трьох функцiй α. Тодi, враховуючи, що вираз для Γ4 є симетричною функцiєю
своїх аргументiв, отримуємо

Γ4(x1, . . . , x4) = GT
4 (x1, . . . , x4)−

∑
σ4

∫
dx′GT

3 (xi1 , xi2 , x
′)Γ3(x

′, xi3 , xi4). (24.64)

Якщо врахувати означення (24.59), рiвнiсть (24.50) для функцiї G2(x, y) i
(24.62), то рiвнiсть (24.64) можна переписати у такому виглядi:

Γ4(x1, . . . , x4) = GT
4 (x1, . . . , x4)−

−
∫

dxdy Γ3(x1, x2, x)G2(x, y)Γ3(y, x3, x4)−

−
∫

dxdy Γ3(x1, x3, x)G2(x, y)Γ3(y, x2, x4)−

−
∫

dxdy Γ3(x1, x4, x)G2(x, y)Γ3(y, x2, x3).

(24.65)

Зручно (24.65) зобразити графiчно

x

y

x1 x2 x1 x2

x4 x3x3x4

= − ,Γ4 GT
4

Γ3

Γ3

(24.66)

де жирною лiнiєю позначено функцiю G2, а кружечки означають суми таких
самих функцiй з переставленими аргументами.

Зауваження 24.3. Вигляд функцiї Γ4 за допомогою зображення (24.66)
вiдповiдає теорiї поля з взаємодiєю (24.63). У випадку взаємодiї (21.3) другий
доданок правої частини рiвняння (24.66) перетворюється тотожно в нуль, i
для Γ4 виходить формула, аналогiчна (24.62).
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Якщо розкласти праву частину за теорiєю збурень, то легко помiтити, що
внески, якi вiдповiдають слабозв’язним дiаграмам (вiдповiдно у першому i дру-
гому доданках), будуть компенсуватися, i тому отримаємо лише внески вiд силь-
нозв’язних дiаграм. Детальне доведення того, що функцiї Γn(x1, . . . , xn) є сумою
внескiв тiльки сильно-зв’язних дiаграм, можна знайти у роботi [19].

Для того щоб отримати рiвняння для функцiй Γn(x1, . . . , xn), знову застосу-
ємо метод варiацiйних рiвнянь для породжувальних функцiоналiв. Проробимо
це для взаємодiї (21.3).Для цього треба записати вираз функцiонала GT{j} че-
рез функцiонал Γ{α} i скористатись рiвнянням (24.38).

Тодi з формул (24.52)–(24.56) маємо

GT
x {j} = iα(x), GT

xx{j} = Γ−1
xx{α}. (24.67)

Далi з (24.67) отримаємо

GT
xxx{j} =

δΓ−1
xx{α}

δj(x)
:=

∫
dz

δΓxx{α}
δα(z)

δα(z)

δj(x)
. (24.68)

Знайдемо варiацiйну похiдну
δΓ−1

xx{α}
δα(z)

. Оберненi функцiонали визначаються так

само, як i оберненi функцiї спiввiдношеннями (24.50):
∫

dy Γ−1
xy {α}Γyu{α} = δ(x− u). (24.69)

Проварiюємо рiвнiсть (24.69) за змiнною α(z):
∫

dy
δΓ−1

xy {α}
δα(z)

Γyu{α}+

∫
dy Γ−1

xy {α}
δΓyu{α}
δα(z)

= 0.

Звiдси, використовуючи (24.69), маємо

δΓ−1
xv {α}

δα(z)
= −

∫
dy duΓ−1

xy {α}Γyuz{α}Γ−1
uv {α}. (24.70)

Пiдставляючи (24.70) у (24.68) i враховуючи (24.54) та (24.67), отримуємо

GT
xxx{j} = i

∫
dydudz Γ−1

xy {α}Γ−1
xu{α}Γ−1

xz {α}Γyuz{α}.

Отже, варiацiйне рiвняння для функцiонала Γ{α} матиме вигляд

(¤x −m2 + 12λC)α(x) = −4λ

∫
dydudz Γ−1

xy {α}Γ−1
xu{α}Γ−1

xz {α}Γyuz{α} −
− 12λΓ−1

xx{α}α(x) + 4λα(x)3 − iΓx{α}. (24.71)

Щоб отримати рiвняння для Γn(x1, . . . , xn), потрiбно (покладаючи x = x1) про-
варiювати (24.71) за змiнними α(x2), . . ., α(xn), використовуючи правило (24.70)
i означення (24.58) (задача 24.2).
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24.7. Спектральне представлення 2-точкової функцiї Грiна
(представлення Челлена –Лемана)

У попереднiх пунктах було отримано низку формальних рiвнянь для функцiй
Грiна в моделi, що вiдповiдає взаємодiї (21.3). Метод їх отримання дає змогу за-
писати такi самi рiвняння для довiльної теорiї, якi вже розглядалися. Iснування
розв’язкiв цих рiвнянь i знаходження явного вигляду функцiй Грiна є складною
математичною проблемою. На сьогоднi ця проблема розглянута лише на мовi
формальної теорiї збурень, яка приводить до виникнення розбiжностей, що буде
описано далi. Але виявляється, що, виходячи iз загальних принципiв побудови
квантової теорiї полiв (постулати ПК1–ПК5), можна записати представлен-
ня для 2-точкової функцiї Грiна, яке характеризує деякi загальнi властивостi i
пов’язане з спектром мас оператора енергiї-iмпульсу.

З означень (24.1) i T -добутку маємо

G2(x1, x2) = (Φ0, T (ϕ(x1)ϕ(x2))Φ0) =

= θ(x0
1 − x0

2)W2(x1, x2) + θ(x0
2 − x0

1)W2(x2, x1), (24.72)

де
W2(x, y) = (Φ0, ϕ(x)ϕ(y)Φ0) (24.73)

2-точкова функцiя Вайтмана [199].
З умов iнварiантностi (14.13) для операторiв поля i вакуумного стану (14.18)

випливає, що
W2(x, y) = W2(Λx + a, Λy + a), (24.74)

де (Λ, a) – довiльне перетворення групи Лоренца. Рiвнiсть (24.74) означає, що

W2(x, y) = w((x− y)2), (24.75)

тобто залежить вiд квадрата вiдстанi мiж точками x i y у просторi Мiнков-
ського, а рiвнiсть (24.75) означає, що перетворення Фур’є узагальненої функцiї
W2(x, y) залежить вiд квадрату iмпульса p2 = p02 − p2. Наступним кроком,
який дає можливiсть дiйти бiльш детального висновку щодо структури фун-
кцiї W2(x, y) є застосування постулату спектральностi ПК5.

Позначимо повну систему станiв, що вiдповiдає спектру оператора енергiї-
iмпульсу P µ через

Φn = Φ(p(n),α(n)), (24.76)

де p(n) – повний iмпульс n-го стану, а α(n) – значення iнших квантових характе-
ристик, тобто

P µΦn = pµ
(n)Φn. (24.77)

Зауважимо, що система векторiв (24.76) є повною ортонормованою системою
у гiльбертовому просторi станiв H i залежить вiд своїх неперервних i дискре-
тних змiнних, а величини p(n) i α(n) є лише iндексами вiдповiдних станiв. Тому
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умову повноти можна записати у виглядi

∑
n

Φn

∗
Φn=

∑
n

∑
α(n)

∫
dp(n)Φ(p(n),α(n))

∗
Φ(p(n),α(n))= 1I , (24.78)

де 1I—одиничний оператор у просторi H або, точнiше, ядро одиничного опера-
тора, якщо записати аргументи векторiв Φn i

∗
Φn (вони повиннi бути рiзнi) 1. З

рiвняння Гейзенберга (14.39) для поля ϕ(x) i рiвняння (24.77) маємо спiввiдно-
шення

(Φm, ϕ(x)Φn) = (Φm, ϕ(0)Φn)e−i(p(n)−p(m))·x. (24.79)

Поставимо в означеннi функцiї Вайтмана (24.73) одиничний оператор (24.78)
мiж полями ϕ(x) i ϕ(y). Внаслiдок цього отримаємо

(Φ0, ϕ(x)ϕ(y)Φ0) =
∑

n

∑
α(n)

∫
dp(n)|(Φ0, ϕ(0)Φ(p(n),α(n)))|2e−ip(n)·(x−y). (24.80)

З iнших мiркувань функцiї Грiна описують реальнi фiзичнi процеси, i но-
сiй перетворення Фур’є цих функцiй повинен бути зосереджений у верхньому
свiтловому конусi змiнної p = (p0,p), тобто p2 > 0, p0 > 0. Враховуючи цi
зауваження, можна записати, що

W2(x, y) =
1

(2π)3

∫
dp θ(p2)θ(p0)ρ(p2)e−ip·(x−y), (24.81)

або, використовуючи для функцiї Хевiсайда θ(p2) представлення

θ(p2) =

∞∫

0

dµ2δ(p2 − µ2), (24.82)

остаточно маємо (враховуючи (15.7)):

W2(x, y) =

∞∫

0

dµ2ρ(µ2)
1

i
D−(x− y; µ2), (24.83)

де
1

i
D−(x, µ2) ≡ 1

i
D−(x). Залежнiсть вiд маси видiлена для бiльшої наочностi.

Порiвнюючи формули (24.80) i (24.81), легко побачити, що спектральна фун-
кцiя ρ(·) задовольняє спiввiдношення

θ(p2)θ(p0)ρ(p2) = (2π)3
∑

n

∑
α(n)

|(Φ0, ϕ(0)Φ(p,α(n)))|2, (24.84)

1Нагадаємо, що ядром одиничного оператора за дискретними змiнними є символ Кроне-
кера, а за неперервними змiнними δ-функцiя.
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де сума береться за всiма станами Φ(p(n),α(n)) з фiксованим значенням iмпульсу
p(n) = p, що обмежує кiлькiсть членiв суми деяким скiнченним числом. При-
чому, якщо система складається з частинок декiлькох видiв i = 1, . . . , L, то
iзольованi точки спектра при p2 = 0 i p2 = m2

i вiдповiдають вакуумному стану
i стабiльним одночастинковим станам видiв i = 1, 2, . . . , L. Неперервний спектр

починається при p2 =

(
L∑

i=1

nimi

)2

, ni = 0, 1, 2, . . .,
L∑

i=1

ni > 1.

Бiльш детальне доведення формули (24.83) можна знайти у монографiї [10],
або ж бiльш формально, але нагляднiше з фiзичної точки зору, у монографiї
[102, гл. 17].

Враховуючи означення (20.12),(24.72), остаточно отримуємо представлення
для функцiї Грiна

G2(x, y) =

∞∫

0

dµ2ρ(µ2)G0
2(x, y; µ2), (24.85)

де

G0
2(x, y; µ2) =

1

i
Dc(x− y)

є функцiя Грiна, що вiдповiдає вiльнiй скалярнiй частинцi маси µ.
Вперше представлення (24.85) використав Челлен [155](Källen G.) i пiзнiше

довiв Леман [48]. Детальнiша структура спектральної функцiї ρ(µ2) залежить
вiд вигляду взаємодiї i вiдповiдного спектра фiзичних станiв (див., наприклад,
[102, гл. 17]).

Очевидно, що коли взаємодiя вiдсутня, то

ρ(µ2) = δ(µ2 −m2
0),

де m0 – так звана гола маса, тобто маса вiльної (невзаємодiючої) скалярної ча-
стинки. У випадку взаємодiючої системи також можна видiлити точку спектра,
яка вiдповiдає стабiльному одночастинковому стану частинки маси m. Тодi

ρ(µ2) = Z3δ(µ
2 −m2) + σ(µ2), (24.86)

де нова функцiя розподiлу враховує спектр станiв, який починається з p2 > m2.
Наведемо вигляд представлення (24.85) в iмпульсному просторi

G̃2(k) =
Z3

m2 − k2 − iε
+

∞∫

m2

dµ2 σ(µ2)

m2 − k2 − iε
.

Важливо зауважити, що функцiя G̃2(k) має полюс при p2 = m2, де m – спосте-
режувана маса частинки.
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Константа нормування Z3 також залежить вiд взаємодiї i визначається з
мiркувань, якi забезпечують перенормованiсть вiдповiдної теорiї. Але деяку за-
гальну умову на Z3 можна записати зi спектрального представлення для кому-
татора:

(Φ0, [ϕ(x), ϕ(y)]−Φ0) =

∞∫

0

dµ2ρ(µ2)
1

i
D(x− y; µ2), (24.87)

де D(x − y; µ2) – переставна функцiя вiльного скалярного поля маси µ (див.
(15.8)). Спiввiдношення (24.87) є наслiдком (24.73), (24.83) i (15.7)–(15.8). Ди-
ференцiюючи обидвi частини (24.87) за x0 i покладаючи x0 = y0, а також вра-
ховуючи (14.20) i (15.1), отримуємо

1 =

∞∫

0

dµ2ρ(µ2) = Z3 +

∞∫

µ2

dµ2σ(µ2). (24.88)

Звiдси внаслiдок додатностi спектральної функцiї σ(µ2) (див. (24.84)) маємо

0 6 Z3 6 1. (24.89)

Бiльш детальнi наслiдки спектрального представлення будуть випливати з кон-
кретного вигляду взаємодiї (наприклад для взаємодiї псевдоскалярних ней-
тральних мезонiв з нуклонами див. [102, гл. 17, § 2]).

§ 25. Загальна теорiя усунення розбiжностей
У § 22 було обчислено матрицю розсiяння за теорiєю збурень при заданому ла-
гранжiанi взаємодiї полiв. Разом iз тим було помiчено (див. зауваження 22.6),
що, починаючи з другого порядку теорiї збурень, аналiтичнi вирази, якi вiдпо-
вiдають дiаграмам Фейнмана, зображеним на рис. 22.1 в, г, д, мiстять у собi
розбiжнi iнтеграли.

У даному параграфi спробуємо проаналiзувати природу цих розбiжностей,
характер i вивчити конструктивнi методи їх усунення. Поки що зупинимось
на вивченнi моделi дiйсного скалярного поля iз самовзаємодiєю (21.3). Бiльш
реалiстичнi моделi КЕД i КХД розглянемо у роздiлi VII.

Теорiя усунення розбiжностей вiдома як теорiя перенормувань, вона вини-
кла ще в серединi минулого столiття в роботах Бете, Дайсона, Швiнгера, Фейн-
мана та iн. Пiзнiше було отримано коректне математичне формулювання її в ро-
ботах Боголюбова, Парасюка та Хеппа, а в 70—80-х роках з’явилася дуже велика
кiлькiсть робiт, у яких ця теорiя отримала подальший розвиток. Для детально-
го ознайомлення з методами сучасної теорiї перенормувань радимо звернутись
до монографiй [34], [133], [99]. Тут коротко зупинимося на основних моментах
теорiї перенормувань, спробуємо обґрунтувати розвинутi математичнi методи з
точки зору фiзики.
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25.1. Примiтивно-розбiжнi дiаграми. Видiлення розбiжно-
стей методом Паулi – Вiлларса

Усi розбiжнi дiаграми 2-го порядку є примiтивно-розбiжнi за означенням. Роз-
глянемо тепер розбiжну дiаграму 3-го порядку. Якщо, розриваючи по черзi одну
з внутрiшнiх лiнiй такої дiаграми, будемо отримувати дiаграми, вклади яких є
збiжними, то така дiаграма i буде називатися примiтивно-розбiжною дiаграмою
3-го порядку. Якщо ж хоч одна з утворених дiаграм є розбiжною, то це означає,
що початкова дiаграма мiстить у собi (як пiдблок) розбiжну дiаграму другого
порядку. Тобто вона не є примiтивно розбiжною, а просто—розбiжною. Отже,

розбiжна дiаграма n-го порядку G є примiтивно-розбiжною, якщо всi дiагра-
ми (n−1)-го порядку, отриманi з G розриванням внутрiшнiх лiнiй, будуть
збiжними.

.

Для взаємодiї (21.3) примiтивно-розбiжними дiаграмами є лише три дiагра-
ми 2-го порядку, зображенi на рис. 22.1 в, г, д. Усi розбiжнi дiаграми вищих
порядкiв будуть мiстити у собi (як пiдблоки) примiтивно-розбiжнi дiаграми 2-
го порядку. Проаналiзуємо характер розбiжностей цих трьох дiаграм. Не буде-
мо розглядати вакуумну дiаграму рис. 22.1 д, оскiльки внески усiх вакуумних
дiаграм можна усунути перенормуванням S-оператора або послiдовностi його
коефiцiєнтних функцiй в цiлому (див. (23.21) та зауваження 23.2). Внески двох
iнших дiаграм у S-оператор мають такий вигляд:

S2 ∼ (−iλ)2

∫
dx1dx2 : ϕk(x1)

(
1

i
Dc(x1 − x2)

)4−k

ϕk(x2) :, (25.1)

де k = 1 вiдповiдає дiаграмi г, а k = 2 дiаграмi— в. В обох випадках вирази
(25.1) мiстять у собi добуток (степiнь) двох узагальнених функцiй iз однаковими
аргументами. Математично така операцiя не є визначеною, i для її визначення
вона потребує додаткової регуляризацiї. Одним iз методiв регуляризацiї для
визначення добутку сингулярних узагальнених функцiй є метод Паулi–Вiлларса
(див. [13, § 15]). Застосуємо його до визначення виразу (25.1). Першим кроком є
замiна причинної функцiї Dc(x) функцiєю Dc

M(x), яка визначається формулою

Dc
M(x) = Dc(x; m)−Dc(x; M) =

=
1

(2π)4

∫
dk

[
1

m2 − k2 − iε
− 1

M2 − k2 − iε

]
eik·x =

=
M2 −m2

(2π)4

∫
dk

eik·x

(m2 − k2 − iε)(M2 − k2 − iε)
, (25.2)

де маса M введена штучно i не вiдповiдає реальним частинкам.
Уже з явного вигляду функцiї Dc(x,m) (див. (20.16)) видно, що функцiя

Dc
M(x) не мiстить доданка, пропорцiйного до δ(x2). Бiльш детальний аналiз
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показує, що вiдсутнi також сингулярностi iнших типiв (див. [13], § 15). Крiм
того, з виразу (25.2) видно, що у значеннi слабкої збiжностi маємо

w − lim
M→∞

Dc
M(x) = Dc(x) ≡ Dc(x; m).

Розглянемо спершу вираз, що вiдповiдає правiй частинi (25.1) при k = 2.
Цей вираз є внеском у вершинну частину S-оператора у другому порядку теорiї
збурень. Вiн також робить внесок в амплiтуду розсiяння двох частинок, якi до
розсiяння мали iмпульси k1 i k2, а пiсля розсiяння – iмпульси k′1 i k′2.

Розглянемо одну з можливих дiаграм Фейнмана, що описує такi процеси:

k1

k2 q2
k′2

k′1
q1

.

(25.3)

Згiдно з правилами Фейнмана (22.93) – (22.95) вiдповiдний аналiтичний вираз
має вигляд

F
(2)
2;2 (k1, k2, k

′
1, k

′
2) =

(2π)4δ(k1 + k2 − k′1 − k′2)

4(2π)6
√

k0
1k

0
2k
′0
1 k′01

λ2Γ̃
(2)
4 (k1 + k2), (25.4)

де

Γ̃
(2)
4 (k) =

1

(2π)4

∫
dq

1

(m2 − q2 − iε)[m2 − (q − k)2 − iε]
. (25.5)

При великих значеннях iмпульсiв q iнтеграл у правiй частинi (25.5) буде
логарифмiчно розбiжний. Щоб у цьому переконатися, будемо вважати, що q2

є квадрат у 4-вимiрному евклiдовому просторi. Тодi, переходячи до сферичної
системи координат, iнтеграл (25.5) при великих |q| буде мати асимптотику (
опускаємо iнтеграли за кутовими змiнними)

+∞∫

|q|

ρ3dρ

ρ4
=

+∞∫

|q|

dρ

ρ
,

тобто логарифмiчно розбiгається.
Пiсля регуляризацiї (25.2) Γ̃

(2)
4 (k) набуває вигляду

Γ̃
(2)
4 (k; M) =

1

(2π)4

∫
dqD̃c

M(q)D̃c
M(q − k), (25.6)

де

D̃c
M(q) =

1

m2 − q2 − iε
− 1

M2 − q2 − iε
=

M2 −m2

(m2 − q2 − iε)(M2 − q2 − iε)
. (25.7)
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Легко переконатися, провiвши аналогiчний аналiз, що при M < ∞ iнтеграл
(25.6) є збiжним. Для його обчислення скористаємося формулою (ε > 0)

1

m2 − q2 − iε
= i

∞∫

0

dαeiα(q2−m2+iε).

Тодi (25.6) можна переписати у виглядi

Γ̃
(2)
4 (k; M) = − 1

(2π)4

∫
dq

∞∫

0

dµε
M(α)dµε

M(β)eiαq2+iβ(q−k)2 , (25.8)

де введено позначення

dµε
M(α) = e−εα(e−iαm2 − e−iαM2

).

Iнтеграл за dq вiд експоненти у правiй частинi (25.8) не буде iснувати у
звичайному значеннi, i тому щоб помiняти порядок iнтегрування не можна за-
стосувати теорему Фубiнi, а треба знову застосувати промiжну регуляризацiю,
покладаючи

∞∫

−∞

ei(at2+2bt)dt = lim
δ→+0

∞∫

−∞

ei(at2+2bt)−δt2 , a > 0.

Далi користуємося формулою
∫

ei(ak2+2b·k)dk =
π2

ia2
e−

ib2

a , a > 0 (25.9)

(див. детальнi обчислення в [13, § 24]).
Обчислення гауссових iнтегралiв типу (25.9) приводить до виразу

Γ̃
(2)
4 (k; M) =

i

16(π)2

∫
dµε

M(α)dµε
M(β)

ei αβ
α+β

k2

(α + β)2
. (25.10)

Для обчислення iнтеграла в (25.10) скористаємося замiною змiнних (див. [13,
§ 24])

α = ξλ, β = (1− ξ)λ.

Отримаємо

Γ̃
(2)
4 (k; M) =

i

16(π)2

1∫

0

Jε(ξ, k, M)dξ, (25.11)

де

Jε(ξ, k, M) =

∞∫

0

dλ

λ
e−λε

2∏
j=1

(
eiAj(m)λ − eiAj(M)λ

)
(25.12)
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i
A1(µ) = ξ(1− ξ)k2 − ξµ2, A2(µ) = −(1− ξ)µ2, µ ∈ {m,M}.

Обчислення iнтеграла (25.12) можна зробити за допомогою формули

∞∫

0

dλ

λ

(
eiAλ − eiBλ

)
e−ελ = ln

B + iε

A + iε
, ε > 0.

Тодi отримаємо вираз (задача 25.1)

Jε(ξ, k,M) = ln
(1− ξ)M2 + ξm2 − ξ(1− ξ)k2 − iε

m2 − ξ(1− ξ)k2 − iε
+

+ ln
ξM2 − ξ(1− ξ)k2 + (1− ξ)m2 − iε

M2 − ξ(1− ξ)k2 − iε
. (25.13)

Таким чином маємо розбиття Γ̃
(2)
4 (k; M) на розбiжну i збiжну частини при

M → ∞. Збiжнiсть треба розумiти у слабкому значеннi. Таке розбиття не є
однозначним, його вибiр фiксується умовою

reg Γ̃
(2)
4 (0; M) ≡ Γ̃

R,(2)
4 (0,M) = 0,

тобто перший член розкладу в ряд Маклорена перенормованої амплiтуди пови-
нен перетворюватися в нуль.

Зауваження 25.1. Вибiр нульової точки розкладу вершинної функцiї Γ
(2)
4

зроблений тут iз мiркувань зручностi. Неоднозначнiсть процедури розбиття
на збiжну i розбiжну частини дає змогу зробити скiнченне перенормування,
тобто вiдняти чи додати скiнченну константу. У випадку моделi (21.3), яка
розглядається, повна вершинна частина Γ4 повинна дорiвнювати (−iλ), якщо

k2
j = m2, а kikj = −1

3
m2, де m — спостережувана маса частинок. Фiзичне

обґрунтування вибору точки розкладу або ж еквiвалентну процедуру скiнчен-
ного перенормування буде описано нижче.

Отже, в даному випадку перенормована амплiтуда визначається формулою

Γ̃
R,(2)
4 (k) := lim

M→∞
Γ̃

R,(2)
4 (k; M) := lim

M→∞
(Γ̃

(2)
4 (k; M)− Γ̃

(2)
4 (0, M)). (25.14)

Для того, щоб визначити амплiтуду Γ̃
R,(2)
4 з виразу (25.11), вiднiмемо i додамо

у виразi (25.13) величину Jε(ξ, 0,M). Тодi

Γ̃
(2)
4 (k; M) = a

(2)
4 (M) + Γ̃

R,(2)
4 (k; M),

де

a
(2)
4 (M) =

i

8(π)2

1∫

0

dξ ln
(1− ξ)M2 + ξm2

Mm
,
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Γ̃
R,(2)
4 (k; M) =

i

16(π)2

1∫

0

dξ ln
[(1− ξ)M2 + ξm2 − ξ(1− ξ)k2 − iε]m2

[(1− ξ)M2 + ξm2][m2 − ξ(1− ξ)k2 − iε]
+

+
i

16(π)2

1∫

0

dξ ln
[ξM2 − ξ(1− ξ)k2+(1− ξ)m2 − iε]M2

[ξM2 + (1− ξ)m2][M2 − ξ(1− ξ)k2 − iε]
.

Легко переконатися, що

w − lim
M→∞

Γ̃
R,(2)
4 (k; M) = Γ̃

R,(2)
4 (k) =

i

16(π)2

1∫

0

dξ ln
m2

m2 − ξ(1− ξ)k2 − iε
, (25.15)

де границю треба розумiти у слабкому значеннi.
У конфiгурацiйному просторi вираз, що вiдповiдає дiаграмi (25.3) i робить

внесок у S2(x1, x2), виглядатиме як

72λ2 : ϕ2(x1)
[
a

(2)
4 (M)δ(x1 − x2) + Γ

R,(2)
4 (x1, x2; M)

]
ϕ2(x2) :, (25.16)

а вираз, що робить внесок у розклад коефiцiєнтної функцiї F4(x1, . . . , x4) (ф-ла
(22.51)) у другому порядку теорiї збурень, має такий вигляд:

F
(2)
4 (x1, . . . , x4; M) = 36

∑
π∈P4

[
a2

4(M)δ(xπ(1) − xπ(2))δ(xπ(1) − xπ(3))δ(xπ(1) − xπ(4)) +

+ δ(xπ(1) − xπ(3))δ(xπ(2) − xπ(4))Γ
R,(2)
4 (xπ(1), xπ(2); M)]. (25.17)

Таким чином, розбiжна частина S-матрицi є квазiлокальним оператором, i
його носiй зосереджений саме в тих точках, де не визначений T -добуток, що
входить у вираз S-оператора в теорiї збурень (22.37).

Зовсiм аналогiчно обчислюється внесок вiд другої примiтивно розбiжної дi-
аграми:

q1

q2
k1 k2

q3

.

(25.18)

Вiдповiдний вираз можна представити як (задача 25.2)

Γ̃
(2)
2 (k; M) = a

(2)
2 (M2) + b

(2)
2 (M2)k2 + Γ̃

R,(2)
2 (k; M). (25.19)
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де

a
(2)
2 (M2) ∼ M2, а b

(2)
2 (M2) ∼ ln

M2

m2
.

Отже, регуляризовану частину можна визначити так:

Γ̃
R,(2)
2 (k) = lim

M→∞

(
Γ̃

(2)
2 (k; M)− Γ̃

(2)
2 (0; M)−

− ∂Γ̃
(2)
2 (k; M)

∂kµ

∣∣∣∣
k=0

kµ − 1

2!

∂2Γ̃
(2)
2 (k; M)

∂kµ∂kν

∣∣∣∣
k=0

kµkν
)
. (25.20)

Аналогiчно до (25.17) вираз (25.19) у координатному просторi матиме вигляд

Γ
(2)
2 (x1, x2; M) = a

(2)
2 (M2)δ(x1 − x2) + b

(2)
2 (M2)¤x1δ(x1 − x2) +

+ Γ
R,(2)
2 (x1, x2; M). (25.21)

Так само, як i у випадку вершинної функцiї Γ
(2)
4 , визначення Γ̃

R,(2)
2 не є

однозначним та може фiксуватися скiнченним перенормуванням, тобто членом,
який у цьому випадку є довiльним полiномом к k степенi ω(G) = 2.

Зауваження 25.2. У пунктi 25.1 було розглянуто регуляризацiю Паулi–
Вiлларса (25.2) для теорiї ϕ4

4, що дало змогу отримати скiнченнi внескии
для вершинної функцiї Γ

(2)
4 (k; M) та внесок вiд власне енергетичної дiаграми

(25.18) Γ
(2)
2 (k; M).

Але, наприклад, для моделi ϕ6
4 замiни (25.2) буде недостатньо, щоб забезпе-

чити скiнченнiсть внеску Γ
(2)
4 (k; M). Легко обчислити, що внесок вiд дiаграми

k2k1

(25.22)

буде логарифмiчно розбiжний навiть при M < ∞. Для того, щоб забезпечити
його збiжнiсть, треба вводити вже двi додатковi маси M1 i M2.

У загальному випадку кiлькiсть додаткових параметрiв

M = (M1, . . . ,MN)

може бути довiльним, а їх число вибирається таким, щоб отримати збi-
жнiсть внеску вiдповiдної дiаграми, коли усi Mi < ∞, i = 1, 2, . . ., N . Для
цього регуляризовану причинну функцiю вибирають у виглядi

Dc
M(x) =

1

(2π)4

∫
dk

[
1

m2 − k2 − iε
−

N∑
j=1

Cj

M2
j − k2 − iε

]
eik·x, (25.23)



Роздiл V 331
а маси Mj та коефiцiєнти Cj повиннi задовольняти умови

N∑
j=1

CjM
2k−2
j = m2k−2 для k = 1, 2, . . . , N. (25.24)

Умови (25.24) дають можливiсть обчислити функцiю Dc
M так:

Dc
M(x) =

K(M,C)

(2π)4

∫
dk

eik·x
∏N

j=0(M
2
j − k2 − iε)

,

де M0 = m, а

K(M,C) =
N∏

j=1

M2
j

(
1−m2

N∑
i=1

Cj

M2
j

)
.

Iз рiвнянь (25.24) легко пересвiдчитися (див. [13, § 16.4]), що коефiцiєнти
Cj рiвномiрно (за Mj, j = 1, 2, . . . , N) обмеженi деякою константою, що не
залежить вiд Mj:

|Cj| 6 const .

Це дає змогу довести, що

w − lim
Mj→∞

j=1,2,...,N

Dc
M(x) = Dc(x),

а процес видiлення розбiжних доданкiв виконати описаним вище способом.

25.2. Iндекси розбiжностi дiаграм Фейнмана

У даному пунктi розглянемо загальну ситуацiю, що вiдповiдає деякому довiль-
ному лагранжiану. Нехай модель є такою, що внутрiшнiй лiнiї l дiаграми Фейн-
мана G вiдповiдає проногатор

∆̃c(pl) =
Zl(pl)

m2 − p2
l − iε

, (25.25)

де Zl(pl) – полiном за pl степеня

rl = degZl(pl). (25.26)

Полiном Zl(pl) може залежати вiд спiнорних i векторних iндексiв, якi тут
опускаються. У лагранжiан взаємодiї загального типу можуть також входити
похiднi поля u(x), тобто вирази (∂µ)mu(x), де m – порядок похiдної ∂µ. Тодi в iм-
пульсному просторi внесок у вершину дiаграм мiститиме фактор (pµ)m, а також
деякi сталi матрицi або структурнi константи, якi теж не будемо враховувати.
Така ситуацiя зустрiнеться при розглядi полiв Янга–Мiллса.
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Розглянемо сильнозв’язну дiаграму n-го порядку (тобто з n-вершинами),
яка має L внутрiшнiх лiнiй з iмпульсами p1, . . . , pL i N зовнiшнiх лiнiй, що
iндексуються iмпульсами k1, . . . , kN . Розглянемо також загальну ситуацiю (d =
s + 1)-вимiрного простору-часу, тобто

dp = dp0dp1 · · · dps.

Згiдно з правилами Фейнмана внесок такої дiаграми:

IG ∼
∫

dp1 . . . dpL

L∏

l=1

Zl(pl)

m2 − p2
l − iε

n∏
j=1

δ


∑

lj∈j

p#
lj


 ∏

lj∈j

[(p#
lj
)µj ]mj(lj),

де p#
lj
∈ {p1, . . . , pL}, якщо lj — внутрiшня лiнiя дiаграми G i p#

lj
∈ {k1, . . . , kN},

якщо lj— зовнiшня лiнiя. У випадку, коли дiаграма сильно зв’язна, то (n− 1)-е
iнтегрування знiмається завдяки (n−1)-ої δ-функцiї ,i тодi приходимо до виразу
для IG

IG ∼ δ

(
N∑

i=1

ki

)∫
dp1 . . . dpL−(n−1)Pm(p, k)

L∏

l=1

Zl(Pl)

m2 − P 2
l − iε

, (25.27)

де Pl є лiнiйними комбiнацiями внутрiшнiх iмпульсiв p1, . . . , pL та зовнiшнiх
iмпульсiв k1, . . . , kN , а Pm(p, k) – полiном степеня m = m1(l

1
1) + · · ·+ m1(l

1
L1

) +

· · ·+mn(ln1 )+ · · ·+mn(lnLn
), mi(l

i
j) — степiнь iмпульсу (p#

lj
)µj лiнiї lj, що входить в

i-ту вершину, а m — це загальна кiлькiсть похiдних, що входять у всi n-вершин
дiаграми.

Застосуємо до iнтеграла (25.27) такi самi аргументи, як i для аналiзу iн-
теграла (25.5). Тодi асимптотика iнтеграла в (25.27) при великих значеннях
iмпульсiв матиме вигляд

∫
ρd(L−n+1)−1dρ ρ

L∑
l=1

rl−2L+m
=

∫
ρω(G)dρ

ρ
, (25.28)

де

ω(G) :=
L∑

l=1

(rl + d− 2) + m− d(n− 1) (25.29)

має назву iндексу розбiжностi дiаграми G. Якщо ω(G) > 0, то iнтеграл (25.28)
є розбiжним, i такi дiаграми називаються розбiжними. Якщо ω(G) < 0, то така
дiаграма називається умовно збiжною. Дiйсно, умова

ω(G) < 0

є лише необхiдною умовою збiжностi iнтеграла (25.27), але не є достатньою.
Приклад розбiжної дiаграми з iндексом ω(G) = −2 < 0 наведений на рис.

25.1. (при d = 4) (задача 25.4)
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.

Рис. 25.1
Кожну дiаграму Фейнмана можна розбити на елементарнi узагальненi ву-

зли:
G = G1 ∗G2 ∗ · · · ∗Gk.

Легко побачити (задача 25.7), що

ω(G) =
k∑

j=1

ω(Gj) +
∑

l∈G\∪k
i=1Gi

(rl + d− 2)− d(k − 1),

де друга сума вiдноситься до всiх внутрiшнiх лiнiй, що з’єднують вузли
G1, . . . , Gk. Тодi для того, щоб дiаграма G була збiжною, необхiдно i доста-
тньо, щоб для кожного можливого розбиття на блоки G1, . . . , Gk дiаграми G
виконувались умови

ω(G) < 0 i ω(Gj) < 0, j = 1, 2, . . . , k.

Останнє твердження є фактично наслiдком теореми Боголюбова–Парасюка,
яка буде сформульована нижче.

На завершення проаналiзуємо можливi типи лагранжiанiв i їх зв’язок з iн-
дексами розбiжностi дiаграм. Введемо для цього поняття iндексу вершини

ωi =
1

2

∑

lint∈i

(rl + d− 2) + mi − d, (25.30)

де сума вiдноситься тiльки до внутрiшнiх лiнiй, що входять (або виходять) у
вершину i. Тодi легко переписати формулу (25.29) у виглядi

ω(G) =
1

2

n∑
i=1

∑

lint∈i

(rl + d− 2) + m− dn + d =
n∑

i=1

ωi + d.

Iндекс вершини ωi є максимальним, коли всi лiнiї в i-й вершинi будуть внутрi-
шнiми. Максимальний iндекс ωmax

i можна визначити рiвнiстю

ωi = ωmax
i − 1

2

∑

lext∈i

(rl + d− 2). (25.31)
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Тодi

ω(G) =
n∑

i=1

ωmax
i + d− 1

2

∑

lext

(rl + d− 2). (25.32)

Iз визначення ωmax
i зрозумiло, що вiн залежить лише вiд типу взаємодiї.

Якщо ωmax
i 6 0, тодi для будь якого n iндекс розбiжностi ω(G) 6 d. Такi теорiї

називають перенормовними. Якщо ж ωmax
i > 0, тодi для будь-якого цiлого числа

N можна знайти дiаграму порядку n = n(N) – таку, що її iндекс розбiжностi
ω(G) > N .

Такi теорiї називаються неперенормовними теорiями. Цi питання будуть опи-
санi далi.

25.3. Усунення розбiжностей методом R-операцiї Боголю-
бова – Парасюка (БП)

У даному пунктi розглянемо математичнi питання, пов’язанi з теорiєю перенор-
мувань. Ще в 40-х роках минулого столiття Томонага, Швiнгер, Дайсон, Салам
та iн. вченi зрозумiли, що “врятувати” квантову теорiю поля (треба розумiти те-
орiю збурень), можна тiльки тодi, коли буде знайдено механiзм усунення розбi-
жних внескiв, що виникають у вищих порядках теорiї збурень. У 1951 роцi М.М.
Боголюбов (див. [8]) звернув увагу на те, що цi внески мiстять у собi добутки
сингулярних причинних функцiй, якi треба розглядати як лiнiйнi функцiонали
на вiдповiдних просторах основних функцiй. У класичнiй теорiї узагальнених
функцiй добуток двох узагальнених функцiй не є визначеним (див., наприклад,
[21, п.5.9]). Отже, виникла iдея пов’язати процедуру перенормувань iз визначе-
нням нового функцiонала, який є добутком сингулярних узагальнених функцiй.
Iз виразiв (25.17), (25.21) видно, що розбiжнi (при M →∞) доданки зосередже-
нi на поверхнях, де збiгаються аргументи даних функцiй. Це одразу дає змогу
визначити граничний функцiонал на спецiальнiй множинi M основних функцiй
певного класу K , якi перетворюються в нуль разом зi своїми частинними похi-
дними до деякого порядку. Дiйсно, якщо Γ

(n)
N (x1, . . . , xN ; M) – регуляризований

за допомогою операцiї Паулi–Вiлларса функцiонал типу (25.17) або (25.21), що
вiдповiдає дiаграмi Фейнмана n-го порядку з N зовнiшнiми лiнiями, а основна
функцiя ϕ ∈ M така, що

ϕ(x1, . . . , xN) = 0 при xi = xj, i 6= j, i, j = 1, . . . , N,

тодi iснує границя
(Γ

(n)
N , ϕ) = lim

M→∞
(Γ

(n)
N (. . . ; M), ϕ) =

= lim
M→∞

∫
dx1 . . . dxNΓ

(n)
N (x1, . . . , xN ; M)ϕ(x1, . . . , xN),

яка визначає граничний функцiонал Γ на M . Тодi згiдно з вiдомою теоремою
Гана–Банаха функцiонал Γ може бути продовжений (неоднозначно!) на весь
простiр основних функцiй K .
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Процедуру вiднiмання розбiжних доданкiв можна розглядати як констру-

ктивну операцiю продовження лiнiйних функцiоналiв, що визначаються внеска-
ми вiд дiаграм Фейнмана. Спираючись на роботи Боголюбова–Парасюка [12],
[61] (див. також [110]) коротко опишемо цю операцiю. Нехай внесок дiаграми
Фейнмана G з n-вершинами, L-внутрiшнiми лiнiями i N -зовнiшнiми лiнiями
пропорцiйний добутку причинних функцiй ∆c(xi − xj) (i, j = 1, 2, . . . , n):

Γ
(n)
N (x1, . . . , xN ; y1, . . . , yn) =

L+N∏

l=1

∆#(x#
i(l) − x#

j(l)), (25.33)

де ∆#(x− y) =
1

i
∆c(x− y) для кожної внутрiшньої лiнiї i ∆#(x− y) = δ(x− y)

для кожної зовнiшньої лiнiї. Вигляд причинної функцiї ∆c(xi − xj) залежить
вiд конкретного вигляду лагранжiана. Вiдповiдно x#

i = xi, якщо вершина є
зовнiшньою, i x#

i = yi, якщо вершина є внутрiшньою. Крiм того, x#
i(l) = x#

i(l′),
якщо обидвi лiнiї l i l′ (l 6= l′) входять у i-ту вершину.

Зауваження 25.3. Для того, щоб отримати внесок дiаграми G в аналiти-
чний вираз для коефiцiєнтної функцiї F

(n)
N (x1, . . . , xN) треба проiнтегрувати

Γ
(n)
N (x1, . . . , xN ; y1, . . . , yn) за змiнними кожної внутрiшньої вершини.
Для визначення добутку узагальнених функцiй (25.33), треба замiсть при-

чинної функцiї ∆c(x) пiдставити у вираз (25.33) регуляризовану (наприклад,
методом Паулi—Вiлларса) функцiю ∆c

M(x), що визначається у загальному ви-
падку аналогiчно до функцiї (25.2) або ж (25.23).

Якщо дiаграма G є примiтивно-розбiжною типу (25.3) чи (25.18), то R-
операцiя фактично визначається виразами (25.14) або (25.20), тобто оператор
R(G) буде дiяти за правилом

R(G)Γ̃
(2)
4 (k; M) := Γ̃

(2)
4 (k; M)− Γ̃

(2)
4 (0,M)

у випадку дiаграми (25.3) або

R(G)Γ̃
(2)
2 (k; M) := Γ̃

(2)
2 (k; M)− Γ̃

(2)
2 (0, M)−

− ∂Γ̃
(2)
2 (k; M)

∂kµ

∣∣∣∣
k=0

kµ − 1

2!

∂2Γ̃
(2)
2 (k; M)

∂kµ∂kν

∣∣∣∣
k=0

kµkν

для дiаграми (25.18).
Для того, щоб абстрактно записати оператор R(G), визначимо опера-

тор M(G), який ставить у вiдповiднiсть регуляризованому (наприклад, за
допомогою операцiї Паулi–Вiлларса) внеску F (n)

G (k1, . . . , kN ; M) = δ(Σki)

F
′(n)
G (k1, . . . , kN ; M) суму перших членiв її розкладу в ряд Маклорена до членiв

порядку ω(G) включно (якщо ω(G) > 0). Нагадаємо, що ω(G) – iндекс розбi-
жностi дiаграми G. Отже,

M(G)F (n)
G (k1, . . . , kN ; M) =
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=

{
δ(Σki){FG

′(n)(k1, . . . , kN ; M)}ω(G), якщо ω(G) > 0,
0, якщо ω(G) < 0,

(25.34)

де для скорочення запису позначено за допомогою фiгурних дужок з iнде-
ксом ω(G) кратний ряд Маклорена до членiв порядку ω(G). Тодi у випадку
дiаграм (25.3) i (25.18) маємо

R(G) = 1−M(G).

Вище було вiдзначено (див. зауваження 25.1), що процедура вiднiмання не
є однозначною i тому її фiксують вибором точки розкладу. Щоб врахувати цю
неоднозначнiсть, зручно ввести оператор скiнченного перенормування P (G),
який дiє на внесок F (n)

G (k1, . . . , kN ; M) подiбно до оператора M(G), але замiсть
розкладу F ′

G у ряд Маклорена перетворює фейнманiвську амплiтуду F ′
G у до-

вiльний полiном Pω(G) степеня ω(G), тобто

P (G)F (n)
G (k1, . . . , kN ; M) =

{
δ(Σki)Pω(G)(k1, . . . , kN), якщо ω(G) > 0,
0, якщо ω(G) < 0.

(25.35)

Коефiцiєнти полiнома Pω(G) вибирають залежно вiд моделi з мiркувань норму-
вання фейнманiвських амплiтуд (див. зауваження 25.1).

Отже, остаточно для дiаграм (25.3) та (25.18) оператор R(G) треба записати
у виглядi

R(G) = 1−M(G) + P (G). (25.36)

Застосування операцiї (25.36) можна звести до вiднiмання ряду Тейлора в до-
вiльнiй точцi розкладу.

Розглянемо тепер випадок, коли дiаграма G є розбiжною, але не примiтивно
розбiжною, тобто порядку n > 2 i мiстить у собi пiдблоки, якi є розбiжними.
Причому iндекс розбiжностi всiєї дiаграми може бути вiд’ємним. Iз iнтуїтивних
мiркувань зрозумiло, що для усунення розбiжностей iз такої дiаграми треба
спершу усунути розбiжнiсть у кожному пiдблоцi дiаграми G, потiм у кожному
об’єднаннi цих пiдблокiв i, нарештi,– в об’єднаннi усiх пiдблокiв, тобто у самiй
дiаграмi G. Щоб побудувати оператор R(G), розiб’ємо сукупнiсть n вершин
дiаграми G на довiльнi непорожнi i неперетиннi пiдмножини вершин:

G = G1 ∗ · · · ∗Gm, m 6 n.

На амплiтудi Фейнмана, що вiдповiдає блоку Gi, визначимо оператори ∆(Gi)
такими рекурентними спiввiдношеннями:

∆(Gi) = 1, якщо |Gi| = 1 (25.37)

i
∆(Gi) = −M(Gi)

∑
Gi1

∗···∗Gik
=Gi

∆(Gi1) · · ·∆(Gik) + P (Gi), (25.38)
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де сума виконується за всiма розбиттями множини Gi на непорожнi неперетиннi
пiдмножини. У формулi (25.37) |Gi| означає кiлькiсть вершин у пiдграфi Gi.
Тодi R –операцiя визначається оператором

R(G) = 1 +
∑

Gi1
∗···∗Gim

∆(Gi1) · · ·∆(Gim), (25.39)

а теорема Боголюбова–Парасюка стверджує, що границя

lim
M→∞

R(G)FG(·;M) := FR
G (·)

iснує як узагальнена функцiя i є лiнiйним неперервним функцiоналом (узагаль-
неною функцiєю) над простором основних функцiй Шварца S (R4|G|) (див., на-
приклад, [21, § 8]). Доведення цiєї теореми досить складне i виходить за рамки
цiєї працi. Повнiстю воно наведене в роботi [61] i в пiдсумковiй роботi [110]. Але
технiчнi засоби, що використовувались при доведеннi, не були оптимальними.
Метод математичної iндукцiї, який застосовувався при доведеннi, був досить
громiздким, а в самому доведеннi було багато незрозумiлих моментiв. Тому
майже десять рокiв R-операцiю БП мало хто розумiв. У 1966 роцi К. Хепп [145]
опублiкував свою роботу, в якiй значно спростив доведення, застосувавши новi
технiчнi прийоми. Це доведення теж не є простим (детально воно викладене у
працi [99]), але R-операцiя набула дуже великої популярностi i почала назива-
тись R-операцiя Боголюбова–Парасюка–Хеппа (БПХ), а пiзнiше, пiсля роботи
В. Циммермана [205]—R-операцiєю БПХЦ. З детальними викладами та iсто-
рiєю цих питань можна познайомитися у працях О.I. Зав’ялова [34,35] (див.,
також [13, § 26]).

На завершення наведемо один приклад застосування R-операцiї до конкре-
тної розбiжної дiаграми, яка не є примiтивно розбiжною i зробимо декiлька
зауважень.

Приклад 25.1. (теорiя, з лагранжiаном (21.3)).
Розглянемо для прикладу дiаграму на рис. 25.2:

1

2

3 .

Рис. 25.2
Легко переконатися, що внесок вiд усiєї дiаграми G = G123 є розбiжним i

за формулою (25.29) iндекс її розбiжностi ω(G) = 0. Блок дiаграми, що скла-
дається з вершин 2, 3 i двох внутрiшнiх лiнiй, також має iндекс розбiжностi
ω(G23) = 0. Iснує лише два нетривiальнi розбиття

G1 ∗G2 ∗G3 i G1 ∗G23,
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де Gi, i = 1, 2, 3 – простi вершини, а G23– розбiжний пiдблок. Згiдно з (25.37),
(25.38) маємо

∆(Gi) = 1, i = 1, 2, 3,

∆(G23) = P (G23)−M(G23)

i
∆(G) = P (G)−M(G)[1 + ∆(G23)].

Отже, оператор, що вiдповiдає повному вiднiманню (R-операцiї)

R(G) = 1−M(G23) + P (G23) + P (G)−
− M(G)[1 + P (G23)−M(G23)].

Якщо не робити скiнченного перенормування (тобто покладемо P (G) =
P (G23) = 0), то отримаємо формулу

R(G) = (1−M(G))(1−M(G23)).

Це означає, що треба спершу зробити вiднiмання в розбiжному блоцi G23, а по-
тiм застосувати таку ж операцiю до вкладу, який отримаємо пiсля застосування
операцiї (1−M(G23)).

Зауваження 25.4. Для того, щоб визначити дiю оператора R(G) у коор-
динатному просторi, досить записати дiю оператора M(Γi), де Γi збiгається
або з самою дiаграмою G, або ж з її пiдблоком, на внесок (25.33). Таку дiю
можна визначити формулою

M(Γi)Γ
(n)
N (x1, . . . , xN ; y1, . . . , yN ; M) =

=

{
gω(Γi)(x

#
j1

, . . . , x#
jni

; M)
∏

l /∈L(Γi)

∆#
M(x#

i(l) − x#
j(l)), якщо ω(Γi) > 0,

0, якщо ω(Γi) < 0,
(25.40)

де Γi – пiдблок, що об’єднує вершини {x#
j1

, . . . , x#
jni
}, якi з’єднанi лiнiями l ∈

L(Γi), а gω(Γi) – обернене фур’є-перетворення (як узагальненої функцiї) полiно-
ма M(Γi)FΓi

(kj1 , . . . , kjni
; M) (див. (25.34)), якщо ω(Γi) > 0. Оператор P (Γi)

визначається аналогiчно, враховуючи (25.35).
Зауваження 25.5.Фоормула (25.39) не є зручною для користування та до-

ведення основної теореми (теореми БП). У роботi [36], а потiм у роботi [205]
було показано, що рекурентнi спiввiдношення (25.37),(25.38) можна розв’яза-
ти i представити R-операцiю у виглядi

R(G) =
... (1−M(Γ1)+P (Γ1))(1−M(Γ2)+P (Γ2)) · · · (1−M(Γm)+P (Γm))

... , (25.41)

де Γ1 ≡ G, а Γ2, . . ., Γm – усi розбiжнi пiдграфи графа G. Знак
... · · · · · · ... бу-

демо називати ( за О.I. Зав’яловим [34]) “триточковим” добутком, в якому
розташування спiвмножникiв вiдповiдають таким правилам:
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1) якщо Γi i Γj частково перекриваються, тобто Γi ∩ Γj 6= Ø, але нi Γj, нi
Γj не лежать повнiстю один в одному, то

...Q(Γi1) · · ·Q(Γi) · · ·Q(Γj) · · ·Q(Γik)
... ≡ 0,

де Q(Γi) один з операторiв M(Γi) або P (Γi);

2) якщо у добутку є такий Γi, що Q(Γi) = P (Γi) i такий Γj, що Γj ⊂ Γi, то
такий добуток теж перетворюється в нуль;

3) якщо Γj ⊂ Γi, то у добутку оператор Q(Γj) стоїть справа вiд Q(Γi),
тобто спершу треба подiяти оператором Q(Γj), а потiм оператором
Q(Γi). Якщо Γi ∩ Γj = Ø, то порядок множникiв не має значення.

Щоб врахувати правила 1) – 3), треба перемножити тi пари, якi фiгу-
рують у 1) та 2). Тодi, наприклад, для Γi, Γj, що є в 1), замiсть того,
щоб пiдряд застосувати до внеску вiд дiаграми G оператори (1 − M(Γi))(1 −
M(Γj)), треба застосувати один оператор (1 − M(Γi) − M(Γj)), оскiльки
... · · ·M(Γi)M(Γj) · · · ... ≡ 0.

Формулу (25.41) можна також спростити, якщо перевизначити опера-
тор M , змiстивши центр розкладу фейнманiвської амплiтуди за степенями
iмпульсiв, тобто використавши замiсть ряду Маклорена ряд Тейлора.

Нехай оператор T (Γi) замiнює фейнманiвську амплiтуду пiдграфа Γi на по-
лiном степеня ω(Γi) за змiнними (u − u0), де u – деякi скалярнi комбiнацiї
зовнiшнiх iмпульсiв пiдграфа Γi, а u0– спецiально пiдiбранi значення величин
u, якi треба вибирати з фiзичних мiркувань. Тодi формулу (25.41) можна пе-
реписати у виглядi

G(G) =
... (1− T (Γ1)) · · · · · · (1− T (Γm))

... . (25.42)

Але треба зауважити, що операцiя (25.41) має бiльшу кiлькiсть довiльних
констант (коефiцiєнтiв у полiномiв P (Γi)), нiж операцiя (25.42). Дiйсно, зсув
точки вiднiмання в (25.42) завжди можна врахувати, пiдiбравши вiдповiдним
чином оператори скiнченного перенормування P (Γi). Протилежне тверджен-
ня не є справедливим.

25.4. R-операцiя i контрчлени в лагранжiанi

R-операцiя Боголюбова–Парасюка усуває математичнi проблеми, якi пов’язанi
з виникненням розбiжностей у кожному порядку теорiї збурень для матрицi
розсiяння. Але на перший погляд така операцiя виглядає як деякий додатко-
вий “рецепт” до квантової теорiї взаємодiючих полiв, фiзична мотивацiя якого
не зовсiм зрозумiла. У даному пунктi покажемо (хоч i на бiльш формальному
з математичної точки зору рiвнi), що усунути розбiжностi можна введенням у
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лагранжiан послiдовностi (можливо, навiть нескiнченної) квазiлокальних опе-
раторiв.

Означення 25.1. Квазiлокальним оператором називається операторно-
значний функцiонал (узагальнена операторно-значна функцiя) вигляду

Λn(x1, . . . , xn) =
∑

α1,...,αn

Kα1,...,αn(x1, . . . , xn) : uk1
1;α1

(x1) · · · ukn
n;αn

(xn) : , (25.43)

де ui;αi
(xj) – вiльне поле виду i = 1, n, що входить у деякому цiлому степенi

ki, а коефiцiєнти функцiї Kα1,...,αn(x1, . . . , xn) мають вигляд

Kα1,...,αn(x1, . . . , xn) =

= Pα1,...,αn

(
· · · · · · ,

∂

∂x
, · · · · · ·

)
δ(x1 − x2) · · · δ(x1 − xn). (25.44)

Тут Pα1,...,αn

(
· · · · · · ,

∂

∂x
, · · · · · ·

)
– полiном вiдносно усiх можливих похiдних

∂/∂x
(α)
j , j = 1, 2, . . . , n, α = 0, 1, 2, 3, з постiйними коефiцiєнтами.

Зауважимо також: якщо поле ui(x) є спiнорним ψ або комплексним,
то у вираз (25.43) це поле входить у виглядi комбiнацiй K...,α,α′,...ψ̄αψα′ чи
K...,α,α′,...

∗
uα uα′. Крiм того, якщо одне з ki = 0, то вiдповiдний iндекс αi у

функцiї Kα,...,α вiдсутнiй.
Означення 25.2. Квазiлокальнi оператори Λn(x1, . . . , xn), n = 1, 2, . . . буде-

мо називати такими, що належать до одного типу, якщо вони вiдрiзняються
один вiд одного лише своїми коефiцiєнтними функцiями, тобто кiлькiсть та
вид операторних полiв, що стоять у правiй частинi виразу (25.43) пiд знаком
нормального добутку, буде одне i те саме для всiх квазiлокальних операторiв
даного типу.

У виразi (25.43) тип квазiлокального оператора визначають види полiв ui i
степенi ki, в яких вони входять у конкретний доданок. У загальному випадку
квазiлокальний оператор є сумою квазiлокальних операторiв рiзного типу.

Легко спостерiгати: якщо проiнтегрувати квазiлокальний оператор
Λ(x1, . . . , xn) за змiнними x2, . . . , xn, то отримаємо звичайний локальний
оператор, аналоги якого входять у визначення лагранжiанiв (4.54), (5.114).

Проаналiзуємо тепер вигляд S-оператора розсiяння у кожному порядку те-
орiї збурень iз точки зору невизначеностi T -добутку, що входить в означення
Sn (див. (22.36), (22.37)):

Sn(x1, . . . , xn) = inT (LI(x1) · · ·LI(xn)). (25.45)

У § 22 (див. зауваження 22.2) було з’ясовано, що цей вираз не є визначеним
однозначно, якщо деякi аргументи x1, . . ., xn збiгаються, тобто, наприклад, xi1 =
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xi2 при i1 6= i2 або xi1 = xi2 = xi3 i т.д. Отже, замiсть виразу (25.45) у визначеннi
S-оператора розсiяння можна розглядати вираз

Sn(x1, . . . , xn) = inT (LI(x1) · · ·LI(xn)) + ∆Sn(x1, . . . , xn), (25.46)

де ∆Sn виражаються через квазiлокальнi оператори Λ2(x1, x2), . . .,
Λn(x1, . . . , xn) вигляду (25.43). Цi оператори можна вибрати таким чином,
щоб вираз (25.46) так само, як i вираз (25.45) задовольняв необхiднi вимоги
релятивiстської iнварiантностi, унiтарностi, причинностi тощо. Щоб у цьому
переконатися, радимо познайомитись з аксiоматичним пiдходом до побудови
S-матрицi за ступенями взаємодiї, викладеним у працi М.М. Боголюбова i Д.В.
Широкова [13, § 18].

У зв’язку з представленням (25.46) виникає природнє питання: чи не можна
пiдiбрати оператори ∆Sn(x1, . . . , xn) таким чином, щоб компенсувати розбiжно-
стi, що виникають при використаннi виразу (25.45)? Позитивна вiдповiдь на це
питанння випливає з аналiзу цих розбiжностей i структури R-операцiї, якi вже
розглядалися. Дiйсно, почнемо з n = 2. Тодi вираз i2T (LI(x1)LI(x2)) мiститиме
у собi внески всiх примiтивно розбiжних дiаграм другого порядку. Застосува-
ння до внескiв вiд цих дiаграм R-операцiї Боголюбова–Парасюка еквiвалентне
вiднiманню вiд них квазiлокальних операторiв, якi можна задати за допомогою
оператора M(G) (див. ф-лу (25.40)). Отже, треба покласти

∆S2(x1, x2) = iΛ2(x1, x2),

де Λ2(x1, x2)– сума всiх квазiлокальних операторiв, кожен з яких вiдповiдає
виразу

M(Gi)Γ
(2)(x1, x2) = gω(Gi)(x1, x2), (25.47)

Gi, i = 1, 2, . . . – це всi примiтивно розбiжнi дiаграми, що виникають у виразi
i2T (LI(x1)LI(x2)), а ω(Gi) – їх iндекси розбiжностi. Функцiя gω(Gi) є коефiцi-
єнтною функцiєю вiдповiдного квазiлокального оператора i будується за реце-
птом, який описаний у зауваженнi 25.4. Наприклад, для взаємодiї (21.3) згiдно
з формулами (25.16) i (25.21) квазiлокальний оператор Λ2(x1, x2) має вигляд

Λ2(x1, x2) = Λ
(2)
2 (x1, x2) + Λ

(4)
2 (x1, x2),

Λ
(2)
2 (x1, x2) = −i72λ2a

(2)
4 δ(x1 − x2) : ϕ2(x1)ϕ

2(x2) : ,

Λ
(2)
2 (x1, x2) = −i96λ2[a

(2)
2 δ(x1 − x2) + b

(2)
2 ¤x1δ(x1 − x2)] : ϕ(x1)ϕ(x2) : , (25.48)

де коефiцiєнти a
(2)
4 , a

(2)
2 i b

(2)
2 – граничнi значення констант a

(2)
4 (M), a

(2)
2 (M)

i b
(2)
2 (M) при M → ∞. Отже, цi коефiцiєнти є нескiнченними константами, i

тому формальний вираз для S2(x1, x2), обчислений за формулою (25.46), тре-
ба розумiти так, що спершу розглядаються регуляризованi (наприклад, мето-
дом Паулi–Вiлларса) фейнманiвськi пропогатори, потiм видiляються розбiжнi
доданки, якi скорочуються з вiдповiдними контрчленами, i лише пiсля цього
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знiмається промiжна регуляризацiя. Числовi множники 72 та 96 з’являються
внаслiдок приведення оператора S2(x1, x2) до нормального вигляду, тобто за-
стосування теореми Вiка для T -добутку. Таким чином, правильним уведенням
квазiлокального оператора у вираз для S2(x1, x2) (див. (25.46)) можна усуну-
ти розбiжностi, що виникають у формулi (25.45). Розглянемо тепер (25.45) при
n = 3. Усi дiаграми Фейнмана 3-го порядку можна отримати з дiаграм 2-го
порядку приєднанням вершини найрiзноманiтними способами: коли вершина
приєднується незв’язним чином, що вiдповiдає виразу

: LI(x1)LI(x2)LI(x3) : ,

коли вершина приєднується за допомогою однiєї внутрiшньої лiнiї, що вiдпо-
вiдає спарюванню одного з операторiв, що входить у LI(x3) з операторами, що
залишаються неспареними у виразi T (LI(x1)LI(x2)), i т.д.

З такої побудови зрозумiло, що дiаграми, якi утворилися за допомогою при-
єднання вершини до примiтивно-розбiжних дiаграм другого порядку, залиша-
ться розбiжними, оскiльки будуть мiстити у собi розбiжний пiдблок. Згiдно з
конструкцiєю R-операцiї, щоб усунути розбiжнiсть, яка вiдповiдає цьому пiд-
блоку, треба вiдняти вiд внеску усiєї дiаграми внесок такої самої дiаграми, але
замiсть внеску, що вiдповiдає розбiжному пiдблоку, треба поставити вираз ти-
пу (25.47). Це фактично означає, що структура контрчленiв, що вiдповiдають
цьому вiднiманню, виглядатиме так:

i2T (LI(x1)Λ2(x2, x3)) + i2T (LI(x2)Λ2(x1, x3)) + i2T (LI(x3)Λ2(x1, x2)). (25.49)

Контрчлени (25.49) усувають розбiжнi внески тих дiаграм з виразу
T (L (x1)L (x2)L (x3)), якi мають лише один розбiжний пiдблок другого поряд-
ку. Приклад такої дiаграми 3-го порядку зображений на рис. 25.3 у випадку
взаємодiї (21.3):

x1 x2 x3 .

Рис. 25.3
Вiдповiдний контрчлен буде мiститись у виразi T (Λ

(2)
2 (x1, x2) : ϕ4(x3) :).

Але, наприклад, у випадку дiаграм, зображених на рис. 25.4 а або рис. 25.4
б,

x1 x2 x3

б

,
x3x1

x2

а
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Рис. 25.4

для усунення розбiжностей лише в одному з блокiв досить контрчленiв (25.49)
з Λ

(4)
2 (xi, xj), i < j, i, j = 1, 2, 3 замiсть Λ2(xi, xj). Результат такого вiднiмання

можна подати у виглядi дiаграм, зображених на рис. 25.5:

а

,

б

x1

x2

x3

x2

x1x3

,

Рис. 25.5
де жирна вершина вiдповiдає внеску, який отримується застосуванням операцiї
1−M(G12) до внеску дiаграми (25.3). Але отриманi внески (1−M(G12))Γ

(3)
4 i (1−

M(G12))Γ
(3)
2 будуть знову розбiжнi, i для повного усунення розбiжностей треба

застосувати операцiю 1 −M(G123), що еквiвалентне введенню квазiлокального
контрчлена

Λ3(x1, x2, x3) = Λ
(4)
3 (x1, x2, x3) + Λ

(2)
3 (x1, x2, x3), (25.50)

де Λ
(4)
3 будується за внеском (−M(G12))Γ

(3)
4 , а Λ

(2)
3 – внеском (−M(G12))Γ

(3)
2 .

Якщо, крiм отриманих розбiжностей, з’являться новi розбiжностi, якi вини-
кли у 3-му порядку, тобто коли внесок Γ(3)(x1, x2, x3) дiаграми 3-го порядку G
в цiлому буде мати iндекс розбiжностi ω(G) > 0, то треба зробити вiднiмання
виразу

M(G)Γ(3)(x1, x2, x3),

який потрiбно включити в контрчлен Λ3(x1, x2, x3).
Отже, у 3-му порядку теорiї збурень контрчлен ∆S3(x1, x2, x3) буде мати

структуру

∆S3(x1, x2, x3) = iT{LI(x1)Λ2(x2, x3) + LI(x2)Λ2(x1, x3) +

+ LI(x3)Λ2(x1, x2)}+ iΛ3(x1, x2, x3).

Аналогiчно можна усунути розбiжностi у всiх порядках теорiї збурень.
Отже, R-операцiя Боголюбова–Парасюка еквiвалентна формальному визна-

ченню оператора (25.45) виразом (25.46), тобто введенню послiдовностi квазi-
локальних операторiв Λn(x1, . . . , xn).

Оператор Sn матиме такий загальний вигляд:

Sn(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

ik

k!

∑
m1,...,mk,mi>1
m1+...+mk=n

′∑

π∈Pn

T (Λm1(xπ(1), . . . , xπ(m1))) · · ·

· · · Λmk
(xπ(m1+···+mk−1+1), . . . , xπ(n)), (25.51)
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де Λ1(x) := LI(x), а Σ′ за π ∈ Pn означає суму за всiма можливими перестанов-
ками iндексiв {1, . . . , n} мiж групами m1, m2, . . ., mk iндексiв. Така сума мiстить
n!/m1! . . .mk! членiв.

На перший погляд, ситуацiя залишилась такою ж , як i у випадку застосува-
ння додаткової процедури R-операцiї. Тобто для повного визначення S-матрицi
недостатньо задати лагранжiан взаємодiї, а треба задати ще нескiнченну послi-
довнiсть квазiлокальних операторiв Λn.

Але виявляється, що комбiнаторна структура (25.51) дає змогу переписати
вираз для повного S-оператора у виглядi звичайного T -добутку з бiльш скла-
дним лагранжiаном, який включає всю послiдовнiсть квазiлокальних операто-
рiв {Λn}. Iншими словами, справедлива така комбiнаторна лема.

Лема 25.1. S-оператор S(g), що має вигляд

S(g) = 1 +
∞∑

n=1

1

n!

∫
Sn(x1, . . . , xn)g(x1) . . . g(xn)dx1 . . . dxn,

з коефiцiєнтними операторами (25.51) можна записати як звичайний T -
добуток

S(g) = T
(
ei

∫
LI(x;g)dx

)
=

=
∞∑

m=0

im

m!

∫
T (LI(x1; g) . . . LI(xm; g))dx1 . . . dxm,

де новий лагранжiан LI(x; g) визначається безмежним рядом

LI(x; g) =

=
∞∑

m=1

1

m!

∫
Λm(x, x1, . . . , xm−1)g(x)g(x1) · · · g(xm−1)dx1 · · · dxm−1. (25.52)

Доведення . Дивись задачу 25.7.
Лема 25.1 дає можливiсть визначити S-оператор звичайним чином за до-

помогою формули (22.39), але з бiльш складним лагранжiаном (25.52), який
мiстить у собi послiдовнiсть квазiлокальних операторiв.

25.5. Класифiкацiя взаємодiй: перенормовнi та неперенор-
мовнi теорiї

Проаналiзуємо тепер зв’язок мiж типом взаємодiї, що визначає вигляд вершин у
дiаграмах Фейнмана, iндексами розбiжностi дiаграм i типом контрчленiв (див.
означення 25.2), якi необхiдно ввести в лагранжiан (25.52) щоб усунути усi роз-
бiжностi в S-матрицi. У кiнцi пункту 25.2 було названо перенормовними такi
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теорiї, лагранжiани взаємодiї яких приводять до дiаграм Фейнмана з макси-
мальним iндексом вершини ωmax

i 6 0 (див. (25.30), (25.31)) . Щоб обґрунтувати
цю назву, звернемося до формули (25.32). Враховуючи, що ωmax

i 6 0 i вибира-
ючи найгiршу ситуацiю, коли усi rl ≡ 0, отримаємо для будь-якої дiаграми G з
N -зовнiшнiми лiнiями, що

ω(G) 6 N + d− 1

2
Nd.

У випадку реального 4-вимiрного простору-часу(d = 4) маємо

ω(G) 6 4−N.

Ця формула означає, що iндекс ω(G) > 0 будуть мати лише тi дiаграми G,
у яких число зовнiшнiх лiнiй N 6 4. Отже, згiдно з означенням 25.2, можливе
тiльки скiнченне число типiв контрчленiв Λn(x1, . . . , xn), що вiдповiдають рi-
зним значенням N . Контрчлени, що вiдповiдають розбiжним дiаграмам з N
зовнiшнiми лiнiями, виглядатимуть так:

Λ(N)
m (x1, . . . , xm) =

∑
αi1

,...,αiN

K(m),N
αi1

,...,αiN
(x1, . . . , xm) : u1;αi1

(xi1) · · · uN ;αiN
(xiN ) :,

причому K(n) ∼ λn, де λ – константа взаємодiї. Враховуючи вигляд коефiцiєн-
тних функцiй (25.44), у виразi (25.52) можна виконати iнтегрування за dx1, . . .,
dxn−1, “перекинувши” дiю похiдних на оператори поля (при g(x) ≡ 1), i фор-
мально просумувати за степенями λm коефiцiєнтнi функцiї для кожного типу
контрчленiв. Внаслiдок цього отримаємо новий лагранжiан, який вiдрiзняється
вiд “затравочного” L (x) скiнченним числом нескiнченних контрчленiв:

LI(x, 1) = LI(x) +
∑
N>0

∑
α1,...,αN

K(N)
α1,...,αN

: u#
1;α1

(x) · · · u#
N ;αN

(x) : ,

де u#
i;α(x) збiгається або з полем ui;α(x), або з похiдною цього поля по ∂µ. Далi

покажемо, що константи K(N) можна пов’язати з константами перенормуван-
ня основних фiзичних параметрiв вiдповiдної моделi (тобто маси, заряду (або
константи взаємодiї), тощо). Саме тому теорiї зi скiнченним числом контрчле-
нiв називають перенормовними. У випадку, коли ωmax

i > 1, завжди можна по-
будувати дiаграму Фейнмана, де ω(G) > 0, якою великою не була б кiлькiсть
зовнiшнiх лiнiй N . Це означає, що число типiв контрчленiв, якi необхiдно вклю-
чити в означення лагранжiана (25.52), є нескiнченним. Саме тому такi теорiї
вважаються неперенормовними.

Для аналiзу конкретних модельних прикладiв локальних взаємодiй радимо
звернутись до монографiї [13, § 28]. Заслуговує також уваги iдея пов’язати взає-
модiї другого роду (тобто неперенормовнi взаємодiї) з нелокальним характером
такого типу взаємодiй (див. [13, § 28.3]).
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25.6. Зв’язок контрчленiв з перенормуванням основних кон-
стант теорiї

У попередньому пунктi зверталася увага на те, що у випадку перенормовних те-
орiй число типiв контрчленiв є скiнченним. Пiсля формального пересумування
кожного типу контрчленiв у всiх порядках теорiї збурень отримаємо додатко-
вий лагранжiан ∆L , який має таку ж структуру, як i початковий повний ла-
гранжiан L (x), але мiститиме у собi коефiцiєнти, що залежать вiд параметрiв
промiжної регуляризацiї (вiд мас Mi у випадку регуляризацiї Паулi–Вiлларса).
У границi Mi → ∞ цi коефiцiєнти будуть розбiгатись i компенсувати розбi-
жностi теорiї збурень, яка побудована за лагранжiаном LI(x), що є збуренням
лагранжiану L0(x) (L (x) = L0(x)+LI(x)). Виявляється, що для бiльшостi пе-
ренормовних теорiй така процедура усунення розбiжностей еквiвалентна пере-
нормуванню початкових або так званих “затравочних” констант: маси, констан-
ти взаємодiї тощо. Вперше це зрозумiв Дайсон [29]. Вiн також розробив схему
побудови перенормованих функцiй Грiна i матричних елементiв S-оператора,
яку розглянемо на прикладi взаємодiї (21.3).

Запишемо повний лагранжiан, що описує самовзаємодiю дiйсного скалярно-
го поля у такому виглядi:

L (x) ≡ L (ϕ(x); m2; λ) =
1

2
: ϕ(x)[¤−m2]ϕ(x) : −λ : ϕ4(x) : . (25.53)

Поки що не будемо пов’язувати поле ϕ(x) та параметри m i λ з реальними ча-
стинками i вважатимемо їх деякими змiнними величинами. Крiм того, у виразi
(25.53) доданок, що вiдповiдає вiльному лагранжiану, записаний у виглядi, що
вiдрiзняється вiд стандартного виду (4.54). Для зручностi перекинули похiдну
∂µ (це можна зробити, оскiльки L (x) стоїть у виразi для дiї) i скористались
означенням оператора д’Ааламбера (4.5). Аналiз розбiжних дiаграм, проведе-
ний у пунктi 25.1, показав, що такими є (крiм вакуумних) дiаграми з двома i
чотирма зовнiшнiми лiнiями. Звичайно, у вищих порядках теорiї збурень дiа-
грами з шiстьма (i бiльше) зовнiшнiми лiнiями, хоч i мають iндекс розбiжностi
ω(G) < 0, але можуть мiстити у собi розбiжнi пiдблоки. Враховуючи формули
(25.16) i (25.21), легко отримати такий вигляд контрчленiв, що треба включити
в лагранжiан (25.53) у другому порядку теорiї збурень (див. також формулу
(25.48)):

∆L (2)(x) = 96λ2b
(2)
2 : ϕ(x)¤ϕ(x) : −96λ2a

(2)
2 : ϕ(x)2 : −

− 72λ2a
(2)
4 : ϕ(x)4 : . (25.54)

Контрчлен (25.54) вiдповiдатиме першим членам розкладу в ряд Маклорена
(до порядку ω(G)) регуляризованих функцiй Γ̃

(2)
4 (k; M) i Γ̃

(2)
2 (k; M), якi вiдпо-

вiдають аналiтичним виразам дiаграм (25.3) i (25.18), якщо в них звичайний
пропагатор замiнити на регуляризований вираз (25.7). Враховуючи зауваження
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25.1, розклад Маклорена можна замiнити на розклад Тейлора у якiйсь зручнiй
точцi розкладу. Виходячи з фiзичних мiркувань, такими є точки, в яких зов-
нiшнi iмпульси лежать на масовiй поверхнi k2 = (k0)2 − k2 = m2

r, де mr – маса
реальної спостережуваної частинки. У випадку, коли mr = 0, краще взяти якусь
просторовоподiбну точку з k2 = −µ2 < 0. Тодi, покладаючи m = mr, а λ = λr

(λr — спостережувана константа взаємодiї), запишемо вигляд контрчлена (на-
далi iндекс “r” ми опустимо)так:

∆L (2)(x) =
1

2
K

(2)
2 B

(2)
2 : ϕ(x)[¤−m2]ϕ(x) : −1

2
λ2K

(2)
2 A

(2)
2 : ϕ2(x) : −

− λK
(2)
4 A

(2)
4 : ϕ4(x) : . (25.55)

Контрчлен (25.55) вiдповiдає квазiлокальному оператору Λ2(x1, x2) i є сумою
квазiлокальних операторiв двох типiв Λ

(2)
2 i Λ

(4)
2 . У третьому порядку теорiї

збурень контрчлен Λ3(x1, x2, x3), що входить до лагранжiана взаємодiї (25.52),
виражається оператором (25.50), який має таку ж структуру, як i контрчлен
(25.55), та вiдрiзняється лише коефiцiєнтами K

(3)
2 , K

(3)
4 , B

(3)
2 , A

(3)
2 i A

(3)
4 . Якщо

тепер формально пересумувати отриманi вирази в усiх порядках за λ, то будемо
мати остаточний вигляд контрчлена до лагранжiана (25.53), який запишемо у
виглядi

∆L (x) =
1

2
(Zϕ − 1) : ϕ(x)[¤−m2]ϕ(x) : −

− 1

2
Zϕδm2 : ϕ2(x) : −λ(Zλ − 1) : ϕ4(x) :,

де константи Zϕ, Zλ i δm2 записуються у виглядi формальних рядiв:

Z4 = 1 +
∞∑

n=2

λnK
(n)
2 B

(n)
2 , Zλ = 1 +

∞∑
n=2

λn−1K
(n)
4 A

(n)
4 , (25.56)

Zϕδm2 =
∞∑

n=2

λnK
(n)
2 A

(n)
2 . (25.57)

Зауваження 25.6. Константи B
(n)
2 = B

(n)
2 (M), A

(n)
2 = A

(n)
2 (M) i A

(n)
4 =

A
(n)
4 (M) прямують до нескiнченностi при M → ∞. Але навiть при M < ∞

ряди (25.56)– (25.57) не будуть абсолютно збiжними нi при яких значеннях
λ, оскiльки комбiнаторнi множники K

(n)
2 i K

(n)
n будуть рости з n як (n!)2

(теорема Вiка).
Разом iз тим сумування розбiжних рядiв для B2 = B2(M), A2 = A2(M)

i A4 = A4(M) може привести до скiнченних виразiв навiть при M → ∞.
Наприклад, ряд

e−λM2

=
∞∑

n=0

(−λ)nM2n

n!
, λ > 0,
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у якому при M → ∞ лiва частина прямує до нуля, а права— формально до
нескiнченностi. Тому вирази всiх констант перенормування треба розглядати
виключно в рамках теорiї збурень як формальнi ряди за λ.

Таким чином, аналiзуючи розбiжнi дiаграми теорiї збурень у моделi (25.53)
i видiливши всi розбiжнi частини, побудуємо лагранжiан

Lr(x) = L (ϕ(x); m2; λ) + ∆L (x). (25.58)

Тодi теорiя збурень, побудована за лагранжiаном взаємодiї

L r
I (x) = −λ : ϕ4(x) : +∆L (x), (25.59)

буде вiльною вiд ультрафiолетових розбiжностей.
Покажемо тепер, що введення контрчлена ∆L (x) можна звести до перенор-

мування основних величин теорiї: поля, маси i константи взаємодiї. Перепишемо
для цього лагранжiан (25.58) у такому виглядi

Lr(x) =
1

2
: ϕ(x)Zϕ[¤−m2]ϕ(x) : −

− 1

2
δm2Zϕ : ϕ2(x) : −λZλ : ϕ4(x) : . (25.60)

Легко бачити, що цей лагранжiан має такий самий вигляд, як i (25.53).
Позначимо через

L 0(x) := L (ϕ0(x); m2
0; λ0)

лагранжiан, що вiдповiдає деяким затравочним значенням поля ϕ0(x), маси m0

i константи взаємодiї λ0. Тодi можна бачити, що

L 0(x) = Lr(x),

якщо покласти

ϕr(x) = ϕ(x) = Z
−1/2
4 ϕ0(x), (25.61)

λr = λ = Z−1
λ Z2

4λ0, (25.62)
m2

r = m2 = m2
0 − δm2. (25.63)

Теорiя збурень, побудована за лагранжiаном (25.59), не мiстить у собi уль-
трафiолетових розбiжностей. Це означає, що i теорiя збурень, побудована за
лагранжiаном L 0(x) не буде мiстити у собi розбiжностей, якщо в ньому замi-
нити “затравочнi” величини поля, маси i константи зв‘язку на перенормованi за
правилами (25.61) – (25.63). Але постає практичне питання. Яким чином буду-
вати нову теорiю збурень, щоб аналiтичнi вирази, якi вiдповiдають конкретним
матричним елементам (або функцiям Грiна), записувались через перенормова-
нi величини? Щоб сформулювати такi правила, зафiксуємо спершу таке просте
спостереження, яке безпосередньо випливає з вигляду лагранжiанiв L 0(x) (див.
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(25.53) при λ = λ0) i Lr(x) (див. (25.60)). Формальна теорiя збурень у термiнах
внескiв вiд дiаграм Фейнмана для теорiї з лагранжiаном (25.60), яка з приведе-
них вище викладiв не повинна мати розбiжностей, може бути отримана з теорiї
збурень, що будується в теорiї з лагранжiаном L 0(x) шляхом замiни пропа-

гатора
1

i
Dc(x − y; m2

0) = i(¤ −m2
0)
−1(x, y) на пропагатор iZ−1

ϕ (¤ −m2
0)
−1(x, y),

m2
0 = m2 +δm2 вершинного внеску (−iλ0) на внесок (−iZλλ), а також у випадку

дiаграм iз зовнiшнiми лiнiями на масовiй поверхнi (для матричних елементiв
S-матрицi) фактора ϕ0(x) на ϕ(x) = Z

−1/2
ϕ ϕ0(x). Запишемо вказанi замiни в

iмпульсному просторi

1

(2π)4i(m2
0 − p2 − iε)

→ Z−1
ϕ

(2π)4i(m2
0 − p2 − iε)

,

λ0 → Zλ = Z2
ϕλ0, ϕ̃0(p) → ϕ̃0(p) = Z−1/2

ϕ . (25.64)

Аналiзуючи розклад у ряд повної функцiї Грiна G2(x, y) ≡ G′
2(x − y) (див.

(24.44)) (або в iмпульсному просторi G̃2(p) ≡ G̃2(p
2; m2

0, λ0)) у ряд по λ0 , легко
переконатися, що замiна (25.64) еквiвалентна замiнi внеску вiд кожної дiаграми
на такий самий внесок, домножений на фактор Z−1

ϕ , у якому λ треба знову ви-
разити через неперенормовану константу за формулою (25.62), тобто виконати
замiну

G̃2(p
2; m2

0, λ0) → Z−1
ϕ G̃2(p

2; m2
0, λ0) := G̃r

2(p
2; m2, λ). (25.65)

Зауваження 25.7. Аналогiчнi мiркування приводять до правила перенор-
мування коефiцiєнтної функцiї F̃2(p; m2

0, λ0):

F̃2(p
2; m2

0, λ0) → ZϕF̃2(p
2; m2

0, λ0) := F̃ r
2 (p2; m2, λ), (25.66)

що узгоджується з правилами перенормування основних величин (25.61)–
(25.63). Дiйсно, для матричного елемента треба розглядати оператор
ϕ0(p)F̃2(p

2; m2
0, λ0)ϕ

0(p). Тодi маємо

ϕ0(p)F̃2(p
2; m2

0, λ0)ϕ
0(p) = ϕr(p)F̃ r

2 (p2; m2, λ)ϕr(p). (25.67)

Для того, щоб визначити зв’язок регуляризованої вершинної частини (роз-
дягненої сильнозв’язної функцiї Грiна 4-х змiнних (див. п.4.6)), визначимо її
для зручностi у виглядi

λΓ̃4(p1, p2, p1 + p2 − p3) =
∞∑

n=1

W
(n)
4 (p1, p2, p1 + p2 − p3), (25.68)

де W
(n)
4 – сума вкладiв усiх сильнозв’язних дiаграм n-го порядку з 4-ма зов-

нiшнiми лiнiями пiсля видiлення δ-функцiї δ(p1 + p2 − p3 − p4), що вiдповiдає
закону збереження 4-iмпульсу.
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Якщо тепер розглянути теорiю збурень для повних функцiй Грiна з N -
зовнiшнiми лiнiями, тобто GN(x1, . . . , xN) або для коефiцiєнтних функцiй S-
матрицi FN(x1, . . . , xN), то легко помiтити: суму внескiв дiаграм в усiх порядках
можна звести до суми внескiв вiд так званих скелетних дiаграм, у яких кожнiй
внутрiшнiй лiнiї вiдповiдає повна функцiя Грiна G2(x1, x2), а кожнiй верши-
нi вiдповiдає фактор (−λ0)Γ4(x1, x2, x3, x4;m2

0, λ0). Якщо замiсть цих функцiй
стоятимуть перенормованi функцiї Gr

2 i λΓr
4, то такi дiаграми повиннi бути збi-

жними. Легко також перевiрити: якщо в скелетнi дiаграми, що вiдповiдають GN

з N > 5, поставити замiсть повної функцiї Грiна G2 вiльну функцiю Грiна G0
2,

а замiсть повної вершини Γ4 просто одиницю, то такi дiаграми не будуть мати
розбiжностей. Отже, перенормованi функцiї Gr

2 i Γr
2 повиннi мати принаймнi не

гiршу поведiнку, нiж вiльнi функцiї. Щоб визначити зв’язок Γ̃4 i Γ̃r
4 покладемо

за аналогiєю з (25.65) i (25.66)

Γ̃r
4(· · · ; m2, λ) := Zx

λZy
4 Γ̃4(. . . ; m

2
0, λ0),

де степенi x, y поки що невiдомi.
Розглянемо тепер довiльну скелетну (сильнозв’язну) дiаграму з n-

вершинами, кожнiй iз яких вiдповiдає внесок (−λ0)Γ̃4(. . . ; m
2
0, λ0), з L-

внутрiшнiми лiнiями, кожнiй iз яких вiдповiдає повна функцiя Грiна
G̃2(·; m2

0, λ0) i з N -зовнiшнiми лiнiями (N > 5), кожнiй iз яких вiдповiдає зовнi-
шнiй фактор ϕ̃0(p).

Вклад такої дiаграми можна символiчно записати у виглядi

W
(n)
N (p1, . . .) =

= λn
0

∫ (
Γ̃4(. . . ; m

2
0, λ0)

)n (
G̃2(. . . ; m

2
0, λ0)

)L (
ϕ̃0(·))N

dMK,

де dMK, (M = 4(L− (n−1))) – iнтеграцiя за внутрiшнiми iмпульсами, що зали-
шились пiсля зняття (n−1)-ї δ-функцiї. Виразимо λ0, Γ̃4, G̃2 i ϕ̃0 через вiдповiднi
перенормованi величини (25.61), (25.65), (25.68) i врахуємо, що для теорiї : ϕ4 : в
усiх вершинах перетинаються рiвно чотири лiнiї, а порядок дiаграми пов’язаний
iз числом внутрiшнiх лiнiй L i зовнiшнiх лiнiй N спiввiдношенням

n =
1

2
L +

1

4
N.

Внаслiдок цього отримаємо вираз

W (n)
n (p1, . . .) = Z

n(1−x)
λ Z

ny+L−N
2
−2n

ϕ ×
× λn

∫ (
Γ̃r

4(. . . ; m
2, λ)

)n (
G̃r

2(. . . ; m
2, λ)

)L

(ϕ̃(·))N dMK.

Отже, для того, щоб W
(n)
N повнiстю виражався через перенормованi величи-

ни, треба покласти x = 1, y = 0. Тодi зв’язок (25.68) матиме вигляд

Γ̃r
4(. . . ; m

2, λ) = ZλΓ̃4(. . . ; m
2
0, λ0). (25.69)
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Щоб завершити процедуру перенормування, треба розкрити невизначеностi
Z−1

ϕ · G̃2 i Zλ · Γ̃4, тобто побудувати перенормованi величини G̃r
2 i Γ̃r

4.
У пунктi 24.6 був встановлений зв’язок мiж повною 2-точковою функцi-

єю Грiна G2 i її сильнозв’язною частиною—власнеенергетичною частиною

Γ2(x, y) =
1

i

∑
(x, y) (див. формули (24.47) i (24.49)). З формул (24.47), (24.48)

знаходимо, що

G̃2(p
2) =

−i

m2
0 − p2 + Σ̃(p2)

. (25.70)

Визначимо перенормовану власнеенергетичну частину формулою

Σ̃r(p2) = Zϕ

(
Σ̃(p2)− Σ̃(m2)− (p2 −m2)Σ̃′′(m2)

)
, (25.71)

де

Σ̃′′(m2) =
∂2Σ̃(p)

∂pµ∂pµ

∣∣∣∣
p2=m2

.

У другому порядку за λ ця формула збiгається з визначенням Γ
R,(2)
2 =

1

i
Σr,(2)

формулою (25.21), оскiльки у цьому випадку Zϕ треба брати у нульовому по-
рядку за λ, тобто Z

(0)
ϕ = 1 (див. (25.56)).

У вищих порядках для обчислення Σ̃r,(n) n > 3 треба застосовувати R-
операцiю Боголюбова–Парасюка i довести, що вона приведе до формули (25.71)
пiсля пересумування всiх порядкiв теорiї збурень. Це нетривiальна задача.
Перш за все покажемо, що таким чином вибрана перенормована власнеенер-
гетична частина узгоджується з (25.65). Дiйсно, якщо пiдставити вираз Σ̃(p),
виражений через функцiю Σ̃r(p), в праву частину (25.69) i вибрати

m2
0 = m2 + δm2, δm2 = −Σ̃(m2), Z−1

ϕ = 1− Σ̃′′(m2),

отримаємо рiвнiсть (25.65) з

Gr
2(p

2,m2, λ2) =
−i

m2 − p2 + Σ̃r(p2)
. (25.72)

Повну вершинну частину можна представити у виглядi

Γ̃4(p, k, p + k − q) = 1 + Λ̃4(p, k, p + k − q),

де Λ̃4 – сума вкладiв вiд сильнозв’язних дiаграм в усiх порядках n > 2.
Визначимо регуляризовану функцiю Λr

4 за формулою

Λ̃r
4(p, k, p + k − q) = Zλ

(
Λ̃4(p, k, p + k − q)− Λ̃4(m

2)
)

,

де точка розкладу може бути вибрана, наприклад, при p2 = m2, k = q = 0,
тобто

Λ̃4(m
2) = Λ̃4(p, k, p + k − q)

∣∣∣∣
p2=m2

k=q=0

.
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Так само, як i у попередньому випадку, формула (25.72) збiгається з визначен-
ням регуляризованої функцiї Γ

R,(2)
4 у другому порядку теорiї збурень формула-

ми (25.16), (25.17). Тодi, вибираючи

Z−1
λ = 1 + Λ̃4(m

2),

знаходимо, що
Γ̃r

4(p, k, p + k − q) = 1 + Λ̃r
4(p, k, p + k − q).

Для остаточної побудови перенормованої теорiї треба довести, що формули
(25.70) i (25.72) визначають повнiстю перенормованi власнеенергетичну i вер-
шинну частини та побудувати для них теорiю збурень, що не мiстить у собi
розбiжностей. Це буде пророблено у роздiлi VII на прикладi моделi КЕД (див.
також [181]). Для моделей (24.63) або (21.3) це можна зробити аналогiчно.

25.7. Еквiвалентнi види перенормувань

Пiсля вже згадуваної працi Хеппа [145], у якiй, фактично, автор повторив до-
ведення Боголюбова—Парасюка, вдосконаливши його i виправивши деякi те-
хнiчнi неточностi, почали з’являтися зовсiм новi схеми перенормувань. Серед
них перш за все треба видiлити аналiтичне перенормування Спiра (див. [185])
та перенормування за допомогою введення довiльної розмiрностi (див. [193]).
Заслуговують, на наш погляд, також уваги перенормування за лiнiями Слав-
нова [85] i одна оригiнальна ( не отримала свого продовження) iдея Петрини i
автора цiєї книги про зв’язок теорiї перенормувань з проективно-iтеративними
методами розв’язку рiвнянь квантової теорiї поля [69]. У даному пунктi опише-
мо лише основнi iдеї, пов’язанi iз згаданими вище пiдходами, а для детального
ознайомлення радимо звернутись до оригiнальних робiт.

Основна iдея аналiтичного перенормування Спiра полягає у тому, щоб за-
мiсть звичайної промiжної регуляризацiї Паулi–Вiлларса, про яку детально було
описано у пунктi 25.1, розглянути пропогатор Фейнмана у виглядi

D̃c
λ(p) =

Z(p)

(m2 − p2 − iε)1+λ
,

де λ ∈ C, тобто є комплексним параметром. Тодi фейнманiвська амплiтуда
Fλ(G), що вiдповiдає дiаграмi G, стає аналiтичною функцiєю при досить вели-
ких Re λ, причому її область аналiтичностi залежить вiд iндексу розбiжностi дi-
аграми G. Перенормування амплiтуди i зняття регуляризацiї (λ → 0) зводиться
до вiднiмання полюсiв (членiв розкладу Лорана з негативними показниками).
Така процедура виявляється еквiвалентною R-операцiї (див., наприклад, [34]).

Суть перенормування за допомогою введення довiльної розмiрнiстi полягає
у замiнi 4-вимiрного простору-часу на d-вимiрний. Виявляється, що фейнманiв-
ську амплiтуду можна обчислити при довiльних значеннях d = 4 − δ, i вони є
аналiтичними функцiями комплексного параметра δ. Так само, як i у випадку
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аналiтичного перенормування отримання перенормованої амплiтуди зводиться
до вилучення полюсiв у комплекснiй площинi змiнної δ. Таке перенормування
є також еквiвалентним R-операцiї (див. [34]).

У зв’язку з тим, що перенормування за допомогою введення довiльної роз-
мiрностi є досить простим та ефективним методом i набуло широкого застосу-
вання, продемонструємо його дiю на прикладi обчислення iнтеграла (25.5), що
вiдповiдає внеску вiд дiаграми (25.3). Отже, будемо вважати, що iнтегрування в
(25.5) здiйснюється по d–вимiрному простору Мiнковського. Тодi, застосувавши
формулу

1

ab
=

∫ 1

0

dξ

[a(1− ξ) + bξ]2

з a = m2 − q2 − iε i b = m2 − (q − k)2 − iε, прийдемо до iнтеграла
(попередньо зробивши зсув q − ξk → q)

Γ̃
(2)
4 (k) =

1

(2π)4

∫ 1

0

∫

Md

dq
1

[m2 − q2 − ξ(1− ξ)k2 − iε]2
, (25.73)

де dq = dq0dq1 · · · dqs, d = s+1. Повернемо контур iнтегрування в комплекснiй
площинi q0 на 90◦ (див. п.29.1) i зробимо одночасно замiну q0 = iqd. Тодi

Γ̃
(2)
4 (k) =

i

(2π)4

∫ 1

0

∫

Rd

dq
1

[m2 + q2 − ξ(1− ξ)k2]2
, (25.74)

де dq = dq1 · · · dqd, а iнтегрування виконується по евклiдовому простору Rd. Тре-
ба зауважити, що якщо амплiтуда Γ̃

(2)
4 (k) обчислюється для фiзичних значень

зовнiшнiх iмпульсiв, тобто на масовiй поверхнi k2 = m2, то iнтеграл у (25.74) не
є сингулярним. Iнтеграл обчислюється за вiдомою формулою

∫

Rd

dq

(q2 + x)α
= πd/2xd/2−α Γ(α− d/2)

Γ(α)
, (25.75)

де Γ—гамма-функцiя Ейлера. Праву частину (25.75) можна аналiтично про-
довжити в комплексну площину за змiнною d, а рiвнiсть (25.75) вважати ви-
значенням iнтеграла, що стоїть у лiвiй частинi (25.75) для довiльного (навiть
комплексного) d. Тодi, поклавши α = 2, отримаємо для Γ̃

(2)
4 (k) вираз

Γ̃
(2)
4 (k) =

i

16π4−d/2
Γ(2− d

2
)

∫ 1

0

dξ[m2 − k2ξ(1− ξ)]
d
2
−2. (25.76)

Отже, при d = 4 Γ(0) = ∞, що вiдповiдає розбiжностi iнтеграла (25.5). Розбi-
жнiсть треба усунути за допомогою вiднiмальної процедури. Для цього розгля-
немо Γ̃

(2)
4 (k) як функцiю комплексної змiнної d (або δ = 4− d) i розкладемо її в

ряд Лорана в областi її аналiтичностi, тодi отримаємо

Γ̃
(2)
4 (k) =

i

8π2δ
+ const − i

16π2

∫ 1

0

dξ ln[m2 − k2ξ(1− ξ)] + O(δ), (25.77)
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де O(δ) мiстить у собi всi члени розкладу за δn, n ≥ 1. Зауважимо також, що
при розрахунку коефiцiєнтiв a−1 i a0 розкладу в ряд Лорана була використана
формула асимптотичної поведiнки функцiї Γ(δ/2) при малих δ

Γ(
δ

2
) ≈ 2

δ
− C,

де C—стала Ейлера, а також вiдома формула аналiзу

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a.

З формули (25.77) легко побачити, що перенормована амплiтуда, визначена
формулою (25.14), буде збiгатись з виразом (25.15), що був обчислений за до-
помогою регуляризацiї Паулi–Вiлларса.

Зауваження 25.7. При розрахунку фейнманiвських амплiтуд моделей, що
мiстять у собi фермiони, треба сформулювати правила обчислення слiду вiд
добутку γ-матриць, а також iнтегралiв по d–вимiрному евклiдовому просто-
ру. Деякi з цих формул ми наводимо нижче:

Tr1I = d,

Tr(γµγν) = dgµν ,

Tr
(
γµγνγργσ) = d(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgµσgνρ

)
,

∫

R
dppµpνf(p2) =

δµν

d

∫

Rd

dpp2f(p2),

∫ ∞

0

xα−1

(x + a)β
dx = aα−βB(α, β − α) = aα−β Γ(α)Γ(β − α)

Γ(β)
.

У працi Славнова [85] перенормована амплiтуда будується рекурентним чи-
ном iз амплiтуди, що вiдповiдає дiаграмi, в якiй менше на одну внутрiшню
лiнiю. Така схема робить комбiнаторну структуру перенормування дуже про-
стою. Перенормування за лiнiями має досить загальний характер i два попере-
днi (аналiтичне i за розмiрнiстю) є його частинними випадками.

На завершення коротко зупинимося на основнiй iдеї працi [69]. Ця iдея зводи-
ться до того, що рiвняння для S-матрицi, а точнiше рiвняння для коефiцiєнтних
функцiй (23.20) можна розглядати як некоректно поставлену задачу математи-
чної фiзики. Дiйсно, рiвняння (23.20), записане в евклiдовiй областi (детальнiше
евклiдiв пiдхiд до квантової теорiї поля розглянемо у роздiлi VI), має вигляд

F = −λAF + F (0).

Оператор A можна визначити у деякому банаховому просторi B. Але яким би
чином не вибирався цей простiр, вектор F (0) /∈ D(A), де D(A)– всюди щiльна
множина векторiв (D(A) ⊆ B), яка є областю визначення оператора A. Отже,
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методом послiдовних наближень таке рiвняння розв’язувати не можна, оскiльки
AF (0) = ∞. Тому, виходячи з теорiї проективно-iтеративних методiв, можна
запропонувати таку схему.

Нехай Ar—оператор, який є деяким розширенням оператора A, тобто

Af = Arf, якщо f ∈ D(A)

i, крiм того,
D(A) ⊂ D(Ar) i F (0) ∈ D(Ar).

У працi [69] показано, що оператор Ar можна побудувати таким чином, що

An
r F

(0) ∈ D(Ar),

а формальний iтерацiйний розв’язок нового рiвняння

F = −λArF + F (0)

матиме змiст i буде еквiвалентним теорiї збурень для коефiцiєнтних функцiй S-
матрицi пiсля застосування R-операцiї. Звичайно, ряд у цiлому буде розбiжний.

§ 26. Метод континуальних iнтегралiв в теорiї
квантованих полiв

Поняття континуального iнтеграла вперше було введено Вiнером [198] у зв’яз-
ку з задачами броунiвського руху. Iншою назвою континуального iнтеграла є
iнтеграл за траекторiями (path integral). На рiвнi фiзичної iнтуїцiї такий iн-
теграл можна уявляти як границю n-кратного iнтеграла в Rn при n → ∞.
Дiйсно, якщо розглядати точки x0, x1, . . . , xn (xi ∈ R1) як значення деякої не-
перервної функцiї x(t), t ∈ [0, T ], тобто x0 = x(0), x1 = x(t1), . . ., xn = x(tn),
0 < t1 < t2 < t3 < · · · < tn < T , i з’єднати точки (x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn−1, xn)
вiдрiзками у площинi (x, t), то утворена ламана лiнiя при n → ∞ буде на-
ближатись до x(t), а для певної неперервної функцiї ϕn(x(·)) = F (x1, . . . , xn)
n-кратний iнтеграл ∫

R1

· · ·
∫

R1

F (x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

можна розглядати як однократний iнтеграл за змiнною, яка пробiгає усi мо-
жливi ламанi лiнiї, що починаються в точцi x0 ∈ X = R1 пiвплощини TX. Вiн
буде прямувати (треба допустити, що границя iснує) до iнтеграла

∫

Ω

ϕ(x(t))
∏

t∈[0,T ]

dx(t), (26.1)
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де Ω – сукупнiсть усiх можливих неперервних функцiй (траекторiй) x(·) на
[0, T ], що починаються в точцi x0. Насправдi запис (26.1) є чисто формальним.
Строгого математичного змiсту набуває слабка границя

w − lim
n→∞

p(x0, x1; t1)p(x1, x2; t2 − t1) · · · p(xn−1, xn; tn − tn−1)dx1 . . . dxn =

= dµx0(x(t)),

де p(x, y; τ) – деяка спецiально побудована функцiя, а µx0(·) називається мi-
рою Вiнера (для вiдповiдного p(x, y; τ)) (бiльш детально див., наприклад, [77,
§ X.11]). Пiзнiше, на початку 40-х рокiв минулого столiття, Фейнман запропо-
нував так званий path-integral пiдхiд до квантової механiки, а в кiнцi 40-х рокiв
[120–121] на основi цього методу розробив нове формулювання квантової еле-
ктродинамiки i дiаграмну технiку, яку було розглянуто на прикладi скалярного
поля, використовуючи операторнi методи, у пунктi 22.4. Побудована Фейнма-
ном технiка отримала назву квантування за допомогою континуальних iнте-
гралiв (path-integral quantization). На вiдмiну вiд канонiчного квантування цей
метод має свої переваги в теорiї калiбрувальних полiв, де його вперше засто-
сували Л.Д. Фаддєєв, В.М. Попов [118] i Б.С. де-Вiтт [114–116]. Детальнiше
зупинимось на цьому у роздiлi VII.

Метою даного параграфа є короткий вступ для оволодiння формальною те-
хнiкою континуального iнтегрування i застосування цiєї технiки до квантування
калiбрувальних неабелевих полiв. На жаль, строгого математичного обґрунту-
вання iнтегралiв Фейнмана на даному етапi розвитку теорiї не iснує. Лише в
окремих випадках взаємодiї скалярних полiв в евклiдовiй областi двох вимiрiв
за простором-часом можна отримати строгi представлення для функцiй Грiна
(див. роздiл VI.

26.1. Поняття та основнi формули континуального iнтегру-
вання

Почнемо з вiдомої формули теорiї uауссових iнтегралiв у просторi Rn

∫

Rn

e−
1
2
(y,C−1y)+(z,y)dy = (2π)n/2(det C)1/2e

1
2
(z,Cz), (26.2)

де C є дiйсною, строго додатно визначеною n × n матрицею. Ця матриця має
назву матрицi коварiацiї або оператора коварiацiї iмовiрнiсної гауссової мiри
µ(·), яка визначається формулою

µ(dy) =
(det C−1)1/2

(2π)n/2
e−

1
2
(y,C−1y)dy. (26.3)

У формулах (26.2) i (26.3) величини (u, v) означають скалярний добуток у Rn

векторiв u, v ∈ Rn. У тому, що мiра µ(·) є iмовiрнiсною легко переконатися,
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проiнтегрувавши (26.3) i скориставшись (26.2) при z = 0:
∫

Rn

µ(dy) = 1.

Матричнi елементи C є другими моментами мiри µ(·), тобто, якщо yi, yj це
компоненти вектора y ∈ Rn, то

∫

Rn

yiyjdµ(y) = Cij.

Для того, щоб узагальнити формулу (26.2) на випадок, коли yj буде функцi-
єю, тобто iндекс j прийматиме континуум значень, перепишемо det C в iншому
виглядi. Якщо матриця C є дiагональною, то легко порахувати, що

ln det C = Tr ln C. (26.4)

Нескладно переконатися, що ця рiвнiсть справедлива для всiх (уже не дiаго-
нальних) невироджених (det C 6= 0) n × n матриць. У неперервному випадку,
коли y є функцiєю, наприклад, y(x) ∈ L2(Rd), C буде iнтегральним оператором
з ядром C(x, x′), x, x′ ∈ Rd:

(Cy)(x) =

∫

Rd

dx′C(x, x′)y(x′). (26.5)

Тодi операцiї ln i Tr є загальноприйнятими, i в багатьох випадках їх можна
визначити строго, а поняття det для такого оператора треба розумiти у сенсi
формули (26.4).

Формально обернений оператор C−1 також буде оператором вигляду (26.5)
з ядром C−1(x, x′)– таким, що

∫

Rd

dx′′C(x, x′′)C−1(x′′, x′) = δ(x− x′), (26.6)

де δ(x− x′) =
∏d

i=1 δ(x(i) − x′(i)) — δ-функцiя Дiрака в Rd.
У цьому випадку формулу (26.2) запишемо таким чином:

∫
Dye

− 1
2

∫
Rd

dx
∫
Rd

dx′y(x)C−1(x,x′)y(x′)+
∫
Rd

dx z(x)y(x)

=

= e
1
2
Tr ln Ce

1
2

∫
Rd

dx
∫
Rd

dx′z(x)C(x,x′)z(x′)
, (26.7)

де (формально)

Dy =
∏

x∈Rd

dy(x)

(2π)d/2
. (26.8)
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Формули (26.2) i (26.7) можуть бути узагальненi на випадок комплексних фун-
кцiй z(x) i y(x):

∫

Cn

dzdze−(z,C−1z)+(z,y) = (2π)n(det C)e(y,Cy), (26.9)

де ∫

Cn

dz dz(. . .) ≡ 2

∫

Rn

d(Re z)

∫

Rn

d(Im z)(. . .) (26.10)

i ∫
DzD z̄ e

− 1
2

∫
Rd

dx′z(x)C−1(x,x′)z(x)+
∫
Rd

dxu(x)z(x)

=

= e
1
2
Tr ln Ce

1
2

∫
Rd

dx
∫
Rd

dx′u(x)C(x,x′)u(x′)
. (26.11)

У роздiлi VI буде показано, що формули (26.7) i (26.11) можна строго обґрун-
тувати у випадку дiйсного скалярного поля, якщо розглядати його в евклiдовiй
областi, тобто для уявних часiв. Але в контекстi викладу даного матерiалу вико-
ристовується наведена вище технiка як зручний обчислювальний апарат, який
приводить до правильного кiнцевого результату. Це твердження ґрунтується на
КЕД як теорiї, наслiдки якої збiгаються з експериментом.

Континуальнi iнтеграли (26.7), (26.11) є узагальненням багатократних гаус-
сових iнтегралiв (26.2). У випадку довiльних мiр на сьогоднi не iснує констру-
ктивних методiв визначення континуальних iнтегралiв, виходячи з їх внутрi-
шньої побудови (вiдносно абстрактних означень мiр на нескiнченних тензорних
добутках див., наприклад, [5, гл. 2]). Але для потреб квантової теорiї (а точнi-
ше, теорiї збурень) вивчення властивостей гауссових континуальних iнтегралiв
є достатнiм. Тому на завершення приведено деякi основнi формули гауссового
числення, якi будуть застосованi нижче. Перепишемо для цього формулу (26.7)
у виглядi iнтеграла за гауссовою мiрою (формально!):

∫
dµC(y)e

∫
dx z(x)y(x) = e

1
2

∫
dx

∫
dx′z(x)C(x,x′)z(x′), (26.12)

де
dµC(y) = e−

1
2
Tr ln Ce−

1
2

∫
dx

∫
dx′y(x)C−1(x,x′)y(x′)Dy. (26.13)

Зауважимо, що запис гауссової мiри (26.13) є формальним навiть у тому ви-
падку, коли iнтеграл у (26.12) є строго визначеним. Формула (26.12) є основною
для обчислення моментiв гауссової мiри.

1. Ф о р м у л а м о м е н т i в
∫

y(x1) . . . y(xn)dµC(y) =
δn

δz(x1) . . . δz(xn)
e

1
2

∫
dx

∫
dx′z(x)C(x,x′)z(x′)

∣∣∣∣
z≡0

=
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=





0, n = 2k − 1, k ∈ N,

∑

(i)n

C(xi1 , xi2) . . . C(xin−1,xin
), n = 2k,

(26.14)

де сумування виконується вiдносно всiх розбиттiв iндексiв {1, 2, . . . , n} на рiзнi
невпорядкованi пари {ik, ik+1} таким чином, щоб усi члени суми були рiзними.
Число таких членiв буде дорiвнювати

Nn =
(2k)!

k!2k
= (2k − 1)!!, n = 2k.

Нескладно переконатися, що формула (26.14) збiгається з виразом для вiль-

ної n = 2k-точкової функцiї Грiна (20.48), якщо C(x, y) =
1

i
Dc(x− y), яка була

отримана за допомогою теореми Вiка 20.2. У зв’язку з цим в теорiї гауссових
iнтегралiв формулу (26.14) називають iнколи теоремою Вiка.

2. Ф о р м у л а i н т е г р у в а н н я з а ч а с т и н а м и
Нехай F (y) є функцiоналом над певним простором функцiй, на якому ви-

значений континуальний iнтеграл за гауссовою мiрою dµC . Тодi справедливою
буде формула

∫
y(x)F (y)dµC(y) =

∫
dµC(y)

∫
dx′C(x, x′)

δF

δy(x)
. (26.15)

Цю формулу легко перевiрити (задача 26.1) для функцiонала вигляду F (y) =
ei

∫
z(x)y(x)dx. Це дає змогу легко узагальнити формулу (26.15) на функцiонали

F (y) типу полiномiв (задача 26.2) i за неперервнiстю розповсюдити на бiльш
широкий клас функцiоналiв F (y). Строге доведення формули (26.15) можна
знайти, наприклад, в [27].

3. Ф о р м у л а б а г а т о к р а т н о г о г а у с с о в о г о i н т е г р а л а
Формула (26.12) може бути узагальнена, коли y(x) є n-компонентна вектор-

функцiя:
y(x) := (y1(x), . . . , yn(x)).

У цьому випадку коварiацiйний оператор C i його обернений C−1 будуть визна-
чатися ( вiдповiдно) ядрами-матрицями Cij(x, x′) та C−1

ij (x, x′), а спiввiдношення
(26.10) набуде вигляду

n∑
j=1

∫

Rd

dx′Cij(x, x′)C−1
jk (x′, x′′) = δikδ(x− x′).

Формула (26.12) буде такою:

∫
dµC(y)e

n∑
j=1

∫
dxzj(x)yi(x)

= e
1
2

n∑
i,j=1

∫
dx

∫
dx′zi(x)Cij(x,x′)zj(x

′)
, (26.16)
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де

dµC(y) = e−
1
2
Tr ln Ce

− 1
2

n∑
i,j=1

∫
dx

∫
dx′yi(x)C−1

ij yj(x
′) n∏

j=1

Dyj,

а

Tr A =
n∑

j=1

∫
dxAjj(x, x).

Формально формулу (26.16) легко отримати з формул типу (26.2), якщо
за допомогою граничного переходу (як у (26.1)) перейти в лiвiй части-
нi (26.16) вiд iнтегралiв за Dyj ≡ ∏

x

(2π)−d/2dyj(x) до iнтегралiв за

(2π)−
dmj

2 dyj,1 . . . dyj;mj
, j = 1, . . . , n, потiм шляхом переозначення змiнних до

iнтегралiв за (2π)−N/2dy(1) . . . dy(N), N = m1 + · · · + mn, застосувати (26.2) i,
повернувшись до попереднiх позначень, знову перейти до границi mj → ∞,
j = 1, 2, . . . , n.

4. В и з н а ч е н н я ф у н к ц i о н а л ь н о ї δ-ф у н к ц i ї
Виходячи з аналогiї у визначеннi звичайної δ-функцiї Дiрака як лiнiйно-

го функцiонала над певним простором основних функцiй, визначимо поняття
функцiональної δ̃-функцiї таким чином. Нехай F (y) – функцiонал (над деяким
простором функцiй y(x), x ∈ Rd) з деякого простору “основних функцiоналiв” (
не визначаємо тут поняття простору основних функцiоналiв, а лише користує-
мося цим термiном за аналогiєю до простору основних функцiй при визначеннi
звичайної δ-функцiї). Тодi функцiональною δ-функцiєю називатимемо функцiо-
нал, що задається формулою

∫
F (y)δ̃(y − y′)Dy′ = F (y). (26.17)

Взявши до уваги формальне позначення (26.8), очевидно, треба вважати, що

δ̃(y − y′) =
∏

x∈Rd

δ(y(x)− y′(x)),

де δ — звичайна δ-функцiя Дiрака.
Формулi (26.17) можна надати строгий смисл, якщо розглянути функцiонал

F (ϕ) у виглядi

F (y; j) = e−
1
2
α

∫
dx

∫
dx′y(x)C−1(x,x′)y(x′)+iβ

∫
dx y(x)j(x), (26.18)

де α, β ∈ R1, j(x) – деяка гладенька функцiя, а функцiонал δ̃ представити так:

δ̃(y − y′) =

∫
Dηei

∫
(y(x)−y′(x))η(x)dx. (26.19)

У цьому випадку справедливiсть формули (26.17) легко встановити прямим об-
численням (задача 26.3), використовуючи формули (26.12), (26.13). Диференцi-
юючи потiм отриману рiвнiсть за β i пiдбираючи належним чином параметри
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α, β та функцiю j(x), рiвнiсть (26.17) розповсюджується на досить широкий
клас функцiоналiв F (y). Представлення (26.19) розширюється i на бiльш скла-
днi аргументи:

δ̃(f(·; y)− y′) =

∫
Dηei

∫
[f(x;y)−y′(x)]η(x)dx, (26.20)

де функцiонал
f(x; y) = f0(x) + ϕ(x) + f̃(x; y),

а функцiонал f̃(x; y) представляється розкладом

f̃(x; y) =
∞∑

n=1

gn

n!

∫
Cn(x; x1, . . . , xn)y(x1) . . . y(xn)dx1 . . . dxn. (26.21)

Крiм того, рiвняння
f(x; y)− y′(x) = 0 (26.22)

має єдиний розв’язок ỹ(y′), який можна представити рядом за g. Тодi формула
типу (26.17) матиме вигляд

∫
F (y)δ̃(f(·; y)− y′) det

∥∥∥∥∥1I +
δf̃

δy

∥∥∥∥∥ Dy = F (ỹ). (26.23)

Тут визначник –

det

∥∥∥∥∥1I +
δf̃

δy

∥∥∥∥∥ = exp

{
Tr ln

[
1I +

δf̃

δy

]}
=

= exp

{∫
dx

δf̃(x)

δy(x′)

∣∣∣∣
x′=x

+
1

2

∫
dxdx1

δf̃(x)

δy(x1)

δf̃(x1)

δy(x2)

∣∣∣∣
x=x2

+ · · ·
}

.

Доведення формули (26.23) можна знайти в [86, гл. II, § 5].
5. З а м i н а з м i н н и х
Виходячи з формули для моментiв (26.14) видно, що гауссовi iнтеграли легко

обчислити для функцiоналiв типу полiномiв, виходячи з твiрного функцiоналу
(26.12), який запишемо у виглядi перетворення Фур’є гауссової мiри

I(η) =

∫
dµC(φ)ei

∫
φ(x)η(x)dx ≡

≡ e−
1
2
Tr ln C

∫
Dφ e−

1
2

∫
dx

∫
dx′φ(x)C−1(x,x′)φ(x)+i

∫
φ(x)η(x)dx. (26.24)

Розглянемо замiну змiнної φ(x):

φ(x) = f0(x) + y(x) + f̃(x; y), (26.25)
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де функцiонал f̃ визначений у (26.21). Тодi

I(η) =

∫
dµC(y)e−

∫
dx

∫
dx′[f0(x)+f̃(x;y)]C−1(x,x′)y(x′)ei

∫
dx[f0(x)+y(x)+f̃(x;y)]η(x)×

× det

∥∥∥∥∥1I +
δf̃

δy

∥∥∥∥∥ . (26.26)

У справедливостi формули (26.26) легко переконатися, пiдрахувавши фур’є-
образи функцiоналiв I(η), якi заданi формулами (26.24) i (26.26):

Ĩ(ψ) =

∫
Dη I(η)e−i

∫
η(x)ψ(x)dx. (26.27)

При обчисленнi (26.27) з I(η), що задане за допомогою (26.24), треба скориста-
тись формулами (26.19) i (26.17), а при обчисленнi (26.27) з I(η), що задане за
допомогою (26.26)— формулами (26.20) i (26.23).

Зауваження 26.1. Формула (26.26) може бути обґрунтована строго ма-
тематично лише для досить вузького класу функцiоналiв вигляду (26.21). На-
приклад, у випадку f̃ ≡ 0 замiна (26.25) вiдповiдає просто зсуву (трансляцiї)
гауссової змiнної, а для

f̃(x; y) = g

∫
C1(x; x1)y(x1)dx1 +

g2

2

∫
C2(x; x1x2)y(x1)y(x2)dx1dx2

квадратичному збуренню гауссової мiри.
При певних обмеженнях на f0, C1, C2 такi замiни можна виконати абсо-

лютно строго (див., наприклад, [27, гл. 9]).
Але на рiвнi теорiї збурень, яка лежить в основi усiх розрахункiв сучасної

квантової теорiї поля, розроблений формалiзм вважається математично об-
ґрунтованим.

6. Р е г у л я р и з а ц i я В i к а
При квантуваннi вiльних полiв було введено поняття нормального добутку i

сформульовано теорему Вiка, яка встановлює правила, за якими треба перемно-
жувати полiноми вiд польових операторiв. Цi правила дають можливiсть усу-
нути нескiнченнi доданки, що виникають при визначеннi добутку операторно-
значних узагальнених функцiй. Очевидно, що при квантуваннi полiв за допомо-
гою континуальних iнтегралiв формалiзм вiкiвського числення треба перенести
на гауссовi поля, за якими вiдбувається iнтегрування. У гауссовому аналiзi фор-
малiзм вiкiвського числення пов’язаний з ортогоналiзацiєю полiномiв P(φ), якi
є елементами простору L2(S ′, dµC), де S ′ – простiр лiнiйних неперервних фун-
кцiоналiв (над простором основних функцiй S ), до якого належать гауссовi
поля φ(x) (див., наприклад, [5, гл. 2, § 2], [27, п.6.3]).

У випадку скалярного вiльного квантового поля ϕ(x) визначення нормаль-
ного (вiкiвського) добутку було пов’язане з розмiщенням операторiв народжен-
ня ϕ+(x) i знищення ϕ−(x) у вiдповiдному добутку. Гауссовi поля φ(x) є S ′ не
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пов’язують iз таким розбиттям. Тому операцiю вiкiвського добутку визначають
як операцiю в просторi L2(Φ′, dµC) таким чином:

: φ(f1)φ(f2) : := φ(f1)φ(f2)− (f1, Cf2),

де
φ(f) =

∫
f(x)φ(x)dx, f ∈ Φ,

(f1, Cf2) =
∫

dx
∫

dyf1(x)C(x, y)f2(y).

Побудова вiкiвського добутку 3-х i бiльше полiв є процедурою ортогона-
лiзацiї цих мономiв у просторi L2(S ′, dµC). Не будемо тут наводити цю про-
цедуру, але зауважимо, що вона повнiстю визначається теоремою Вiка (див.
п.20.4), якщо пiд спарюванням двох гауссових полiв φ(x) i φ(y) розумiти їх
коварiацiю C(x, y). Таким чином, для того, щоб визначити операцiю вiкiвсько-
го добутку : φ(x1) · · ·φ(xn) :, треба записати теорему Вiка для всiх добуткiв
φ(x1)φ(x2), φ(x1)φ(x2)φ(x3), . . ., φ(x1) . . . φ(xn), а потiм розв’язати отриманi спiв-
вiдношення вiдносно вiкiвських добуткiв : φ(x1)φ(x2) :, : φ(x1)φ(x2)φ(x3) :, . . .,
: φ(x1) . . . φ(xn) :, тобто виразити їх через звичайнi добутки i добутки вiдпо-
вiдних коварiацiй. Iз визначення цiєї процедури ясно, що для довiльного n i
довiльних fi ∈ S , i = 1, 2, . . . , n

∫
dµC(φ) : φ(f1) · · ·φ(fn) := 0. (26.28)

Тодi з (26.28) випливає, що
∫

dµC(φ) : eφ(f) := 1,

а з (26.12)— ∫
dµC(φ)eφ(f) = e

1
2
(f,Cf). (26.29)

Звiдси легко переконатися, що

: eφ(f) := e−
1
2
(f,Cf)eφ(f). (26.30)

Цю формулу можна також отримати для операторних полiв за допомогою фор-
мули (19.36). З формул (26.29), (26.30) отримуємо (задача 26.4) важливу фор-
мулу ∫

dµC(φ) : eφ(f) : : eφ(g) := e(f,Cg), (26.31)

з якої випливає (задача 26.5) аналог формули моментiв (26.18) для вiкiвських
добуткiв гауссових полiв:

∫
dµC(φ) :

m∏
j=1

φ(xj) : :
n∏

k=1

φ(yk) := δmn

∑
π∈Sn

C(x1, yπ(1)) · · ·C(xn, yπ(n)). (26.32)
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Висновок 26.1. Отже, у формалiзмi континуального iнтегрування вiкiв-
ський добуток буде мати такий самий змiст, що i в операторному форма-
лiзмi. Коварiацiя буде збiгатися iз функцiєю Грiна вiдповiдних квантованих
полiв, а iнтегрування за гауссовою мiрою—усередненню по вакууму.

26.2. Формалiзм iнтегралiв Фейнмана (iнтегралiв за
траекторiями) у квантовiй механiцi

Розглянемо квантово-механiчну систему, що складається з однакових частинок
маси m.

Нехай класичний гамiльтонiан такої системи

H = H(q,p)N = H(q1,p1; · · · ;qN ,pN), (26.33)

де qj,pj – узагальненi координати та iмпульси частинок. У п.3.2 було коротко
описано перехiд до квантово-механiчної системи шляхом переходу до опера-
торних величин q̂j i p̂j, що задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (3.31)
iз константою (3.36). Цi оператори зручно розглядати в координатному пред-
ставленнi функцiй iз L2(R3N , (dr)N), де оператори p̂j мають вигляд (3.35), а
оператори q̂j визначаються як оператори множення на змiнну координати rj.
Оператори p̂j i q̂j мають неперервний спектр, i тому їх власнi функцiї (див.,
наприклад, [46, § 5]) не належать L2(R3N , (dr)N):

Ψq = Ψ(q)N
(r)N =

N∏
j=1

δ(rj − qj), Ψp = Ψ(p)N
(r)N =

N∏
j=1

1

(2π)3/2
e

i
~pj ·rj . (26.34)

Як уже зазначилося в п.3.2, побудова оператора Гамiльтона Ĥ = H(q̂, p̂)
у загальному випадку є нетривiальною задачею, оскiльки оператори q̂ i p̂ не
комутують. Розглянемо тут найбiльш важливий випадок, коли енергiя взаємодiї
мiж частинками не залежить вiд узагальнених iмпульсiв. Тодi

Ĥ =
N∑

j=1

p̂2
j

2m
+ U(q̂)N , (26.35)

де U(·) – оператор потенцiальної енергiї взаємодiї, яка залежить лише вiд по-
ложення частинок. Таким чином проблема побудови оператора є тривiальною.
Стан системи в картинi Шредiнгера залежить вiд часу, а його еволюцiя визна-
чається рiвнянням

i~
∂Ψ(t)

∂t
= ĤΨ(t).

Отже, якщо в деякий початковий момент часу t0 стан системи був заданий
вектором стану Ψ(t0), то для довiльного моменту часу можна формально знайти
стан системи за формулою

Ψ(t) = Û(t, t0)Ψ(t0),



Роздiл V 365
де оператор еволюцiї

Û(t, t0) = e−
i
~ (t−t0)Ĥ . (26.36)

Вважається, що всю iнформацiю про стан системи можна отримати, знаючи
iмовiрностi переходу зi стану Ψq0 , в якому в момент часу t0 точно визначенi
всi координати частинок, у стан Ψq у момент часу t за час τ = t − t0. Згiдно з
правилами квантової механiки така iмовiрнiсть визначається формулою

P t
qq0

= |(Ψq, U(t, t0)Ψq0)|2.

Формально розглядаючи оператор еволюцiї (26.36) як iнтегральний оператор i
враховуючи явний вигляд функцiй Ψq (26.34), амплiтуда

(
Ψq, Û(t, t0)Ψq0

)
= e−

i
~ (t−t0)Ĥ ((q)N ; (q0)N) (26.37)

є по сутi ядром оператора (26.36).
В основi пiдходу Фейнмана лежить формула, яка представляє ядро (26.37)

у виглядi континуального iнтеграла:

(Ψqt , Û(t, t0)Ψq0) =

∫

Ωqtq0

DpDqe
i
~At,t0 (p,q), (26.38)

де

Att0(p,q) =

t∫

t0

(
p(τ)· ·q (τ)−H(q(τ),p(τ))

)
dτ (26.39)

є функцiя класичної дiї (див. (3.8)), а мiра iнтегрування

DpDq =
N∏

j=1

∏

τ ′∈[t0,t]

dpj(τ
′)

(2π~)3/2

dqj(τ
′)

(2π~)3/2
. (26.40)

Ωqtq0 — це множина всiх можливих неперервних траєкторiй частинок, якi в мо-
мент часу t0 стартують iз фазової точки q0, а в момент t опиняються в точцi qt.

Формула (26.38) хоч i є формальною, але для оператора Гамiльтона Ĥ, який
виражається формулою (26.35), можна провести доведення, близьке до мате-
матично строгого, а у випадку вiдсутностi взаємодiї (U ≡ 0) отримати строгу
формулу для ядра оператора e−

i
~ τH0 , хоч при цьому континуальний iнтеграл

перетворюється у звичайний.
Для доведення формули (26.38) скористаємося теоремою.
Теорема 26.1. [77; теорема IX.29] Нехай f0 ∈ L∞(Rn). Якщо f0 ∈ L2(Rn))

або перетворення Фур’є f̃0 ∈ L1(Rn)), тодi

(f0(−i∇)ϕ)(x) = (2π)−n/2

∫
f̃0(x− y)ϕ(y)dy (26.41)
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для всiх ϕ ∈ L2(Rn), а iнтеграл збiгається для всiх x, якщо f0 ∈ L2(Rn), i для
майже всiх, якщо f̃0 ∈ L1(Rn).

Скористаємося спершу формулою (26.41) у випадку вiдсутностi взаємодiї,
тобто для оператора

e−
i
~ τĤ0 , τ = t1 − t0, Ĥ0 =

N∑
j=1

p̂2
j

2m
= −

N∑
j=1

~2

2m
∆j,

де ∆j =
∂2

∂x2
j

+
∂2

∂y2
j

+
∂2

∂z2
j

— оператор Лапласа в L2(R3, drj), rj = (xj, yj, zj).

Оскiльки функцiя f0(λ) = e−iαλ2 , α =
~τ
2m

не задовольняє умови теореми
26.1, розглянемо регуляризовану функцiю

fε(λ) = e−i(α−iε)λ2

, ε > 0, (26.42)

яка при ε → 0 поточково прямує до f0(λ) i задовольняє умови теореми.
Застосуємо теорему 26.1 до функцiї (26.42) з аргументом −i∇ в R3N :

−i∇ :=

(
−i

∂

∂x1

, · · · , −i
∂

∂zN

)
.

Тодi, враховуючи, що перетворення Фур’є функцiї fε(λ) має вигляд

f̃ε(x) = (2iα + 2ε)−3N/2e−
x2

4(iα+ε) , ε > 0, x ∈ R3N ,

остаточно отримуємо формулу для ядра оператора e−
i
~ τĤ0 :

e−
i
~ τĤ0((r)N ; (r′)N) =

( m

2πi~τ

) 3N
2

e
i m
2~τ

N∑
j=1

(rj−r′j)
2

. (26.43)

У теорiї нерелятивiстського розсiяння цю функцiю при N = 1 називають
вiльним пропагатором.

Для того, щоб не заплутатись в iндексах у подальших конструкцiях, введемо
скороченi позначення

(r)N = (r1, . . . , rN) =: q, (r′)N =: q′. (26.44)

Роздiлимо iнтервал часу τ = t− t0 на n рiвних частинок

∆τn =
τ

n
=

t− t0
n

, tj = tj−1 + ∆τn, j = 1, 2, . . . , n.

Застосуємо тепер до оператора

e−
i
~ τĤ = e−

i
~ τ(Ĥ0+Û) (26.45)
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теорему Троттера (див., наприклад, [76, теорема VIII.30]):

e−
i
~ τ(Ĥ0+Û) = s− lim

n→∞

(
e−

i
~

τ
n

Ĥ0e−
i
~

τ
n

Û
)n

. (26.46)

Враховуючи, що ядро

e−
i
~

τ
n

Û(q;q′) = e−
i
~

τ
n

U(q)δ(q− q′),

а також формули (26.43) i (26.46), запишемо дiю оператора (26.45) на функцiю
f(q):

(
e−

i
~ (t−t0)Ĥf

)
(q0) = lim

n→∞

(
m

2πi~∆τn

) 3N
2
·n ∫

R3Nn

(dq)ne
i
~At,t0 (q)nf(qn), (26.47)

де

At,t0(q)n = ∆τn

n∑
i=1

[
m

2

(
qi − qi−1

∆τn

)2

− U(qi)

]
. (26.48)

Щоб отримати формулу (26.38) з формули (26.47), треба представити мно-
жник перед iнтегралом у (26.47) разом з експонентою вiд першого доданку в
(26.48) гауссовим iнтегралом:

(
m

i∆τn

) 3N
2

n

e
i
~∆τn

n∑
i=1

m
2

(
qi−qi−1

∆τn

)2

=

∫

R3Nn

n∏
i=1

dpi

(2π~) 3N
2

e
i
~∆τn

n∑
i=1

[
pi·qi−qi−1

∆τn
− p2

i
2m

]

(тут так само, як i у (26.44) pi є 3N -вимiрний вектор), а потiм покласти

qi = q(ti), pi = p(ti)

i, враховуючи вигляд H(q,p) (див. (26.35)), формально перейти до границi n →
∞.

Для того, щоб дати фiзичну iнтерпретацiю формулам (26.38), (26.47) та
(26.48), розглянемо випадок однiєї частинки N = 1. Якщо ця частинка ру-
хається по ламанiй лiнiї так, що в момент часу t0 вона перебуває в точцi з
координатою q0, в t1 — у точцi q1 i т.д., то величина (qi − qi−1)/∆τn є сере-
дньою швидкiстю частинки i при n →∞ прямує до

·
q (ti), а сума в (26.72)– до

iнтеграла, що вiдповiдає функцiоналу дiї (див. (3.1), (3.4)):

At,t0(q) =

t1∫

t0

dτ ′
[m

2

·
q (τ ′)2 − U(q(τ ′))

]
. (26.49)

Тодi n iнтегралiв у (26.47) можна розумiти як один iнтеграл за всiма можливими
ламаними лiнiми, а в границi n → ∞ як iнтеграл (26.38) за всiма можливими
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неперервними траєкторiями частинки з точки q0 в момент часу t0 до точки qt

в момент часу t. Функцiю дiї (26.49) можна також переписати у виглядi (26.39)
(див. (3.8)), а сукупнiсть усiх таких траекторiй позначити через Ωqtq0 .

Зауваження 26.2. Розроблений формалiзм континуального iнтегрування
дає можливiсть записувати представлення не тiльки для матричних еле-
ментiв вигляду (26.37), а й для матричних елементiв часово впорядкованих
добуткiв операторiв Гейзенберга довiльного вигляду

F (q̂(t), p̂(t)) = eiĤtF (q̂, p̂)e−iĤt.

Вiдповiдне представлення можна записати так (t > t1 > · · · > tm > t0):

(Ψqt(t), F1(q̂(t1), p̂(t1)) · · ·Fm(q̂(tm), p̂(tm))Ψq0(t0)) =

=

∫

Ωq0qt

DpDqF1(q(t1),p(t1)) · · ·Fm(q(tm),p(tm))e
i
~Att0 (p,q), (26.50)

де
Ψqi

(t) = e
i
~ ĤtiΨqi

, i = 1, 2, t1 = t0, q1 = q0, t2 = t, q2 = qt

(див, наприклад, доведення в [16, гл. 9.1].
Зауваження 26.3. Пояснимо, чому розроблений тут формалiзм назива-

ють квантуванням класичних механiчних систем за допомогою iнтегралiв за
траєкторiями. При звичайному канонiчному первинному квантуваннi спосте-
режуванi величини оголошувались ермiтовими операторами, якi є функцiями
канонiчних змiнних p, q i якi дiють у просторi станiв, а їх середнi обчислю-
ються згiдно iз загальними правилами (наприклад, для динамiчної величини
F ):

F =
(Ψ, F̂Ψ)

(Ψ, Ψ)
=

(Ψ, F (q̂, p̂)Ψ)

(Ψ, Ψ)
.

У пiдходi Фейнмана цi ж середнi розраховуються за допомогою континуальних
iнтегралiв вигляду (26.38), (26.50)

F =

∫

Ω0

F (q(·),p(·))dµ(q,p), (26.51)

де мiра iнтегрування

dµ(q,p) = N−1e
i
~Att0 (q,p)DpDq (26.52)

зосереджена на деякому фазовому просторi траекторiй Ω0).
По сутi, спостережуваним величинам F (q,p) класичної механiки знову

зiставляється класичний об’єкт, але вiн залежить вже не вiд фiксованих
значень координати та iмпульсу частинок (тобто дискретного числа змiн-
них), а вiд усiх можливих траєкторiй цих частинок (тобто континуального
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числа змiнних), якi (для даного iнтеграла (26.51)) починаються (в момент t0)
i закiнчуються (в момент t) в данiй фазовiй точцi (q0,p0). Тобто класичне по-
ложення частинки (q0,p0) перебуває в деякiй “хмарi” можливих її положень
у фазовому просторi, що вiдповiдає поняттю квантовостi. Теоретично цi по-
ложення можуть перебувати на будь якiй вiдстанi вiд положення (q0,p0).
Але можна порахувати, що iмовiрностi траєкторiй, якi мають найбiльш вiд-
далену вiд q0 точку на вiдстанi l, пропорцiйна exp[−cl2], тобто при великих l
є дуже малою (див., наприклад, [130]).

Представлення у виглядi (26.51), (26.52) є також зручним для переходу до
класичної границi (~ → 0). Для цього треба скористатись формальними роз-
кладами пiдiнтегральних функцiй у ряд за степенями ~. Насправдi на строго-
му математичному рiвнi це можна зробити для досить вузького класу мо-
дельних фiзичних систем.

26.3. Формалiзм iнтегралiв Фейнмана для систем зi зв’яз-
ками

Перш нiж перейти до запису iнтеграла Фейнмана для механiчної системи, в
якiй iснують якiсь додатковi зв’язки мiж узагальненими координатами та iм-
пульсами, пояснимо суть проблеми, що виникає у даному випадку, на прикладi
звичайного багатократного iнтеграла. Нехай нашими канонiчними змiнними є
змiннi x̂1, . . . , x̂N , а аналог iнтеграла, що стоїть у правiй частинi формули (26.38)
є

IN =

∫

RN

(dx)NeiA(x)N . (26.53)

Як було з’ясовано вище, таке визначення IN є коректним i приводить до пра-
вильних розрахункiв у теорiї, якщо змiннi x1, . . . , xN , вiдповiдають незалежним
канонiчним змiнним. Якщо ж у класичнiй теорiї iснують додатковi рiвняння

ϕi(x)N = 0, i = 1,m, (26.54)

i при побудовi iнтеграла IN треба врахувати цi зв’язки, то (припускаючи, що
рiвняння (26.54) є розв’язними вiдносно змiнних x1, . . . , xm) iнтеграл (26.53)
буде насправдi мати вигляд

IN =

∫

RN

(dx)NeiÃ(xm+1,...,xN ), (26.55)

де при умовi розв’язностi (теорема про неявну функцiю)треба врахувати, що

det

∥∥∥∥
∂ϕi

∂xj

∥∥∥∥
m

i,j=1

≡ ∂(ϕ1, . . . , ϕm)

∂(x1, . . . , xm)
6= 0. (26.56)
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Дiя в експонентi (26.55)

Ã(xm+1, . . . , xN) = A(f1, . . . , fm, xm+1, . . . , xN), (26.57)

а функцiї fi(xm+1, . . . , xN) = xi, i = 1,m, є розв’язками системи (26.54). Отже,
у цьому випадку IN = ∞, оскiльки

IN =

∫

RN−m

dxm+1 · · · dxNeiÃ(xm+1,...,xN )

∫

Rm

(dx)m · 1 = +∞.

Очевидно, що аналогом iнтеграла (26.53) повинен бути iнтеграл

ĨN =

∫

RN−m

dxm+1 . . . dxNeiÃ(xm+1,...,xN ). (26.58)

Але iнтеграл ĨN можна знову записати через усi канонiчнi змiннi, а зв’яз-
ки (26.54) врахувати в замiнi звичайної мiри Лебега на RN−m на деяку мiру
µ((dx)N) на RN , яку легко отримати, ввiвши в (26.58) додатковi iнтегрування
за допомогою δ-функцiй Дiрака:

ĨN =

∫

RN

dx′1 . . . dx′m, dxm+1 . . . dxNeiA(f1,...,fm,xm+1,...,xN )

m∏
i=1

δ(x′i − fi(xm+1, . . . , xN)).

(26.59)
Перейдемо в iнтегралi за dx′1 · · · dx′m до нових змiнних x1, . . . , xm правилами

x′i = ϕi(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xN) + fi(xm+1, . . . , xN), i = 1,m

Це завжди можна зробити, оскiльки якобiан переходу J = det

∥∥∥∥
∂ϕi

∂xj

∥∥∥∥
m

i,j=1

6= 0,

а внаслiдок того, що в iнтегралi з’являються функцiї δ(ϕi), якi не є рiвними
нулю лише при ϕi = 0, то всi fi = xi. Остаточно маємо

ĨN =

∫

RN

(dx)NeiA(x)N det

∥∥∥∥
∂ϕi

∂xj

∥∥∥∥
m

i,j=1

m∏
i=1

δ(ϕi(x)N). (26.60)

У п.3.1.4 був коротко сформульований канонiчний формалiзм класичної ме-
ханiки при наявностi додаткових зв’язкiв (3.22). Було встановлено, що гамiльто-
нова система, що перебуває у фазовому просторi Γ2n змiнних q, p при наявностi
додаткових зв’язкiв (3.17) може бути зведена до звичайної гамiльтонової систе-
ми у фазовому просторi Γ̃2(n−m) змiнних (q̃, p̃), якi вже є незалежними. Простiр
Γ̃2(n−m) можна реалiзувати як пiдпростiр у Γ2n, наклавши поряд iз (3.22) деяку
додаткову умову

χj(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) = 0, j = 1,m, (26.61)
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для яких дужка Пуассона

{χj, χk} = 0, (26.62)

а
det ‖{ϕj, χk}‖n

j,k=1 6= 0. (26.63)

Умова (26.62) дає можливiсть вибрати χj таким чином, щоб, наприклад,
першi m змiнних узагальнених iмпульсiв збiгалися з χj, тобто

p = (χ1, . . . , χm, p̃1, . . . , p̃n−m). (26.64)

Тодi умова (26.63) набуде вигляду

det ‖{ϕj, χk}‖m
j,k=1 = det

∥∥∥∥
∂ϕj

∂qk

∥∥∥∥
m

j,k=1

6= 0. (26.65)

За допомогою цього легко розв’язати систему рiвнянь (3.22) вiдносно qk, k =

1,m, i задати поверхню Γ̃2(n−m) у Γ2n рiвняннями

pk = 0, qk = qk(q̃1, . . . , q̃n−m; p̃1, . . . , p̃n−m), (26.66)

а змiннi (q̃1, . . . , q̃n−m; p̃1, . . . , p̃n−m) розглядати як незалежнi канонiчнi змiннi.
Тодi середнi оператора еволюцiї (26.37) матимуть вигляд (26.38), записаний че-
рез змiннi (q̃, p̃).

Але в практичних задачах отримати розв’язок системи рiвнянь (3.22) у яв-
ному виглядi не завжди можна. Крiм того, потрiбно беде застосувати цей фор-
малiзм для побудови континуальних iнтегралiв у калiбрувально-iнварiантних
теорiях i бажано забезпечити лоренц-коварiантний вигляд цих iнтегралiв. Тому
зараз покажемо, що iнтеграл (26.38), записаний у змiнних (q̃, p̃) можна знову за-
писати в старих змiнних (q, p), але за мiрою, яка враховує зв’язки (3.22), (26.61).
Таким чином даний iнтеграл має вигляд

(Ψq, U(t, t0)Ψq0) =

∫

Ωqq0

e
i
~Att0 (q,q)

∏

τ∈[t,t0]

dµ(q(τ), p(τ)), (26.67)

де

dµ(τ) = (2π~)m−n det ‖{ϕj, χk}‖m
j,k=1

m∏
j=1

δ(χj)δ(ϕj)
n∏

k=1

dqk(τ)dpk(τ). (26.68)

Щоб це довести, перепишемо спершу вираз мiри (26.68) через змiннi (26.64) з
урахуванням (26.65):

dµ̃(τ) = (2π~)m−n det

∥∥∥∥
∂ϕj

∂qk

∥∥∥∥
m

j,k=1

m∏
j=1

δ(pj)δ(ϕj)
n∏

k=1

dqk(τ)dpk(τ). (26.69)
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Перейдемо в iнтегралi (26.67) за мiрою (26.69) до змiнних

pk = p′k, k = 1,m, pj+m = p̃j, j = 1, n−m,

qk(q̃1 . . . , q̃n−m; p̃1, . . . , p̃n−m) = q′k, qj+m = q̃j.

Тодi за рахунок якобiану переходу зникне det

∥∥∥∥
∂ϕj

∂qk

∥∥∥∥
m

j,k=1

(див. (26.54) –

(26.60)) i мiра (26.69) набуде вигляду

dµ̃(τ) = (2π)m−n

m∏
j=1

δ(p′j)δ(q
′
j − qj(q̃; p̃))dq′jdp′j

n−m∏

k=1

dq̃kdp̃k. (26.70)

Пiдставляючи (26.70) у вираз (26.67), знiмаючи iнтеграли за
∏m

j=1 dp̃′jdq̃′j за до-
помогою δ-функцiй i враховуючи, що

H(q, p)|ϕ=χ=0 = H(q̃, p̃),

отримуємо вираз (26.38).
Таким чином, для Гамiльтонової системи, яка має додатковi зв’язки (3.17),

оператор еволюцiї квантової системи зберiгає форму iнтеграла (26.38)) з мiрою,
яка враховує наявнiсть зв’язкiв, тобто має вигляд (26.67).

26.4. Континуальний iнтеграл i теорiя збурень у моделях
самовзаємодiючих скалярних полiв

Формальне узагальнення гамiльтонової системи, яка була описана в п.26.2,
полягає в тому, що замiсть скiнченного набору канонiчних змiнних (q,p)N у
(26.33) маємо континуум змiнних (ϕ(x), π(x)), x ∈M. Для того, щоб безпосере-
дньо скористатися формалiзмом пункту 26.2, треба визначитися з представлен-
ням комутацiйних спiввiдношень для операторiв ϕ(x) i π(x). У роздiлi IV було
розглянуто представлення комутацiйних спiввiдношень у просторi Фока. Для
побудови континуального iнтеграла (25.38) у квантовiй механiцi було викори-
стано так зване координатне представлення, у якому оператор координати дiє
як оператор множення, а оператор iмпульсу – як диференцiальний оператор.
Аналогiчне представлення можна реалiзувати i в теорiї квантованих полiв. Для
цього треба розглянути простiр станiв, вектори якого є функцiоналами Φ(ϕ)
значення полiв ϕ(0,x). Тодi одночасовi комутацiйнi спiввiдношення (14.20) при
x0 = y0 = 0 будуть реалiзованi, якщо задати дiю операторiв ϕ(0,x) i π(0,x)
такими формулами:

ϕ(0,x)Φ(ϕ) = ϕ(x)Φ(ϕ), π(0,x) = −i
δ

δϕ(x)
Φ(ϕ).

У цьому випадку представлення матричного елемента оператора еволюцiї
(вигляду (26.37)) будується зовсiм аналогiчно i для системи самовзаємодiючого
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скалярного поля з лагранжiаном

L (x) =
1

2
: ∂µϕ(x)∂µϕ(x) : −m2

2
: ϕ2(x) : −λ : ϕ4(x) : (26.71)

i гамiльтонiаном
H = H(π, ϕ) =

=

∫ [
1

2
: π2(0,x) : +

1

2
: |∇ϕ(0,x)|2 : +

m2

2
: ϕ2(0,x) : +λ : ϕ4(0,x) :

]
dx.

Тодi, спираючись на аналогiю з механiчною квантовою системою, запишемо
континуальний iнтеграл вигляду (26.38) так:

(
Φ2(ϕ), e−(x0

2−x0
1)HΦ1(ϕ)

)
=

∫
DψDφe

A
x0
2,x0

1
(ψ,φ)

, (26.72)

де x0
2 > x0

1,

Ax0
2,x0

1
(ψ, φ) =

x0
2∫

x0
1

dx0

∫

R3

dx[ψ(x)∂0φ(x)−H (ψ(x), φ(x))], (26.73)

а H (ψ(x), φ(x)) визначений таким чином, що

H(ψ, φ) =

∫
dxH (ψ(x0,x), φ(x0,x))

∣∣
x0=0

. (26.74)

Мiра

DψDφ =
∏

x∈[x0
1,x0

2]⊗R3

dψ(x)

(2π)2

dφ(x)

(2π)2
. (26.75)

У формулах (26.72)–(26.75) змiнна φ вiдповiдає оператору поля ϕ, а змiнна
iнтегрування ψ асоцiюється з канонiчною iмпульсною змiнною.

У квантовiй теорiї поля основним об’єктом є функцiї Грiна. Представлення
для функцiй Грiна у виглядi континуального iнтеграла легко отримати, вихо-
дячи з загального формалiзму, який був описаний у пунктi 26.1. На рiвнi теорiї
збурень, в контекстi якої i будемо користуватись континуальними iнтегралами,
для отримання потрiбного представлення досить скористатись аналогiєю мiж
формулою (26.14) та теоремою Вiка (теорема 20.2). Якщо покласти у формулi
(26.14)

C(x, y) =
1

i
Dc(x− y),

то, враховуючи (20.18), маємо
∫

dµC(φ)φ(x)φ(y) = (Ω0, T (ϕ(x)ϕ(y))Ω0),
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де формально мiра dµC визначається формулою (26.13) з

C−1(x, x′) = i(gµµ∂µ∂
′
µ −m2)δ(x− x′).

Враховуючи також фур’є-представлення функцiй δ(x−x′) i
1

i
Dc(x−x′) (див.

(22.92), (20.9)), легко розрахувати безмежну константу

Tr ln C =

∫
dx

∫
dp

(2π)4
ln(p2 −m2).

Але ця константа не повинна входити в розрахунки, оскiльки є, по сутi, по-
стiйним нормувальним множником для гауссового iнтеграла, i повинна зникати
при правильному його обчисленнi. Аналогiчно легко отримати формулу (задача
26.6) ∫

dµC(φ)φ(x1) · · ·φ(xN) = (Ω0, T (ϕ(x1) · · ·ϕ(xN))Ω0). (26.76)

Тодi N -точкову функцiю Грiна, яка в представленнi взаємодiї задавалась фор-
мулою (24.8), можна переписати у виглядi континуального iнтегралу (для вза-
ємодiї (21.3))

GN(x)N =
1

S0

∫
dµC(φ)φ(x1) · · ·φ(xN)e−iλ

∫
:φ4(x):dx,

де

S0 =

∫
dµC(φ)e−iλ

∫
:φ4(x):dx.

Враховуючи (26.12), (26.13), цю формулу можна переписати так:

GN(x)N =
1

S ′0

∫
Dφφ(x1) · · ·φ(xN)ei

∫
L (x)dx, (26.77)

де L (x) збiгається з (26.71), а S ′0 вiдрiзняється вiд S0 на множник e−1/2Tr ln C ,
який скоротився з вiдповiдним множником у чисельнику. Запис (26.77) назива-
ють лагранжевою формою континуального представлення функцiй Грiна. Фор-
мулу (26.77) можна переписати в гамiльтоновiй формi

GN(x)N =
1

S ′′0

∫
DψDφ φ(x1) · · ·φ(xN)ei

∫
dx[ψ(x)∂0φ(x)−H (ψ(x),φ(x))]. (26.78)

Щоб переконатися в еквiвалентностi записiв (26.77) i (26.78) треба в (26.78)
зробити замiну змiнних типу зсуву (див. (26.25)):

ψ(x) = ψ′(x) + ∂0φ(x) (26.79)

та проiнтегрувати за мiрою Dψ′.
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Формула (26.78) узгоджується з представленням (26.72), яке записано, спи-
раючись на аналогiю з механiчною квантовою системою.

Зауваження 26.4. Якщо у формулi (26.77) розкласти експоненту в ряд за
λ i проiнтегрувати кожний член цього ряду, застосувавши формулу (26.14),
то отримаємо такий самий ряд теорiї збурень для функцiї Грiна GN .

Зауваження 26.5. Легко переконатися, використовуючи формули (26.9),
(26.10), що розроблений вище формалiзм переноситься на випадок компле-
ксних скалярних полiв, а також на випадок взаємодiї декiлькох скалярних
полiв. Теж саме можна зауважити i щодо векторних полiв. Але побудова
континуальних iнтегралiв для електромагнiтного поля та векторних калiбру-
вальних полiв має свої особливостi через наявнiсть додаткових умов (зв’язкiв)
i тому повинна спиратися на аналогiю з вiдповiдною механiчною системою,
яка була описана в пунктi 26.3. Далi покажемо, що формалiзм iнтегрування
можна розробити i для полiв матерiї, тобто фермi-полiв.

26.5. Континуальний iнтеграл для фермi-полiв

Конструкцiя континуального iнтеграла для фермi-полiв ґрунтується на поняттi
грасманової змiнної a або багатьох грасманових змiнних a1, . . . , an, якi мають
назву твiрних скiнченно вимiрної грасманової алгебри i якi задовольняють такi
антикомутацiйнi спiввiдношення:

[ai, ak]+ = 0, i, j = 1, n.

Для застосування апарату грасманових змiнних до опису квантових фермi-
систем слiд розглядати грасмановi алгебри з iнволюцiєю, тобто поряд зi змiнни-
ми ai розглянемо також їм спряженi змiннi

∗
ai. У цьому випадку повна система

переставних спiввiдношень виглядатиме так:

[ai,
∗
ak]+ = δik, [ai, ak]+ = [

∗
ai,

∗
ak]+ = 0. (26.80)

Як наслiдок (26.80) маємо важливi спiввiдношення

a2
i =

∗
a 2

i = 0. (26.81)

Прикладом грасманової змiнної a може бути, наприклад, комплексна матриця

a =

(
0 z
0 0

)
, |z|2 = zz̄ = 1. (26.82)

На грасмановiй алгебрi можна визначити простiр аналiтичних функцiй i по-
будувати диференцiальне та iнтегральне числення. Бiльш детально про це мо-
жна прочитати, наприклад, у монографiях [6, § 3], [119]. Приведемо тут лише
основнi формули, необхiднi для побудови звичайних iнтегралiв i їх континуаль-
них аналогiв за грасмановими змiнними.
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Для того, щоб визначити iнтеграли за змiнними a1, . . . , an, уведемо символи
da1, . . . , dan таким чином, щоб вони задовольняли антикомутацiйнi спiввiдно-
шення

[dai, daj]+ = [d
∗
ai, d

∗
ak]+ = [dai, d

∗
aj]+ = 0,

[ai, daj]+ = [dai,
∗
aj]+ = [

∗
ai, d

∗
ak]+ = [ai, d

∗
aj]+ = 0.

(26.83)

Визначимо однократнi iнтеграли за змiнними ai,
∗
ai спiввiдношеннями

∫
aidai =

∫
∗
ai d

∗
ai= 1,

∫
dai =

∫
d
∗
ai= 0. (26.84)

Спiввiдношення (26.80) – (26.84) дають змогу визначити n-кратнi iнтеграли

∫
P(

∗
a, a)d

∗
a da :=

∫
P(

∗
a1, . . . ,

∗
an; a1, . . . , an)

1∏
i=n

d
∗
ai dai

на полiномах

P(
∗
a, a) =

∑
(s̄)n,(s)n

s̄i,si∈{0,1},i=1,n

C(s̄)n;(s)n(
∗
a1)

s̄1 · · · (∗an)s̄n(a1)
s1 · · · (an)sn , (26.85)

де коефiцiєнти C(s̄)n;(s)n ∈ C.
Для визначення загального вигляду полiнома степеня N = (N1, . . . , Nn;

N1, . . . , Nn) сумування за (s̄)n = s̄1, . . . , s̄n i (s)n = (s1, . . . , sn) повинно викону-
ватися за s̄j = 0, 1, . . . , N j, sj = 0, 1, . . . , Nj, j = 1, . . . , n. Але внаслiдок спiввiд-
ношень (26.81) “виживають” лише члени, в яких s̄j, sj ∈ {0, 1}. З тих же причин
для будь-якої аналiтичної функцiї її розклад в ряд є полiномом вигляду (26.85).
Користуючись властивостями (26.80)–(26.84), можна обчислити iнтеграл, який
є аналогом гауссового iнтеграла (26.9) (див. задачу 26.7):

In =

∫
e−(

∗
a,Ba)d

∗
a da = det B, (26.86)

де B – n×n косоермiтова невироджена матриця, для чого потрiбне узагальнення
цiєї формули, аналогiчне формулi (26.11):

∫
e−(

∗
a,Ba)+(

∗
η,a)+(

∗
a,η)d

∗
a da

∫
e
∗
a,Bad

∗
a da

= e(
∗
η,B−1η), (26.87)

де нова розширена грасманова алгебра будується на твiрних a1, . . . , an,
η1, . . . , ηn, якi задовольняють такi самi спiввiдношення (26.80)–(26.84). Формула
(26.87) випливає з (26.86), якщо в (26.87) зробити замiну

ai → ai + (B−1)ijηj.
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Далi на формальному рiвнi формули (26.86), (26.87) узагальнюються на кон-
тинуальний випадок, тобто на випадок, коли твiрними грасманової алгебри є
грасманове поле ψ(x), x ∈ M, а неперервний аналог матриць B i B−1 асоцi-
юється з диференцiальним оператором-матрицею, що визначає лiву частину
рiвняння Дiрака (5.7) i його функцiю Грiна, тобто

B(x, y) = i(iγµ∂µ −m)xδ(x− y),

B−1(x, y) =
1

i
Sc(x− y).

Вiдповiдна формула має такий вигляд:
∫

Dψ̄Dψ ei
∫

dx ψ̄(x)(iγµ∂µ−m)ψ(x)+i
∫

dx[ψ̄(x)η(x)+η̄(x)ψ(x)]

∫
Dψ̄Dψ ei

∫
dxψ̄(x)(iγµ∂µ−m)ψ(x)

=

= e
∫

dx
∫

dy η̄(x) 1
i
Sc(x−y)η(y), (26.88)

де

Dψ̄Dψ =
∏

x∈M4

4∏
α=1

dψ̄α(x)dψα(x). (26.89)

Формула (26.88) дає змогу отримати формулу для моментiв мiри

dµψ := ei
∫

dx ψ(x)(iγµ∂µ−m)ψ(x)DψDψ

аналогiчно до формули (26.14).
Грасмановi варiацiйнi похiднi δ/δη(x) i δ/δη(x) дiють на вiдповiднi функцiо-

нали так само, як i у випадку звичайних варiацiйних похiдних (24.24), але при
цьому треба врахувати, що вони антикомутують iз величинами ψ, ψ, η, η при їх
перестановцi. З iншого боку, застосування цiєї формули до довiльного полiно-
ма за грасмановими змiнними ψ i ψ еквiвалентне застосуванню теореми Вiка i
обчисленню вакуумних середнiх вiд таких самих полiномiв за квантовими поля-
ми Дiрака ψ(x) i ψ(x) 1. Ця аналогiя дає можливiсть записати функцiю Грiна,
фермi- i бозе-полiв у виглядi континуального iнтеграла.

На завершення запишемо це представлення для полiв, що взаємодiють за
допомогою лагранжiана юкавського типу:

LI(x) = g : ψ(x)ψ(x)ϕ(x) : . (26.90)

Тодi
G2n;m((x)n; (y)n; (z)m) =

=
1

S0

∫
ψ(x1) . . . ψ(xn)ψ(y1) . . . ψ(yn)ϕ(z1) . . . ϕ(z)meig

∫
:ψ(x)ψ(x)ϕ(x):dxdµ(ψ, ψ, ϕ),

(26.91)
1Щоб не виникали непорозумiння, треба вiдрiзняти квантовi поля ψ(x) i ψ(x) вiд грасма-

нових змiнних ψ(x) i ψ(x), за якими вiдбувається iнтегрування.
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де

dµ(ψ, ψ, ϕ) = ei
∫

ψ(x)(iγµ∂µ−m0)ψ(x)dx+i
∫

ϕ(x)(¤−µ2
0)ϕ(x)dxDψDψDϕ, (26.92)

а
S0 =

∫
dµ(ψ̄, ψ, ϕ)eig

∫
ψ̄(x)ψ(x)ϕ(x)dx. (26.93)

Зауваження 26.6. Формули (26.88) i (26.91) були отриманi на основi ана-
логiї мiж теоремою Вiка i правилом обчислення iнтегралiв вигляду (26.87).
Але їх можна отримати, виходячи зi стандартного формалiзму канонiчних
змiнних. На вiдмiну вiд скалярних полiв, де аналогiя мiж записом у канонi-
чнiй формi (26.78) i коварiантнiй формi (26.77) встановлювалась пiсля замiни
(26.79) i iнтегруваннi за канонiчними iмпульсними змiнними Dψ′, у випад-
ку формiонiв такої процедури робити не треба, оскiльки канонiчнi iмпульси
pj ≡ iψ(x) (див. (5.129)) зовсiм не пов’язанi з q̇j ≡ ∂0ψ(x), а внаслiдок (3.8)

∑
j

pj(τ)q̇j(τ)−H0(p(τ), q(τ)) = L ≡ ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x),

i (див. (26.40) i (26.89))
DpDq = DψDψ,

то iнтегрування за iмпульсними i координатними змiнними збiгається з iн-
тегруванням за ψ i ψ, що й забезпечує еквiвалентнiсть гамiльтонової i кова-
рiантної форми запису.

Задачi до роздiлу V
Задача 21.1. Довести, що вiльне поле, записане у виглядi (21.16) задовольняє рiв-

няння Клейна–Гордона–Фока (4.6).
Задача 21.2. Показати, що гамiльтонiан самовзаємодiї дiйсного скалярного поля

(21.10) можна записати у виглядi (21.21)–(21.22).
Задача 21.3. Отримати оцiнки вигляду (21.31) для операторiв H3,1, H2,2, H1,2 i H0,4.
Задача 22.1. Довести, що еволюцiйний оператор, визначений формулою (22.20),

на нормованих станах гiльбертового простору H задовольняє умови
(22.21)–(22.23).

Задача 22.2. Записати умови релятивiстської iнварiантностi для коефiцiєнтних
функцiй S-матрицi у випадку взаємодiй:
а) LI = λ : ϕ4 :;
б) LI = λ : ψψϕ : .

Задача 22.3. Довести, що S-оператор, визначений за допомогою самоспряжених
операторiв H i H0 формулами (22.31), (22.28), (22.19), комутує з опе-
ратором H0.
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Задача 23.1. Довести, що послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй ВВФ T (: ϕ4(x) : W )
має вигляд : a4(x) : f , де f– послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй ВВФ
(див. (23.1)).

Задача 23.2. Вивести рiвняння (23.24), користуючись формальними означеннями
операторiв-символiв a±(x).

Задача 23.3. Записати вираз ВВФ у випадку взаємодiї Юкави
LI(x) = λ : ψ(x)ψ(x)ϕ(x) : i отримати правила дiї “операторiв” Ψ±(x)
i Ψ±(x) на послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй.

Задача 23.4. Записати рiвняння резовельтного та еволюцiйного типу для моделi
Юкави LI(x) = λ : ψ(x)ψ(x)ϕ(x) :.

Задача 24.1. Вивести рiвняння (24.11) з представлення функцiй Грiна виразом
(24.7), використовуючи узагальнену теорему Вiка.

Задача 24.2. Вивести рiвняння для вершинних сильнозв’язних функцiй Грiна
Γ3(x1, x2, x3) в теорiї λϕ3 i Γ4(x1, . . . , x4) в теорiї λϕ4.

Задача 25.1. Користуючись регуляризацiєю Паулi–Вiлларса, видiлити розбiжну ча-
стину вершинної функцiї Γ4 (для теорiї λϕ4) у другому порядку теорiї
збурень.

Задача 25.2. Розв’язати задачу 25.1 для власнеенергетичної частинки Γ(2)
2 .

Задача 25.3. Видiлити розбiжнiсть i визначити його характер внеску вiд власне-
енергетичної дiаграми 2-го порядку в моделi з лагранжiаном взаємодiї
λϕ3(x) методом Паулi–Вiлларса.

Задача 25.4. Порахувати iндекс розбiжностi дiаграми, зображеної на рис. 25.1. До-
вести, що вклад вiд цiєї дiаграми є розбiжний.

Задача 25.5. Порахувати iндекси розбiжностi дiаграм (у просторi M4).
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Рис. 25.5

Якому лагранжsану взаємодiї вiдповiдають цi дiаграми? Якi внески є
збiжними, а якi розбiжними у наведених дiаграмах?

Задача 25.6. Знайти максимальний iндекс вершини в моделях з лагранжианами
взаємодiй: λϕ4

4, λϕ6
3, λϕ6

4. Якi з теорiй є перенормованi, а якi непере-
нормованi (нижнiй iндекс вказує розмiрнiсть простору Мiнковського
Md)?

Задача 25.7. Виразити iндекс розбiжностi дiаграми Фейнмана, яку можна розбити
на k-вузлiв G1, . . . , Gk через iндекси розбiжностi вузлiв.

Задача 25.8. Довести лему 25.1 (п.25.4).
Задача 25.9. Проаналiзувати вигляд контрчленiв i виписати повний перенормова-

ний лагранжiан для взаємодiї λϕ3
4.

Задача 26.1. Перевiрити формулу (26.15) для функцiоналiв
F (y) = exp[i

∫
z(x)y(x)dx].

Задача 26.2. Перевiрити формулу (26.15) для функцiоналiв F (y) = P (y), де

P (y) =
∫

Pn(x1, . . . , xn)y(x1) · · · y(xn).

Задача 26.3. Перевiрити формулу (26.17), користуючись представленням (26.15).
Задача 26.4. Довести формулу (26.31).
Задача 26.5. Довести формулу (26.32).
Задача 26.6. Довести формулу (26.76).
Задача 26.7. Довести, що для всякої невиродженої косоермiтової n × n матрицi B

справедлива формула (26.86) (порахувати для n = 2, 4).



Роздiл VI. Аксiоматична та
Евклiдова теорiї поля

Виникнення будь-якої фiзичної теорiї починається, як правило, з теоретично-
го обґрунтування явищ, якi спостерiгаємо у природi або в пiдготовленому i
продуманому експериментi. Такий “стихiйний” розвиток теорiї завжди приво-
дить до виникнення проблем (математичних, технiчних, тощо), якi iнколи так
само “стихiйно” долаються, а iнколи приводять до зовсiм суперечливих резуль-
татiв. Саме тодi найчастiше i виникає потреба осмислити теорiю з точки зору
її вихiдних положень—аксiом та питання, наскiльки повною є сукупнiсть при-
пущень, якi поступово починають набувати магiчного змiсту i перетворюються
в аксiоми. До аксiоматичної теорiї спершу з’являється дещо скептичне став-
лення, особливо у тих науковцiв, якi звикли бiльше щось розраховувати, а не
доводити iснування того, чого вони нiколи не спостерiгали. Але з часом виявля-
ється, що розвиток аксiоматичного пiдходу, а особливо пошуки нетривiального
прикладу, що задовольняє сформульовану систему аксiом, приводить до нових
теоретичних (а iнколи i експериментальних) результатiв або ж до виникнення
теоретичного пiдходу, який можна застосувати i в iнших галузях теоретичної
фiзики. Прикладом такого розвитку подiй може служити конструктивна кван-
това теорiя поля (ККТП), яка виникла внаслiдок пошуку нетривiальної моде-
лi, яка б задовольняла систему аксiом Вайтмана. ККТП набула дуже широкого
застосування у статистичнiй механiцi, теорiї твердого тiла, тощо.

Особливе значення аксiоматичної теорiї полягає у тому, що система аксiом,
яка спершу формулюється для вихiдних об’єктiв якоїсь фiзичної теорiї, може
бути переписана у нову систему аксiом для iнших об’єктiв, якi звичайно пов’я-
занi з вихiдними об’єктами, але мають зовсiм iнший характер, i їх дослiдження
значно полегшується. Прикладом може бути система аксiом для функцiй Вай-
тмана або функцiй Швiнгера (евклiдових функцiй Грiна).

Першою спробою вийти за рамки традицiйних пiдходiв до побудови кванто-
вої теорiї елементарних частинок був пiдхiд Гейзенберга [144], який ввiв поняття
S-матрицi як основного математичного об’єкта, в термiнах якого треба вирази-
ти всi спостережуванi величини. Спершу здавалось, що досить сформулювати
якесь необхiдне i достатнє число аксiом на S-оператор i ввести поняття поля.
Але такий пiдхiд виявився занадто загальним. Пiзнiше вiд нього вiдмовився i
сам Гейзенберг. Тому дальший розвиток аксiоматичного пiдходу пiшов за шля-

381



382 О.Л. РЕБЕНКО

хом вивчення локальних величин: поля, гамiльтонiанiв тощо.
У цьому роздiлi буде коротко описано основнi аксiоматичнi пiдходи i вказано

джерела, до яких треба звернутися в разi необхiдностi поглибити свої знання.
Але основна мета даного роздiлу полягає у плавному або, точнiше, логiчному
переходi до евклiдової теорiї поля, яка з математичної точки зору є бiльш стро-
гою i на сьогоднi є загальноприйнятою, незважаючи на те, що поки що не є
повнiстю обґрунтованою.

На завершення радимо прочитати вступ до книжки Р. Йоста [39], в якому
автор висловлює свою оригiнальну точку зору на iсторiю розвитку квантової
теорiї i її аксiоматизовностi. Незважаючи на те, що цi думки були висловленi
майже пiвстолiття тому, вони не втратили актуальностi i на сучасному етапi
розвитку квантової теорiї.

Корисним є також короткий екскурс в iсторiю аксiоматичного пiдходу, ви-
кладений у вступi до монографiї [11], i тому радимо його прочитати.

§ 27. Аксiоматика Вайтмана
Аксiоматика Вайтмана (A.S. Wightman) (iнколи вживають Уайтмана), з одно-
го боку, є найбiльш математично обґрунтованою теорiєю, а з iншого—найменш
пов’язаною з фiзичною реальнiстю, оскiльки не мiстить у собi поняття елемен-
тарної частинки i не встановлює зв’язкiв з експериментально спостережуваними
величинами. Тим не менше починаємо короткий огляд аксiоматичних теорiй са-
ме з аксiоматики Вайтмана, через те, що формальнi i математичнi аспекти цiєї
теорiї дають можливiсть обґрунтувати перехiд до евклiдової квантової теорiї
поля. Як i у попереднiх роздiлах, сформулюємо аксiоми для дiйсних скаляр-
них полiв. Це обмеження не є iстотним з точки зору формулювання загальних
принципiв.

Повний опис аксiоматичної теорiї Вайтмана викладений у монографiї [88]
(див. також [39]).

27.1. Аксiоми Вайтмана для нейтрального скалярного поля

У роздiлi IV була сформульована система аксiом, яка дає можливiсть побу-
дувати квантову теорiю полiв, виходячи з класичних уявлень i узагальнюючи
класичну та квантову нерелятивiстську механiку. Система аксiом Вайтмана є
частиною постулатiв ПК1–ПК9 ( п.14.3). Це мiнiмальне число аксiом, якi ви-
значають квантову теорiю поля.

А1. Iснування релятивiстсько-iнварiантного стану

1. Простiр станiв є сепарабельним гiльбертовим простором H . Кожному фi-
зичному стану вiдповiдає одиничний пучок

Ψ :=
{
eiϕΦ

∣∣ϕ ∈ R, Φ ∈ H , ‖Φ‖H = 1
}
.
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2. Релятивiстський закон перетворення векторiв у просторi H задається не-

перервним унiтарним представленням власної ортохронної групи Пуанка-
ре:

(a, Λ) −→ U(a, Λ).

3. Оператор, що вiдповiдає чистiй трансляцiї (Λ ≡ 1I) U(a, 1I) = exp{iP µaµ},
де P = (P µ)3

µ=0 – необмежений самоспряжений оператор 4-вектора енергiї
iмпульсу. Його спектр складається з iзольованої точки p = (0, 0, 0, 0) i
точок, що розташовуються у конусi V

+

m := {p | p2 = pµp
µ > m2, p0 > 0},

який лежить у конусi майбутнього (1.7)(спектральна умова, див. ПК5).

4. Власне значення p = (0, 0, 0, 0) вiдповiдає єдиному (з точнiстю до фазо-
вого множника eiϕ) власному вектору Φ0, який є iнварiантним вiдносно
перетворень U(a, Λ):

U(a, Λ)Φ0 = Φ0 (27.1)

i називається вакуумним станом.

А2. Iснування релятивiстсько-iнварiантного квантового поля

1. Над простором основних функцiй f ∈ S (M) iснує лiнiйний операторно-
значний функцiонал ϕ, такий, що ϕ(f) =< f, ϕ > є лiнiйним замкненим
(у даному випадку самоспряженим) оператором у просторi H iз всюди-
щiльною (див. п.19.2.1) областю визначення D(ϕ), причому

U(a, Λ)D(ϕ) ⊂ D(ϕ), ϕ(f)D(ϕ) ⊂ D(ϕ), Φ0 ∈ D(ϕ)

i вакуумний вектор Φ0 є циклiчним вектором у H (див. означення в
п.19.2.3).

2. Оператори поля ϕ(f) задовольняють такi умови релятивiстської iнварiан-
тностi:

U(a, Λ)ϕ(f)U−1(a, Λ)Φ = ϕ(fΛ,a)Φ (27.2)

для будь-якого Φ ∈ D(ϕ). Тут fΛ.a(x) = f(Λ−1(x− a)).

3. Поля ϕ(f) задовольняють умову локальної комутативностi. Тобто, якщо
носiї основних функцiй f i g роздiленi просторовоподiбним iнтервалом:

f(x)g(y) = 0 для точок x, y, для яких (x− y)2 < 0,

то
[ϕ(f), ϕ(g)]−Φ = 0, Φ ∈ D(ϕ).
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Систему аксiом А1–А2 називають ще аксiомами Гордiнга–Вайтмана [200].
Аксiоми А1–А2 є фактично визначенням того, що розумiють пiд квантовою

теорiєю поля. Тобто, якщо побудувати простiр H i оператори, що фiгурують в
умовах A1–A2, це буде означати, що побудований деякий приклад теорiї, яку
можна вважати квантовою теорiєю поля. Але цей приклад може бути тривi-
альним. Таким, наприклад, є скалярне поле вигляду ϕ(x) = const · 1I, де 1I–
одиничний оператор у просторi H . Iншим прикладом є вiльне поле, визначене
в § 15 i 19. Хоч вiльне поле не є тривiальним iз математичної точки зору та
фактично обґрунтовує несуперечливiсть системи аксiом A1–A2, але не цiкаве
з точки зору фiзики, оскiльки є iдеалiзацiєю реальної фiзичної системи. Тому,
для того, щоб побудоване поле або система полiв були нетривiальними як з
точки зору математики, так i фiзики, потрiбнi ще якiсь критерiї чи додатковi
припущення. Таким додатковим критерiєм може бути, наприклад, iснування
асимптотичних станiв теорiї розсiяння i їх повнота. Таку умову часто запи-
сують у виглядi

H = Hin = Hout, (27.3)

де Hin i Hout – гiльбертовi простори станiв до акту розсiяння частинок i пiсля
розсiяння. Звичайно, для перевiрки умови (27.3) треба мати якийсь констру-
ктивний метод обчислення (або визначення) таких станiв. Iснує декiлька пiд-
ходiв до цiєї проблеми. Радимо читачу звернутися до монографiї [39, гл. VI],
де детально обговорюється ця проблема в рамках теорiї асимптотичних полiв
Хаага–Рюеля.

27.2. Функцiї Вайтмана та їх властивостi

Введемо, поки що формально, такi функцiї:

wn(x1, . . . , xn) = (Φ0, ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)Φ0), (27.4)

де ϕ(x) – гейзенбергове скалярне поле, а Φ0– вакуумний стан. Iснування ϕ(x)
як операторно значного функцiонала над простором основних функцiй S (M) i
вакуумного вектора Φ0 ∈ H є наслiдком аксiом A1 i A2. Для того, щоб надати
змiсту виразу (27.4), треба спершу розглянути полiлiнiйний функцiонал

wn(f1, . . . , fn) := (Φ0, ϕ(f1) · · ·ϕ(fn)Φ0),

вiд аргументiв fj ∈ S (M), j = 1, . . . , n. Внаслiдок аксiом A1, 4 i A2, 1 вiн
є добре визначеним на S (M)⊗n, а згiдно з теоремою Шварца про ядро (див.,
наприклад, [88], гл. 2) iснує єдина узагальнена функцiя повiльного росту над
S (M)⊗n. Вираз (27.4) визначає таку функцiю.

Коротко сформулюємо основнi властивостi функцiй (27.4), якi є наслiдком
аксiом A1-2.

W0. Помiрний рiст
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Узагальненi функцiї wn(x1, . . . , xn) є елементами простору S ′(M⊗n).

W1. Релятивiстський закон перетворення

wn(f1;Λ,a, . . . , fn;Λ,a) = wn(f1, . . . , fn). (27.5)

Нагадаємо, що fi;Λ,a(x) = fi(Λ
−1(x − a)) . Формула (27.5) мовою функцiй

(27.4) має такий вигляд:

wn(x1, . . . , xn) = wn(Λx1 + a, . . . , Λxn + a). (27.6)

W2. Спектральна умова

Для кожної функцiї wn iснує узагальнена функцiя помiрного росту (див.,
наприклад, [22]) Wn−1(ξ1, . . . , ξn−1), що залежить вiд рiзницевих координат

ξj = xj+1 − xj, j = 1, 2, . . . , n− 1, (27.7)

така, що
wn(x1, . . . , xn) = Wn−1(ξ1, . . . , ξn−1), (27.8)

причому фур’є-перетворення цих функцiй пов’язанi спiввiдношенням
(див. задачу 27.2)

w̃n(p1, . . . , pn) =

= (2π)4δ(p1 + · · ·+ pn)W̃n−1(p1, p1 + p2, · · · , p1 + · · ·+ pn−1), (27.9)

а функцiї W̃n−1 задовольняють умову

W̃n−1(q1, . . . , qn−1) = 0,

якщо хоча б одне qi не належить спектру оператора енергiї-iмпульсу.

W3. Умова ермiтовостi

wn(x1, . . . , xn) = wn(xn, xn−1, . . . , x1). (27.10)

W4. Умова локальної комутативностi

wn(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, xk+2, . . . , xn) =

= wn(x1, . . . , xk−1, xk+1, xk, xk+2, . . . , xn), (27.11)

якщо (xk − xk+1)
2 < 0.

W5. Умова додатної визначеностi
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Для будь-якої скiнченної послiдовностi f̂ = {fj}N
j=1 основних функцiй fj ∈

S (M4j) виконується нерiвнiсть

ŵ(f̂ ; f̂) :=
N∑

j,k=0

wj+k(f j ⊗ fk) =

=
∞∑

j,k=0

∫
· · ·

∫
fj(x1, . . . , xj)wj+k(xj, xj−1, . . . , x1, y1, . . . , yk)×

× fk(y1, . . . , yk)dx1 · · · dxjdy1 · · · dyk > 0. (27.12)

W6. Властивiсть розпадання на пучки.

Якщо a ∈M4 є просторовоподiбний вектор, тобто a2 < 0, то

w − lim
λ→∞

wn(x1, . . . , xj, xj+1 + λa, . . . , xn + λa) =

= wj(x1, . . . , xj)wn−j(xj+1, . . . , xn). (27.13)

Спiввiдношення (27.6)–(27.13) треба розумiти як операцiї з узагальненими
функцiями у просторi S ′(M4n).

Тут наведенi лише властивостi функцiй Вайтмана для дiйсних скалярних
полiв. Загальну ситуацiю розглянуто в монографiї [88, § 3]. Там можна зна-
йти i доведення властивостей W1–W6. (для скалярного поля доведення див. у
задачах 27.1–27.4).

27.3. Теорема реконструкцiї: вiдновлення квантової теорiї
поля за функцiями Вайтмана

Властивостi W1–W6 є наслiдком аксiом A1–A2. У даному пунктi покажемо,
що справедливе i обернене твердження: iснування послiдовностi узагальнених
функцiй помiрного росту, що задовiльняють властивостi W1–W6 гарантують
iснування простору станiв i локального гайзенбергового поля, що задовольня-
ють аксiоми A1–A2. Це є наслiдком так званої теореми реконструкцiї.

Теорема 27.1. [88, теорема 3–7].
Нехай {wn}∞n=1—послiдовнiсть узагальнених функцiй помiрного росту

(тобто функцiоналiв над послiдовнiстю просторiв основних функцiй
{S (M4n)}∞n=1), якi задовольняють умови W1–W6. Тодi iснує сепарабель-
ний гiльбертiв простiр H , неперервне унiтарне представлення U(a, Λ)
власної ортохронної групи Пуанкаре в H , єдиний вакуумний вектор Φ0 (або
єдиний пучок Ψ0 = eiϕΦ0), iнварiантний вiдносно U(a, Λ), i самоспряжений
оператор ϕ(f), f ∈ S (M4)—такi, що

wn(x1, . . . , xn) = (Φ0, ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)Φn).
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Повне доведення цiєї теореми можна знайти в монографiї [88, § 3 – 4]. Звер-
немо увагу лише на окремi положення.

Для побудови простору станiв H спочатку виходять iз лiнiйного простору
E – нескiнченних послiдовностей комплексних функцiй:

f̂ = (f0, f1, . . . , fk, . . .),

де f0 ∈ C, а fk ∈ S (M4k). Далi в E будують скалярний добуток. Для будь-яких
f̂ , ĝ ∈ E

(f̂ , ĝ) = ŵ(f̂ ; ĝ) =
∞∑

j,k=0

wj+k(f j ⊗ gk),

де ŵ(f̂ ; ĝ) задається формулою (27.12) з gk замiсть fk i N = ∞. Умова W5
забезпечує невiд’ємнiсть норми ‖f̂‖2 = (f̂ , f̂).

До простору H треба включити такi послiдовностi f̂ , для яких

‖f̂‖ < ∞
i поповнити E за цiєю нормою. Поповнення лiнiйного простору E приводить до
повного сепарабельного простору H .

Лiнiйне, унiтарне перетворення U(a, Λ) задається формулою

U(a, Λ)f̂ = f̂Λ,a := (f0, f1;Λ,a, . . . , fk;Λ,a, . . .),

fk;Λ,a = fk(Λ
−1(x1 − a), . . . , Λ−1(xk − a)).

(27.14)

Вакуумний вектор можна визначити послiдовнiстю

Φ0 = (1, 0, . . .). (27.15)

Формули (27.14), (27.15) забезпечують умову iнварiантностi (27.1).
Зауваження 27.1. На перший погляд може скластися враження, що ва-

куумний вектор (27.15) збiгається з вакуумним вектором Ω0 для вiльного ска-
лярного поля (див. ф-лу (19.30)). Але вектор Ω0 є вектором простору Фока F ,
а вектор Φ0 ∈ H . Якщо побудувати унiтарний оператор, що встановлює унi-
тарну еквiвалентнiсть просторiв H i F , то унiтарний образ вектора Φ0 у
просторi Фока мав би зовсiм iнший вигляд i був би вектором з нескiнченним
числом нерiвних нулю компонент.

Для кожної основної функцiї h ∈ S (M) визначимо лiнiйний оператор

(ϕ(h)f̂)0 = 0,

(ϕ(h)f̂)k = h⊗ f̂k−1, k > 1.

(27.16)

Легко перевiрити також (див. задачу 27.5), що множина

D0 :=
{

f̂ ∈ H | ∃ n > 0, таке, що fk ≡ 0 при k > n
}

(27.17)
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є всюдищiльною в H i

D(ϕ(h)) ⊃ D0, ϕ(h)D0 ⊂ D0.

Крiм того (задача 27.6), для будь-якого дiйсного h ∈ S (M) оператор ϕ(h) є
симетричним в H , тобто для будь-яких f̂ , ĝ ∈ D0 виконується рiвнiсть

(ϕ(h)f̂ , ĝ) = (f̂ , ϕ(h)ĝ). (27.18)

Легко також перевiрити (задача 27.7) трансформацiйнi властивостi поля ϕ(h):

U(a, Λ)ϕ(h)U(a, Λ)−1 = ϕ(hΛ,a). (27.19)

Єдинiсть вакуумного стану Φ0 є наслiдком властивостi W6 (див. доведення
в [88, § 3 – 4]. I, нарештi, для перевiрки спектральної аксiоми A1, 3 пропонуємо
звернутись до монографiї [39, гл. III, § 4].

§ 28. Про iншi аксiоматичнi пiдходи

28.1. Теорiя розсiяння Хаага–Рюеля (ТРХР)

При квантуваннi вiльних полiв поняття частинки, що пов’язане з цим полем,
виникало цiлком природно, i квантову теорiю вiльного поля цiлком заслуже-
но можна вважати теорiєю невзаємодiючих елементарних частинок. Цього, на
жаль, не можна поки що сказати про гейзенбергове взаємодiюче поле. Виникає
таке ж питання i в рамках аксiоматичного пiдходу. На рiвнi iнтуїцiї зрозумiло,
що при x0 → ±∞ гейзенбергове поле ϕ(x) повинно дiяти на вектори станiв як
вiльне поле (це зовсiм не означає, що це асимптотичне поле збiгається з опе-
ратором вiльного поля, тобто поля у вiдсутностi взаємодiї). Скажiмо, дiючи
на вакуум, потрiбно отримати одночастинковий стан, що вiдповiдає заданим
квантовим числам (спiну, заряду, маси тощо).

Вiдповiдь на цi питання в межах аксiоматичної теорiї Вайтмана частково
дає ТРХР. Для детального ознайомлення з цiєю теорiєю радимо звернутись,
наприклад, до монографiй [39, Гл. VI], [11, гл. 4, § 1]. У цьому пунктi наве-
демо лише основнi теореми i деякi висновки, що дають можливiсть зрозумiти
загальну картину побудови асимптотичних полiв i станiв, якi можна пов’язати
з реальними взаємодiючими частинками.

Аксiома A2 визначає iснування операторно значного функцiонала ϕ над
простором основних функцiй S (M), тобто для кожного f ∈ S (M) лiнiйно-
го оператора ϕ(f) iз всюдищiльною областю визначення D(ϕ) ⊆ H . Але для
побудови асимптотичних за часом (при x0 → ±∞) операторiв поля треба ви-
значити оператор

ϕ(x0,g) =

∫
ϕ(x)g(x)dx, g ∈ S (R3) (28.1)
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у просторi H , що не є наслiдком аксiоми A2,1. Тому для побудови асимпто-
тичного поля спершу будують деяке допомiжне поле A таким чином, що його
перетворення Фур’є Ã пов’язане з фур’є-перетворенням ϕ̃ поля ϕ спiввiдноше-
нням

Ã(p) = h(p2)ϕ̃(p), (28.2)

де h ∈ C∞(R) i задовольняє такi умови:

h(m2) = 1, h(p2) = 0 при |p2 −m2| > m2. (28.3)

Так побудоване поле є гладеньким за змiнною x0, тобто, якщо його “зглади-
ти” за просторовою змiнною, тобто подати у виглядi

A(x0,g) =

∫
A(x)g(x)dx, g ∈ S (R3), (28.4)

то A(x0,g) буде лiнiйним оператором у просторi H iз областю визначення
D(ϕ). Це випливає iз елементарних розрахункiв ( задача 28.1). Дiйсно, нове
поле A(x0,g) легко виразити через поле ϕ:

A(x0,g) =

∫
f(y0 − x0,y)ϕ(y)dy, (28.5)

де

f(y) =
1

(2π)4

∫
g̃(p)h(p2)e−ip·ydp. (28.6)

Iз побудови функцiї h i того факту, що g̃ ∈ S (R3), виходить, що g̃h ∈
S (M). Отже, i функцiя f(y0 − x0,y) ∈ S (M) при кожному фiксованому x0.
Тодi з аксiоми A2,1 випливає, що A(x0,g) є добре визначеним оператором у
H , оскiльки збiгається з ϕ(f) при спецiальному виборi f , що визначається
формулою (28.6).

Нагадаємо, що таку властивiсть (гладкiсть за x0) мають також i вiльнi поля.
Iз формули (28.5) легко пересвiдчитись, що поле A(x0,g) є нелокальним за

змiнною x0. Воно задовольняє усi аксiоми, що й поле ϕ, крiм умови локальностi.
Введемо тепер поняття гладенького розв’язку рiвняння Клейна–Гордона–

Фока. Це такий розв’язок рiвняння (4.6), який задовольняє умови:

f(0,x) ∈ S (R3) i f ′x0(0,x) ≡ ∂f(x)

∂x0

∣∣∣∣
x0=0

∈ S (R3). (28.7)

За допомогою побудованого вище поля A побудуємо оператор

Af (x
0) = i

∫
f(x)

↔
∂0 A(x)dx. (28.8)

Якщо f – гладенький розв’язок рiвняння Клейна–Гордона, то Af (x
0) – оператор,

визначений на всюдищiльнiй областi D(ϕ) (задача 28.1).
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Сформулюємо тепер основний результат теорiї Хаага–Рюеля.
Теорема 28.1. Нехай

Φ(x0) = Φn(x0; (f)n) := Af1(x
0)Af2(x

0) · · ·Afn(x0)Φ0,

де f1, . . . , fn – гладенькi розв’язки рiвняння Клейна–Гордона–Фока. Тодi iсну-
ють граничнi вектори Φout

n := Φout
n (f1, . . . , fn) i Φin

n := Φin
n (f1, . . . , fn) такi, що

при x0 → ±∞ вiдносно сильної збiжностi у просторi H

lim
x0→−∞

‖Φn(x0)− Φin
n ‖ = 0, lim

x0→+∞
‖Φn(x0)− Φout

n ‖ = 0.

Цi границi не залежать (у рамках власної ортохронної групи Лоренца) вiд
системи координат, в якiй визначенi оператори (28.1) .

Позначимо через Hin i Hout гiльбертовi простори, що натягуються на си-
стеми векторiв {Φout

n }∞n=0 i {Φout
n }∞n=0 (тобто Hin i Hout є замиканням (вiдносно

збiжностi за нормою) лiнiйних комбiнацiй векторiв Φin
n i Φout

n ). Визначимо на
векторах Φin

n i Φout
n лiнiйнi операцiї

ϕin(f)Φin
n (f1, . . . , fn) = Φin

n+1(f, f1, . . . , fn),

ϕout(f)Φout
n (f1, . . . , fn) = Φout

n+1(f, f1, . . . , fn).
(28.9)

Теорема 28.2. Оператори, що визначаються як лiнiйнi розширення опе-
рацiй (28.9), задають два вiльнi дiйснi скалярнi поля ϕin(x) i ϕout(x) як опера-
торно значнi функцiонали вигляду

ϕin(f) = i

∫
f(x)

↔
∂0 ϕin(x)dx,

ϕout(f) = i

∫
f(x)

↔
∂0 ϕout(x)dx.

Поля ϕin i ϕout задовольняють спiввiдношення

U(a, Λ)ϕin(x)U−1(a, Λ) = ϕin(Λx + a),

U(a, Λ)ϕout(x)U−1(a, Λ) = ϕout(Λx + a),

i (див. (18.28))
Θ̂ϕin(x)Θ̂ = ϕout(−x), Θ̂ = T̂ ĈP̂ . (28.10)

Щоб довести теорему 28.1 i теорему 28.2, треба доповнити аксiоми Вайтмана
А1–A2 аксiомою повноти

Hin = H , (28.11)
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а вже з (28.11) i (28.10) випливає рiвнiсть (27.3), оскiльки внаслiдок (28.10)
маємо

Θ̂Hin = Hout, Θ̂H = H .

Крiм того, треба зробити два додатковi припущення, що стосуються спектра
оператора енергiї-iмпульсу i одночастинкового гiльбертового простору H1:

1. Припущення перше.

Крiм iзольованої точки p = (0, 0, 0, 0), що вiдповiдає вакуумному вектору,
спектр оператора енергiї-iмпульсу мiстить у собi iзольовану точку {p|p0 >
0, p2 = m2}, що вiдповiдає одночастинковому стану частинки з масою (це
у випадку одного поля) i неперервного спектра, що знаходиться у конусi
V

+

2m.

2. Припущення друге.

Звуження представлення U(a, Λ)) на H1 є незвiдне i вiдповiдає спiну 0 та
масi m.

Аксiоми А1–А2 разом з аксiомою повноти (28.11), а також цими двома при-
пущеннями дають можливiсть довести теореми 28.1, 28.2 i тим самим забезпе-
чити iнтерпретацiю аксiоматичної теорiї Вайтмана в термiнах частинок. Крiм
того, рiвнiсть (27.3) забезпечує iснування унiтарного оператора S, який одно-
значно визначається умовами

ϕout(x) = S−1ϕin(x)S (28.12)

i
SΦ0 = Φ0, (28.13)

де S-оператор i є оператором розсiяння, який був (хоч i на формальному рiвнi)
детально вивчений у попереднiх роздiлах. Умова лоренц-коварiантностi полiв
ϕin i ϕout, разом iз (28.12), приводить до iнварiантностi S-оператора вiдносно
перетворень U(a, Λ):

U(a, Λ)SU−1(a, Λ) = S.

Зауваження 28.1. Побудувати математично строгу ТРХР в якомусь
одному просторi станiв, мабуть, взагалi неможливо. Але її можна розгляда-
ти з точки зору абстрактної теорiї розсiяння у парi гiльбертових просторiв.
Такий пiдхiд був запропонований ще у працi Т. Като [157] i в подальшому роз-
вивався в роботах багатьох математикiв (див., наприклад, [42] i посилання,
якi там мiстяться).

Зауважимо також, що у попереднiх працях розвивався пiдхiд, що вста-
новлює зв’язок мiж ТРХР i теорiєю збурень,який був запропонований Л.Д.
Фаддєєвим [93] i застосовувався в деяких конкретних моделях (див., напри-
клад, [1]) (а також монографiю [101]).
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28.2. Аксiоматика Леманна–Симанзика–Циммермана
(ЛСЦ)

ТРХР, яка коротко була описана у попередньому пунктi, фактично встановлює
факт iснування оператора розсiяння i дає змогу iнтерпретувати аксiоматичну
теорiю Вайтмана у термiнах частинок. Але для повної завершеностi теорiї необ-
хiдно встановити зв’язок зi спостережуваними величинами. У такому вiдношен-
нi аксiоматична теорiя ЛСЦ (див. [162], [163]) бiльше вiдповiдає цим вимогам.
Вона виникла майже одночасно з формулюванням Вайтмана [199].

Аналiзуючи теорiю збурень, Леманн, Симанзик i Циммерман знайшли ре-
дукцiйну формулу, яка пов’язує матричнi елементи S-оператора з вакуумними
середнiми вiд T -добутку гейзенбергових полiв (функцiй Грiна):

(Φout
n , Φin

m) = (Φout
n (f1, . . . , fn), Φin

m(g1, . . . , gm)) =

= (−i)m+n

∫
Gc

m+n(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)f1(x1) · · ·

· · · fn(xn)g(y1) . . . g(ym)dx1 . . . dym, (28.14)

де Φin
in i Φout

n iнтуїтивно визначаються так само, як i у теоремi 28.1, а причинна
функцiя Грiна Gc

m+n має такий вигляд:

Gc
N(x1, . . . , xN) =

[ N∏
j=1

(¤xj
−m2)

]
GN(x1, . . . , xN),

GN(x1, . . . , xN) = (Φ0, T (ϕ(x1) · · ·ϕ(xN))Φ0).

Редукцiйна формула (28.14) є основною формулою для практичних обчислень
фiзичних процесiв. Для бiльшої наочностi запишемо її в iмпульсному просторi,
беручи формально у формулi (28.14) замiсть функцiй fi(xi) i gj(yj) хвильовi па-
кети, що вiдповiдають вiльним out-частинкам iз iмпульсами p1, . . . ,pn i вiльним
in-частинкам iз iмпульсами pn+1, . . . ,pN , причому цi пакети не перекриваються
:

pi(m
2 + p2

i )
−1/2 6= pj(m

2 + p2
j)
−1/2 при i 6= j.

Тодi

(Φout
n (p1, . . . ,pn), Φin

N−n(pn+1, . . . ,pN)) =

= (−i
√

2π)N

N∏

k=1

(p2
k −m2)×

× G̃N(p1, . . . , pn,−pn+1, . . . ,−pN)

∣∣∣∣
p0

i =(p2
i +m2)1/2,i=1,...,N

.(28.15)

На перший погляд, кожний спiвмножник у добутку при p0
k = (p2

k + m2)1/2

дорiвнює нулю, але перетворення Фур’є функцiй Грiна G̃N мають структуру
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такого добутку:

G̃N(p1, . . . , pN) =

(
N∏

k=1

1

(2π)4i(m2 − p2
k − iε)

)
G(p1, . . . , pN).

У цьому можна переконатися, якщо формально розглянути ряд теорiї збу-
рень для функцiй Грiна.

Отже, вiдповiднi множники, що перетворюються в нуль, на масовiй поверхнi
(p2 = m2) скорочуються.

Формула (28.15) вказує на те, що амплiтуда розсiяння (лiва частина форму-
ли (28.15)) допускає продовження за масову поверхню за допомогою запiзню-
вальних функцiй Грiна, в термiнах яких можна виразити спектральнi умови,
локальнiсть i асимптотичну повноту. Функцiї Грiна (для впорядкованих ча-
сових змiнних вони спiвпадають з функцiями Вайтмана) допускають також
аналiтичне продовження у комплексну область своїх змiнних. Точнiше, вони є
граничними значеннями деяких аналiтичних функцiй, властивостi яких можна
вивчати, спираючись на загальнi теореми теорiї функцiй багатьох комплексних
змiнних. Щоб строго обґрунтувати формулу (28.15), аксiоматика ЛСЦ вимагає
таких додаткових припущень порiвняно з теорiєю Вайтмана:

AЛСЦ1. Асимптотична повнота

H = Hin = Hout.

AЛСЦ2. Асимптотична умова ЛСЦ

lim
t→±∞

(Φ, Af (t)Ψ) = (Φ, ϕ
out
in (f)Ψ),

де Af (t) визначено за допомогою (28.2) – (28.8), а Φ, Ψ ∈ D(ϕ).
AЛСЦ3. Iснування узагальнених запiзнювальних функцiй
Цi функцiї виражаються в термiнах багатократних комутаторiв:

ri(x0, . . . , xn) =
′∑
π

n−1∏
j=0

θ(x0
π(j) − x0

π(j+1))×

× (
Φ0, [. . . [ϕ(xπ(0)), ϕ(xπ(1))], ϕ(xπ(2))] . . . , ϕ(xπ(n))Φ0

)
,

де сума за π розповсюджується вiдносно всiх перестановок iндексiв
{0, 1, 2, . . . , n}, для яких π(0) = i.

Функцiї ri(x0, . . . , xn) є узагальненими функцiями повiльного росту.
Крiм того, в рамках аксiом ЛСЦ встановлюється зв’язок мiж асимптотични-

ми полями i гейзенберговим полем ϕ(x). Якщо визначити за полем ϕ струм

j(x) = (¤−m2)ϕ(x),
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тодi справедливi так званi рiвняння Янга–Фельдмана:

ϕ(x) = ϕin(x) +

∫
Dret(x− y; m)j(y)dy =

= ϕout(x) +

∫
Dadv(x− y; m)j(y)dy. (28.16)

Доведення формул (28.14) та (28.16) можна знайти, наприклад, у [39], [11], [10].

28.3. Аксiоматичний пiдхiд Боголюбова–Медвєдєва–
Полiванова (БМП)

Аксiоматичний пiдхiд БМП, мабуть, найближчий до iдеї Гейзенберга. Основним
об’єктом є S-матриця, а локальнi величини (поля, струми тощо) визначаються
як варiацiйнi похiднi вiд S-оператора, який спершу розглядається як функцiо-
нал вiд класичних добавок до асимптотичних полiв. Отже, в основi пiдходу
лежить оператор-функцiонал вигляду

S(η) =
∑
N

∑

( α)N

∫

M4|N|

FN;( α)N(x)N ×

× :

(
χ

(1)

α
(1)
1

+ η
(1)

α
(1)
1

(x
(1)
1 )

)
· · ·

(
χ

(k)

α
(k)
Nk

(x
(k)
Nk

) + η
(k)

α
(k)
Nk

(x
(k)
Nk

)

)
: , (28.17)

де N = (N1, . . . , Nk), |N| = N1 + · · ·+ Nk,

(x)N =
(
x

(1)
1 , . . . , x

(1)
N1

; x
(2)
1 , . . . , x

(2)
N2

; . . . ; x
(k)
1 , . . . , x

(k)
Nk

)
,

χα є квантовими асимптотичними полями, що розглядаються у заданiй теорiї
(всього k-видiв таких полiв), а ηα – класичнi добавки (функцiональнi аргументи
S-оператора). Зауважимо: якщо поля χα є бозе-полями, то ηα є звичайними
функцiями, а якщо χα – фермi-поля, то ηα – грасмановi змiннi (див. п.26.5),
тобто вони антикомутують мiж собою i з полями χα. Зрозумiло, що S-оператор
визначається формулою

S = S(η)|η≡0.

Операторно значний функцiонал S(η) називають S-матрицею, розширеною за
масову поверхню. Про рiзнi варiанти таких розширень можна прочитати в [10,
гл. 14].

Визначимо також варiацiйнi похiднi вiд S за квантовими полями χα фор-
мальною формулою

δNS

δχ
(i1)

α
(i1)
1

(x
(i1)
1 ) · · · δχ(iN )

α
(iN )

N

(x
(iN )
N )

:=
δNS(η)

δη
(i1)

α
(i1)
1

(x
(i1)
1 ) · · · δη(iN )

α
(iN )

N

(x
(iN )
N )

∣∣∣∣
η≡0

. (28.18)



О.Л. РЕБЕНКО 395
Зауважимо, що для фермi-полiв ψα похiднi є антикомутативнi, тобто

δ2A

δψα1δψα2

= − δ2A

δψα2δψα1

.

Враховуючи (28.18), визначимо так званi радiацiйнi оператори, якi є основними
локальними об’єктами у пiдходi БМП:

HN(x1, . . . , xN) = H
(i)N

(α)N
(x)N :=

δNS

δχi1
α1(x1) · · · δχiN

αN (xN)
S∗, (28.19)

де S∗ = S−1, χi
α— це iн-поля.

На прикладi взаємодiї (21.3) покажемо, як визначити за допомогою операто-
рiв (28.19) операторно значну узагальнену функцiю, що вiдповiдає скалярному
полю. Для цього введемо операторно значну узагальнену функцiю, що вiдпо-
вiдає струму

j(x) = i
δS

δϕout(x)
S∗ = −iS∗

δS

δϕin(x)
. (28.20)

Зауважимо, що визначення (28.20) не залежить вiд вигляду взаємодiї (див.,
наприклад, [10, гл. 14]). Якщо взаємодiя мiстить у собi поля декiлькох видiв
частинок, то отримаємо вирази для операторiв струму для кожного з цих ви-
дiв. Тепер для визначення оператора поля треба скористатись одним iз рiвнянь
Янга–Фельдмана (28.16)

ϕ(x) = ϕout(x) + i

∫
dyDadv(x− y; m)

δS

δϕout(y)
S∗ =

= ϕin(x)− i

∫
dyDret(x− y; m)S∗

δS

δϕin(y)
. (28.21)

Мовою формальних операцiй вираз для гейзенбергового поля можна подати
у виглядi (див. [10, гл. 14.2]):

ϕ(x) = S∗T (Sϕin(x)) = T (ϕout(x)S)S∗. (28.22)

Обговоримо коротко основнi вимоги (аксiоми), якi повиннi задовольняти опе-
ратор S i радiацiйнi оператори (28.19) в рамках пiдходу БМП.

S1. Iснування простору станiв
Простором асимптотичних станiв є оснащений гiльбертiв простiр H+ ⊂

H ⊂ H−, у якому реалiзуються представлення власної неоднорiдної групи
Лоренца та груп внутрiшнiх симетрiй.

Трiйку (H+,H , H−) слiд розглядати як розширення Гiльбертового просто-
ру H узагальненими розв’язками (вигляду плоскої хвилi) з H−, якi є функцiо-
налами над гладкими функцiями H+ ⊂ H .

Необхiднiсть такого розширення обумовлена умовою асимптотичної повно-
ти, яку сформулюємо разом iз постулатом спектральностi.
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S2. Спектральнiсть i асимптотична повнота
Iснує єдиний iнварiантний вакуумний стан Φ0 i сукупнiсть узагальнених

фiзичних станiв Φn(kn) ∈ H−, що вiдповiдають додатнiм масам i енергiям,
та якi утворюють повну систему векторiв в H−.

У пiдходi БМП цей постулат використовують при розкладi матричного еле-
мента добутку двох операторiв A i B за повною системою промiжних станiв:

(Φ, ABΨ) = (Φ, AΦ0)(Φ0, BΨ) +

+
∑

n

∫
dkn(Φ, AΦn(kn))(Φn(kn), BΨ),

де kn – сумарний iмпульс промiжного n-го стану, а n — сукупнiсть усiх iнших
квантових чисел.

S3. Стабiльнiсть вакууму та одночастинкового стану

SΦ0 = Φ0, SΦ1 = Φ1. (28.23)

S4. Унiтарнiсть S-матрицi

SS∗ = S∗S = 1. (28.24)

Зауваження 28.1. Розклад (28.17) операторно значного функцiонала S(η)
можна розглядати як процедуру розширення S-матрицi за масову поверхню.
Це означає, що у розкладi (28.17) асимптотичне поле разом зi своєю класичною
добавкою, тобто χα(x) + ηα(x), можна розглядати як окреме поле χ̃α(x), що
вже не задовольняє вiльне рiвняння Клейна- Гордона–Фока. Та й сама процеду-
ра взяття варiацiйної похiдної вiд S(η) вимагає екстраполяцiї S-оператора за
масову поверхню. Детальнiше про це можна прочитати в працi [10, гл. 14].
Однак процедура розширення S-оператора за масову поверхню не є однозна-
чною. Таку неоднозначнiсть можна усунути, накладаючи на функцiонал S(η)
такi самi вимоги, як i на саму S-матрицю.

Будемо вважати, що умови (28.23), (28.24) виконуються також i для опера-
тора S(η). Крiм того, для практичних обчислень у пiдходi БМП важливими є
формули, що виражають комутатори операторiв народження i знищення вiль-
них асимптотичних полiв iз S-оператором. Такi комутатори легко обчислити,
використовуючи розклад (28.17) i формули вигляду (22.74). Можна порахувати
(див., наприклад, [13, §45.3]), що вони виражаються через варiацiйнi похiднi вiд
S–оператора за асимптотичними полями. У зв’язку з цим важливою вимогою
є збереження вигляду таких комутацiйних спiввiдношень i для розширеної S-
матрицi. I нарештi, останнi двi вимоги пов’язанi з радiацiйними операторами,
введеними формулою (28.19).

S5. Клас узагальнених функцiй
Середнi за вакуумом вiд радiацiйних операторiв (28.19) є узагальненими

функцiями помiрного росту, тобто належать до простору S ′(M4N).
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Треба зауважити, що ця математична аксiома насправдi має досить глибо-

кий фiзичний змiст. Вона фактично означає, що припускається полiномiальна
обмеженiсть матричних елементiв S-оператора за iмпульсними змiнними. Така
вимога не є узгодженою з теорiєю збурень для S-матрицi, оскiльки, скажiмо,
для неперенормованих взаємодiй (див. роздiл V) пiсля застосування R-операцiї
фейнманiвської амплiтуди будуть мiстити у собi полiноми за iмпульсними змiн-
ними будь-якого високого порядку. Отже, ця аксiома обмежує клас взаємодiй(
див. [11, гл. 4, п.3.5]).

S6. Мiкропричиннiсть S-оператора
Якщо x . y (тобто x0 < y0 i (x− y)2 < 0), то справедлива формула

δ

δχα(x)

(
δS

δχβ(y)
S∗

)
= 0. (28.25)

Формулу (28.25) треба розумiти як визначення (28.18). Бiльш строго можна
записати:

δ

δηα(x)

(
δS(η)

δηβ(y)
S∗(η)

)
= 0 (28.26)

при
x . y.

Аксiоми S1–S6 дають можливiсть застосувати методи, якi не спираються
на теорiю збурень для S-матрицi, й отримати важливi практичнi формули (так
званi дисперсiйнi спiввiдношення) для фiзичних амплiтуд розсiяння. Особливе
значення такi формули мають у теорiї сильних взаємодiй, де теорiя збурень
недопустима навiть на формальному рiвнi. Детально про вивiд дисперсiйних
спiввiдношень можна прочитати у монографiї [13, гл. IX].

§ 29. Евклiдова теорiя поля
Виникнення евклiдової теорiї поля (ЕТП) можна умовно розбити на два перi-
оди. Перший перiод пов’язаний iз виникненням евклiдового пiдходу для усу-
нення технiчних проблем, що виникають при вивченнi внескiв фейнманiвських
дiаграм, а другий стосується виникнення поняття евклiдового поля як матема-
тичного об’єкта, який може бути пов’язаний iз реальними фiзичними полями.

Вперше в 1949 роцi Дайсон [30] запропонував формальну процедуру ана-
лiтичного продовження фейнманiвських амплiтуд в область уявних енергiй
p0 = −ip4, p4 ∈ R1 для того, щоб уникнути полюсiв у виразах для фейнма-
нiвських пропагаторiв:

Z(p0, p̄)

(2π)4i(m2 − (p0)2 + p2 − iε)
→ Z(ip4, p̄)

(2π)4i(m2 + (p4)2 + p2)
. (29.1)

Потiм Вiк [20] розвинув цю iдею, запропонувавши поворот контура на 90◦ у
комплекснiй площинi змiнної p0 (див. п.29.1). Незалежно близькi iдеї розвива-
лись у працях Швiнгера [103] i Наканiшi [170].
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Новий поштовх для розвитку цих iдей дали Швiнгер [184] i Накано [171].
Вони запропонували сформулювати теорiю поля в термiнах полiв в евклiдовiй
областi, якi будуються аналогiчно до звичайних полiв як операторно значних
функцiоналiв. Пiзнiше Симанзик [189] зрозумiв, що цим формальним об’єктам
можна надати значення узагальнених випадкових процесiв. Вiн також заклав
основнi принципи майбутньої евклiдової аксiоматики.

На початку 70-х рокiв Нельсон [172,173] розвинув iдеї Симанзика, вказав-
ши шлях повернення назад в область Мiнковського, тобто спосiб реконструкцiї
квантового поля за евклiдовим полем, яке задовольняє деякi властивостi. У се-
рединi 70-х рокiв Остервальдер i Шрадер [59,60] сформулювали систему аксiом
для функцiй Грiна в евклiдовiй областi (функцiй Швiнгера) i довели можли-
вiсть їх аналiтичного продовження до функцiй Вайтмана. Тим самим на рiвнi
аксiоматичної теорiї була доведена еквiвалентнiсть евклiдового пiдходу i пiдхо-
ду Вайтмана. У той самий час у працях Д.Я. Петрини, С.С. Iванова i автора
розвивався пiдхiд до евклiдової теорiї матрицi розсiяння (див. детальнiше [68]).
Тут коротко зупинимось на основних моментах ЕТП.

29.1. Аналiтичне продовження амплiтуд Фейнмана

Розглянемо спершу приклад дiаграми Фейнмана 3-го порядку для взаємодiї
λϕ3(x):

p1

q3

p2

q2

q1 p3

.

(29.2)

Користуючись правилами Фейнмана для матричних елементiв S-матрицi
(22.93)–(22.95), запишемо внесок цiєї дiаграми у вираз для коефiцiєнтної фун-
кцiї(тобто, не враховуючи внескiв, що вiдповiдають зовнiшнiм лiнiям) в iмпуль-
сному просторi, виконавши iнтегрування змiнними q2, q3 (q1 = q)

Ĩ
(3)
3 (p1, p2, p3) = −λ3δ(p1 + p3 − p2)×

×
∫

dq0dq

(m2 − q2 − iε)[m2 − (q − p1)2 − iε][m2 − (q + p3)2 − iε]
. (29.3)

Iнтеграл (29.3) є збiжним при великих значеннях iмпульсiв (iндекс розбiжностi
дiаграми (29.2) ω(G) = −2). Розглянемо iнтеграл (29.3) як iнтеграл за компле-
ксною змiннiй q0, а пiдiнтегральний вираз – як функцiю внутрiшньої компле-
ксної змiнною q0 i зовнiшнiх комплексних змiнних p0

1 i p0
2, не пов’язуючи внесок
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Ĩ
(3)
3 з матричним елементом S-матрицi i розглядаючи змiннi p0

i , pi, i = 1, 2, 3 як
незалежнi. Тобто амплiтуду Ĩ

(3)
3 будемо розглядати поза масовими поверхнями

p2
j = m2, j = 1, 2, 3. Контур iнтегрування у комплекснiй площинi q0 проходить

по прямiй Im q0 = 0.
Легко бачити, що пiдiнтегральна функцiя як функцiя комплексної змiнної

q0 є аналiтичною функцiєю (голоморфною функцiєю) за q0 у всiй комплекснiй
площинi, за винятком полюсiв, що визначаються функцiями

q0
1,2 = ±

√
q2 + m2 ∓ iε,

q0
3,4 = p0

1 ±
√

(q− p1)2 + m2 ∓ iε,

q0
5,6 = −p0

3 ±
√

(q + p3)2 + m2 ∓ iε.

(29.4)

Припустимо спершу, що значення змiнних p0
1 i p0

3 є малими порiвняно з вiдпо-
вiдними радикалами у формулах (29.4). Тодi полюси будуть лежати у другому
i четвертому квадрантах комплексної площини q0 i перебувати на вiдстанi ε вiд
осi Im q0 = 0. Тодi перший i третiй квадранти будуть областями аналiтичностi,
i можна повернути контур iнтегрування на 90◦ у напрямку проти годинникової
стрiлки (рис. 29.1):

90◦
Rek0

Imk0

Рис. 29.1
Виконуючи в iнтегралi (29.3) замiну

q0 = iq4 (29.5)

i продовжуючи функцiю Ĩ
(3)
3 за змiнними p0

j на уявнi осi p0
j = ip4

j , отримуємо
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вираз

Ĩ
(3)
3 (p1, p2, p3) = −λ3δ(p1 + p3 − p2)×

×
∫

d4q

(q2 + m2)[(q − p1)2 + m2][(q + p3)2 + m2]
. (29.6)

Тут pj = (p1
j , p

2
j , p

3
j , p

4
j) ∈ R4, q2 = (q1)2 + · · ·+ (q4)2, d4q = dq1 · · · dq4.

Крiм того, в (29.6) зроблено формальну замiну

δ(p0
1 + p0

3 − p0
2) → −iδ(p4

1 + p4
3 − p4

2), (29.7)

яка еквiвалентна аналiтичному продовженню амплiтуди (29.6) в комплексну
область за змiнними p0

j у слабкому змiстi(тобто як узагальнену функцiю). Тоб-
то, перш нiж виконати таке продовження, треба проiнтегрувати узагальнену
функцiю з деякою основною аналiтичною функцiєю, повернути контур iнтегру-
вання i зробити замiну (29.5). У випадку, коли значення p0

1 i p0
3 не є малими,

треба робити поворот контура у площинi k0 i аналiтичне продовження p0
j → ip4

j

одночасно, щоб уникнути перетину контура з полюсами.
Аналогiчну процедуру можна виконати у кожному порядку теорiї збурень.

Доведення цього факту легко виконати методом математичної iндукцiї, якщо
виразити суму внескiв усiх дiаграм n-го порядку через внески всiх дiаграм (n−
1)-го порядку за допомогою рiвнянь резольвентного типу (23.20):

F (k) = −λBF (k−1),

де F (k) = {F (k)
N }∞N=1 (див. доведення в [68]). Якщо дiаграми є розбiжни-

ми, то спершу треба ввести промiжну регуляризацiю (наприклад, за Паулi–
Вiлларсом).

Зауваження 29.1. Аналогiчно до описаної вище процедури можна викона-
ти аналiтичне продовження амплiтуд Фейнмана у координатному просторi,
якщо аргументи амплiтуди F

(k)
N (x1, . . . , xN) задовольняють умову

(xi − xj)
2 6=, 0 i 6= j,

тобто не лежать на поверхнi свiтового конуса.
У цьому випадку аналiтичне продовження треба виконати за часовими

змiнними в область чисто уявних часiв

x0
j → ix4

j , x4
j ∈ R1.

Легко переконатися, що результатом аналiтичного продовження вiльної 2-

точкової функцiї Грiна
1

i
Dc(x− y) в евклiдову область є функцiя

G0(x− y) =
1

(2π)4

∫
d4k

eik·(x−y)

k2 + m2
,

k · (x− y) = k1(x1 − y1) + · · ·+ k4(x4 − y4),

d4k = dk1 · · · dk4, k2 = (k1)2 + · · ·+ (k4)2.

(29.8)
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29.2. Оператори вiльних евклiдових полiв

29.2.1. Дiйсне скалярне поле

Постулат локальної комутативностi ПК6 стверджує, що бозе-оператори ска-
лярного поля ϕ(x) i ϕ(y) повиннi комутувати, якщо

(x− y)2 < 0. (29.9)

В евклiдовiй областi, тобто при x0 = ix4, y0 = iy4, x4, y4 ∈ R1 спiввiдноше-
ння (29.9) виконується автоматично. Отже, з iнтуїтивних мiркувань аналоги
операторiв поля в евклiдовiй областi повиннi комутувати при всiх значеннях
x, y ∈ R4. Позначимо це поле через aE(x) ≡ a(x). Отже, a(x) i a(y) повиннi
задовольняти умову

[a(x), a(y)]− = 0. (29.10)

Якщо будувати евклiдiв аналог вiльних полiв, то легко зрозумiти, що

a(x) = a+ + a−(x),

[a−(x), a+(y)]− = G0(x− y),
(29.11)

де G0 визначена формулою (29.8). Їх фур’є-перетворення мають такий вигляд:

a±(x) =
1

(2π)2

∫
d4k

eik·x
√

k2 + m2
a±(k),

[a−(k), a+(p)]− = δ(k − p),

(29.12)

де k · x = k1x1 + · · ·+ k4x4, k2 = (k1)2 + · · ·+ (k4)2.
Оператори a±(k) є насправдi операторно значними узагальненими функцiя-

ми, тобто для кожної основної функцiї f ∈ S (R4) вирази

a±(f) =

∫
d4kf(k)a±(k) (29.13)

визначають взаємно спряженi оператори в евклiдовому просторi Фока FE
B iз

всюдищiльною областю визначення, тобто

(a±(f))∗ = a∓(f), D(a(f)) ⊆ FE
B . (29.14)

Простiр FE
B будується аналогiчно простору Фока (див. § 19, детальнiше див.

[68]), а представлення комутацiйних спiввiдношень (29.10)–(29.12) будується у
просторi FE

B аналогiчно до представлення операторiв вiльного скалярного поля
(див. п.19.2). Легко пiдрахувати, що

(ΩE
0 , a(x)a(y)ΩE

0 ) = G0(x− y), (29.15)
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де ΩE
0 – вакуумний вектор у FE

B . Вiн має таку ж структуру, як i вiдповiдний
вакуумний вектор Ω0 у просторi Фока (19.30).

Нижче покажемо, що оператори a(x) можна побудувати, виходячи з озна-
чення вiльного поля в момент часу x0 = 0 (ϕ(0,x)) i вiльної еволюцiї (21.16).

Iнше визначення вiльного евклiдового поля дали Симанзик [189], Нельсон
[172,173], який фактично розвинув iдеї Симанзика. Вони визначили вiльне ев-
клiдове поле як узагальнений гауссiвський процес φ, iндексований функцiями
f ∈ L2(R4). Це означає, що на гiльбертовому просторi L2(R4) iснує гауссова
мiра (див., наприклад, [5]) µ0, така, що для f , g ∈ L2(R4)

∫
dµ0(φ)φ(f)φ(g) = (f, G0g) =

∫
f(x)G0(x− y)f(y)d4xd4y.

Але така iнтерпретацiя евклiдових полiв зручна лише для бозонних полiв. У
випадку фермi-систем бiльш прозорим є звичайний операторний пiдхiд.

29.2.2. Евклiдовi фермi-поля

У випадку фермiонних полiв структура функцiй Грiна (зокрема 2-точкової фун-
кцiї у просторi Мiнковського) визначається не тiльки залежнiстю вiд квадрата
iмпульсу p2 = (p0)2 − p2, а й властивостями матриць Дiрака γµ.

В евклiдовiй областi метрика визначається символом Кронекера δµν , µ, ν =
1, 2, 3, 4. Очевидно, що з δµν повиннi бути пов’язанi деякi новi ермiтовi матрицi
αµ, для яких

αµαν + αναµ = 2δµν . (29.16)

Вперше систему таких матриць запропонував Швiнгер [184]. У випадку 4-
вимiрного простору виберемо

αk = γ0γk, k = 1, 2, 3, α4 = iγ0γ5l3, l3 =

(
σ3 0
0 σ3

)
, α5 = γ0, (29.17)

якщо матрицi γµ вибрати у представленнi (5.10).
При вивченнi фермiонних моделей у 2-вимiрному просторi-часi можна ви-

брати матрицi
α1 = γ0γ1, α2 = iγ1, α3 = γ0. (29.17′)

2-точкова функцiя Грiна фермiонних полiв має вигляд

1

i
Sc(x− y) =

1

(2π)4i

∫
p̂ + m

m2 − p2 − iε
e−ip·xdp,

де p̂ = p0γ0 − pkγk, а всi iншi величини – такi самi, як i в скалярному випадку.
Визначимо евклiдову функцiю Грiна формулою

SE(x− y) := e−
1
4
πiα4

1

i
Sc(i(x4 − y4),x− y)γ0e−

1
4
πiα4 . (29.18)
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Враховуючи властивостi (29.16), остаточно маємо (задача 29.3)

SE(x− y) =
1

(2π)4

∫
eip(x−y)α · p + α5m

p2 + m2
d4p, (29.19)

де
α · p = α1p1 + α2p2 + α3p3 + α4p4, pµ = pµ.

Для того, щоб увести оператори евклiдових фермi-полiв, зручно зробити пере-
творення вигляду Фолдi–Вотхойзена (див. [102, гл. 4, §6]):

eiS(k)(α · k + mα5)e
−iS(k) = α5

√
k2 + m2, (29.20)

де

S(k) = − i

2m
α5α · k m

|k|arctg
|k|
m

,

звiдки
α · k + mα5

k2 + m2
=

e−iS(k)α5e
iS(k)

√
k2 + m2

.

Визначимо тепер оператори вiльного евклiдового фермi-поля таким чином:

ψE
α (x) = ψE,+

α (x) + ψE,−
α (x) =

=
1

(2π)2

4∑

β=1

∫
e−ik·x (e−iS(k)√α5)αβ

4
√

k2 + m2
(b+

β (k) + b−β (k))dk, (29.21)

ψ
E

α (x) = ψ
E,+

α (x)− ψ
E,−
α (x) =

=
1

(2π)2

4∑

β=1

∫
eik·x

(∗
b
+
β (k)− ∗

b
−
β (k)

) (
√

α5e
iS(k))βα

4
√

k2 + m2
dk. (29.22)

Введенi оператори задовольняють такi антикомутацiйнi спiввiдношення:
[
b±α (k),

∗
b
∓
β

]
+

= δαβδ(k − p),

[
ψE,±

α (x), ψ
E,∓
β (y)

]
+

= SE(x− y),

[
ψE

α (x),
∗
ψE

β

]

+

=

[
ψ

E

α (x),
∗
ψE

β (y)

]

+

= 2δαβ
1

(2π)4

∫
eik(x−y)

√
k2 + m2

dk,

[
ψE

α (x), ψE
β (y)

]
+

=
[
ψ

E

α (x), ψ
E

β (y)
]

+
=

[
ψE

α (x), ψ
E

β (y)
]
+

= 0.

(29.23)

Оператори (29.21), (29.22) були вперше введенi в працi [180], а також у деякому
iншому виглядi в [175]. Представлення комутацiйних спiввiдношень (29.23) в
евклiдовому просторi Фока визначається аналогiчно до представлень вiльних
фермi-полiв (див. [68, п.11.2 ].
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29.3. Евклiдовi функцiї Грiна вiльного скалярного поля

Формулювання теорiї в евклiдовiй областi значно розширює застосування стро-
гих математичних методiв, що дає можливiсть вийти за рамки теорiї збурень.
Це, звичайно, не означає, що можна обiйти традицiйнi проблеми, пов’язаний з
об’ємними i ультрафiолетовими розбiжностями, про якi говорилося в § 21. Але,
якщо ввести вiдповiднi “обрiзання” (тобто ввести функцiю iнтенсивностi взаємо-
дiї (21.27), а iнтегрування за iмпульсними змiнними обмежити зверху: |pi| 6 κ,
0 < κ < ∞), тодi можна строго визначити вирази для функцiй Грiна взаємо-
дiючих полiв. Щоб у цьому переконатися, побудуємо спершу вiльну евклiдову
функцiю Грiна i оператори вiльного евклiдового поля, починаючи з виразу для
вiльного скалярного поля, що задовольняє рiвняння Клейна–Гордона–Фока. Ви-
значимо спершу для кожної дiйсної функцiї f ∈ S (R3) оператор

ϕ0(0, f) =

∫
ϕ0(0,x)f(x)dx, (29.24)

де ϕ0(0,x) – оператор вiльного скалярного поля (15.2) при x0 = 0. Розглянемо
вiльну еволюцiю цього оператора, яка вiдповiдає евклiдовому часу x0 = it, t > 0
(див. ф-лу (21.16)):

ϕ̂0(t, f) = e−tH0ϕ0(0, f)etH0 , (29.25)

де

H0 =

∫
dk k0ϕ+

0 (k)ϕ−0 (k), k0 =
√

k2 + m2

є вiльний гамiльтонiан дiйсного скалярного поля (див. вираз (15.16) для компле-
ксного скалярного поля). Легко переконатися (задача 29.6), що дiя оператора
(29.25) на вектор F ∈ D loc

0 ⊆ FB (див. (19.27)) буде такою самою, як i оператора

ϕ̂0(t, f) =

∫
ϕ̂0(t,x)f(x)dx, (29.26)

ϕ̂0(t,x) =
1

(2π)3/2

∫
dk√
2k0

e−ik·x[e−k0tϕ+
0 (k) + ek0tϕ−0 (−k)]. (29.27)

Формально оператор ϕ0(t,x) збiгається з виразом (15.2) при x0 = it. Введемо
для операторiв (29.26), (29.27) антихронологiчний добуток за формулою

T ∗(ϕ̂0(t1,x1)ϕ̂0(t2,x2)) =





ϕ̂0(t1,x1)ϕ̂0(t2,x2), t1 6 t2,

ϕ̂0(t2,x2)ϕ̂0(t1,x1), t2 6 t1.

Тодi легко порахувати (задача 29.7), що
(
Ω0, T

∗(ϕ̂0(x
4
1,x1)ϕ̂0(x

4
2,x2))Ω0

)
=

=
1

16π3

∫
dk

eik·x−|x4|√k2+m2

√
k2 + m2

=
1

(2π)4

∫
d4k

eik·x

k2 + m2
, (29.28)
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де x := x1 − x2, x4 = x4
1 − x4

2. Порiвнюючи (29.15) з (29.28), маємо

(Ω0, T
∗(ϕ̂0(x1)ϕ̂0(x2))Ω0) = (ΩE

0 , a(x1)a(x2)Ω
E
0 )

або в термiнах операторiв (29.26), (29.27)–

(Ω0, T
∗(ϕ̂0(x

4
1, f1)ϕ̂0(x

4
2, f2))Ω0) = (ΩE

0 , a(x4
1, f1)a(x4

2, f)ΩE
0 ). (29.29)

Користуючись теоремою Вiка для T ∗-добутку, яка формулюється аналогiчно
до вiдповiдної теореми для T -добутку для операторiв ϕ0(x), формула (29.29)
легко поширюється на випадок полiномiв Pn(ϕ0) степеня n:

(Ω0, T
∗(Pn1(ϕ̂0(x

4
1, f1)) · · ·Pnk

(ϕ̂0(x
4
k, fk))Ω0) =

= (ΩE
0 , Pn1(a(x4

1, f1)) · · ·Pnk
(a(x4

k, fk))Ω
E
0 ). (29.30)

I, нарештi, рiвнiсть (29.30) узагальнюється на всi обмеженi функцiї Fk(·) вiд
операторiв ϕ̂0 або a:

(Ω0, T
∗(F1(ϕ̂0(x

4
1, f1)) · · ·Fk(ϕ̂0(x

4
k, fk))Ω0) =

= (ΩE
0 , F1(a(x4

1, f1)) · · ·Fk(a(x4
k, fk))Ω

E
0 ). (29.31)

Це є наслiдком того, що оператори бозе–полiв утворюють кiльце [6], слабке
замикання якого мiстить у собi усi обмеженi функцiї вiд цих полiв.

29.4. Евклiдовi функцiї Грiна взаємодiючих полiв

Щоб побудувати функцiї Грiна в евклiдовiй областi, не спираючись на теорiю
збурень за константою взаємодiї λ, визначимо регуляризований гамiльтонiан
взаємодiї Hκ

I (g) формулами (21.10), (21.21), (21.22), але з уведеними об’ємним
i ультрафiолетовим обрiзанням:

Hκ
I (g) =

∫
dxg(x) : ϕκ0 (0,x)4 :=

=

∫

R3

dk1 · · ·
∫

R3

dk4

g(k1 + · · ·+ k4)
4∏

j=1

χκ(kj)

4 ·
4∏

j=1

(2π)3/2 4

√
k2

j + m2

: ϕ0(k1) · · ·ϕ0(k4) :, (29.32)

де
ϕ0(k) = ϕ+

0 (k) + ϕ−0 (−k), (29.33)

χκ(k) =





1, |k| 6 κ − δ,

0, |k| > κ,
(29.34)

а для κ − δ 6 |k| 6 |k| функцiя χκ ∈ C∞(R3).
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Тодi регуляризоване поле, що вiдповiдає оператору (29.27), матиме вигляд

ϕ̂κ0 (t,x) =
1

(2π)3/2

∫
dk

χκ(k)eix·k
√

2 4
√

k2 + m2

[
e−t

√
k2+m2

ϕ+(k) + et
√

k2+m2
ϕ−(k)

]
. (29.35)

I, нарештi, повний гамiльтонiан

Hκ
λ (g) = H0 + λHκ

I (g). (29.36)

Оператори H0, Hκ
I (g) i Hκ

λ (g) є добре визначеними операторами у просторi Фо-
ка FB. Бiльше того, оператор Hκ

λ (g) є суттєво самоспряженим (див. [133]) i
обмеженим знизу (задача 29.8) внаслiдок тотожностi (21.5), яка вже не мiстить
нескiнченних констант завдяки ультрафiолетовому обрiзанню. Нижня грани-
ця спектра оператора Hκ

λ (g) є iзольованим власним значенням кратностi один
(див. доведення в [134]). Це означає, що iснує єдиний вектор Φ0 = Φ0(κ,g) ∈
FB– такий, що

Hκ
λ (g)Φ0 = Eλ(κ, g)Φ0, ‖Φ0‖ = 1,

а
Eλ(κ, g) = inf{spectrum Hκ

λ (g)}.
Отже, замiсть оператора Hκ

λ (g) зручнiше розглядати оператор

Ĥκ
λ (g) = Hκ

λ (g)− Eλ(κ,g),

спектр якого невiд’ємний i мiстить у собi {0} як iзольовану точку спектра, що
вiдповiдає фiзичному вакууму Φ0. Спираючись на аргументи роботи [149], легко
обчислити важливу границю

s− lim
t→+∞

e−tĤκλ (g) = P0, (29.37)

де P0 – проектор на власний пiдпростiр, що вiдповiдає власному значенню E =
0. Крiм того,

(Φ0, Ω0) 6= 0. (29.38)

За допомогою проектора P0 вектор Φ0 можна виразити через “голий” вакуумний
вектор Ω0 (19.30), тобто

Φ0 =
1

c
P0Ω0, c = ‖P0Ω0‖. (29.39)

Аналогiчно до (29.25) розглянемо повну еволюцiю (див. (21.11)) оператора
(29.24), яка вiдповiдає уявному часу x0 = it, t > 0

ϕ̂κ(t, f) = e−tĤκλ (g)ϕ0(0, f)etĤκλ (g). (29.40)

Тодi за аналогiєю до (29.28) природно визначити функцiї Грiна полiв (29.40)
таким чином:

GE
N(x1, . . . , xN ;κ,g) := (Φ0, T

∗(ϕ̂κ(x1) · · · ϕ̂κ(xN))Φ0), (29.41)
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де ϕ̂κ(x) = ϕ̂κ(x1, x2, x3, x4) (x4 ≡ t) пов’язанi з операторами (29.40) спiввiдно-
шенням (29.26).

Наступним кроком виразимо праву частину (29.41) через оператори вiльних
евклiдових полiв (29.11). Це, фактично, буде означати перехiд до представлення
взаємодiї на мовi евклiдових полiв або точнiше представлення виразу (24.1)
виразом (24.7) в евклiдовому просторi R4.

Запишемо для цього розклад оператора

e−tHκλ (g) = e−t(H0+λHκλ (g))

в ряд за λ, скориставшись теоремою про розклад напiвгруп у ряд теорiї збурень
(див. [100 ], Гл. XIII):

e−tHκλ (g) = s− lim
N→∞

N∑
n=0

(−λ)n

t∫

0

dτ1 · · ·
τn−1∫

0

dτn ×

× e−τnH0Hκ
I (g)e−(τn−1−τn)H0 · · ·Hκ

I (g)e−(t−τ1)H0 =

= s− lim
N→∞

N∑
n=0

(−λ)n

t∫

0

dτ1 · · ·
τn−1∫

0

dτnHκ
I (τn,g) · · ·Hκ

I (τ1,g)e−tH0 =

= s− lim
N→∞

N∑
n=0

(−λ)n

n!
T ∗

( t∫

0

dτ Hκ
I (τ,g)

)n

e−tH0 =

= s− lim
N→∞

N∑
n=0

(−λ)n

n!
e−tH0T ∗

( t∫

0

dτ Hκ
I (τ − t,g)

)n

, (29.42)

де

Hκ
I (τ,g) = e−τH0Hκ

I (g)eτH0 =

∫
dxg(x) : ϕ̂κ0 (τ,x)4 : . (29.43)

Зауваження 29.2. У даному випадку (29.42) є формальним розкладом. Для
того, щоб виклади були абсолютно строгими, треба зробити промiжну регу-
ляризацiю оператора Hκ

I (g), замiнивши його оператором Hκ
I (g, ε), ε > 0, в

якому замiсть полiв ϕκ0 (0, f), f ∈ S (R3) ввести обмеженi оператори

ϕκε (0, f) := ϕκ0 (0, f)e−εϕκ0 (0,f)2 , ε > 0. (29.44)

Тодi розклад (29.42) буде збiжним у сильному змiстi (s − lim), а промiжну
регуляризацiю треба зняти (ε → 0) у кiнцевому виразi для функцiї Грiна GE

N

пiсля переходу до евклiдових полiв. Щоб не робити процедуру надто громiзд-
кою, опустимо цi викладки i для детального доведення порадимо звернутися
до монографiї[68, § 16].

Проробимо необхiднi виклади для 2-точкової функцiї Грiна (N = 2).
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Нехай для x4
1 = t1 < t2 = x4

2 i fk ∈ S (R3), k = 1, 2

GE
2 (t1, f1; t2, f2) =

∫

R3

dx1

∫

R3

dx2G
E
2 (x1, x2)f1(x1)f2(x2).

Тодi з (29.41) i (29.40) маємо

GE
2 ( t1, f1; t2, f2) =

(
Φ0, e

−t1Ĥκλ (g)ϕ0(0, f1)e
−(t2−t1)Ĥκλ (g) ×

× ϕ0(0, f2)e
t2Ĥκλ (g)Φ0

)
= s− lim

t→+∞
1

S0(t)

(
Ω0, e

−(t+t1)Hκλ (g) ×

× ϕ0(0, f1)e
−(t2−t1)Hκλ (g)ϕ0(0, f2)e

−(t−t2)Hκλ (g)Ω0

)
=

= lim
t→+∞

lim
N1,N2,N3→∞

N1,N2,N3∑
n1,n2,n3=0

(−λ)n1+n2+n3

n1!n2!n3!

1

S0(t)

(
Ω0, e

−tH0 ×

× T ∗
( t+t1∫

0

dτHκ
I (τ − t,g)

)n1

ϕ̂0(t1, f1)T
∗
( t2−t1∫

0

dτHκ
I (τ + t1,g)

)n2

×

× ϕ̂0(t2, f2)T
∗
( t−t2∫

0

dτHκ
I (τ + t2,g)

)n3

Ω0

)
=

= lim
t→∞

1

S0(t)

(
Ω0, T

∗
[
e
−λ

t1∫
−t

dτHκI (τ,g)

ϕ̂0(t1, f1)e
−λ

t2∫
t1

dτHκI (τ,g)

×

× ϕ̂0(t2, f2)e
−λ

t∫
t2

dτHκI (τ,g)
]
Ω0

)
=

= lim
t→∞

1

S0(t)

(
ΩE

0 , a(t1, f1)a(t2, f2)e
−λHκI (g,a)ΩE

0

)
, (29.45)

де

Hκ
I (g, a) =

t∫

−t

dτ

∫

R3

dxg(x) : a(τ,x)4 :=

∫

R4

d4x g(x) : aκ(x)4 :,

g(x) = χ[−t,t](x
4)g(x), χ[−t,t](τ) =





1, τ ∈ [−t, t],

0, τ 6∈ [−t, t],
(29.46)

S0(t) =

(
Ω0, e

−2tHκλ (g)Ω0

)
=

(
ΩE

0 , e−λHκI (g,a)ΩE
0

)
,

а

aκ(x) =
1

(2π)2

∫

R4

χκ(k)eix·k
√

k2 + m
a(k) d4k.
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У другiй рiвностi (29.45) було використано формулу

(
Φ0, (. . .)Φ0

)
= lim

t→+∞

(
e−tHκλ (g)Ω0, (. . .)e

−tHκλ (g)Ω0

)

(
Ω0, e−2tHκλ (g)Ω0

) ,

яка є наслiдком (29.37)–(29.39). У третiй рiвностi—розклад (29.42), у четвертiй—
пiсля замiни змiнних було переписано суми у виглядi експонент i, нарештi, в
п’ятiй було застосовано формулу (29.31). Нагадаємо, що при цьому вважало-
ся, що оператор Hκ

I (τ,g) апроксимований послiдовнiстю обмежених операторiв
Hκ

I (τ,g, ε) (див. зауваження 29.2).
Такi самi виклади можна проробити i для N–точкової функцiї Грiна. Якщо

не виконувати граничного переходу t → +∞, то N -точкова функцiя Грiна в
евклiдовiй областi змiнних буде мати такий вигляд:

GE
N(x1, . . . , xN ;κ, g) = 1

S0(g,κ)

(
ΩE

0 , a(x1) · · · a(xN)e−λ
∫

g(x):aκ(x)4:d4x ΩE
0

)
,

S0(g,κ) ≡ S0(t).

(29.47)

Отже, фактично доведено, що в слабкому змiстi у виразi (29.45) для евклi-
дової N–точкової функцiї Грiна можна зняти часове обрiзання, тобто

w − lim
t→+∞

GE
N(x1, . . . , xN ;κ, g) = GE

N(x1, . . . , xN ;κ,g), (29.48)

де функцiя включення взаємодiї g задана формулою (29.46). Вперше цей ре-
зультат був отриманий в працi [135].

Аналогiчнi формули легко отримати i для функцiй Грiна фермiонних полiв
(задача 29.9).

Зауваження 29.3. Для функцiй Грiна, що вiдповiдає бозе-полям (29.25),
(29.26) граничний перехiд κ →∞ можна виконати за умови, що розмiрнiсть
простору часу d = s + 1 = 2 (див., наприклад, [68] i посилання у списку лiте-
ратури).

§ 30. Евклiдова аксiоматика
Перехiд до уявних часiв, який був описаний у попереднiх параграфах цього
роздiлу, виявився дуже дiєвим методом для вивчення модельних систем реля-
тивiстської квантової теорiї поля. Вiн дає можливiсть, фактично, вперше за-
стосувати строгi математичнi методи i вийти за рамки теорiї збурень. Разом iз
тим цей вихiд став можливий лише для регуляризованих (при наявностi уль-
трафiолетових обрiзань) теорiй або ж теорiй, у яких розмiрнiсть простору-часу
d 6 3. Отже, поки що немає впевненостi, що дiйсно маємо справу з евклiдовою
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теорiєю поля, а не з евклiдовим формулюванням релятивiстської теорiї кванто-
ваних полiв. Для того, щоб обґрунтувати розвинутий вище пiдхiд, треба мати
схему (на рiвнi абстрактної теореми), яка б дала можливiсть чiтко сформу-
лювати умови, що забезпечують повернення в псевдоевклiдову область, тобто
гарантують еквiвалентнiсть евклiдової i релятивiстської теорiй поля. Таку еквi-
валентнiсть буде сформульовано на мовi аксiом Остервальдера – Шрадера (див.
[59,60] для функцiй Швiнгера (евклiдових функцiй Грiна) i теореми реконстру-
кцiї, яка забезпечує iснування функцiй Вайтмана (див. § 27), що задовольняють
властивостi W1–W6. Тодi з теореми 27.1 випливатиме iснування простору ста-
нiв i локального гейзенбергового поля, що задовольняє аксiоми A1–A2. Перш
нiж формулювати аксiоми Остервальдера – Шрадера, коротко обговоримо ана-
лiтичнi властивостi функцiй Вайтмана, якi визначено в п.26.2.

30.1. Аналiтичне продовження узагальнених функцiй
Вайтмана

Введемо деякi новi означення областей у просторiMC⊗n =

n−раз︷ ︸︸ ︷
MC⊗ ⊗MC (див.

п.1.4). Область

T+
n :=

{
(z1, . . . , zn) ∈ (MC)⊗n

∣∣∣∣Im (zj+1 − zj) ∈ V+, j = 1, n− 1

}
(30.1)

будемо називати трубою майбутнього. Вiдповiдно T−
n — трубою минулого (див.

(1.7)). Так само, як i в (1.7), T±
n будуть означати замкнутi множини. Визначимо

також розширену трубу майбутнього формулою

T ext
n :=

⋃

Λ∈L+(C)

ΛT+
n . (30.2)

З означення (30.1) видно, що T+
n не мiстить у собi нi однiєї дiйсної точки

(x1, . . . , xn) ∈ (M)⊗n.
Але в розширенiй трубi T ext

n такi точки є, вони називаються точками Йоста.
Цю назву вони отримали через теорему, яку вперше довiв Йост [151].

Теорема 30.1. Точка (x1, . . . , xn) ∈ M⊗n ∩ T ext
n тодi, i тiльки тодi, коли

випуклий конус C(x1, . . . , xn), породжений точками x1, . . . , xn, мiстить у собi
лише просторовоподiбнi точки.

Зауваження. Випуклий конус C(x1, . . . , xn) визначається як множина то-

чок λ1x1 + λ2x2 + · · · + λnxn, де λk > 0, але
n∑

k=1

λk > 0 (доведення див. в [39],

гл. IV, § 5).
Множину всiх точок Йоста будемо позначати J . Потрiбн ввести ще означе-

ння симетризованої розширеної труби майбутнього

T̃ ext
n :=

⋃
π∈Sn

T ext
n;π , (30.3)
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де T ext
n;π– розширена труба майбутнього (30.2) за змiнними (xπ(1), . . . , xπ(n)) для

будь-якої перестановки π ∈ Sn змiнних x1, . . . , xn.
Основним завданням є встановлення максимальної областi аналiтичностi

функцiї Вайтмана у просторi (MC)⊗n. Зробимо це за допомогою 3-х крокiв.
1. Аналiтичне продовження в трубу майбутнього T+

n .
Це продовження забезпечує така теорема (див. [39], гл. IV, § 2).
Теорема 30.2. Узагальненi функцiї Вайтмана wn(x1, . . . , xn) є граничними

значеннями аналiтичних функцiй wn(z1, . . . , zn), голоморфних в трубi майбу-
тнього T+

n . Функцiї Вайтмана iнварiантнi вiдносно перетворень власних ор-
тотропних неоднорiдних перетворень Лоренца.

Твердження теореми є наслiдком деяких загальних теорем iз теорiї перетво-
рення Лапласа для функцiй багатьох змiнних, а також спектральної умови W2
(див. п.26.2).

2. Аналiтичне продовження в розширену трубу майбутнього T ext
n .

Це аналiтичне продовження ґрунтується на вiдомiй теоремi Баргмана–
Холла–Вайтмана, яка була вперше опублiкована в працi [143].

Теорема 30.3. Якщо функцiя f(z1, . . . , zn) є голоморфною (аналiтичною) в
трубi майбутнього T+

n (30.1) i є iнварiантною вiдносно неоднорiдних власних
ортохронних перетворень Лоренца , то вона допускає аналiтичне продовже-
ння в розширену трубу T ext

n (див. (30.2)) i є iнварiантною вiдносно L (C) (див.
(1.22), (1.23)).

Доведення (див. [88, гл. 3], [11, гл. 5]) спирається на умову W1 (п.26.2).
3. Аналiтичне продовження в симетризовану розширену трубу майбу-

тнього T̃ ext
n . (див. (30.3))

Якщо аналiтичну функцiю wn(z1, . . . , zn) обмежити на точки Йоста
(x1, . . . , xn), то

wn(x1, . . . , xn) = wn(xπ(1), . . . , xπ(n)) := wπ
n(x1, . . . , xn) (30.4)

для будь-якого π ∈ Sn. Рiвнiсть (30.4) є справедливою внаслiдок теореми 30.1 i
умовиW4 (див. ф-лу (27.11)). Внаслiдок теореми 30.3, аналiтичне продовження
wπ

n в трубу Tn;π фактично задає аналiтичне продовження wπ
n у трубу T ext

n;π . Це
означає, що рiвнiсть (30.4) можна аналiтично продовжити в область T̃ ext

n . Отже,
справедлива теорема [39, гл. IV, § 5].

Теорема 30.4. Iснують аналiтичнi функцiї wn(z1, . . . , zn), голоморфнi в
областi T̃ ext

n i симетричнi за змiнними z1, . . . , zn, а їх граничнi значення в
область M⊗n вiдтворюють усi узагальненi функцiї Вайтмана wπ

n(x1, . . . , xn).

30.2. Евклiдовi функцiї Грiна. Аксiоми Остервальда–
Шрадера

У п.п. 29.1,29.3 було визначено поняття евклiдової областi, яку можна визна-
чити як область комплексного простору Мiнковського MC = MC4 (див. п.1.4).
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Цю область можна визначити формулою

E 4 = E :=

{
z ∈MC

∣∣∣∣z0 = it, t ∈ R, z ∈ R3

}
.

Вiдповiдну область у просторi MC⊗n позначимо E ⊗n. Визначимо також позадi-
агональну евклiдову область En формулою

En :=

{
(z1, . . . , zn) ∈ E ⊗n

∣∣∣∣zi 6= zj, коли i 6= j

}
.

Справедлива (майже очевидна) така лема.
Лема 30.1. Область En лежить в симетризованiй розширенiй трубi май-

бутнього T̃ ext
n .

Для доведення леми досить показати, що для будь-якої евклiдової точки
z = (z1, . . . , zn) ∈ En можна знайти хоча б одну точку Йоста x = (x1, . . . , xn) ∈ J
i перетворення Λ ∈ L+(C) – такi, що (задача 30.1)

z = Λx (zj = Λxj, j = 1, n).

Тодi твердження леми буде випливати з означень (30.2) i (30.3) та того фа-
кту, що точки Йоста лежать в T ext

n (теорема 30.1). Лема 30.1 дає можливiсть
визначити евклiдовi функцiї Грiна.

Означення 30.1. Обмеження аналiтичної функцiї wn(z1, . . . , zn), голомор-
фної в T ext

n , на область En будемо називати n-точковою евклiдовою функцiєю
Грiна або функцiєю Швiнгера

GE
n (x1, . . . , xn) = wn(x1, ix

4
1, . . . ,xn, ix

4
n), (30.5)

де xj = (x1
j , x

2
j , x

3
j , x

4
j) ∈ R4.

Iз визначення 30.1 випливає, що i узагальненi функцiї Вайтмана
wn(x1, . . . , xn), xj ∈ M4, i функцiї Швiнгера GE

n (x1, . . . , xn) xi ∈ R4 є грани-
чними значеннями однiєї аналiтичної функцiї wn(z1, . . . , zn) вiдповiдно, коли
(z1, . . . , zn) ≡ (x1, . . . , xn) ∈ M4n i коли (z1, . . . , zn) ∈ En. Побудованi таким чи-
ном функцiї Швiнгера задовольняють умови:

EO. Помiрний рiст
Узагальненi функцiї GE

n (x1, . . . , xn) (G0 = 1) є елементами простору 0S ′(R4n).
Простiр основних функцiй визначається формулою

0S (R4n) :=
{
f ∈ S (R4n)}

∣∣f (k)(x1, . . . , xn) = 0, коли xi = xj, i 6= j; k ≥ 0
}
.

Тут f (k)—похiдна функцiї f порядку k.
E1. Евклiдова iнварiантнiсть

GE
n (x1, . . . , xn) = GE

n (Rx1 + a, . . . , Rxn + a), R ∈ SO4, (30.6)
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де SO4–група евклiдових поворотiв у просторi R4.
E2. Додатна визначенiсть
Нехай S+(R4n) простiр основних функцiй iз S (R4n), носiй яких (разом з

похiдними) лежить в областi
{
(x1, . . . , xn) ∈ R4n

∣∣0 < x4
1 < x4

2 < · · · < x4
n

}
.

Визначимо для f ∈ S+(R4n) операцiю θ

(θf)(x1, . . . , xn) = f(θx1, . . . , θxn),

θxj = (x1
j , x

2
j , x

3
j ,−x4

j).

Тодi для f0 ∈ C i fk ∈ S+(R4k), k = 1, 2, . . .

∑
n,m>0

GE
n+m(θfn ⊗ fm) > 0. (30.7)

E3. Симетричнiсть

GE
n (x1, . . . , xn) = GE

n

(
xπ(1), . . . , xπ(n)

)
, π ∈ Sn.

E4. Кластерна властивiсть
Для довiльних n, m ∈ N, f ∈ S+(R4n), g ∈ S+(R4n) i a = (a, 0) ∈ R4

lim
λ→∞

[
GE

n+m(θfn ⊗ gm;λa)−GE
n (θf)GE

m(g)
]

= 0, (30.8)

де gm;λa(x1, . . . , xm) = gm(x1 + λa, . . . , xm + λa).
Властивостi E0–E4 можна довести, спираючись на аксiоми Вайтмана W0–

W6 (задачi 30.2–30.6). Аналогiчно до (27.8) можна визначити функцiї, що за-
лежать вiд рiзницi аргументiв ξj = xj+1 − xj:

GE
n (x1, . . . , xn) = Sn−1(ξ1, . . . , ξn−1). (30.9)

Цi функцiї можна представити у виглядi перетворення Лапласа функцiй Wn−1,
визначених формулою (27.9):

Sn(ξ1, . . . , ξn) =

∫
e−

∑n
k=1(ξ

4
kq4

k+iξξξk·qk)W̃n(q1, . . . , qn)d4nq. (30.10)

Сукупнiсть властивостей E0–E4 називають аксiомами Остервальдера–
Шрадера. Вперше вони були запропонованi в працi [60] (див. також [59]).

Але цiкавим є питання: чи є умови E0–E4 достатнiми для вiдновлення фун-
кцiй Вайтмана, що задовольняють умови W0–W6?

Позитивна вiдповiдь на це питання дала б змогу вiдновити за евклiдовими
функцiями релятивiстську теорiю поля у просторi Мiнковського.

Це питання ми розглянемо у наступному пiдроздiлi.
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30.3. Реконструкцiя теорiї Вайтмана

Таким чином, почавши з аксiом Гордiнгера–Вайтмана A1–A2 (п.27.1), якi
визначають релятивiстську квантову теорiю поля, спершу був зроблений
перехiд до iншої аксiоматики (аксiоматики Вайтмана), а потiм до аксiом
Остервальдера–Шрадера для евклiдових функцiй Грiна. Останнi є найбiльш
зручними об’єктами з математичної точки зору, а розрахунки за теорiєю збу-
рень рiзних фiзичних характеристик, виконаних за допомогою евклiдової теорiї,
можна знову записати у фiзичнiй областi за допомогою аналiтичного продовже-
ння. Таке повернення вiд евклiдового свiту до фiзичного бажано мати не лише
на рiвнi теорiї збурень. Для цього i потрiбна теорема, яка б встановлювала еквi-
валентнiсть аксiом Е0–Е4 i аксiом А1–А2. Тобто ланцюжок

(A1−A2) ⇒ (W0−W6) ⇒ (E0− E4) (30.11)

треба зробити справедливим у протилежному напрямку. Перший крок у цьо-
му напрямку робить теорема 27.1, яка дає можливiсть за функцiями Вайтмана,
якi задовольняють умови W0–W6, вiдновити поле i простiр станiв системи, якi
задовольняють аксiоми А1–А2. У працi Остервальдера i Шрадера за 1973 рiк
була запропонована теорема реконструкцiй функцiй Вайтмана за функцiями
Швiнгера. Але дещо пiзнiше Шрадер i Саймон знайшли помилку в доведеннi
однiєї технiчної леми. Суть цiєї помилки полягала в тому, що умова Е0 ви-
явилася заслабкою, щоб визначити вiдповiднi функцiї Вайтмана за допомогою
перетворення Лапласа. Точнiше, умови Е0 досить для того, щоб забезпечити
iснування перетворення Лапласа на кожнiй комплекснiй змiннiй окремо, але не
за сукупнiстю всiх змiнних. Пiзнiше у працях [59] i [60] було по-новому сформу-
льовано аксiому Е0. Для цього треба ввести деякi додатковi простори основних
i узагальнених функцiй. Для функцiї ϕ ∈ S (R4n

+ ), де R4n
+ :=

{
x ∈ R4n

∣∣x4
j > 0

для всiх j = 1, . . . , n
}
, визначимо перетворення Лапласа

ϕ̃(p1, . . . , pn) =
1

(2π)4n

∫
e
−

n∑
j=1

(p4
jx4

j+ipj ·xj)

ϕ(x1, . . . , xn)d4nx,

де p4
j > 0, j = 1, n, а Š (R4n

+ ) – простiр Шварца зi звичайною системою напiв-
норм. Тодi, нехай виконується така умова:

Е0′ Пiдсилений помiрний рiст
Узагальненi функцiї

GE
n ∈ 0S ′(R4n),

а узагальненi функцiї (30.9)

Sn−1 ∈ 0S ′(R4(n−1)).

Виявляється, що таке пiдсилення дає змогу сформулювати теорему.
Теорема реконструкцiї (Е0′–Е4) ⇔ (W0–W6).
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Умови EO′, Е1–Е4 для евклiдових функцiй Грiна еквiвалентнi аксiомам
Вайтмана W0–W6 для узагальнених функцiй Вайтмана.

Не будемо наводити детальне доведення, а лише сформулюємо деякi основнi
моменти. Перш за все зауважимо, що умова Е0′ дає можливiсть визначити
(за функцiями GE

n ) деяку узагальнену функцiю w̃n−1(p1, . . . , pn−1) з простору
Š ′(R4(n−1)

+ )– таку, що

GE
n (x1, . . . , xn) = Sn−1(x2 − x1, . . . , xn − xn−1) =

=
∫

w̃n−1(p1, . . . , pn−1)e
−∑n−1

j=1 [p4
j (x4

j+1−x4
j )−ipj ·xj ]d4(n−1)p.

(30.12)

Це дає змогу визначити узагальненi функцiї Вайтмана формулою

wn(x1, . . . , xn) =

∫
w̃n−1(p1, . . . , pn−1)e

i
n−1∑
j=1

pj(xj+1−xj)

d4(n−1)p. (30.13)

Зручна формула обернення для перетворення Лапласа була також запропоно-
вана в роботi [37]. Тодi властивiсть W0 є наслiдком визначення (30.13) (задача
30.7). Iнварiантнiсть W1 випливає з (30.12) i (30.13) (задача 30.8). Оскiльки но-
сiй w̃n лежить у просторi R4n

+ , i вона є лоренц-iнварiантною, то supp w̃n ⊂ V
n

+, що
забезпечує W2 (задача 30.9). Умова W3 забезпечується умовою Е3 i визначе-
ннями (30.12), (30.13) (задача 30.10). Умова локальностi W4 є наслiдком симе-
тричностi Е3 i теореми Йоста [39, гл. IV] (задача 30.10). Додатна визначенiсть
W5 випливає з аналогiчної умови Е2 (задача 30.11). I, нарештi, властивiсть
W6 є наслiдком Е4. Отже, ланцюжок (30.11) можна повернути в оберненому
напрямку:

(E0′ − E4) ⇒ (W0−W6) ⇒ (A1−A2). (30.14)

Зауваження 30.1. Слiд також звернути увагу на працю Ю.М. Зiнов’єва
[206], в якiй запропонований iнший варiант аксiоми спектральностi, що дає
можливiсть встановити еквiвалентнiсть (30.14)

Зауваження 30.2. Система аксiом Е0′–Е4 може бути модифiкована на
випадок iнших полiв. Випадок довiльних спiнорних полiв може бути розгляну-
тий аналогiчно (див. зауваження 6) в [60]).
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Задачi до роздiлу VI
Задача 27.1. Встановити релятивiстський закон перетворення функцiй Вайтмана

(27.6).
Задача 27.2. Довести, що фур’є-перетворення функцiй wn i Wn−1 (див. визначення

(27.7), (27.8)) пов’язанi спiввiдношенням (27.9).
Задача 27.3. Довести умови W3–W5(ф-ли (27.6)–(27.12)) для функцiй Вайтмана

скалярного поля.
Задача 27.4. Довести властивiсть розпадання на пучки (27.13).
Задача 27.5. Довести, що множина D0 усiх фiнiтних послiдовностей f̂ = (f0,

f1, . . . , fN , 0, . . .), N ∈ N ∪ {0} є всюдищiльною в H .
Задача 27.6. Довести, що для h ∈ S (M4) i Im h = 0 оператор ϕ(h) є симетричним

оператором у просторi H , тобто задовольняє рiвнiсть (27.18).
Задача 27.7. Перевiрити властивiсть (27.19).
Задача 28.1. Показати, що оператор, визначений формулами (28.2)–(28.4) є опера-

тором у просторi H з областю визначення D(ϕ), якщо ϕ(f), f ∈ S (M)
визначений на D ⊆ H .

Задача 28.2. Довести теорему 28.1.
Задача 28.3. Довести теорему 28.2.
Задача 28.4. Обґрунтувати вираз для струму (28.20).
Задача 28.5. Довести, що гейзенбергове поле можна подати у виглядi формального

виразу (28.22).
Задача 29.1. Побудувати евклiдiв простiр Фока.
Задача 29.2. Довести симетричнiсть “згладжених” евклiдових операторiв a(f) ска-

лярного поля.
Задача 29.3. Показати, що аналiтичне продовження фермiонної функцiї Грiна

1
i
Sc(x−y) разом з перетворенням (29.18) приводить до виразу (29.19).

Задача 29.4. Довести формулу (29.20).
Задача 29.5. Довести, що оператори (29.21),(29.22) задовольняють переставнi спiв-

вiдношення (29.23).
Задача 29.6. Показати, що на множинi D loc

0 оператор (29.25) дiє так само, як i опе-
ратор (29.26), (29.27).

Задача 29.7. Довести формулу (29.28).
Задача 29.8. Довести, що регуляризований оператор енергiї Hκ

λ (див. (19.24),
(29.32)–(29.36)) є обмеженим знизу константою: −9(Ω0, ϕ

κ
0 (0,x)2Ω0)2.

Задача 29.9. Записати вигляд функцiї Грiна GE
m,2n через оператори евклiдових по-

лiв для взаємодiї Юкави Lint = ψ̄ψϕ.
Задача 30.1. Показати, що для довiльного z = (is, z), s, zk ∈ R, k = 1, 2, 3 можна

пiдiбрати точку Йоста x = (0, x1, x2, x3), xk ∈ R таким чином, що,
наприклад, для Λ ∈ L+(C) вигляду

Λ0
0 = Λ1

1 = cosϕ, Λ2
2 = Λ3

3 = 1, Λ2
1 = Λ1

2 = sin ϕ,
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Λ3
1 = Λ1

3 = Λ4
1 = Λ4

1 = Λ3
2 = Λ3

2 = Λ4
3 = Λ3

4 = 0,

z = Λx. Знайти вектор x.
Задача 30.2. Довести, що функцiї GE

n , визначенi формулою (30.5), є узагальненими
функцiями помiрного росту.

Задача 30.3. Довести iнварiантнiсть (30.6) функцiй GE
n .

Задача 30.4. Довести формулу (30.7).
Задача 30.5. Довести симетричнiсть функцiй GE

n .
Задача 30.6. Довести кластерну властивiсть (30.8) функцiй GE

n .
Задача 30.7. Довести, що функцiї Вайтмана, визначенi формулою (30.13), задоволь-

няють умову W0.
Задача 30.8. Довести, що функцiї Вайтмана, визначенi формулою (30.13), задоволь-

няють умову W1.
Задача 30.9. Довести, що функцiї Вайтмана, визначенi формулою (30.13), задоволь-

няють умову W2.
Задача 30.10. Довести, що функцiї Вайтмана, визначенi формулою (30.13), задоволь-

няють умову W3.
Задача 30.11. Довести, що функцiї Вайтмана, визначенi формулою (30.13), задоволь-

няють умову W4.
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Роздiл VII. Квантова теорiя
калiбрувальних полiв

§ 31. Квантова електродинамiка (КЕД)

Якщо дотримуватись iсторичного аспекту в побудовi квантової взаємодiї мiж
зарядженими частинками (електронами, позитронами, протонами та iн.), то,
мабуть, треба виходити з класичних рiвнянь Максвелла (7.2). Тодi, враховуючи
явний вигляд 4-вектора струму Jµ(x) = (ρ(x),J(x)) (див. (5.115)) i переписуючи
цi рiвняння в термiнах 4-потенцiалу Aµ(x) за допомогою формул (7.4), (7.5),
отримуємо рiвняння

¤Aµ(x) + ∂µ(∂νA
ν(x)) = eψ̄(x)γµψ(x). (31.1)

Це рiвняння треба розглядати разом iз рiвнянням (5.91), яке описує рух за-
рядженої частинки у полi, що визначається 4-векторним потенцiалом Aµ(x), а
також спряженим рiвнянням (5.92) (або рiвнянням (5.93), що описує рух анти-
частинки у полi Aµ(x)). Але в роздiлi III було розглянуто таку саму систему
рiвнянь, виходячи з вимоги локальної калiбрувальної iнварiантностi рiвнянь Дi-
рака i лагранжiана (9.6). Така вимога, яка була зведена до основного принципу
теорiї з необхiднiстю, вимагає розгляду лагранжiана (9.9) i вiдповiдної систе-
ми рiвнянь (9.11). Зауважимо, що система (9.11), взагалi кажучи, може мати
безлiч розв’язкiв, серед яких i розв’язок Bµ(x) = Aµ(x), тобто розв’язок, що вiд-
повiдає електромагнiтному полю. Вiдповiдний лагранжiан ще раз перепишемо
у виглядi

L (x) = Lψ(x) + LA(x) + LI(x), (31.2)

де Lψ i LA визначенi вiдповiдно формулами (5.114), (7.18), а LI(x) вiдповiдає
за взаємодiю цих полiв:

LI(x) = −Aµ(x)Jµ(x) = eψ̄(x)Â(x)ψ(x). (31.3)

Перейдемо тепер до квантового випадку, тобто виконаємо квантування полiв
ψ(x) i Aµ(x). Що стосується системи (9.11), то її треба розглядати як спiввiд-
ношення мiж операторно значними узагальненими функцiями ψ(x) i Aµ(x), у
якому треба виконати першу регуляризацiю, пов’язану з визначенням добутку

419
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полiв в однiй i тiй самiй точцi:

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = −eγµ : Aµ(x)ψ(x) :,

i∂µψ̄(x)γµ + mψ̄(x) = e : ψ̄(x)γµAµ(x) :,

¤Aµ(x) + ∂µ(∂νA
ν(x)) = −Jµ(x) = e : ψ̄(x)γµψ(x) : .

(31.4)

Визначення нормального добутку для взаємодiючих полiв треба розумiти як
регуляризацiю, яка визначена в п.21.1 (див. ф-ли (21.5), (21.6).)

Так само, як i у випадку дiйсного скалярного поля, що самовзаємодiє за до-
помогою лагранжiана (21.3) (див. рiвняння (21.4)), ця регуляризацiя не усуває
математичних труднощiв, якi пов’язанi з визначенням оператора енергiї (пов-
ного гамiльтонiана). Бiльше того, проблеми стають не тiльки складнiшими у
технiчному аспектi, а навiть на формальному рiвнi строгостi число проблем
збiльшується у зв’язку з калiбрувальною iнварiантнiстю системи (31.4). Почне-
мо з квантування електромагнiтного поля i визначення гамiльтонiана системи
взаємодiючих полiв.

31.1. Квантування взаємодiючого електромагнiтного поля

У даному пунктi коротко ознайомимося з деякими пiдходами до квантування
електромагнiтного поля i проблемами, що виникають у кожному з цих пiдхо-
дiв. На сьогоднi не iснує методу, який би вирiшував усi проблеми, або хоч фор-
мально був узгоджений iз вимогою калiбрувальної iнварiантностi i основними
постулатами квантової теорiї. Так само, як i у випадку вiльного поля, почнемо
з узагальнення формалiзму Гупти–Блейлера на випадок взаємодiючого поля.

31.1.1. Формалiзм Гупти–Блейлера для взаємодiючого електромагнi-
тного поля

Нагадаємо, що основна iдея полягала у замiнi умови Лоренца (7.8), яка не сумi-
сна з комутацiйними спiввiдношеннями (17.25), бiльш слабкою умовою (17.33).
Очевидно, що у випадку взаємодiючого поля також не можна вимагати вико-
нання умови Лоренца, бо це суперечитиме можливостi неперервного переходу
до вiльного поля при усуненнi взаємодiї. З iншого боку, умову (17.33) не було
важко реалiзувати, оскiльки оператор вiльного електромагнiтного поля розби-
вається на два доданки: оператор народження A+

µ i оператор знищення A−
µ , а у

випадку його взаємодiї з iншими полями Aµ(x) залежить вiд величини струму
Jµ, що породжується полями матерiї i задовольняє рiвняння

¤Aµ(x)− ∂µ∂
νAν(x) = Jµ(x). (31.5)

У цьому випадку застосовують штучний “трюк”. Розглядають так зване п-
максвелiвське (pseudo-Maxwell) рiвняння

¤Aµ(x)− λ∂µ∂
νAν(x) = Jµ(x) (31.6)
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при λ 6= 1. Якщо б умова Лоренца (7.8) виконувалась, то рiвняння (31.5) i (31.6)
були б еквiвалентнi. Введемо допомiжний оператор

L(x) = ∂µAµ(x). (31.7)

Якщо тепер будемо вимагати збереження струму (рiвняння неперервностi)

∂µJµ(x) = 0,

то, подiявши на рiвняння (31.6) оператором ∂µ i просумувавши за µ, отримаємо
рiвняння

(1− λ)¤L(x) = 0.

Це означає, що поле L(x) задовольняє вiльне хвильове рiвняння при λ 6= 1, i
L(x) можна записати у виглядi (7.15)

L(x) = L+(x) + L−(x).

Тому так само, як i у випадку вiльного електромагнiтного поля, у просторi
станiв H можна визначити множину (див. (17.36))

P :=
{
Φ ∈ H

∣∣L−(x)Φ ≡ 0
}
.

На цiй множинi рiвняння (31.5) i (31.6) будуть еквiвалентнi у слабкому змiстi,
тобто як середнi значення, оскiльки для Φ, Ψ ∈ P

(Φ, L(x)Ψ) ≡ 0.

Побудова простору станiв H i множини D є, звичайно, бiльш складною, оскiль-
ки лiнiйну оболонку всюдищiльних векторiв у просторi H треба будувати за
допомогою полiномiв вiд операторiв Aµ, ψ i ψ̄. Бiльш детальний аналiз цiєї по-
будови, а також аналiз проблем, якi виникають внаслiдок її реалiзацiї, можна
знайти в працi [169] (див. також [186, ch. 6, 12]).

31.1.2. Квантування взаємодiючого електромагнiтного поля в куло-
нiвськiй калiбровцi

У пiдпунктi 17.2.3 вже фактично було проквантовано електромагнiтне поле ка-
нонiчним методом за умови, що мiж канонiчними змiнними поля Ai(x), i = 1, 2, 3
iснував зв’язок (7.54), який фiксував калiбровку (кулонiвська калiбровка). Вiд-
мiннiсть вiд випадку вiльного електромагнiтного поля полягає у тому, що опе-
ратор A0(x) вже не можна вибрати тотожнiм нулем, через те що вiн пов’язаний
iз розподiлом зарядiв у системi взаємодiючих (за допомогою електромагнiтного
потенцiалу) частинок матерiї (тобто електронiв i позитронiв). Цей зв’язок ви-
ражається формулою (7.56), в якiй ϕ(x) можна покласти тотожно нулю. Тодi
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узагальнений iмпульс, що є згiдно з (7.21) канонiчно спряженою змiнною до
узагальненої координати Ai(x), матиме вигляд

πi
A(x) = −

(
∂Ai(x)

∂x0

− ∂A0(x)

∂xi

)
= ∂0Ai(x)− ∂iA0(x). (31.8)

Це дещо змiнює вигляд вторинного зв’язку (17.44):

ϕ2(A, πA) ≡ ∂iπ
i
A(x) + ∆A0(x) = ∂iπ

i
A(x)− J0(x) = 0, (31.9)

оскiльки внаслiдок (31.8), (7.54) i (7.55) маємо

∂iπ
i
A(x) = J0(x).

Густина заряду J0(x) є функцiєю полiв матерiї ψ̄ та ψ i не залежить вiд ка-
нонiчних змiнних Ai(x), πi

A(x). Це означає, що всi формули (17.45)–(17.47) за-
лишаються такими самими, а канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення полiв Ai(x)
та iмпульсiв виражаються формулами (17.48). Треба також зауважити, що вна-
слiдок того, що πi

A(x) залежить вiд A0(x), яке виражається через поля ψ i ψ̄,
канонiчнi змiннi електромагнiтного поля πi

A(x) не будуть комутувати з полями
матерiї.

Наступним кроком у побудовi квантованих полiв є побудова повного гамiль-
тонiана. Згiдно iз загальним принципом канонiчного формалiзму (3.8) маємо

H (x) =: πψ(x)∂0ψ(x) : + : πj
A(x)∂0Aj(x) : − : L (x) :, (31.10)

де πψ(x), πi
A(x) i L (x) виглядають вiдповiдно як (5.129), (31.8) i (9.9).

Враховуючи зв’язок (7.55), (7.56) з ϕ ≡ 0 i вираз для оператора струму
(5.115), вираз для оператора енергiї можна записати так:

H = P 0 =

∫
dxH (x) = H0 + HI , (31.11)

де
H0 = H0,ψ + H0,A, (31.12)

H0,ψ =

∫
dx :

∗
ψ (x)

(− iααα · ∇∇∇+ βm
)
ψ(x) :, (31.13)

H0,A =
1

2

∫
dx

[
: (∂0AAA)2 : + : (∇∇∇×AAA(x))2 :

]
(31.14)

– оператори енергiй вiльних полiв, а

HI = HI,AAA + HI,A0 , (31.15)

HI,AAA =

∫
dx : J ·AJ ·AJ ·A :, (31.16)
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HI,A0 = HCoul =
1

2

∫
dx

∫
dy

: J0(x)J0(y) :

4π|x− y| , (31.17)

Jµ(x) = −e : ψ̄(x)γµψ(x) : . (31.18)

Тодi так само, як i у випадку скалярного поля (див. ф-лу (21.11)), поля
ψ(x), ψ̄(x) i Aµ(x), що задовольняють рiвняння (31.4), будуються за допомогою
формальних спiввiдношень

Fi(x) = eix0HFi(0,x)e−ix0H , i = 1, 2, 3, (31.19)

де F1 = ψ, F2 = ψ̄, F3 = Aµ (задача 31.2), а поля Fi(0,x) задовольняють пере-
ставнi спiввiдношення (16.1) та (17.48).

Зауваження 31.1. Загальнi математичнi проблеми, що виникають при
обґрунтуваннi формули (31.19) мають такий самий характер, як i поля
(21.11) (див. п.21.2). Технiчнi ж проблеми значно ускладнюються, перш за все,
внаслiдок виникнення бiльш сингулярних iнтегралiв вигляду (21.32). Деталь-
ний аналiз цих проблем можна знайти в [68]. Крiм того, такi ж проблеми
з’являються i при побудовi матрицi розсiяння.

На завершення розглянемо питання побудови фотонного пропагатора, що
буде вiдповiдати внутрiшнiм лiнiям дiаграм Фейнмана, правила побудови яких
будуть сформульованi у пiдроздiлi 31.2.

31.1.3. Фотонний пропагатор i умови калiбрування

У п.22.4 на прикладi самовзаємодiї скалярного поля стало зрозумiло, що пропа-
гатором, який вiдповiдає внутрiшнiй лiнiї дiаграм Фейнмана, є функцiя Грiна
диференцiального оператора, що визначає лiву частину класичного рiвняння
для вiльного поля. У § 7 було видно, що для електромагнiтного поля таке рiв-
няння може мати рiзну форму, залежно вiд вибору калiбровки. Наприклад, рiв-
няння (7.6) записано у калiбрувально iнварiантному виглядi, а рiвняння (7.9)
є еквiвалентним рiвнянню (7.6) за умови, що виконується умова Лоренца (7.8).
Спробуємо спершу знайти функцiю Грiна оператора, що вiдповiдає калiбру-
вально iнварiантному рiвнянню (7.6). Тодi вiдповiдна функцiя Грiна GA

µν(x) по-
винна задовольняти рiвняння

∂α∂αGA
µν(x)− ∂µ∂

σGA
σν(x) = −gµνδ(x).

Будемо шукати розв’язок у виглядi перетворення Фур’є

GA
µν(x) =

1

(2π)4

∫
dk e−ik·xG̃A

µν(k).

Таким чином, вiдповiдне рiвняння для G̃A
µν(k) має вигляд

(δµσk
2 − kµk

σ)G̃A
σν(k) = gµν . (31.20)
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Рiвняння (31.20) перепишемо у матричнiй формi

Π̃0(k)GA(k) = G, (31.21)

де матриця G визначається матричним тензором gµν (див. (1.2)), а матри-
чний елемент матрицi Π = Π(k) має вигляд

Π̃0
µν = k2δµν − kµgννkν .

Легко пiдрахувати (задача 31.3), що

det Π̃0 = 0.

Це означає, що матриця Π̃0(k) не має оберненої, а, отже, не можна розв’язати
рiвняння (31.20), (31.21) вiдносно функцiї GA(k).

Щоб подолати цю проблему, треба зафiксувати калiбровку. Найбiльш зручно
це зробити, додавши до лагранжiана LA(x) калiбрувально-неiнварiантний член

∆LL(x) = − 1

2α
L(x)2 = − 1

2α
(∂µAµ(x))2, (31.22)

де параметр α є довiльним i може бути спрямованим до нескiнченностi пiсля
пiдрахункiв. Але через калiбрувальну iнварiантнiсть теорiї фiзичнi результати
не повиннi залежати вiд α, а отже, параметр α можна залишити скiнченним,
надаючи йому того чи iншого значення, залежно вiд задачi. Тодi першi два
рiвняння руху (31.4) для нового лагранжiан

L ′(x) = L (x) + ∆LL(x)

не змiняться, а третє рiвняння набуде вигляду

¤Aµ(x) +
α− 1

α
∂µ(∂νAν(x)) = −Jµ(x).

У цьому випадку функцiя Грiна задовольняє рiвняння

−∂β∂βGA
µν(x) +

α− 1

α
∂µ∂

σGA
σν(x) = gµνδ(x)

або для фур’є-перетворення G̃A
µν(k) маємо

(
δµσk

2 − α− 1

α
kµk

σ

)
G̃A

σν(k) = −gµν . (31.23)

Легко переконатися: при k 6≡ 0 i α 6= 0,∞ детермiнант матрицi, що визначає лiву
частину рiвняння, не дорiвнює нулю, а розв’язком рiвняння (31.23) є матриця
з матричними елементами

G̃A
µν(k) := D̃c

µν(k) = − 1

k2

[
gµν +

kµkν

k2
(α− 1)

]
. (31.24)
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Повторюючи тепер усi мiркування п.20.1, вираз для причинної функцiї Грiна

електромагнiтного поля буде мати вигляд

Dc
µν(x− y) = − 1

(2π)4

∫
dk

e−ik·(x−y)

k2 + iε

(
gµν +

kµkν

k2
(α− 1)

)
. (31.25)

Тут α є довiльним числом, вiд якого не повиннi залежати величини фiзичних
спостережуваних, i можна забути умови, якi накладено на α.

Величинi α = 1 вiдповiдає пропагатор Фейнмана igµνD
c
0(x−y) (див. (20.15)),

який є функцiєю Грiна оператора д’Аламбера. Дуже часто при розрахунках ви-
користовують так звану калiбровку Ландау (α = 0), а в теорiї калiбрувальних
полiв Янга–Мiллса аксiальну калiбровку. Основнi види калiбровок будуть опи-
санi нижче.

31.2. S-матриця в КЕД

31.2.1. Теорiя збурень. Дiаграми Фейнмана

Формальний вираз для S-оператора (22.36)–(22.39) у випадку КЕД набуває та-
кого вигляду:

S = T exp

[
ie

∫

M

: ψ̄(x)γµψ(x)Aµ(x) : dx

]
. (31.26)

Розкладаючи в ряд експоненту у виразi (31.26) i користуючись теоремою Вi-
ка для T -добутку (див. п.20.4.2), можна переписати коефiцiєнти розкладу Sn у
виглядi суми нормальних добуткiв полiв ψ̄, ψ i Aµ з усiма можливими спарюва-
ннями. Цей запис одразу дає можливiсть сформулювати правила вiдповiдностi
мiж аналiтичними виразами i їх графiчними зображеннями – дiаграмами Фейн-
мана. Очевидно, що у випадку КЕД внутрiшнi лiнiї будуть двох видiв.

Перший вид буде вiдповiдати спарюванню двох операторiв електромагнiтно-
го поля (див. (20.49)). Позначимо вiдповiдне спарення (як результат спарюва-
ння) в дiаграмi Фейнмана хвилястою лiнiєю:

(ν, y)(µ, x)⇐⇒iDc
µν(x− y) . (31.27)

Другий тип буде вiдповiдати спарюванню двох операторiв електронно-
позитронного поля. Будемо позначати це спарення суцiльною лiнiєю з визначе-
ним напрямком:

1
i
Sc(x− y) ⇐⇒ yx .

(31.28)

При цьому оператору Aµ(x) буде вiдповiдати хвиляста зовнiшня лiнiя, що по-
чинається (або закiнчується) в точцi x:

x
Aµ(x) ⇐⇒ , (31.29)
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а оператору ψ(x) вiдповiдатиме суцiльна лiнiя з напрямком у точку x:

x
ψ(x) ⇐⇒ . (31.30)

Оператору ψ̄(y) буде вiдповiдати суцiльна лiнiя з напрямком вiд точки y:

y
ψ(y) ⇐⇒ . (31.31)

I, нарештi, вершинi, у якiй зустрiчаються всi три лiнiї (31.29)–(31.31), зiстав-
ляється множник eγµ або разом iз (31.29)–(31.31):

x
⇐⇒e : ψ(x)γµψ(x)Aµ(x) : .

(31.32)

Отже, для запису аналiтичного виразу, що вiдповiдає заданiй дiаграмi Фейн-
мана, треба користуватися правилами (31.27)–(31.32) i починати запис з фер-
мiонної лiнiї, що виходить iз дiаграми, рухаючись у протилежному напрямку.

Аналогiчно до випадку iз взаємодiєю (21.3) розраховуються i матричнi еле-
менти S-оператора мiж початковим Φs i кiнцевим Φf станами (див. п.22.4.3).

У цьому випадку правила вiдповiдностi для матричних елементiв в iмпуль-
сному просторi i вiдповiдними лiнiями в дiаграмах Фейнмана будуть такими:

1) руху електрона, що має iмпульс p у початковому станi, вiдповiдає фактор

p

(2π)−3/2vν,−(p) ⇐⇒ ; (31.33)

2) рух позитрона з iмпульсом p i спiном ν у початковому станi – фактор

p

(2π)−3/2vν,−(p) ⇐⇒ ; (31.34)

3) руху електрона з iмпульсом p i спiном ν у кiнцевому станi– фактор

p

(2π)−3/2vν,+(p) ⇐⇒ ; (31.35)
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4) руху позитрона з iмпульсом p i спiном ν у кiнцевому станi – фактор

p

(2π)−3/2vν,+(p) ⇐⇒ ; (31.36)

5) руху фотона з поляризацiєю eν
µ i iмпульсом k у початковому або кiнцевому

станi – фактор

k

k

eν
µ

(2π)3/2
√

2k0
⇐⇒ ;

(31.37)

6) руху вiртуального електрона вiд точки y до точки x – фактор

p, e−1
(2π)4i

∫
m+p̂

m2−p2−iεdp ⇐⇒ ; (31.38)

7) руху вiртуального позитрона вiд точки x до точки y – фактор

p, e+
1

(2π)4i

∫
m+p̂

m2−p2−iεdp ⇐⇒ ;

(31.38′)

8) руху вiртуального фотона з x в y або з y в x з 4-iмпульсом k – фактор

k

µ

k

ν
1

(2π)4i

∫ [
gµν +

kµkν

k2 (α− 1)
]

dk
k2+iε ⇐⇒ ;

(31.39)

9) а вершинi дiаграми, в якiй вiдбуваються процеси взаємодiї (вiртуального
перетворення) частинок з 4-iмпульсами p1, p2 i k, вiдповiдає фактор

p1

p2

k

⇐⇒ieγµ(2π)4δ(p2 − p1 − k) .

(31.40)
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Зауважимо, що використаний термiн вiртуальнi частинки означає, що для
вiртуальних частинок не виконується звичайне релятивiстське спiввiдношення
(4.4) мiж енергiєю p0 i iмпульсом p, тобто p2 6= m2.

Крiм правил 1)–9) для запису матричних елементiв необхiдно також визна-
чити числовий множник i знак, що стоїть перед аналiтичним виразом внескiв
для даного процесу. Найкращим способом визначення цих факторiв є теоре-
ма Вiка. Бiльш детальний аналiз (обґрунтування) обчислення матричних еле-
ментiв за правилами Фейнмана (31.33)–(31.40) можна знайти у монографiї [13,
§ 20,21].

31.2.2. Коефiцiєнтнi функцiї S-матрицi в термiнах операторiв наро-
дження i знищення лiнiй фейнманiвських дiаграм

У випадку КЕД розклад S-оператора за нормальними добутками вiльних полiв
матиме вигляд

S =
∞∑

N,M=0

1

(N !)2M !

∑

(α)N ,(α′)N ,(µ)M

∫
(dx)N(dx′)N(dy)M ×

× F2N,M

(
(α, x)N ; (α′, x′)N ; (µ, y)M

)
: ψ̄α1(x1) · · · ψ̄αN

(xN)×
× ψα′1(x

′
1) · · ·ψα′N (x′N)Aµ1(y1) · · ·AµM

(yM) : . (31.41)

Зауважимо, що векторнi iндекси µ1, . . . , µN в означеннi F2N,M слiд вважа-
ти верхнiми (контрварiантними). Крiм того, рiвне число операторiв ψ̄ i ψ у
розкладi (31.41) обумовлено умовою iнварiантностi оператора S вiдносно опе-
рацiї зарядового спряження (22.58). Для того, щоб записати вираз (31.26) через
коефiцiєнтнi функцiї F = {F2N,M}∞N,M=0, визначимо (так само, як i в п.23.1) опе-
рацiї, що вiдповiдають перетворенню коефiцiєнтних функцiй оператора (31.41)
в коефiцiєнтнi функцiї операторiв

: ψ̄(x)S : , : ψ̄(x)S : , : ψ(x)S : , : ψ(x)S : , : Aµ(x)S : , : Aµ(x)S : . (31.42)

Пропонуємо (задача 31.4) повторити виклади п.23.1, враховуючи, що пiд знаком
нормального добутку оператори ψ i ψ̄ антикомутують iз операторами фермi-
полiв. Позначимо вiдповiднi операцiї через φ̄+(x), −φ̄−(x), φ+(x), φ−(x), a+

µ (x)
i a−µ (x). Треба зауважити, що знак “−”видiлено перед операцiєю, що вiдповiдає
оператору : ψ̄(x)S :, оскiльки в записi цiєї операцiї за допомогою функцiї Sc(x−
y) треба врахувати, що

ψ̄α(x)ψβ(y) = −ψβ(y)ψ̄α(x) = −1

i
Sc

βα(y − x).

При розрахунках треба розглянути розклад ВВФ вигляду (31.41), не вра-
ховуючи умову iнварiантностi вiдносно операцiї зарядового спряження, тобто
розклад за коефiцiєнтними функцiями FN,N ′,M , де N i N ′ – вiдповiдне число
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полiв ψ̄ i ψ у розкладi вигляду (31.41), але N 6= N ′, тобто сума в (31.41) вико-
нується i за N , i за N ′. Тодi отримаємо вирази для ВВФ-лiв (31.42)(див. список
позначень, що скорочують запис):

(φ̄+
α (x)F )N,N ′,M((α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M) = (31.43)

=
N∑

j=1

(−1)j−1δααj
δ(x− xj)FN−1,N ′,M

(
(α, x)N\{αj, xj}; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M

)
,

(φ̄−α (x)F )N,N ′,M((α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M) = (31.44)

= (−1)N

∫
dx′FN,N ′+1,M

(
(α, x)N ; (α′, x′), (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M

)1

i
Sc

α′α(x′ − x),

(φ+
α (x)F )N,N ′,M((α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M) = (31.45)

=
N ′∑
j=1

(−1)N+j−1δαα′jδ(x− x′j)FN,N ′−1,M

(
(α, x)N ; (α′, x′)N ′\{α′j, x′j}; (µ, y)M

)
,

(φ−α (x)F )N,N ′,M((α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M) = (31.46)

=

∫
dx′

1

i
Sc

αα′(x− x′)FN+1,N ′,M
(
(α′, x′), (α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M

)
,

(a+
µ (x)F )N,N ′,M((α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M) = (31.47)

=
N∑

j=1

δµµj
δ(x− yj)FN,N ′,M−1

(
(α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)N\{µj, yj}

)
,

(a−µ (x)F )N,N ′,M((α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ, y)M) = (31.48)

=

∫
dy′iDµµ′(x− y′)FN,N ′,M+1

(
(α, x)N ; (α′, x′)N ′ ; (µ′, y′), (µ, y)M

)
.

Легко пересвiдчитись (задача (31.5)) у справедливостi таких переставних спiв-
вiдношень:

[φ̄+
α (x), φ−α′(x

′)]+ = [φ̄−α (x), φ+
α′(x

′)]+ =
1

i
Sc

αα′(x− x′), (31.49)

[a−µ (x), a+
µ′(x

′)]− = iDµµ′(x− x′). (31.50)

Усi iншi комутатори або антикомутатори перетворюються в нуль. Iз ска-
заного вище легко також встановити, що операторам T (ψ̄(x)S), T (ψ(x)S) i
T (Aµ(x)S), де T – операцiя T -добутку, вiдповiдають вiдповiдно формальнi опе-
ратори

φ̄(x) = φ̄+(x)− φ̄−(x),

φ(x) = φ+(x) + φ−(x),

aµ(x) = a+
µ (x) + a−µ (x),

(31.51)
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для яких (враховуючи (31.49), (31.50)) справедливi спiввiдношення

[φ̄α(x), φα′(x
′)]+ = 0,

[aµ(x), φµ′(x
′)]− = 0.

(31.52)

Зауважимо також, що в евклiдовiй областi формальним операторам (31.51),
(31.52) вiдповiдають вiльнi евклiдовi фермi-поля, якi визначено у роздiлi VI
формулами (29.21), (29.22).

Для того, щоб записати вираз (31.26) через коефiцiєнтнi функцiї, продифе-
ренцiюємо (31.26) за e. Тодi

dS

de
= iT

( ∫

M4

: ψ̄(x)γµψ(x)Aµ(x) : S dx

)
. (31.53)

Застосувавши метод, викладений у п.23.1, перепишемо це рiвняння в термi-
нах дiї операцiй (31.43)–(31.48) на послiдовнiсть коефiцiєнтних функцiй F =
{F2N,M}∞N,M=0 оператора S:

dF

de
= AF, F

∣∣
e=0

= Ω0 = (1, 0, 0, . . .), (31.54)

де

A = i

∫
: φ̄(x)γµφ(x)aµ(x) : dx, (31.55)

а формальний розв’язок рiвняння (31.54)

F = eeAΩ0 =
∞∑

n=0

en

n!
AnΩ (31.56)

збiгається iз рядом теорiї збурень для коефiцiєнтних функцiй матрицi розсiян-
ня.

Аналогiчно можна записати систему рiвнянь резольвентного типу, iтерацiї
яких вiдтворюють ряд теорiї збурень, що не враховує вакуумних внескiв (див.
п.23.2). Детальнiше про цi рiвняння можна дiзнатися з монографiї [68].

31.2.3. Теорема Фаррi

При обчисленнi матричних елементiв за допомогою дiаграм Фейнмана важли-
вим технiчним моментом є теорема Фаррi, яка дає можливiсть не враховува-
ти дiаграм, що мiстять фермiоннi замкнутi цикли з непарним числом вершин.
Сформулюємо це твердження у виглядi теореми.

Теорема Фаррi. [126] Внески дiаграм Фейнмана для S-оператора, що мi-
стять у собi замкнутi фермiоннi цикли з непарним числом вершин, тотожно
перетворюються в нуль.
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Перш нiж довести цей факт, зауважимо, що внесок такої дiаграми в розклад

S-оператора за теорiєю збурень (22.36), (22.37) буде вiдповiдати члену в

Sn(x)n = (ie)n

∫
T

(
: ψ̄(x1)Â(x1)ψ(x1) : . . . : ψ̄(xn)Â(xn)ψ(xn) :

)
(dx)n,

в якому всi фермi-оператори (пiсля застосування теореми Вiка) для T -добутку
спаренi один з одним таким чином, що утворюють замкнутий цикл, тобто

ψ(x1)ψ̄(x2) ψ(x2)ψ(x3) · · · ψ(xn−1)ψ̄(xn) ψ(xn)ψ̄(x1).

Тодi, враховуючи, що

ψ̄(x1)ψ(xn) = −ψ(xn)ψ̄(x1) = −1

i
S(xn − x1), (31.57)

вiдповiдний внесок в S-оператор виглядатиме так:

Sц
n = −(ie)n

∫
Tr

[
: Â(x1)

1

i
Sc(x1 − x2)Â(x2) . . . Â(xn)

1

i
Sc(xn − x1) :

]
(dx)n.

(31.58)
Знак слiду Tr[· · · ] стосується матриць γµ, що входять у визначення операторiв

Â(x) (див. (9.9) або (31.3)) i матрицi-функцiї
1

i
Sc(x) (20.13) (означення p̂ див. в

(5.85)).
Дiаграма Фейнмана, що вiдповiдає аналiтичному виразу (31.58), матиме ви-

гляд

xn

x2

x1

.

(31.58′)

Скористаємося властивостями слiду, який залишається таким самим при
циклiчнiй перестановцi матриць. Тодi

TrA = Tr [C−1AC] (31.59)

для будь-якої матрицi C, що має обернену.
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Нехай матриця C збiгається з оператором зарядового спряження (5.94),
(5.99). Тодi, застосовуючи (31.59) до виразу (31.58) i враховуючи властивостi
(тут T—знак транспортування матриць)

C−1Â(x)C = −Â(x)T ,

C−1Sc(x)C−1 = Sc(−x)T ,

якi є наслiдками властивостi (5.95), представлення (20.13) i означення (5.85),
отримуємо для (31.58) вираз

Sц
n = (−1)n+1(ie)n

∫
Tr

[
: Â(x1)

1

i
Sc(x1 − xn)Â(xn)

1

i
Sc(xn − xn−1)Â(xn−1) . . .

. . . Â(x3)
1

i
Sc(x3 − x2)Â(x2)

1

i
Sc(x2 − x1)

]
(dx)n, (31.60)

де використано властивостi

AT
1 AT

2 · · ·AT
N−1A

T
N = (ANAN−1 · · ·A2A1)

T

i
Tr BT = Tr B.

Виконаємо в (31.60) замiну змiнних xn → x2, xn−1 → x3, . . ., x2 → xn. Тодi
отримаємо рiвнiсть

Sц
n = (−1)nSц

n,

звiдки випливає, що при непарному n, Sц
n ≡ 0.

2

Зауваження 31.1. Iз доведення зрозумiло, що теорема залишається спра-
ведливою у випадку, коли деяке число операторiв електромагнiтного поля Aµ

спарене мiж собою.
Зауваження 31.2. Теорема Фаррi набуває дещо iншого змiсту при роз-

рахунку матричних елементiв S-матрицi для конкретних процесiв, тобто
при застосуваннi правил (31.33)–(31.40). У цьому випадку на дiаграмi вигляду
(31.58′) треба вказати напрям руху частинок (тобто iмпульсiв) i врахувати
вид частинки, тобто заряд, таким чином, щоб у кожнiй вершинi не пору-
шувався закон збереження заряду. Тому, використовуючи правила Фейнмана
(31.33)–(31.40), легко переконатися, що внесок дiаграми вигляду (31.58′) з не-
парним n вже не буде перетворюватися тотожно в нуль. Але разом iз такою
дiаграмою треба врахувати ще дiаграму, у якої кожну вiртуальну частинку
треба замiнити на вiртуальну античастинку, що еквiвалентно протилежно-
му обходу циклiчного контура i вiдповiдному запису аналiтичного виразу. Ви-
являється, що цей аналiтичний вираз збiгається за абсолютною величиною
з попереднiм i є протилежним за знаком, а отже, в сумi вони компенсують
один одного (задача 31.6 ).
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31.2.4. Умова калiбрувальної iнварiантностi для коефiцiєнтних фун-
кцiй S-оператора

Матриця розсiяння повинна бути iнварiантною вiдносно калiбрувальних пере-
творень

ψα(x) → ψ′α(x) = eieχ(x)ψα(x), (31.61a)

ψ̄β(x) → ψ̄′β(x) = e−ieχ(x)ψ̄β(x), (31.61б)

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µχ(x), (31.61в)

оскiльки таким є повний лагранжiан (31.2).
Iнварiантнiсть S-оператора вiдносно перетворень (31.61а)–(31.61в) легко пе-

ревiрити, якщо скористатись його представленням (31.26) у виглядi ряду теорiї
збурень. Дiйсно, iнварiантнiсть вiдносно перетворень (31.61а), (31.61б) очеви-
дна, а iнварiантнiсть вiдносно замiни (31.61в) буде наслiдком рiвнянь (31.4),
якщо припустити, що χ(x) спадає на безмежностi, i проiнтегрувати вираз∫

: ψ̄(x)γµψ(x) : ∂µχ(x) частинами (задача 31.7). Щоб отримати умови на фун-
кцiї F2N,M , треба спершу записати перетворений оператор S ′ через поля ψ̄′, i A′

у виглядi (31.46).
Внаслiдок того, що поля ψ̄(x) i ψ(x) беруться в однiй i тiй самiй точцi x,

маємо
S ′ = T exp

[
ie

∫

M4

: ψ̄(x)γµψ(x)A′
µ(x) : dx

]
.

Розкладемо тепер експоненту в ряд i застосуємо теорему Вiка. Пiсля пересуму-
вання всiх внескiв при однакових нормальних добутках полiв отримаємо вираз

S ′ =
∞∑

N,M=0

1

(N !)2M !

∑

(α)N (α′)N (µ)M

∫

M4(2N+M)

(dx)N(dx′)N(dy)M ×

× F ′
2N,M

(
(α, x)N ; (α′, x′)N ; (µ, y)M

)
: ψ̄α1(x1) · · · ψ̄αN

(xN)×
× ψα′1(x

′
1) · · ·ψα′N (x′N)A′

µ1
(y1) · · ·A′

µM
(yM) :, (31.62)

де F ′
2N,M вiдрiзняється вiд F2N,M тим, що ряд теорiї збурень функцiй F ′

2N,M

будується за допомогою функцiй

iD
′,c
µν(x− y) = A′

µ(x)A′
ν(y),

якi вiдрiзняються вiд iDc
µν(x−y) на член ∂µχ(x)∂νχ(y). Але умова iнварiантностi

S ′ = S (31.63)

вимагає, щоб принаймнi
F ′

2N,0 = F2N,0. (31.64)
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Це випливає з порiвняння у розкладах (31.41) i (31.62) доданкiв, що не мiстять у
собi операторiв A′

µ(y). Умова (31.64) означає, що коефiцiєнтнi функцiї i матричнi
елементи не будуть залежати вiд вибору калiбровки фотонного пропагатора.
Щоб забезпечити виконання рiвняння (31.63), крiм умови (31.64), яку треба
поширити на всi коефiцiєнтнi функцiї

F ′
2N,M = F2N,M ,

треба накласти умову

∂

∂y
µj

j

F2N,M(. . . ; . . . ; . . . , µj, yj, . . .) = 0, j = 1, . . . ,M. (31.65)

Нагадаємо, що за iндексу µj виконується сумування вiд 0 до 3. В iмпульсному
просторi умова (31.65) має вигляд

(kj)µj
F̃2N,M(. . . ; . . . ; . . . , µj, yj, . . .) = 0 (31.66)

i є фактично умовою поперечностi функцiй F̃2N,M , M > 2.

31.3. Рiвняння для функцiй Грiна i коефiцiєнтних функцiй
S-матрицi

31.3.1. Рiвняння Швiнгера

В п.24.2 були отриманi рiвняння для функцiй Грiна скалярних полiв, що вiдпо-
вiдають самовзаємодiї (21.3). Аналогiчно з рiвнянь (31.4) легко отримати рiв-
няння для функцiй Грiна, що визначаються виразом

G2N,M((α, x)N ; (β, x′)N ; (µ, y)M) = (31.67)

=
(
Φ0, T

(
ψα1(x1) · · ·ψαN

(xN)ψβ1
(x′1) · · ·ψβN

(x′N)Aµ1(y1) · · ·AµM
(yM)

)
Φ0

)
.

Перше з цих рiвнянь має вигляд (задача 31.8)
(
iγµ

α1α∂µ,x1 −m
)
G2N,M

(
(α, x)N |α1=α; (β, x′)N ; (µ, y)M

)
= (31.68)

= −eγµ
α1αG2N,M+1

(
(α, x)N |α1=α; (β, x′)N ; (µ, x1), (µ, y)M

)
+

+
N∑

j=1

(−1)N−jiδ(x1− x′j)δα1βj
G2N−2,M

(
(α, x)N \ (α1, x1); (β, x′)N \ (βj, x

′
j); (µ, y)M

)
,

де використанi позначення (див. також список позначень, що скорочують запис)

(α, x)N |α1=α:= (α, x1), (α2, x2), . . . , (αN , xN).
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В iнтегральнiй формi рiвняння (31.68) мають такий вигляд (N 6= 0):

G2N,M

(
(α, x)N ; (β, x′); (µ, y)M

)
= (31.69)

=

∫
dx

1

i
Sc

α1α(x1 − x)(ie)γµ
αα′G2N,M+1

(
(α, x)N |α1=α′ ; (β, x′)N ; (µ, x), (µ, y)M

)
+

+
N∑

j=1

(−1)N−j 1

i
Sc

α1βj
(x1−x′j)G2N−2,M

(
(α, x)N \ (α1, x1); (β, x′)N \ (βj, x

′
j); (µ, y)M

)
.

Зовсiм аналогiчно ( пропонуємо це зробити самостiйно, задача 31.9) легко
отримати подiбне спiввiдношення для функцiй G2N,M , виходячи з останнього
рiвняння (31.4).

У лоренцовiй калiбровцi воно має такий вигляд (M > 1):

G2N,M

(
(α, x)N ; (β, x′)N ; (µ, y)M

)
=

∫
dy igµ1µDc

0(y1 − y)× (31.70)

×(−1)N+1(ie)γµ
βαG2N+2,M−1

(
(α, y), (α, x)N ; (β, y), (β, x′)N ; (µ, y)M \ (µ1, y1)

)
+

+(1−δ1M)
M∑

j=2

igµ1µjDc
0(y1−yj)G2N,M−2

(
(α, x)N ; (β, x′)N ; (µ, y)M\{(µ1, y1), (µj, yj)}

)
.

Зауважимо, що контрчлен, який вiдповiдає пiдстановцi в означення функцiї
Грiна виразу γµ

βαψα(x)ψ̄β(x), дорiвнює нулю внаслiдок теореми Фаррi.
Рiвняння, що вiдповiдає другому рiвнянню системи (31.4) є фактично спря-

женим до (31.68) або (31.69), якщо врахувати, що

G2N,M

(
(x)N ; (x′)N ; (y)M

)
= (⊗γ0)NG2N,M

(
(x′)N ; (x)N ; (y)M

)∗
(⊗γ0)N ,

де функцiї (31.67) записано в матричному виглядi за кожною з (2N)-змiнних.
Рiвняння (31.69), (31.70) є фактично нескiнченною системою спiввiдношень

мiж функцiями Грiна довiльного числа аргументiв. Для визначення аналiти-
чних виразiв для функцiй Грiна треба мати замкнутi iнтегральнi рiвняння хоча
б для “основних” функцiй Грiна. Умовно такими “основними” функцiями в КЕД
вважаються повнi функцiї Грiна, що вiдповiдають розповсюдженню електрона
(позитрона) G2,0((α, x), (β, x′)), фотона G0,2((µ, y1), (µ2, y2)) i його випромiню-
ванню (поглинанню) G2,1

(
(α, x), (β, x′), (µ, y)

)
. Аналiз цих рiвнянь розглянемо

нижче.

31.3.2. Система рiвнянь для власне енергетичних i вершинної частин
функцiй Грiна

У пунктi 24.6 були описанi, так званi, сильнозв’язнi функцiї Грiна, тобто такi,
що вiдповiдають сумi вкладiв усiх сильнозв’язних дiаграм Фейнмана. У випадку
КЕД iснують двi сильнозв’язнi 2-точковi функцiї Грiна.
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Перша вiдповiдає взаємодiї електронiв або позитронiв з вакуумом i називає-
ться масовим оператором. Його позначають через Σ̃(p). Аналогiчно до (24.44)–
(24.48) вiн пов’язаний iз повною 2-точковою електронно-позитронною функцiєю
Грiна рiвнянням Дайсона, яке в iмпульсному представленнi буде мати вигляд

G̃2;0(p) = G̃0
2;0(p) + G̃0

2;0(p)
1

i
Σ̃(p)G̃2,0(p), (31.71)

де

G̃0
2;0(p) =

1

i
S̃c(p) =

m + p̂

i(m2 − p2 − iε)
=

1

i(m− p̂− iε)
1,

а його розв’язок набуває вигляду

G̃2;0(p) =
1

i(m− p̂ + Σ̃(p)− iε)
. (31.72)

Друга вiдповiдає взаємодiї фотонiв iз вакуумом i називається поляризацiй-
ним оператором. Його позначають через Π̃µν(k). Вiдповiдне рiвняння Дайсона
для фотонної функцiї Грiна має вигляд

G̃0;2(k)µν = G̃0
0;2(k)µν + G̃0

0,2(k)µµ′iΠ̃
µ′ν′(k)G0,2(k)ν′ν , (31.73)

де

G̃0
0;2(k)µν = iD̃c,ел

µν (k) =
1

i(k2 + iε)

(
gµν +

kµkν

k2
(α− 1)

)
(31.74)

вiльна 2-точкова функцiя Грiна електромагнiтного поля в α-калiбровцi (див.
(31.25)).

Спiввiдношення (31.71) i (31.73) можна отримати з тих самих мiркувань,
що i спiввiдношення (24.47) (задача 31.10). Поляризацiйний оператор Π̃µν(k)

збiгається з 2-точковою сильнозв’язною частиною коефiцiєнтної функцiї F̃ µν
0,2 i

тому повинен задовольняти умову поперечностi (31.66). Це означає, що

Π̃µν(k) = (gµνk2 − kµkν)π(k2). (31.75)

З аналiзу виразу для Π̃µν(k) у другому порядку теорiї збурень (див. [13, § 24])
видно, що вiн задовольняє умову (31.73), якщо вiдкинути константу, що зале-
жить вiд M2, тобто перший член. Легко переконатися (задача 31.11), що повна
функцiя Грiна G̃0,2(k)µν зберiгає структуру

G̃0,2(k)µν = G̃tr
0,2(k)µν + G̃l

0,2(k)µν , (31.76)

де

G̃tr
0,2(k)µν = − id(k2)

k2 + iε

(
gµν − kµkν

k2

)
−−− (31.77)

1Для будь-якої невиродженої матрицi A тут i далi
1
A

:= A−1.
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це поперечна (transversal) частина, а

G̃l
0,2(k)µν = − iα

k2 + iε

kµkν

k2
−−− (31.78)

це поздовжня (longitudinal) частина повної функцiї Грiна G̃0,2.
Тодi рiвняння Дайсона (31.73) для функцiй d(k2) набуває вигляду

d(k2) = 1 + π(k2)d(k2). (31.79)

Для перетворення Фур’є повної фотонної функцiї Грiна маємо формулу

G̃0,2(k)µν =
i

π̃(k2)− k2 − iε

(
gµν − kµkν

k2

)
−

− iα

k2 + iε

kµkν

k2
, π̃(k2) = k2π(k2). (31.80)

Отже, електромагнiтна взаємодiя впливає лише на поперечну частину фотонної
функцiї Грiна, в той самий час, коли її поздовжня частина залишається такою
ж, як i у вiльнiй теорiї.

З рiвнянь (31.69) i (31.70), застосовуючи технiку пiдроздiлiв 24.6 i 24.7, лег-
ко отримати рiвняння для довiльних зв’язних i сильнозв’язних функцiй Грiна.
Так само, як i рiвняння (31.69), (31.70), вони встановлюють зв’язок мiж рiзни-
ми сильнозв’язними функцiями Грiна. Для доведення перенормованостi КЕД
важливим є рiвняння, що встановлює зв’язок 2-точкових функцiй Σ̃(p) i Π̃µν(k)

iз сильнозв’язною вершинною функцiєю Γ̃µ
2,1(p, p − k). Цей зв’язок можна та-

кож отримати безпосередньо з аналiзу дiаграм Фейнмана (див., наприклад, [3,
п.20.3]). Пропонуємо провести цi нескладнi виклади, а тут запишемо їх остато-
чний вигляд:

Σ̃(p) =
e2

(2π)4

∫
γµG̃2,0(p− k)G̃0,2(k)µνΓ̃

ν(p, p− k)dk, (31.81)

Π̃µν(k) =
e2

(2π)4
Tr

∫
γµG̃2,0(p)Γ̃ν(p, p− k)G̃2,0(p− k)dp, (31.82)

де G̃2,0 i G̃0,2 – повнi 2-х точковi функцiї Грiна, а вершинна функцiя визначається
через сильнозв’язну вершинну частину спiввiдношенням

Γ̃µ
2,1(p1, p2) := ie(2π)4Γ̃µ(p1, p2) := ie(2π)4(γµ + Λµ(p1, p2)). (31.83)

Якщо записати рiвняння для Γ̃µ
2,1, то це рiвняння буде пов’язувати вже Γ̃µ, G̃2,0

i Γ̃4,0(p, k, q) (див., наприклад, [15, § 144]). Отже, система рiвнянь для Σ̃(p),
Π̃µν(k) i Γ̃ν(p, p− k) не є замкнутою. Замкнуту систему також можна виписати,
якщо, виходячи з графiчних мiркувань, записати iнтегральне спiввiдношення
для функцiї Γ̃µ(p, k) у виглядi нескiнченного ряду лише скелетних вершинних
дiаграм, внутрiшнiм лiнiям яких вiдповiдають повнiй функцiї Грiна G̃2,0(p) або
G̃0,2(k), а вершинам – повнi сильнозв’язнi вершиннi функцiї Γ̃µ(p, k). Графiчно
це виглядає так:
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Рис. 31.1
Графiчне зображення на рис. 31.1 вiдповiдає нелiнiйному iнтегральному рiв-

нянню з нескiнченним числом доданкiв:

Γ̃µ(p, k) = γµ +
e2

(2π)4

∫
dqΓ̃ν(p, p− q)G̃2,0(q)Γ̃

µ(q, k)×
× G̃2,0(q − k)Γ̃λ(q − k, q − p)G̃0;2(p− q)νλ + · · ·

(31.84)

Система рiвнянь (31.81), (31.82) i (31.84) є замкнутою, але рiвняння (31.84)
не є аналiтично визначеним, оскiльки має нескiнченне число членiв, нелiнiйнiсть
яких зростає до нескiнченностi. Будемо використовувати цю систему лише для
аналiзу розбiжностей функцiй G̃2,0, G̃0;2 i Γ̃µ.

У частинному випадку, коли аргументи функцiї Γ̃µ збiгаються, зв’язок мiж
вершинним оператором Γ̃µ i повною функцiєю Грiна G̃2,0 встановлює тото-
жнiсть Уорда [204] (див., також, [102, гл. 16, § 5], [3, п.20.3]):

i
∂

∂pµ
G̃2,0(p)−1 = Γ̃µ(p, p). (31.85)

Це спiввiдношення легко перевiрити за теорiєю збурень (приведемо його точне
доведення у пiдроздiлi 31.5.3). Враховуючи (31.72) i (31.83), тотожнiсть Уорда
iнколи записують у виглядi

−∂Σ̃(p)

∂pµ
= Λµ(p, p). (31.86)

31.4. Розбiжностi в КЕД i методи їх усунення

З аналiзу взаємодiй квантової теорiї поля у п.25.2 випливає, що КЕД належить
до перенормовних теорiй, оскiльки згiдно з формулою (25.30) максимальний
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iндекс вершини будь-якої дiаграми Фейнмана в КЕД дорiвнює

ωmax
i =

1

2
d− 2,

тобто при d 6 4 ωmax
i 6 0. Отже, для реального фiзичного простору макси-

мальний iндекс вершини ωmax
i = 0. Спробуємо детальнiше проаналiзувати роз-

бiжностi, що виникають утеорiї збурень, i встановити вигляд контрчленiв для
їх усунення.

31.4.1. Примiтивно розбiжнi дiаграми та їх регуляризацiя

Для визначення кiлькостi i вигляду примiтивно розбiжних дiаграм скористає-
мося формулою (25.32). Врахуємо, що для КЕД ωmax

i = 0, i позначимо число
зовнiшнiх фермiонних лiнiй через Ne, а число зовнiшнiх фотонних лiнiй – Nγ.
Тодi, враховуючи, що re = 1, а rγ = 0, формула (25.32) набуде вигляду (d = 4)

ω(G) = 4−Nγ − 3

2
Ne. (31.87)

Iз формули (31.87) випливає, що число примiтивно розбiжних дiаграм з ω(G) >
0 буде скiнченним. Переберемо усi можливi випадки:

1. Ne = Nγ = 0, ω(G) = 4.

Такою дiаграмою є одна дiаграма другого порядку

.

Рис. 31.2

Будь-яка дiаграма вищого порядку n > 2 з Ne = Nγ = 0 вже не є
примiтивно-розбiжною згiдно з означенням, сформульованим у п.25.1,
оскiльки мiстить у собi в якостi пiдблока дiаграму, що зображена на рис.
31.2.

2. Ne = 0, Nγ = 1, ω(G) = 3:

.
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Рис. 31.3

З одного боку ця дiаграма хоч i є розбiжною, але не є примiтивно-
розбiжною, оскiльки, послiдовно розриваючи одну з внутрiшнiх лiнiй, зно-
ву отримаємо розбiжнi дiаграми. Але, з iншого боку, пiсля застосуван-
ня регуляризацiї Паулi–Вiлларса (або iнших видiв регуляризацiї) внесок
вiд цiєї дiаграми перетворюється в нуль унаслiдок теореми Фаррi (див.
п.31.2.3).

3. Ne = 2, Nγ = 0, ω(G) = 1:

.

Рис. 31.4

4. Ne = 0, Nγ = 2, ω(G) = 2:

.

Рис. 31.5

5. Ne = 0, Nγ = 3, ω(G) = 1:

.

.

Рис. 31.6

внески вiд даних дiаграм, так само, як i дiаграм, що зображенi на рис.
31.3, перетворюються в нуль внаслiдок теореми Фаррi.

6. Ne = 2, Nγ = 1, ω(G) = 0:
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.

Рис. 31.7

7. Ne = 0, Nγ = 4, ω(G) = 0:

.

Рис. 31.8

Що стосується першого випадку (рис. 31.2), то, так само, як i для скалярної
самовзаємодiї (21.3), внески всiх вакуумних дiаграм можна видiлити у вигля-
дi фазового множника у визначеннi S-оператора (див. формули (22.53), (22.54)
зауваження 23.2) i не враховувати при обчисленнi матричних елементiв. За-
лишилось проаналiзувати розбiжнi дiаграми, що вiдповiдають власне енерге-
тичним частинам електронiв i фотонiв (дiаграма на рис. 31.4 i рис. 31.5), вер-
шинну дiаграму (рис. 31.7) i дiаграму на рис. 31.8. Аналiз розбiжностей цих
дiаграм детально викладений у монографiї [13, § 24]. Наведемо тут їх остато-
чний вигляд пiсля видiлення розбiжної i збiжної частин методом промiжної
регуляризацiї Паулi–Вiлларса. Вираз, що вiдповiдає власне енергетичнiй (рис.
31.4) електронно-позитроннiй функцiї, має вигляд

Γ̃
(2)
2,0(p; M) =

e2

8π2

1∫

0

dξ(2m− p̂ξ) ln

[
ξ
M2 − ξp2

m2

]
+ Σ′

M(p), (31.88)

де Σ′
M(p) – збiжна (при M → ∞) частина функцiї Γ̃

(2)
2 (p,M). Її границя має

вигляд

lim
M→∞

Σ′
M(p) = Σ′(p) =

e2

8π2

1∫

0

dξ(2m− p̂ξ) ln

[
m2 − iε

m2 − ξp2 − iε

]
.

Причому розбиття (31.88) побудоване таким чином, щоб для Σ′(p) виконувались
умови

Σ′(0) =
∂Σ′(p)

∂pµ

∣∣∣∣
p=0

= 0.
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Це означає, що регуляризовану частину функцiї Γ̃
(2)
2,0(p) можна визначити як

залишковий член її розкладу в ряд Маклорена до порядку n = ω(G) = 1:

Γ̃
R,(2)
2,0 (p) = lim

M→∞

(
Γ̃

(2)
2,0(p,M)− Γ̃

(2)
2,0(0, M)− ∂Γ̃(2)

∂pµ

∣∣∣∣
p=0

pµ

)
= lim

M→∞
Σ′

M(p)

з точнiстю до полiнома першої степенi за p̂:

c1(p̂−m) + c2m.

Зовсiм аналогiчно (див. [13, п.24.3, п.24.4]) знаходимо розбиття для вкла-
ду дiаграми на Мал. 31.4, що вiдповiдає власне енергетичнiй фотоннiй функцiї
(ω(G) = 2). Приведемо асимптотичне значення цього внеску при великому зна-
ченнi M :

Γ̃
(2),µν
0,2 (k, M) =

e2

8π2
gµν(M2−m2)− e2

4π2
ln

M2

m2
· 1
3
(kµkν−gµνk2)+Π̃(2);µν(k), (31.89)

де

Π̃(2);µν(k) =
e2

2π2
(kµkν − gµνk2)

1∫

0

dξ ξ(1− ξ) ln

[
m2 − ξ(1− ξ)k2

m2 − iε

]
.

Як i у випадку розбиття для Γ̃
(2)
2,0(p,M), розбиття (31.89) побудоване таким чи-

ном, щоб

Π̃(2);µν(0) =
∂Π̃(2);µν(k)

∂kα

∣∣∣∣
k=0

kα =
1

2

∂2Π̃(2);µν(k)

∂kα∂kβ

∣∣∣∣
k=0

kαkβ = 0.

Це знову дає можливiсть визначити регуляризовану частину як залишковий
член розкладу Γ̃

(2),µν
0,2 (k, M) в ряд Маклорена до порядку n = ω(G) = 2:

Γ̃
R,(2),µν
0,2 (k) = lim

M→∞

(
Γ̃

(2),µν
0,2 (k,M)− Γ̃

(2),µν
0,2 (0,M)− ∂Γ̃

(2),µν
0,2 (k, M)

∂kα

∣∣∣∣
k=0

kα −

− 1

2

∂2Γ̃(2),µν(k, M)

∂kα∂kβ

∣∣∣∣
k=0

kαkβ

)
= lim

M→∞
Πµν

M (k) = Πµν(k).

I, нарештi, для вершинної функцiї, що вiдповiдає внеску дiаграми на рис. 31.7
i визначена в (31.83), маємо

Γ̃(3),µ(p, k; M) =
e2

16π2
γµ

(
ln

M2

m2
− 2

)
+ Γ′µM(p, k),

а з урахуванням того, що n = ω(G) = 0,

Γ̃R,(3),µ(p, k) = lim
M→∞

[
Γ̃(3),µ(p, k; M)− Γ̃(3),µ(0, 0; M)

]
= lim

M→∞
Γ′µM(p, k).
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Не наводимо тут вираз для Γ′µM , оскiльки вiн є дуже громiздким.
Залишилось розглянути внесок дiаграми, зображеної на рис. 31.8. Вiн вiд-

повiдає внеску в процес розсiяння свiтла на свiтлi, тобто фотон-фотонним вза-
ємодiям. Насправдi цей внесок не є розбiжним. Це було доведено в роботах
Фейнмана [93,94], Карнулуса i Неймана [156], а також Уорда [203], враховуючи
умову калiбрувальної iнварiантностi теорiї (див. вiдповiднi мiркування в моно-
графiях [102, гл. 16], i [3, п.23.3]).

Отже, всi розбiжностi примiтивно-розбiжних дiаграм можна усунути, роз-
кладаючи вiдповiднi внески в ряд Маклорена до порядку n = ω(G) i визнача-
ючи перенормовану амплiтуду як вiдповiдний залишковий член. Легко також
записати вiдповiднi квазiлокальнi оператори в координатному просторi для по-
будови контрчленiв у виразi повного лагранжiана. Для цього треба переписати
вираз (31.88) у виглядi

Γ̃
(2)
2.0(p; M) =

1

i
Σ̃0(M

2; m) + (m− p̂)Σ̃1(M
2,m) + Σ′′

M(p),

що фактично визначає розклад Γ̃
(2)
2,0(p,M) в ряд Тейлора в точцi p̂ = m. Крiм

того, умова калiбрувальної iнварiантностi дає можливiсть виключити перший
доданок у виразi (31.89). Усунення розбiжностей у вищих порядках теорiї збу-
рень виконується на основi загальних методiв, якi були описанi в п.23.3 i п.25.4.
Пiсля пересумування контрчлен набуває вигляду

∆L (x) = (Zψ − 1) : ψ̄(x)(i∂̂ −m)ψ(x) : −δm : ψ̄(x)ψ(x) : −
− 1

4
(ZA − 1) : Fµν(x)F µν(x) : +e(Ze − 1) : ψ̄(x)Â(x)ψ(x) : .

Константи Zψ, ZA, δm i Ze вибираються таким чином, щоб m i e були спостере-
жуваними величинами маси i заряду електрона.

31.4.2. Перенормування маси i заряду електрона (позитрона)

Експериментальний процес вимiрювання маси i заряду та маси електронiв обо-
в’язково пов’язаний iз взаємодiєю цих частинок iз електромагнiтним полем.
Тому їх спостережуванi значення вiдрiзняються вiд маси i заряду “вiльних” ча-
стинок. Позначимо цi значення параметрiв m0 i e0 на вiдмiну вiд їх реальних
величин m i e. Так само, як i у випадку взаємодiї (21.3) (див. п.п.25.3,25.4),
покладаючи в лагранжiанi спершу замiсть полiв ψ, Aµ та параметрiв m i e їх
неперенормованi значення ψ0, A0

µ, m0, e0 i переходячи до реальних значень поля,
маси i заряду за формулами

ψ0(x) = Z
1/2
2 ψ(x), A0

µ(x) = Z
1/2
3 Aµ(x), (31.90)

e0 = Z1Z
−1
2 Z

−1/2
3 e, m0 = m + δm (31.91)
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отримуємо рiвнiсть

L 0(x, ψ0, A0,m0, e0) = L 0(x; ψ,A, m, e) + ∆L (x).

У формулах (31.90), (31.91) вибранi бiльш прийнятi позначення констант

Z1 ≡ Ze, Z2 ≡ Zψ, Z3 ≡ ZA.

У п.25.4 показано, що перетворення (31.90),(31.91) еквiвалентнi до перенор-
мувань повних 2-точкових функцiй Грiна G̃2,0(p; m0, e0), G̃µν

0;2(p; m0, e0) i сильно-
зв’язної вершинної функцiї Γ̃µ(p, p− k; m0, e0)

G̃2,0(p; m0, e0) = Z2(e)G̃
r
2,0(p; m, e),

G̃µν
0,2(p; m0, e0) = Z3(e)G̃

r;µν
0,2 (p; m, e),

Γ̃µ(p, p− k; m0, e0) = Z−1
1 (e)Γ̃r

µ(p, p− k; m, e).

(31.92)

Будемо вимагати, щоб перенормованi функцiї також задовольняли тото-
жнiсть Уорда (31.85). Це приводить до рiвностiZ1 = Z2.

Перенормованi функцiї G̃r
2,0, G̃r

0,2 i Γ̃r
µ треба визначити таким чином, щоб усi

рiвняння (31.71) (або (31.72)), (31.73) (або (31.80)), (31.81)–(31.84) зберегли свiй
вигляд. Введемо новi регуляризованi функцiї Σ̃r(p), π̃r(k2) i Λr

µ(p, k) спiввiдно-
шеннями

Z−1
2 Σ̃r(p) = Σ̃(p; m, e)− Σ̃(m)− (p̂−m)Σ̃′(m), (31.93)

Z−1
3 π̃r(k2) = π̃(k2; m, e)− π̃(0)− k2π̃′′(0), (31.94)

Z−1
1 Λ̃r

µ(p, k) = Λµ(p, k; m, e)− Λ0
µ, (31.95)

де в (31.93) i (31.94) вiднiмаються першi два члени розкладу в ряд Тейлора в
точках p̂ = m i k = 0 вiдповiдно, а в (31.95)– значення Λµ(p, k; m, e) в точцi
p = p0 := (m, 0, 0, 0) i k = 0. Константи Z1, Z2 i Z3 вибираємо таким чином, щоб

Z−1
2 = 1− Σ′(m), Z−1

3 = 1− π′′(0), Z−1
1 = 1 + Λ0(m2),

Λ0
µ = γµΛ0(m2), δm = −Σ̃(m).

При такому виборi констант з (31.72), (31.80) i (31.83) знаходимо, що

Σ̃r
2,0(p; m, e) =

1

i
(
m− p̂ + Σ̃r(p)− iε

) ,

G̃r
0,2;µν(k; m, e) =

i

π̃r − k2 − iε

(
gµν − kµkν

k2

)
− iλ

k2 + iε

kµkν

k2 + iε
,

Γ̃r
µ(p, k; m; e) = γµ + Λr

µ(p, k; m; e).
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Залишається показати, що величини Σ̃r, π̃r i Λr
µ, визначенi рiвняннями

(31.93)–(31.95), не мiстять у собi розбiжностей.
Почнемо з функцiї Λr

µ, яка визначається рiвняннями (31.83), (31.84) з e = e0

i m = m0. Отже,

Λµ(p, k; m0, e0) =
e2
0

(2π)4

∫
dq Γ̃ν(p, p− q; m0, e0)G̃2,0(q; m0, e0)Γ̃µ(q, k; m0, e0)×

× G̃2,0(q − k; m0, e0)Γ̃λ(q − k, q − p; m0, e0)×
× G̃νλ

0,2(p− q; m0, e0) + · · · . (31.96)

Пiдставимо в праву частину рiвняння (31.96) сильнозв’язнi функцiї Грiна G̃2,0,
G̃0,2 i Γ̃µ, вираженi через регулярнi функцiї G̃r

2,0, G̃r
0,2 i Γ̃r

µ рiвняннями (31.92).
Тодi, враховуючи (31.91), будемо мати

Λµ(p, k; m, e) = Z−1
1

[
e2

(2π)4

∫
dq Γ̃r

ν(p, p− q; m, e)G̃r
2,0(q; m, e)×

× Γ̃r
µ(q, k; m, e)G̃r

2,0(q − k; m, e)Γ̃r
λ(q − k, q − p; m, e)×

× G̃r;νλ
0,2 (p− q; m, e) + · · ·

]
. (31.97)

Запишемо (31.97) у виглядi

Λµ(p, k; m, e) = Z−1
1

[
I3(p, k; m, e, G̃r

2.0, G̃
r
0,2, Γ̃

r
µ

)
+

+ I5(p, k; m, e, G̃r
2,0, G̃

r
0,2, Γ̃

r
µ

)
+ · · · ]. (31.98)

Пiд iнтегралами виразiв I3, I5, . . . стоять регуляризованi функцiї. Отже,
розбiжностi можуть з’явитися лише внаслiдок iнтегрування за dq (кожний iз iн-
тегралiв I3, I5, . . ., буде мати тiльки один iнтеграл за 4-iмпульсом dq = dq0dq).
Аналiз теорiї збурень показує, що асимптотика регуляризованих функцiй G̃r

2,0,
G̃r

0,2 i Γ̃r
µ при великих значеннях iмпульсiв не гiрша вiд вiльних функцiй Грiна.

Тому iнтеграли за dq будуть розбiгатися логарифмiчно. Отже, для їх регуляри-
зацiї досить одного вiднiмання, тобто рiзницi

Ii(p, k; . . .)−Ii(p0, 0; . . .), i = 3, 5, . . .

можна записати у виглядi одного збiжного iнтеграла. Таким чином, порiвнюю-
чи (31.95) з Λµ(p, k; m, e) − Λ0

µ, яке обчислюється за допомогою (31.98), можна
покласти

Λr
µ(p, k; e, m) :=

∑
i

[
Ii(p, k; . . .)−Ii(p0, 0; . . .)

]
, (31.99)

Λ0
µ := Z−1

1

∑
i

Ii(p0, 0; . . .). (31.100)
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Аналогiчнi аргументи можна привести i до представлення величин Σ̃r(p) i π̃r(k2)
вiдповiдними рiзницями iнтегралiв (31.81) i (31.82)(задача 31.12).

Звичайно, приведенi аргументи не є строгим доведенням скiнченностi вели-
чин Σ̃r, π̃r i Λr

µ, але це можна перевiрити у кожному порядку теорiї збурень.
Щоб побудувати теорiю збурень для довiльних функцiй Грiна, треба записати
внески вiдповiдних скелетних дiаграм, зiставляючи з вершинами i внутрiшнiми
лiнiями вiдповiдно регуляризованi функцiї Γ̃r

µ, G̃r
2,0 i G̃r

0,2.

31.5. Спектральнi представлення 2-точкових функцiй Грiна

У пунктi 24.7 було описано загальну схему побудови спектрального представле-
ння Челлена—Леманна для 2-точкової функцiї Грiна дiйсного скалярного поля,
виходячи з загальних положень квантування полiв. Ця схема залишається спра-
ведливою i для полiв, що пов’язанi мiж собою електромагнiтною взаємодiєю.
Тому зупинимося лише на деяких нюансах, що притаманнi саме КЕД.

Почнемо з 2-точкової фотонної функцiї Грiна. У пiдпунктi 31.3.2 було вста-
новлено, що структура цiєї функцiї визначається розбиттям (31.76)–(31.78) або
(31.80), тобто внаслiдок взаємодiї фотонiв з електромагнiтним полем змiню-
ється лише поперечна частина цiєї функцiї. Тодi спектральне представлення
треба записати лише для поперечної частини Gtr

0,2. Отже, очевидно, що

d(k2)

k2 + iε
=

∞∫

0

dµ2 ρ(µ2)

k2 − µ2 + iε
. (31.101)

Будемо знову вважати, що в спектрi є щiлина, пов’язана з 1-фотонним стабiль-
ним станом. Таким чином,

ρ(µ2) = Z3δ(µ
2) + σ(µ2). (31.102)

З тих самих мiркувань, що i для функцiї скалярного поля, легко встановити,
що постiйна Z3 задовольняє умови (24.88), (24.89).

Вигляд спектральної функцiї σ(·) та константи Z3 можна обчислити з точнi-
стю до другого порядку теорiї збурень, використовуючи формулу (31.89)) (див.
детально [13, п.32.1]). Порiвнюючи (31.89) з (31.75), маємо для π(k2)

π(k2) = − e2

12π2
ln

M2

m2
+

e2

4π2
I(k2), (31.103)

I(k2) = 2

∫ 1

0

dξ(1− ξ)ξ ln

[
m2 − ξ(1− ξ)k2

m2

]
. (31.104)

Виконаємо в (31.104) замiну змiнних ξ =
1

2
(1 − x) i проiнтегруємо частинами.

Тодi

I(k2) = −1

3
k2

1∫

0

x2(3− x2)

4m2 − k2(1− x2)
dx,
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який пiсля замiни 1− x2 =
4m2

µ2
набуде вигляду

I(k2) = −1

3
k2

∞∫

4m2

(1 + 2m2/µ2)
√

1− 4m2/µ2

µ2(µ2 − k2 − iε)
dµ2. (31.105)

Враховуючи (31.79) i (31.103), знаходимо, що у другому порядку за теорiєю
збурень (див. (31.101))

d(2)(k2) = 1− e2

12π2
ln

M2

m2
+

e2

4π2
I(k2), (31.106)

i порiвнюючи (31.105), (31.106) з (31.101), (31.102), знаходимо явний вираз для
спектральної функцiї σ(·) у другому порядку за теорiєю збурень

σ(2)(µ2) =
e2

14π2µ2

(
1 +

2m2

µ2

)√
1− 4m2

µ2
θ(µ2 − 4m2)

та константи Z3

Z
(2)
3 = 1− e2

12π2
ln

M2

m2
,

яка у другому порядку за теорiєю збурень є розбiжною при M →∞.
Запишемо для повноти остаточний вигляд спектрального представлення для

поперечної частини 2-точкової фотонної функцiї Грiна

Gtr
0,2(λ, x; ν, y) = Z3D

c,tr
λν (x− y; 0) +

∞∫

0

dµ2σ(µ2)Dc,tr
λν (x− y; µ),

де

Dc,tr
λν (x− y; µ) =

1

(2π)4

∫
dk

e−ik·(x−y)

µ2 − k2 − iε

(
gλν − kλkν

k2

)
.

I на завершення отримаємо спектральне представлення для електронно-
позитронної функцiї Грiна (в позначеннях (31.67)):

G2,0(α, x; β, y) =
1

(2π)4

∫
dp e−ip·(x−y)G̃2,0(p)αβ.

Почнемо з 2-точкової функцiї Вайтмана, яку запишемо у матричному виглядi

W2,0(x, y) = (Φ0, ψ(x)ψ(y)Φ0).

Повторюючи мiркування, викладенi в п.24.7, отримуємо аналогiчно до (24.81) i
(24.84):

W2,0(x, y) = w(x− y) =
1

(2π)3

∫
dp θ(p2)θ(p0)ρ(p)e−ip·(x−y), (31.107)
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де матриця ρ(p) визначена розкладом

θ(p2)θ(p0)ραβ(p) = (2π)3
∑

n

∑
α(n)

(Φ0, ψα(0)Φp,α(n)
)(Φp,α(n)

, ψβ(0)Φ0),

а Φ(p(n),α(n)), Φ(0,0) = Φ0 – повний набiр станiв, що задовольняють (24.77) з P µ, що
вiдповiдає КЕД. Матрична структура ρ(p) може бути визначена за допомогою
розкладу матрицi ρ(p) за повною системою лiнiйно незалежних матриць Γi,
визначених у формулi (5.9), тобто

ρ(p) =
16∑
i=1

Γiρi(p).

Розпишемо цей розклад для матрицi-функцiї w(x), враховуючи структуру (5.9)
матриць Γi:

w(x) = 1I ·W S(x) + iγµW V
µ (x) + σµνW T

µν(x) + γ5W P (x) + DµWA
µ (x), (31.108)

де вiдповiдно буквами S, V , T , P , A позначенi скалярна, векторна, тензорна,
псевдоскалярна i аксiально-векторна частини матрицi-функцiї W2,0. Щоб у цьо-
му переконатися, треба скористатися законами перетворення полiв ψ i ψ̄ вiдно-
сно однорiдних перетворень Лоренца (див. (14.13)) з a = 0, а також властивiстю
(5.22) i встановити вiдповiднi властивостi при лоренцових перетвореннях для
коефiцiєнтiв розкладу (31.108).

Наступною дiєю (див. задачу 31.13) легко показати, що

W T = W P = WA ≡ 0.

Отже, остаточно (31.108) перепишеться у виглядi

W2,0(x) = 1I ·W S(x) + iγµW V
µ (x),

а властивостi при лоренцових перетвореннях величин W S i W V виглядають як

W S(x) = W S(Λx), (31.109)

W V
µ (x) = (Λ−1)ν

µWν(Λx). (31.110)

Рiвнiсть (31.109) означає, що

W S(x) = wS(x2), x2 = x02 − x2,

а рiвнiсть (30.110) означає, що W V
µ має вигляд 4-градiєнта вiд лоренц-

iнварiантної функцiї (див. (4.7′)), тобто

W V
µ (x) = ∂µw

V (x2).
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Тодi представлення (31.107) можемо переписати у виглядi

W2,0(x, y) =
1

(2π)3

∫
dp θ(p2)θ(p0)

[
1I · w̃S(p2) + p̂w̃V (p2)

]
e−ip·(x−y).

Застосуємо знову представлення (24.82) i означення (15.7), (16.6)–(16.9). Вна-
слiдок чого отримаємо

W2,0(x, y) =

∞∫

0

dµ2

[
ρ1(µ

2)
1

i
S−(x− y; µ) + ρ2(µ

2)1I · 1

i
D−(x− y; µ2)

]
, (31.111)

де
ρ1(µ

2) = w̃V (µ2),

ρ2(µ
2) = w̃S(µ2)− µw̃V (µ2).

(31.112)

Перейдемо тепер до представлення для 2-точкової електронно-позитронної
функцiї Грiна

G2,0(x, y) =
(
Φ0, T (ψ(x)ψ(y))Φ0

)
=

= θ(x0−y0)
(
Φ0, ψ(x)ψ(y)Φ0

)−θ(y0−x0)
(
Φ0, ψ

T
(y)ψT (x)Φ0

)
.(31.113)

Тут використовується значок транспортування T для спiнорiв ψ i ψ, щоб
зберегти матричну структуру обох доданкiв. Нагадаємо, що множення спiнорiв
ψψ̄ є матрицею, а ψψ – скаляром, оскiльки ψ є стовпчик, а ψ—стрiчкою. Якщо
середнє (31.113) записувати для компонент полiв ψ i ψ, то значок T можна не
вживати, оскiльки ψT

α = ψα, ψ
T

β = ψβ.
Вакуумне середнє першого доданку представляється правою частиною фор-

мули (31.111). Для того, щоб записати аналогiчне представлення для вакуум-
ного середнього другого доданку, скористаємося правилами перетворення опе-
раторiв ψ i ψ вiдносно операцiї зарядового спряження (18.5), (18.6) та iнва-
рiантностi вакууму вiдносно цих перетворень (18.9). Тому, враховуючи (5.95),
остаточно отримуємо представлення (задача 31.14)

G2,0(x, y) =

∞∫

0

dµ2

[
ρ1(µ

2)
1

i
Sc(x− y; µ) + ρ2(µ

2)1I · 1

i
Dc(x− y; µ2)

]
. (31.114)

Аналогiчно до (24.86) видiлимо точку спектра, що вiдповiдає стабiльному
1-частинковому (електронному) стану. Для цього зробимо в представленнi
(31.114) такi замiни:

ρ1(µ
2) = Z2δ(µ

2 −m2) + σ+(µ2) + σ−(µ2),

ρ2(µ
2) = −2µσ−(µ2).



450 О.Л. РЕБЕНКО

Остаточний вигляд спектрального представлення для електронно-
позитронної 2-точкової функцiї Грiна запишемо для її фур’є-перетворення

G̃2,0(p) =
Z2(p̂ + m)

i(m2 − p2 − iε)
+

+

∞∫

m

dµ2 p̂ + µ

i(µ2 − p2 − iε)
σ+(µ2) +

∞∫

m

dµ2 p̂− µ

i(µ2 − p2 − iε)
σ−(µ2).

Для того, щоб отримати обмеження на Z2 i спектральнi функцiї σ±(µ2), запише-
мо спектральне представлення для середнього за вакуумом вiд антикомутатора
полiв ψ i ψ. Фактично це представлення можна отримати з формул (31.113),
(31.114), замiнюючи в правiй частинi (31.113), а також в означеннях функцiй
Sc i Dc функцiю θ(x0 − y0) на 1, а функцiю θ(y0 − x0) на −1. Тодi вiдповiдне
представлення набуде такого вигляду:

(
Φ0, [ψ(x), ψ̄(y)]+Φ0

)
=

∞∫

0

dµ2

[
ρ1(µ

2)
1

i
S(x− y; µ) +

+ ρ2(µ
2)1I · 1

i
D(x− y; µ2)

]
, (31.115)

де S(x − y; µ) i D(x − y; µ2) – переставнi функцiї, визначенi формулами (15.8)
i (16.8), (16.9). Встановлюючи в (31.115) x0 = y0 i враховуючи (14.20) для ска-
лярного поля та (14.44) для спiнорних полiв, отримуємо рiвнiсть

1I =

∞∫

0

dµ2ρ1(µ
2) = Z2 +

∞∫

m

dµ2[σ+(µ2) + σ−(µ2)]. (31.116)

Рiвняння (31.116) обмежує значення константи нормування i забезпечує пере-
нормовнiсть спектральних функцiй σ±.

§ 32. Квантування калiбрувальних полiв
На прикладi квантової електродинамiки, яка є iнварiантною вiдносно найпро-
стiшої калiбрувальної групи G = U(1), в п.31.1 було показано, що квантування
електромагнiтного поля наштовхується на значнi труднощi, якi перш за все
пов’язанi з тим, що стандартний канонiчний метод квантування полiв не мо-
же одночасно забезпечити умови коварiантностi (релятивiстської iнварiантно-
стi) i калiбрувальної iнварiантностi теорiї. Наприклад, для побудови фотонного
пропагатора (див. п.31.1.3) необхiдно фiксувати калiбровку додаючи до нього
доданок (31.22), тобто порушувати калiбрувальну iнварiантнiсть лагранжiана.
У випадку КЕД такої процедури виявилось досить, щоб правильно визначити
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фотонний пропагатор для довiльної калiбровки (див. (31.25)) i побудувати ко-
варiантну теорiю збурень для матрицi розсiяння (або для функцiй Грiна) за
лагранжiаном взаємодiї стандартним чином (див. п.31.2.1). Основна проблема
при спробi застосувати таку саму схему до побудови пропагатора, що вiдповiдає
калiбрувальному полю W a

µ , полягає у тому, що навiть модифiкований за допо-
могою неiнварiантного члена вигляду (31.22) лагранжiан вiльного поля Янга–
Мiллса

Lям(x) = −1

4
F a

µνF
µν
a − 1

2α
(∂µW a

µ )(∂µ′W a
µ′) (32.1)

з F a
µν , заданими формулами (10.11), не приводить до простого пропагатора ви-

гляду (31.25).
Причиною є те, що лагранжiан (32.1), крiм звичайних квадратичних за W a

µ

членiв, мiстить члени вигляду g(∂µW
a
ν )W b

αW c
β або g2(W a

µ )2(W b
ν )2, a 6= b 6= c. Це

означає, що поля W a
µ обов’язково взаємодiють мiж собою з константою взаємо-

дiї g (параметр вiдповiдної групи калiбрувальних перетворень). Якщо покласти
g = 0, то лагранжiан (32.1) буде описувати N2 − 1 (якщо калiбрувальна iнварi-
антнiсть описується групою SU(N)) незалежних, тотожних безмасових полiв,
фактично тотожних електромагнiтному. Тому пропагатор у цьому випадку бу-
де збiгатися з виразом (31.25) для кожного з цих полiв. Тодi природно було б
для побудови повного пропагатора для полiв W a

µ використати теорiю збурень
за параметром g. Але, як помiтив Фейнман [122], такий пiдхiд приводить до
порушення унiтарностi S-оператора. Це порушення створюють дiаграми, що
зображенi на рис. 32.1:

+ .

Рис. 32.1
Вiн також помiтив, що можна усунути цю проблему, якщо вiдняти вiд вне-

скiв таких дiаграм внески топологiчно подiбних дiаграм, що описують взаємо-
дiю поля W a

µ з деякою фiктивною частинкою. Але було незрозумiло, як вла-
штувати цю взаємодiю, щоб зберегти всi вимоги до теорiї i врахувати анало-
гiчнi вiднiмання у вищих порядках теорiях збурень. Розв’язок цiєї проблеми
був знайдений незалежно в 1967 роцi Де Вiттом [114–116] i В.М. Поповим та
Л.Д. Фаддєєвим [118]. Виявляється, що найбiльш придатним методом кванту-
вання неабелевих калiбрувальних полiв є метод континуального iнтегрування.
Вiн зберiгає коварiантнiсть теорiї i приводить до правильних результатiв. У § 26
детально було описано цей пiдхiд i показано, як вiн дiє у квантовiй нерелятивiст-
ськiй механiцi, у теорiї самовзаємодiючого скалярного поля та в теорiї юкавської
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взаємодiї (11.35). Перш нiж перейти до квантування поля Янга–Мiллса, коро-
тко зупинимось на основних iдеях методу Фаддєєва–Попова i продемонструємо
його дiю у найпростiшому випадку КЕД. Але, щоб не виникало думки, що цi
новi методи зовсiм не пов’язанi з попередньою схемою квантування, почнемо
з вигляду континуального iнтеграла для КЕД у кулонiвськiй калiбровцi, яку
детально описано в п.п.31.12,31.13.

32.1. Континуальний iнтеграл для функцiй Грiна у КЕД
(кулонiвська калiбровка)

В п.26.3 коротко був описаний метод канонiчного квантування механiчної систе-
ми за допомогою континуального iнтеграла при наявностi в системi додаткових
зв’язкiв. У випадку КЕД аналогами таких зв’язкiв є умови, якi можна накла-
дати на 4-вектор потенцiалу Aµ(x) (див. детальнiше пiдпункти 17.2.3 i 31.1.2).
Кулонiвська калiбровка дає можливiсть найбiльш прозоро сформулювати про-
цедуру канонiчного квантування i при цьому зберегти iнварiантнiсть вiдносно
групи просторових поворотiв i, як буде показано за допомогою методу конти-
нуального iнтеграла, дасть можливiсть встановити красивий зв’язок з iншими
калiбровками. Отже, нагадаємо, що первинним зв’язком є

ϕ1(A) ≡ ∇ ·A(x) = 0, (32.2)

а вторинний зв’язок (див. (31.9))–

ϕ2(πA) ≡ χ1(πA) ≡ ∇ · πππ⊥A(x) = 0, (32.3)

де
πππ⊥A(x) := πππA(x) +∇A0 = ∂0A.

Тодi, згiдно з (26.67), (26.68), а також враховуючи зауваження 26.2, вираз для
твiрного функцiонала функцiй Грiна полiв ψ̄, ψ, A, набуде вигляду

G[η̄, η, j] = G[0, 0, 0]−1

∫
DπππDADψ̄DψeiA(ψ̄,ψ,A;j) ×

× ei
∫

dx[η̄(x)ψ(x)+ψ̄(x)η(x)]
∏

x∈M
δ(∇ ·A(x))δ( ∇ · π(x)), (32.4)

де

A(ψ̄, ψ,A; j) =

∫

M

dx :

[
π(x)∂0A(x)− 1

2
π(x)2 − 1

2
(∇×A(x))2 −

− (
J(x) + j(x)

) ·A(x) + Lψ(x)

]
: −

∫
dx0HCoul(x

0; j), (32.5)
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HCoul(x
0; j) =

1

2

∫

R3

dx

∫

R3

dy
: (J0(x) + j0(x))(J0(y) + j0(y)) :

4π|x− y| , (32.6)

а Lψ(x) – лагранжiан вiльного спiнорного поля. Крiм того, запис мiри iнтегру-
вання в (32.4) треба розумiти як добуток за всiма компонентами векторiв π,A
i спiнорiв ψ, ψ . Записуючи iнтеграл (32.4), канонiчним iмпульсом вибрано не
оператор πA (див. (31.8)), а оператор π⊥

A(x) = πA(x) + ∇A0(x), а вiдповiдну
змiнну iнтегрування в (32.4) позначили π(x). Тому зв’язок (31.9) записаний в
iнтегралi (32.4) в бiльш простiй формi.

Змiнну iнтегрування A(x) позначено тiєю самою лiтерою, що i оператор
векторного потенцiалу A(x). Треба також пояснити, чому аргумент твiрного
функцiонала G[η̄, η, j] класичне джерело jµ(x) (а точнiше j0(x)) увiйшло бiлi-
нiйним чином (див. (32.6)). Справа у тому, що класичнi зовнiшнi джерела слiд
вводити до лагранжiана так:

L (x) → L (x; η̄, η, j) = L (x) + η̄(x)ψ(x) + ψ̄(x)η(x) + Aµ(x)jµ(x).

Тодi, згiдно з виглядом L (x) (див. (31.2), (31.3)), функцiя буде завжди адитив-
ним додатком до струму Jµ(x), а отже, при квантуваннi в кулонiвськiй калiбров-
цi (див. п.31.1.2 ф-ли (31.10)–(31.18)) j0(x) увiйде в означення HCoul бiлiнiйно.

I, нарештi, в iнтегралi (32.4) зник det ‖{ϕ1, χ1}‖ (див. (26.68)), оскiльки дуж-
ка Пуассона

{ϕ1, χ1}(x) =

∫
dy

δϕ1(x)

δAk(y)

δχ1(x)

δ(π⊥A)k(y)
=

∫
dy(∂kδ(x− y))2

не залежить вiд змiнних iнтегрування, а безмежна константа det ‖{ϕ1, χ1}‖ ско-
рочується з аналогiчною константою, яка входить у нормувальний множник
G[0, 0, 0]. Зробимо в (32.4) декiлька перетворень. Перш за все видiлимо квадрат
у перших двох доданках (32.5) i, враховуючи першу δ-функцiю

∏
x

δ( ∇ · A(x)),

запишемо iнтеграл за змiнною π у виглядi
∫

Dπππe−
i
2

∫
dx( π(x)−∂0A(x))2

∏
x

δ[ ∇·( π(x)− ∂0A(x))]. (32.7)

Тому, враховуючи, що вся залежнiсть вiд π зосереджена лише в (32.7) i що
вiн фактично не залежить вiд A(x), його можна скоротити з аналогiчним
iнтегралом у множнику G[0, 0, 0]−1. Тепер скористаємося формулою (26.7) з
C(x, y) = iδ(x0 − y0)(4π)−1|x− y|−1 i вiдповiдно C−1(x, y) = i∆xδ(x − y) та
z(x) = i(J0(x) + j0(x)). Тодi експоненту вiд кулонiвської частини гамiльтонiана
можна подати у виглядi

e−
i
2

∫
dx0HCoul(x

0) = e−
1
2
Tr ln C

∫
DA0ei

∫
dx:[ 1

2
( ∇A0(x))2+A0(x)(J0(x)+j0(x))]:. (32.8)
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(Вважається, що iнтегрування виконується за функцiями, якi зникають на не-
скiнченностi).

Пiдставимо (32.8) в iнтеграл (32.4), врахуємо, що
∫

dx :

[
1

2
(∂0A(x))2+

1

2
( ∇A0(x))2− 1

2
( ∇ × A(x))2

]
: =

=

∫
dx

[
− 1

4
: Fµν(x)F µν(x) :

]
.

Таким чином, остаточно отримаємо вираз

G[η̄, η, j] = G[0, 0, 0]−1

∫
DADψ̄Dψei[A(ψ̄,ψ,A)+ψ̄η+η̄ψ+Aj]δ̃( ∇ · A), (32.9)

де

A(ψ̄, ψ, A) + ψ̄η + η̄ψ + Aj =

∫

M4

dx :

[
− 1

4
Fµν(x)F µν(x) + Lψ(x)+

+Aµ(x)Jµ(x) + ψ̄(x)η(x) + η̄(x)ψ(x) + Aµ(x)jµ(x)

]
:, (32.10)

а
δ̃( ∇ · A) =

∏
x

δ( ∇ · A(x)). (32.11)

В iнтегралi (32.9) залишилась нековарiантною δ-функцiя, що фiксує куло-
нiвську калiбровку.

Iз виразу (32.10) легко отримати пропагатори (2-точковi вiльнi функцiї Грi-
на), якi треба зiставляти з внутрiшнiми лiнiями дiаграм Фейнмана в теорiї збу-
рень за константою e.

Наприклад, покладаючи e = 0, а також j ≡ 0, легко обчислити гауссовий
iнтеграл за грасмановими змiнними ψ̄ i ψ (див. (26.87)). Тодi вiдповiдна функцiя
Грiна

1

i
Sc(x− y) = (−i)2 δ2G[η̄, η, 0]

δη(y)δη̄(x)

∣∣∣∣
η̄≡η≡0

=
1

(2π)4i

∫
dp eip(x−y) p̂ + m

m2 − p2 − iε
.

Аналогiчно, хоч i дещо складнiше (задача 32.1), знаходиться пропагатор
фотонної лiнiї (для цього треба скористатись представленням δ-функцiї (26.19)
i формулами вигляду (26.7)). Тодi отримаємо

1

i
Dc,ел, Coul

µν (x− y) = (−i)2 δ2G[0, 0, j]

δjµ(x)δjν(y)

∣∣∣∣
j≡0

=
1

(2π)4i

∫
dkD̃µν(k)eik(x−y), (32.12)

D̃00(k) =
1

k2
, D̃0i(k) = D̃i0(k) = 0,

D̃ij(k) =
1

k2 + iε

(
δij − kikj

k2

)
.

(32.13)
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Зауваження 32.1. Кулонiвська калiбровка не зручна тим, що зв’яз-

ки (32.2), (32.3) призводять до присутностi в iнтегралi (32.9) не лоренц-
коварiантної δ-функцiї (32.11), i як результат отримуємо нековарiантну 2-
точкову функцiю Грiна (32.12), (32.13). Цей недолiк буде усунено за допомогою
методу, який буде описано нижче.

32.2. Коварiантнi калiбровки: метод Попова–Фаддєєва–Де
Вiтта

У попередньому пiдпунктi було показано, що за допомогою технiки контину-
ального iнтегрування функцiї Грiна можна записати у виглядi iнтеграла вiд
exp[iA(ψ̄, ψ, A)], де A(ψ̄, ψ, A) є повнiстю коварiантний, калiбрувально iнварi-
антний вираз дiї, який не залежить вiд конкретного вибору калiбровки. Кон-
кретний вид калiбровки фiксується лише наявнiстю в iнтегралi вiдповiдної δ-
функцiї. Цей факт був встановлений для кулонiвської калiбровки. Але в 1967
роцi Фаддєєвим i Поповим [118] i незалежно Де Вiттом [114–116] була запро-
понована схема, яка давала можливiсть дуже просто переходити вiд однiєї ка-
лiбровки до iншої. Коротко прокоментуємо основну iдею методу роботи [118]
(див. також [72]).

Нехай Sω(x) – елемент калiбрувальної групи Gx (див. п.2.4), який розгляда-
ється як функцiя на M. Систему полiв ψ, Aµ або W a

µ у випадку теорiї Янга–
Мiллса, на яких реалiзується представлення групи Gx, позначимо однiєю бу-
квою B = B(x). Нехай Bω є результатом дiї елемента Sω(x) групи на поле B
(див. (2.29), (2.30)). Для кожного x ∈M величина ω(x) є параметром, який пов-
нiстю визначає елемент Sω. Сукупнiсть полiв Bω, де B—фiксоване, а Sω пробiгає
калiбрувальну групу G, називається орбiтою калiбрувальної групи.

Отриманий у пунктi 32.1 вираз для твiрного функцiонала функцiй Грiна ви-
ражається континуальним iнтегралом (32.9) вiд калiбрувально неiнварiантних
факторiв, якi мiстять у собi зовнiшнi джерела η̄, η i j—як функцiональнi аргу-
менти функцiонала G[η̄, η, j] та δ-функцiї, якi фiксують калiбровку. Це є приро-
дним, оскiльки самi функцiї Грiна повиннi змiнювати свiй вигляд залежно вiд
виду калiбровки, але мiра

dµ[B] := eiA(B)DB ≡ ei
∫

L (x)dx
∏
x

dB(x) (32.14)

є iнварiантною вiдносно перетворень калiбрувальної групи G:

dµ[Bω] = dµ[B]. (32.15)

У випадку, коли повний лагранжiан залежить вiд усiх полiв ψi
α, Aµ, W a

µ , де α =

1, 4– спiнорнi iндекси, µ = 0, 3 – векторнi iндекси i (i, a) – iндекси, якi пов’язанi
з фундаментальним представленням групи SU(N) ( i = 1, N , a = 1, N2 − 1),
мiра DB має вигляд

DB =
∏

α,µ,i,a

DψαDψαDAµDW a
µ , (32.16)
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а кожний iз диференцiалiв пiд знаком добутку має вигляд (26.75).
Iнварiантнiсть мiри (32.14) є наслiдком калiбрувальної iнварiантностi пов-

ного лагранжiана L i мiри (32.16). Останнє твердження нетривiальне. Дiйсно,
iнварiантнiсть мiри DψDψ вiдносно перетворень (2.30)( або (2.18), (2.19)) є на-
слiдком того, що якобiан перетворення (2.30) дорiвнює det S = 1. Iнварiантнiсть
мiри DAµ вiдносно градiєнтних перетворень (2.29) також є очевидною, оскiльки
для кожного x ∈M перетворення (2.29) є трансляцiєю на деяку фiксовану кон-
станту ω(x) = g(x). Для доведення iнварiантностi мiри DW треба скористатись
законом перетворення калiбрувальних полiв (2.32). Якобiан такого перетворен-
ня (дла кожного x i µ)

Jω
µ = det ‖∂W ω;a

µ

∂W b
µ

‖ = det Ω(x) = 1 (32.17)

внаслiдок (2.36)–(2.39).
Звичайно, ця мiра не може бути скiнченною, оскiльки її iнварiантнiсть вiд-

носно перетворень B → Bω приводить до того, що iнтеграл вiд довiльного ка-
лiбрувально iнварiантного функцiонала F (B) (F (Bω) = F (B)) за мiрою dµ[B]
буде пропорцiйний “об’єму орбiти”, тобто

∫
F (B)dµ[B] ∼

∫
Dω, (32.18)

де Dω визначена такою самою формулою вигляду (26.8) i є iнварiантною мi-
рою на групi G. Зрозумiло, що останнiй iнтеграл є розбiжним. Ситуацiю мо-
жна пояснити на прикладi звичайної лебегової мiри на площинi XOY , збуреної
трансляцiйно iнварiантною функцiєю:

dµρ(x, y) = ρ(x− y)dx dy, ρ ∈ C∞(R1). (32.19)

Тодi для будь-якої функцiї F ∈ L1
ρ(R1) (ρ – вага)

∫

R2

F (x− y)dµρ(x, y) =

∫

R1

F (z)ρ(z)dz ·
∫

R1

dy. (32.20)

Тут калiбрувальною групою є група трансляцiй.
Основна iдея квантування Фаддєєва–Попова полягає у тому, що континуаль-

ний iнтеграл вiд функцiонала F (B) за змiнними B треба розглядати як iнтеграл
за класами полiв, якi утворюються за допомогою калiбрувального перетворен-
ня.

Наприклад, у КЕД в один клас iз полем Aµ(x) об’єднуються всi поля
Aµ +∂µω(x). Фактично внаслiдок калiбрувальної iнварiантностi дiя A(B) i мiра
(32.14) зосередженi на класах полiв. Тому треба iнтеграл за всiма можливими
полями замiнити iнтегралом по деякiй поверхнi (у просторi всiх полiв B), яка
однократно перетинається з орбiтами калiбрувальної групи, й iнтегралом по
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орбiтi. Фактично це означає, що треба знайти процедуру видiлення множника
(32.18), тобто об’єму орбiти.

У прикладi (32.19), (32.20) треба проiнтегрувати по “поверхнi” (лiнiї) x−y =
z i видiлити iнтегрування по орбiтi, яка є просто прямою R1. Мiра iнтегрування
по поверхнi вже буде залежати вiд виду поверхнi, але всi фiзичнi результати
не повиннi залежати вiд вибору поверхнi. Описана iдея була реалiзована таким
чином. Нехай

ϕ(B) = 0

є деякою поверхнею, такою, що рiвняння

ϕ(Bω) = 0

має єдиний розв’язок вiдносно ω (або Sω) при будь-якому B.
Визначимо функцiонал ∆ϕ[B] умовою

∆ϕ[B]

∫
δ̃
(
ϕ(Bω)

)
Dω = 1. (32.21)

Легко переконатися, що функцiонал ∆ϕ[B] є калiбрувально iнварiантний. Дiй-
сно, запишемо (32.21) з деяким Bλ замiсть B (вiдповiдне Sλ ∈ G). Тодi

1 = ∆ϕ[Bλ]

∫
δ̃(ϕ(Bω+λ))Dω = ∆ϕ[Bλ]

∫
δ̃
(
ϕ(Bω+λ)

)
D(ω + λ) =

= ∆ϕ[Bλ]

∫
δ̃
(
ϕ(Bω)

)
Dω =

∆ϕ[Bλ]

∆ϕ[B]
.

Отже,
∆ϕ[Bλ] = ∆ϕ[B]. (32.22)

Як правило, нас будуть цiкавити континуальнi iнтеграли, що вiдповiдають
середнiм значенням деяких калiбрувально iнварiантних функцiоналiв F [B] за
мiрою dµ[B], тобто

< F >µ=

∫
F [B]dµ[B]∫

dµ[B]
. (32.23)

Для того, щоб видiлити в чисельнику i знаменнику виразу (32.23) множник
вигляду (32.18), вставимо в цi iнтеграли одиницю (лiву частину (32.21)). Пере-
ставивши iнтеграли за Dω i dµ[B], зробимо в iнтегралi за dµ[B] замiну B → B−ω,
внаслiдок якої

δ̃(ϕ(Bω)) → δ̃(ϕ(B))

i внаслiдок (32.15), (32.22) та iнварiантностi функцiонала F [B] в чисельнику i
знаменнику видiлиться iнтеграл

∫
Dω, а середнє (32.23) набуде вигляду

< F >µ=

∫
F [B]∆ϕ[B]δ̃(ϕ(B))dµ[B]∫

∆ϕ[B]δ̃(ϕ(B))dµ[B]
. (32.24)
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Основним моментом у запропонованiй конструкцiї є незалежнiсть величини
< F >µ вiд поверхнi ϕ(B) = 0. Щоб це показати, вставимо пiд знак iнтегралiв
у формулi (32.24) iншу ”одиницю”:

1 = ∆χ[B]

∫
δ̃(χ(Bω))Dω,

де χ(B) = 0 — рiвняння iншої поверхнi, яка однократно перетинається з орбi-
тами групи G, тобто рiвняння χ(Bω) = 0 має єдиний розв’язок вiдносно ω при
будь якому B. Змiнивши порядок iнтегрування за dµ[B] i Dω i виконавши в
iнтегралi за dµ[B] замiну B → Bω, скористаємося iнварiантнiстю функцiона-
лiв F [B], ∆χ[B], ∆ψ[B] i мiри Dω та, знову змiнивши порядок iнтегрування,
отримаємо вираз

< F >µ=

∫
F [B]∆χ[B]δ̃(χ(B))dµ[B]∫

∆χ[B]δ̃(χ(B))dµ[B]
. (32.25)

Зауваження 32.2. Запропонований метод дає можливiсть переходити i
до бiльш загального вигляду iнтеграла, нiж (32.24). Якщо, наприклад, розгля-
нути у формулi (32.21) замiсть функцiоналу δ̃(ϕ(Bω)) деякий iнший калiбру-
вально неiнварiантний функцiонал Φ[B] так, щоб iнтеграл (32.21) iснував, i
визначити вiдповiдний калiбрувально iнварiантний функцiонал формулою

∆Φ[B]

∫
Φ[Bω]Dµω = 1, (32.26)

тодi та сама процедура приведе до iнтеграл вигляду

< F >µ=

∫
F [B]∆Φ[B]Φ[B]dµ[B]∫

∆Φ[B]Φ[B]dµ[B]
. (32.27)

Отже, такий метод дає можливiсть переходити в континуальному iнтегралi
вiд однiєї поверхнi до iншої, тобто вiд однiєї калiбровки до iншої.

Це означає, що для всiх калiбрувально iнварiантних функцiоналiв F [B], якi
вiдповiдають спостережуваним фiзичним величинам, iнтеграл (32.24) не буде
залежати вiд вибору калiбровки, а для калiбрувально неiнварiантних величин
формула (32.24) дає можливiсть отримати вiдповiдний вираз у тiй чи iншiй
калiбровцi, змiнюючи вигляд поверхнi ϕ(B) = 0.

32.3. Коварiантне квантування електромагнiтної взаємодiї

У пунктi 32.1 записано вираз (32.4) для твiрного функцiонала функцiй Грiна в
гамiльтоновiй формi i фiксованiй кулонiвськiй калiбровцi, виходячи з формалi-
зму, який був описаний у п.п.26.2,26.3. Представлення (32.4) у виглядi конти-
нуального iнтеграла дає можливiсть послiдовно звести його до майже коварi-
антного вигляду (32.9). За методом Попова–Фаддєєва нековарiантною залиша-
ється лише поверхня iнтегрування, що вiдповiдає кулонiвськiй калiбровцi:

ϕ1(A) = ∇ ·A(x) = div A(x) = 0.
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Цей вираз дає можливiсть побудувати теорiю збурень для функцiй Грiна. Для
цього треба формально розкласти експоненту exp

[
ie

∫
dx : ψ̄(x)Â(x)ψ(x) :

]
у виразi (32.9) в ряд за константою взаємодiї e i застосувати для кожного з
iнтегралiв за мiрами DA та Dψ̄Dψ формули вигляду (26.14) для моментiв з
C(x, y) = 1

i
Dc,ел, Coul

µν (x − y) за змiнною A i аналогiчної формули за грасмано-
вими змiнними ψ̄ i ψ, яку можна отримати з представлення (26.88). Але така
процедура досить громiздка i дає нековарiантний вираз. Для того, щоб отри-
мати коварiантну теорiю збурень, треба використати рiвняння поверхнi, яке є
iнварiантним вiдносно перетворень Лоренца. Такою поверхнею є умова Лоренца
(7.8):

∂µAµ(x) = 0.

Аналогiчнi розрахунки приводять до функцiї (задача 32.2)

1

i
Dtr

µν(x− y) =
i

(2π)4

∫
dk

eik(x−y)

k2 + iε

(
δµν − kµkν

k2

)
. (32.28)

Для того, щоб отримати функцiю (31.25), треба у формулi (32.27) вибрати Φ[B]
(B = Aµ) у виглядi

Φ[A] = e−
i

2α

∫
(∂µAµ(x))2dx. (32.29)

Тодi легко переконатися, що функцiонал ∆Φ[A] насправдi не буде залежати вiд
A (задача 32.3), його можна винести за знак iнтеграла i скоротити з аналогiчним
функцiоналом у знаменнику (32.27). Попередню процедуру треба проробити у
виразi для твiрного функцiоналу (32.9) з Φ[A] замiсть δ̃(∇ · A) (при e = 0 i
η̄ = η ≡ 0). Внаслiдок чого пiсля iнтегрування отримаємо

exp

[
1

2

∫
jµ(x)Del

µν(x− y)jν(y)dx dy

]

з Del
µν(x− y), яке збiгається з виразом (31.25) (задача 32.4).
Отриманi три рiзнi схеми побудови теорiї збурень. Але всi вони ведуть до

одних i тих самих фiзичних наслiдкiв.

32.3.1. Зв’язок мiж рiзними калiбровками

Представлення (32.9)–(32.11) дає можливiсть пов’язати вирази для функцiй Грi-
на у рiзних калiбровках. Запишемо в позначеннях попереднього пункту вираз
(32.9) для кулонiвської калiбровки:

GCoul[φ] =

∫
dµ[B]eB·φδ̃( ∇ · A)∫

dµ[B]δ̃( ∇ · A)
, (32.30)

де

B · φ =

∫
dx

[
η̄(x)ψ(x) + ψ̄(x)η(x) + jµ(x)Aµ(x)

]
.
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За Фаддєєвим–Поповим для кожного значення поля Aµ(x) визначимо функцiо-
нал ∆[A] рiвнiстю

∆[A]

∫ ∏
x

δ(∂µAµ(x) + ¤λ(x))dλ(x) = 1. (32.31)

Користуючись формулами (26.22), (26.23), легко переконатися, що iнтеграл в
лiвiй частинi (32.31) не залежить вiд Aµ(x), так само як i функцiонал ∆[A].
Пiдставимо одиницю (32.31) пiд iнтеграли чисельника та знаменника (32.30),
помiняємо порядок iнтегрування i зробимо в цих iнтегралах замiну

ψ(x) → eieλ(x)ψ(x),

ψ̄(x) → e−ieλ(x)ψ̄(x),

Aµ(x) → Aµ(x) + ∂µλ(x).

(32.32)

Пiсля такої замiни δ-функцiя δ(∂µAµ(x) + ¤λ(x)) перетвориться в δ(∂µAµ(x)),
а δ-функцiя δ( ∇·A(x)) — у δ( ∇·A(x) + ∆λ(x)). Пiсля цього знову помiняємо
порядок iнтегрування i застосуємо формулу (26.23), знiмаючи iнтеграл за Dλ.
Тодi згiдно з (26.23) замiсть λ(x) треба пiдставити функцiю

λ̃(x;A) =

∫
(−∆)−1(x, y) ∇·A(y)dy =

1

4π

∫ (
∂k

x

1

|x− y|
)

Ak(x
0,y)dy,

яка є розв’язком рiвняння (див. (26.22))

∇·A(x) + ∆λ(x) = 0.

Пiсля скорочення на ∆[A], яке фактично вiд A не залежить, отримаємо вираз
(враховуючи iнварiантнiсть мiри dµ[B] вiдносно перетворень (32.32)):

GCoul[φ] =

∫
dµ[B]eB̃·φ ∏

x

δ(∂µAµ(x))
∫

dµ[B]
∏
x

δ(∂µAµ(x))
, (32.33)

де

B̃ · φ =

∫
dx

[
η̄(x)ψ(x)eieλ̃(x;A) + ψ̄(x)η(x)e−ieλ̃(x;A)

+jµ(x)(Aµ(x) + ∂µλ̃(x;A))

]
. (32.34)

З формул (32.33), (32.34) легко отримати зв’язок функцiй Грiна в кулонiв-
ськiй калiбровцi з функцiями Грiна в лоренцовiй калiбровцi.
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32.3.2. Тотожнiсть Уорда

Представлення функцiй Грiна континуальним iнтегралом дає можливiсть дуже
легко вивести тотожнiсть Уорда (31.85). Запишемо вираз для 2-точкової еле-
ктронної функцiї Грiна в довiльнiй калiбровцi

ϕ(A) = 0,

G2;0(x− y)αβ = −i

∫
dµ[B]ψα(x)ψ̄β(y)δ̃(ϕ(A))∫

dµ[B]δ̃(ϕ(A))
. (32.35)

Нагадаємо, що позначення B i dµ[B] тотожнi (32.14). Виконаємо в iнтегралi
чисельника (32.35) замiну змiнних

ψ(x) → ψ(x)eieλ(x),

ψ̄(x) → ψ̄(x)e−ieλ(x).
(32.36)

Внаслiдок такої замiни

Lψ(x) → Lψ(x)− e : ψ̄(x)γµψ(x) : ∂µλ(x),

i разом з експонентами вiд полiв (32.36) мiра dµ[B] в чисельнику домножиться
на експоненту

exp

[
ieλ(x)− ieλ(y)− ie

∫
: ψ̄(x)γµψ(x) : ∂µλ(x)dx

]
.

Пiсля цього до обох частин (32.35) застосуємо оператор варiацiйного дифе-
ренцiювання δ/δλ(z) i покладемо λ ≡ 0. Тодi згiдно з означеннями (26.91)–
(26.93) отримаємо рiвняння

δ(x− z)G2,0

(
(α, x), (β, y)

) − δ(y − z)G2,0

(
(α, x), (β, y)

)
=

= γµ
δ′δ∂z;µG4,0

(
(δ, z), (α, x), (δ, z), (β, y)

)
. (32.37)

Праву частину можна виразити через функцiю Грiна G2,1. Скористаємося
для цього рiвнянням Швiнгера (31.70), яке запишемо в диференцiальнiй формi

¤zG2.1

(
(α, x); (β, y); (µ, z)

)
= egµµ′γµ′

δ′δG4,0

(
(δ, z), (α, x); (δ′, z), (β, y)

)
. (32.38)

Подiємо на (32.38) оператором ∂µ
z , просумуємо за µ i пiдставимо в (32.37) лi-

ву частину (32.38). В отриманiй рiвностi перейдемо до сильнозв’язних частин
згiдно з п.24.6. Отримаємо спiввiдношення (запишемо у матричнiй формi):

G−1
2,0(x− y)δ(z − y) − δ(x− z)G−1

2,0(z − y) =

=
1

e

∫
dz′∂µ¤zG0,2

(
(µ, z), (ν, z′)

)
Γν

2,1(x, y, z′).
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Тодi, враховуючи, що внаслiдок градiєнтної iнварiантностi (kµΠµν(k) =
0)(див. (31.75) з рiвнянь (31.73), (31.74) можна отримати спiввiдношення

∂µ
z G0,2

(
(µ, z), (ν, z′)

)
= ∂z,νD

c
0(z − z′),

з якого випливає тотожнiсть Уорда

G−1
2,0(x− y)δ(z − y)− δ(y − z)G−1

2,0(z − y) =
1

e
∂ν,zΓ

ν
2,1(x, y, z) (32.39)

або в iмпульсному просторi

G−1
2,0(p)−G−1

2,0(q) = (p− q)νΓ
ν(p, q). (32.40)

32.4. Квантування полiв Янга–Мiллса, що взаємодiють з
полями матерiї

Розглянемо неабелеву калiбрувальну групу перетворень SU(N) (див. п.10.3).
Вiдповiдне поле Wµ(x) є функцiєю на M зi значеннями в алгебрi Лi групи
SU(N). Його можна представити через поля W a

µ , що вiдповiдають обмiнним
бозонам, i генератори групи SU(N) формулою

Wµ = W a
µT a.

Згiдно з калiбрувальним принципом (див. п.9.3) будемо розглядати повний ла-
гранжiан взаємодiї у виглядi

L (x) = Lψ(x) + Lям(x), (32.41)

де
Lψ(x) = L0(ψ,Dµψ)−−− (32.42)

це лагранжiан вiльного поля Дiрака, в якому звичайнi похiднi ∂µ треба замiнити
на коварiантнi похiднi

Dµ = ∂µ − igW a
µT a, (32.43)

а

Lям(x)=−1

4
F a

µν(x)F µν
a (x), (32.44)

F a
µν(x) = ∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ + gfabcW b

µW c
µ. (32.45)

Лагранжiан (32.41) є iнварiантним вiдносно калiбрувальних перетворень (див.
§ 10):

ψ(x) → ψω(x) = Sω(x)ψ(x) = eigωa(x)T a

ψ(x), (32.46)

ψ̄(x) → ψ̄ω(x) = ψ̄(x)S−1
ω (x) = ψ̄(x)e−igωa(x)T a

, (32.47)

Wµ(x) → W ω
µ (x) = Sω(x)Wµ(x)S−1

ω (x) +
i

g
Sω(x)∂µS

−1
ω (x). (32.48)
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У §2 (п.2.4) було показано, що останнє перетворення (32.48) можна записати
безпосередньо для калiбрувальних полiв W a

µ (див. (2.32)–(2.40):

W a
µ (x) → (W ω)a

µ(x) = Ωab(x)W b
µ(x) + ∂µω

a(x), (32.49)

де матриця Ω(x) = exp[igω̃(x)], а ω̃ визначена формулою (2.37).
Це перетворення використаємо нижче в iнфiнiтезимальнiй формi, тобто для

нескiнченно малих функцiй-параметрiв ωa(x):

W a
µ (x) → (W ω)a

µ(x) = W a
µ (x) + ∂µω

a(x) + gfabcW b
µ(x)ωc(x). (32.50)

Щоб побудувати теорiю збурень для функцiй Грiна або для матрицi розсiя-
ння, застосуємо методи пункту 32.2. Тодi для функцiонала F [B] ≡ F [ψ̄, ψ,W ],
iнварiантного вiдносно калiбрувальних перетворень (32.46)–(32.49), i середнiх
(32.23) або (32.27), калiбрувально iнварiантна мiра dµ[B] матиме вигляд

dµ[ψ̄, ψ,W ] = ei
∫

L (x)dxDψ̄DψDW, DW =
∏

a

∏
µ

∏
x

dW a
µ (x),

що є наслiдком (32.17).
Аналогами зв’язкiв (або в термiнологiї п.32.2 поверхонь iнтегрування у фа-

зовому просторi полiв) є функцiонали Φ[B] в (32.29) (або δ̃(ϕ(B)) в (32.24)), якi
фiксують калiбровку. За аналогiєю до електромагнiтної взаємодiї розглядаю-
ться такi функцiонали:

1) кулонiвська калiбровка

Φ1[B] ≡ Φ1[W ] = δ̃(∂kWk) ≡
∏
x

∏
a

δ(∂kW a
k (x)); (32.51)

2) коварiантна калiбровка Лоренца

Φ2[B] ≡ Φ2[W ] = δ̃(∂µWµ) ≡
∏
x

∏
a

δ(∂µW a
µ (x)); (32.52)

3) часова (temporal) калiбровка

Φ3[B] ≡ Φ3[W ] = δ̃(W0) ≡
∏
x

∏
a

δ(W a
0 (x)); (32.53)

4) аксiальна калiбровка

Φ4[B] ≡ Φ4[W ] = δ̃(W3) ≡
∏
x

∏
a

δ(W a
3 (x)); (32.54)
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5) α-калiбровка загального вигляду

Φ5[B] ≡ Φ5[W ] = e−
i

2α

∫
∂µW a

µ (x)∂νW a
ν (x)dx, (32.55)

яка при α = 1 задає дiагональну калiбровку Фейнмана (див. (31.25)).

На вiдмiну вiд електромагнiтного поля важливим нетривiальним функцiо-
налом є ∆Φ[B] ≡ ∆Φ[W ], визначений рiвнiстю (32.26). У випадку абелевої групи
перетворень ∆Φ[B] не залежав вiд поля B i скорочувався iз таким самим фун-
кцiоналом у знаменнику. Для розрахунку функцiоналiв ∆Φ[W ] треба зробити
зауваження. У прикладах (32.51)–(32.54) iнтегрування в (32.27) буде виконува-
тись по поверхнях

ϕi(W
a(x)) = 0, i = 1, 2, 3, 4, a = 1, N2 − 1, x ∈M, (32.56)

що вiдповiдають аргументам δ-функцiй в (32.51)–(32.54). Це означає, що внесок
у вiдповiдний континуальний iнтеграл будуть робити лише тi змiннi W a, якi
лежать на цiй поверхнi. Тодi в означеннi функцiоналiв ∆ϕi

[B] формулою (32.21)
можна проводити iнтегрування не за усiма елементами Bω класу B, а лише зо
iнфiнiтезимальними перетвореннями. Це дає змогу при обчисленнi функцiонала
користуватися формулою (32.50) для вiдповiдних (W ω)a

µ(x) i умовами (32.56).
Отже, для ∆ϕi

[W ] отримаємо вираз

∆ϕi
[W ]−1 =

∫

Ωinf

δ̃(ϕi(W
ω))Dω, (32.57)

де Ωinf – множина iнфiнiтезiмальних калiбрувальних перетворень. Переходячи
в iнтегралi (32.57) до нових змiнних

ω̃a
i (x) = ϕi

(
(W ω)a(x)

)

знаходимо, що
∆ϕi

[W ] = det Mϕi
,

де
(
Mϕi

(x, y)
)ab

=
δϕi

(
(W ω)a(x)

)

δωb(y)
. (32.58)

Внаслiдок того, що iнтегрування виконується лише по поверхнi Ωinf , ма-
триця (32.58) не залежить вiд ωa(x), оскiльки у виразi W ω(x) враховуються
лише лiнiйнi за ωa(x) члени. Легко обчислити (задача 32.5) матричнi елементи
матрицi-оператора Mϕi

(нагадаємо, що Mϕi
є матрицею тiльки за дискретними

змiнними a, b i iнтегральним оператором з ядром (32.58)):

1) для кулонiвської калiбровки
(
Mϕ1(x, y)

)ab
=

(
δab∂k∂k − gfabcW c

k (x)∂k
)
δ(x− y); (32.59)
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2) для коварiантної калiбровки Лоренца

(
Mϕ2(x, y)

)ab
=

(− δab¤− gfabcW c
µ(x)∂µ

)
δ(x− y); (32.60)

3) для часової калiбровки

(
Mϕ3(x, y)

)ab
= δab∂0δ(x− y); (32.61)

4) для аксiальної калiбровки

(
Mϕ4(x, y)

)ab
= δab∂3δ(x− y). (32.62)

Легко помiтити, що у випадках 3) i 4) матрицi Mϕi
, i = 3, 4 не залежать вiд

полiв W a
µ , i тому вiдповiднi ∆ϕi

[W ] є константами (хоч i безмежними), й так са-
мо, як i у випадку електромагнiтної взаємодiї, вони скорочуються з вiдповiдни-
ми константами в знаменнику виразу (32.27). Отже, проблеми з квантуванням
полiв W a

µ у цьому випадку не буде, але вiдповiднi 2-точковi функцiї Грiна (при
g = 0) не будуть лоренц коварiантними.

Розглянемо тепер α-калiбровку 5). У даному випадку застосуємо майже та-
кий самий прийом, який розглядався у пiдпунктi 32.3.1 при переходi вiд однiєї
калiбровки до iншої. Почнемо з виразу (32.27) в узагальненiй калiбровцi Лорен-
ца:

∂µW a
µ (x) = ϕa(x),

де ϕa(x) ∈ Ωinf . Тодi вiдповiдний ∆ϕ[W ], що визначається формулою

∆ϕ[W ]−1 =

∫

Ωinf

∏
a

∏
x

δ(∂µ(W ω)a
µ(x)− ϕa(x))dωa

розраховується аналогiчно до ∆ϕ2 [W ] i тотожний йому :

∆ϕ[W ] = ∆ϕ2 [W ] = det Mϕ2 .

Запишемо вираз (32.27) для цього випадку у виглядi

< F >µ

∫
∆φ[W ]δ̃(∂µWµ − ϕ)dµ[B] =

∫
F [B]∆φ[W ]δ̃(∂aWµ − ϕ)dµ[B]. (32.63)

Оскiльки < F >µ вiд ϕ не залежить, домножимо обидвi частини (32.63) на
функцiонал

exp

[
− i

1

2α

∑
a

∫
ϕa(x)2dx

]

i проiнтегруємо за мiрою Dϕ.
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Внаслiдок чого отримаємо для < F >µ вираз

< F >µ=
1

N

∫
F [B] det Mϕ2e

−i 1
2α

∑
a

∫
(∂µW a

µ (x))2dx
dµ[B]; (32.64)

нормувальний множник N дорiвнює iнтегралу при F [B] ≡ 1.
Так само, як i у випадку електромагнiтної взаємодiї (див. п.32.3), якщо за-

мiсть F [B] пiдставити не калiбрувально iнварiантний функцiонал

F [B] = exp

[
i

∫
W a

µ (x)jµ
a (x)dx

]
,

i покласти g = 0, то можна обчислити вираз для 2-точкової функцiї Грiна W -
бозонiв (задача 32.6):

1

i
Dc,Y M

µν (x− y)ab ≡ 1

i
Dab

µν(x− y) =
i

(2π)4

∫
dk e−ik(x−y)Dab

µν(k),

Dab
µν(k) =

δab

k2 + iε

[
gµν − kµkν

k2 + iε
(1− α)

]
.

(32.65)

Наступним завданням є побудова коварiантної теорiї збурень для функцiй Грiна
або матрицi розсiяння.

32.5.Ду́хи Фаддєєва–Попова. Дiаграмна технiка

Отже, якщо g = 0, то для кожного виду калiбровки легко отримати 2-точковi
функцiї Грiна, якi будуть повнiстю збiгатися з вiдповiдними функцiями в мо-
делi КЕД. При спробi розвинути звичайну теорiю збурень за g шляхом розкла-
ду в ряд експоненти наштовхуються на труднощi, якi пов’язанi з наявнiстю у
виразi (32.64) множника det Mϕ2 . У працi [118] було запропоновано скориста-
тися континуальним аналогом формули (26.86), ввiвши деякi новi поля φa(x) i
∗
φa (x) ≡ φ̄a(x), що вiдповiдають фiктивним (духовим) “скалярним фермiонам”.
Отже, вважаючи φa(x) i φ̄a(x) континуальними грасмановими змiнними, можна
записати представлення det Mϕi

у виглядi

det Mϕj
=

∫
e

i
∫

φa(x)Mab
ϕj

(x−y)φb(y)
D φ̄Dφ.

Розглянемо лоренц-коварiантний випадок j = 2: Mϕ2 ≡ M .
Мовою лагранжiану це означає, що до повного лагранжiана L (x) треба ще

додати член

Lфп(x) = ∂µφa(x)∂µφa(x) + g∂µφa(x)fabcφb(x)W c
µ(x). (32.66)

Цей лагранжiан вiдповiдає розповсюдженню безмасових, “безспiнових фермiо-
нiв” i їх взаємодiї з калiбрувальними полями W a

µ . Перш нiж записати правила
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Фейнмана для побудови ряду теорiї збурень для функцiй Грiна або матричних
елементiв S-матрицi, запишемо вираз для повної дiї, що вiдповiдає системi вза-
ємодiючих полiв матерiї ψ(k) за допомогою калiбрувальної групи SU(N), тобто
k = 1, 2, . . ., N ; a = 1, 2, . . ., N2 − 1.

Отже, повна дiя, що входить в континуальний iнтеграл твiрного функцiона-
ла для функцiй Грiна

G[η̄, η, j] = G[0]−1

∫
ei(η̄·ψ+ψ̄·η+jµ

a ·W a
µ )eiA[ψ̄,ψ,W,φ]Dψ̄DψDWDφ (32.67)

з фiксованою α-калiбровкою, будується за допомогою лагранжiана (32.41)–
(32.45), члена, що фiксує калiбровку

∆LW = − 1

2α
: ∂µW a

µ (x)∂νW a
ν (x) : (32.68)

та лагранжiана духiв (32.66).
Запишемо повну дiю з урахуванням граничних умов (спадання на безме-

жностi) на змiннi ψ, W , φ у виглядi (задача 32.7)

iA [ψ, W, φ] = iA0[ψ,W, φ] + iAI [ψ, W, φ], (32.69)
iA0[ψ, W, φ] = iA0[ψ] + iA0[W ] + iA0[φ], (32.70)
iAI [ψ, W, φ] = iAI [ψ; W ] + iAI [W ; W ] + iAI [W ; φ], (32.71)

iA0 [ψ] = i

∫
dx ψ̄(k)

α (x)(iγµ
αβ∂µ −mδαβ)ψ

(k)
β (x), (32.72)

iA0 [W ] = − i

2

∫
dxW a

µ (x)

(
gµν¤ +

α− 1

α
∂µ∂ν

)
W a

ν (x), (32.73)

iA0 [φ] = i

∫
dx φ̄a(x)¤φa(x), (32.74)

iAI [ψ; W ] = ig

∫
dx ψ̄(j)

α (x)γµ
αβT a

jkψ
(k)
β (x)W a

µ (x), (32.75)

iAI [W ; W ] = i

∫
dx

[
gfabcgλν : (∂µW a

λ )(x)W b
µ(x)W c

ν (x) : −

− 1

4
g2fabcfadegλνgµρ : W b

λ(x)W c
µ(x)W d

ν (x)W e
ρ (x) :

]
, (32.76)

iAI [W ; φ] = igfabc

∫
dx(∂µφ̄a)(x)φb(x)W c

µ(x). (32.77)

Поданий запис дає можливiсть дуже просто встановити правила вiдповiд-
ностi (правила Фейнмана) мiж аналiтичними i графiчними виразами. Внутрi-
шнiм лiнiям вiдповiдають пропагатори Фейнмана, якi є функцiями Грiна ди-
ференцiальних операторiв-матриць, що стоять мiж вiдповiдними змiнними ψ,
W , φ у виразах (32.72)–(32.74). Вершинам дiаграм будуть вiдповiдати матрицi
або структурнi константи, що стоять перед вiдповiдними полями (див. (32.75)–
(32.77)). Зовнiшнiм лiнiям вiдповiднi поля або їх похiднi (див. (32.75)–(32.77)).
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Подамо цi правила у виглядi Таблицi 32.1, записавши їх в iмпульсному про-
сторi i зробивши операцiю антисиметризацiї коефiцiєнта при добутку векторних
полiв у виразi (32.76)(перший доданок) та операцiю симетризацiї коефiцiєнта
у виразi (32.76)(другий доданок) для того, щоб вiдповiдна антисиметричнiсть i
симетричнiсть цих коефiцiєнтiв була явно виражена. До цих правил треба дода-
ти, що кожнiй замкнутiй петлi пунктирних лiнiй (тобто лiнiй, що вiдповiдають
“духам”), вiдповiдає множник (−1). Зауважимо також, що у розкладах вiдсутнi
дiаграми з зовнiшнiми пунктирними лiнiями, тобто вони входять у дiаграми
лише через замкнутi петлi.

У таблицi 32.1 введенi такi позначення:

Ṽ
(3)
λµν(k1, k2, k3) = (2π)4δ(k1 + k2 + k3)

1

3!

[
(k1 − k2)νgλµ +

+ (k2 − k3)λgµν + (k3 − k1)µgλν

]
, (32.78)

Ṽ
(4);abcd
λµνρ (k1, . . . , k4) = (2π)4δ(k1 + · · ·+ k4)

1

4!

[
f eabf ecd(gλνgµρ − gλρgµν

)
+

+ f ecbf ead(gνλgµρ − gνρgµλ) +

+ f eacf ebd(gλµgνρ − gλρgµν

]
. (32.79)
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Таблиця 32.1

№ Назва Графiчний Аналiтичний
n/n внеску вираз вираз
1. Пропагатор

фермi-
частинок p

k, βj, α
δjk

(2π)4i

∫ (m+p̂)αβ

m2−p2−iε
dp

2. Пропагатор
векторних
бозонiв

k

k
b, νa, µ δab

(2π)4i

∫
dk

k2+iε

[
gµν − (1−α) kµkν

k2+iε

]

3. Пропагатор
“ду́хiв”

ba − δab

(2π)4i

∫
dp

p2+iε

4. Кварк-
глюонна
вершина
(32.75)

k

p q

β, k

a, µ

α, j

igγµ
αβT a

jk(2π)4δ(q + k − p)

5. 3-глюонна
вершина
(32.76) − 1-й
доданок

b, µ
k2

c, νa, λ

k1 k3

−gfabcṼ
(3)
λµν(k1, k2, k3)

6. 4-глюонна
вершина
(32.76) − 2-й
доданок

k2 k3 c, ν

k4k1
a, λ

b, µ

d, ρ

−ig2Ṽ
(4);abcd
λµνρ (k1, k2, k3k4)

7. Глюон-
духова
вершина

b

k

q

a

p

c, µ
−g(2π)4δ(p + k − q)qµf

abc
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32.6. БРСТ–iнварiантнiсть

На прикладi КЕД видно, що калiбрувальна iнварiантнiсть з одного боку є ме-
тодом для подолання багатьох проблем при квантуваннi калiбрувальних по-
лiв, але з iншого – вона обмежує вибiр контрчленiв при усуненнi розбiжностей.
Фiксуючи калiбровку, тим самим ”ховаємо” початкову калiбрувальну iнварiан-
тнiсть теорiї i ще бiльше обмежуємо вигляд контрчленiв.

Метод Фаддєєва–Попова, який коротко викладено вище, зберiгає лоренц-
коварiантнiсть теорiї, але фiксує калiбровку i фактично фiксує вигляд контр-
членiв, якi необхiдно внести в лагранжiан, щоб забезпечити перенормовнiсть
теорiї. Як побачимо нижче, при даному виборi калiбровки (α-калiбровка) цей
метод ще не порушує перенормовнiсть теорiї, але у бiльш загальнiй ситуацiї
питання залишається вiдкритим.

Виявляється ( ! ) iснує нова симетрiя (навiть при фiксованiй α-калiбровцi
), вiдносно якої континуальнi iнтеграли, за допомогою яких записуємо функцiї
Грiна, залишаються iнварiантними. Таку симетрiю вiдкрили Беччi, Роут i Сто-
ра [107] та незалежно I.В.Тютiн [194]. Вона будується за допомогою деякого
параметра θ (однакового для всiх x ∈M), який є грасмановою змiнною, тобто

θ2 = 0 (32.80)

i який антикомутує з полями ”ду́хiв” φa, φa та полями матерiї ψ, ψ. Щоб зберегти
калiбрувальну iнварiантнiсть лагранжiана (32.41)–(32.45) при побудовi нової
симетрiї, виберемо у формулах (32.46)–(32.49)

ωa(x) = θφa(x). (32.81)

Такий вибiр локальних параметрiв забезпечує збiг iнфiнiтезимальних i повних
калiбрувальних перетворень (32.46)–(32.49) внаслiдок спiввiдношення (32.80).
Але, крiм лагранжiана (32.41)–(32.45), теорiя Фаддєєва–Попова мiстить у собi
ще два доданки – це лагранжiан (32.66) i член (32.68), який фiксує калiбровку,
тбто деякий додатковий ефективний лагранжiан

Lеф(x) = Lфп(x) + ∆LW (x). (32.82)

Отже, повний лагранжiан теорiї взаємодiючих полiв матерiї i полiв Янга—
Мiллса матиме вигляд

Lψ;W (x) = Lψ(x) + Lям(x) + Lеф(x), (32.83)

а вiдповiдна дiя
Aψ;W = Aψ +Aям +Aеф. (32.84)

Умова (32.80) дає можливiсть записати довiльнi БРСТ–перетворення в iнфiнi-
тезимальнiй формi

B → Bθ = B1Iθ + δθB, δθB = θδB, B ∈ {ψα, ψβ,W a
µ , φb, φ

c}, (32.85)
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де

δψα(x) = igφa(x)T aψα(x), (32.86)

δψβ(x) = −igψβ(x)φa(x)T a, (32.87)

δW a
µ (x) = ∂µφ

a(x) + gfabcφb(x)W c
µ(x), (32.88)

δφa(x) = −1

2
gfabcφb(x)φc(x), (32.89)

δφ
a
(x) = − 1

α
∂µW a

µ (x). (32.90)

У формулi (32.85) 1Iθ – одиничний оператор у представленнi, де реалiзується
грасманова змiнна θ. Першi два доданки лагранжiана (32.83) є iнварiантними
вiдносно перетворень (32.85) з δB, якi визначенi в (32.86)–(32.88):

Lψ(x) + Lям(x) = L θ
ψ (x) + L θ

ям(x).

Це є наслiдком загальної калiбрувальної iнварiантностi теорiї з локальними па-
раметрами групи у виглядi (32.81). Ефективний лагранжiан Lеф(x) при пере-
твореннях (32.85) з δB, що визначена в (32.88)–(32.90), перетворюється так:

Lеф(x) → L θ
еф(x) = Lеф(x)− 1

α
θ∂µJµ(φ,W ), (32.91)

де
Jµ(φ,W ) =

(
∂µφ

a(x) + gfabcφb(x)W c
µ(x)

)
∂νW a

ν (x). (32.92)

Пропонуємо самостiйно (задача 32.8) проробити досить громiздки виклади
i переконатися у справедливостi формули (32.91). Iз формули (32.91) випли-
ває, що сам лагранжiан Lеф(x) не є iнварiантним вiдносно БРСТ-перетворень
(32.85)–(32.90), але вигляд доданка ((32.92), який виникає внаслiдок такого пе-
ретворення дає можливiсть стверджувати, що iнварiантною є вiдповiдна дiя

Aеф → Aθ
еф = Aеф

при умовi, що всi поля зникають на межi iнтегрування. Отже, в цiлому теорiя
є iнварiантною вiдносно БРСТ-симетрiї.

Перетворення (32.86)–(32.89) полiв ψα, ψβ,W a
µ , φb є нiльпотентним . Це

означає, що якщо ввести операцiю Q, що дiє на поле B ∈ {ψα, ψβ,W a
µ , φb} (як

на функцiональну змiнну в iнтегралi для дiї) за формулою

QB := δB, (32.93)
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то

Q2B = 0. (32.94)
Доведення цiєї властивостi легко встановити прямими обчисленнями, врахову-
ючи антикомутативнi властивостi полiв матерiї i духiв, а також внаслiдок тото-
жностi Якобi для структурних констант (див. також [17, п.15.7]). Для того, щоб
властивiсть (32.94) була справедлива для всiх полiв (включаючи поле φ

a), тре-
ба дещо змiнити вигляд ефективного лагранжiана. Для цього треба переписати
експоненту вiд α-калiбрувального члена (32.68) у виглядi фур’є-перетворення

e−i 1
2α

∫
:∂µW a

µ (x)∂νW a
ν (x):dx = C

∫
e

iα
2

∫
ha(x)ha(x)dxei

∫
ha(x)∂µW a

µ (x)Dh, (32.95)

де C– стала нормування.
Тодi у виразi для ефективного лагранжiана треба замiнити член (32.68) на

суму членiв, що стоять в експонентах правої частини рiвняння (32.95) без уявної
одиницi i. БРСТ–симетрiя нової дiї буде тепер виконуватись для перетворень
(32.86)–(32.89), нового перетворення поля φ

a

δφa = ha (32.96)

i додаткового перетворення поля ha

δha = 0. (32.97)

Перетворення (32.86)–(32.89), (32.96), 32.97) вiдносяться до суперсиметри-
чних перетворень. Так, наприклад (навiть при g = 0), перетворення (32.88)
перетворює калiбрувальний бозон у духи, (32.89) знищує 1-частинковий стан
духiв, а (32.96) перетворює 1-частинковий стан антидухiв у квант поля ha. Опе-
ратор, що вiдповiдає суперзаряду є Q̂. При БРСТ–квантуваннi комутатор чи
антикомутатор оператора суперзаряду Q̂ з вiдповiдними полями буде задава-
тись дiєю перетворення Q (32.93) на цi поля. Нiльпотентний оператор Q̂ вiдiграє
важливу роль у визначеннi фiзично допустимих станiв Ψ в Гiльбертовому про-
сторi станiв. Вони визначаються таким чином, що всi фiзично допустимi стани
належать ядру оператора Q̂, тобто

Q̂Ψ = 0. (32.98)

Ця умова забезпечує вiдсутнiсть духових станiв у множинi фiзично допусти-
мих станiв. Крiм того, оператор Q̂ встановлює вiдповiднiсть мiж нефiзичними
поляризацiйними станами калiбрувальних бозонiв i духами.

З одного боку вимога БРСТ–iнварiантностi теорiї є бiльш глибокою, оскiль-
ки дає значно ширшi можливостi у виборi контрчленiв для усунення розбiжно-
стей, але з iншого – перетворення (32.85)–(32.89) є нелiнiйними, i стає зовсiм
нетривiальним встановити вiдповiднi перетворення для функцiй Грiна. Пропо-
нуємо звернутися до монографiї Вайнберга ([17], розд. 15,17), в якiй досить
детально викладенi основи БРСТ-симетрiї та її узагальнення, а також наведене
доведення перенормовностi найбiльш загальної неабелевої калiбрувальної теорiї
(див. також [65]).
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§ 33. Основнi моделi взаємодiй квантованих полiв
Найбiльш розвинену теорiю – електромагнiтну – було описано в §31. У дано-
му параграфi коротко зупинимось на моделях, якi побудованi на основi теорiї
калiбрувальних полiв та їх взаємодiї з полями матерiї, тобто фермiонними по-
лями, що вiдповiдають масовим частинкам спiну s = 1/2. Це перш за все КХД,
яка вивчає взаємодiю адронiв в рамках теорiї сильних взаємодiй i модель еле-
ктрослабкої взаємодiї. Квантову теорiю цих моделей можна будувати на основi
формалiзму, викладеного в § 32. Особливої уваги потребує проблема усунен-
ня ультрафiолетових розбiжностей. Труднощi, якi виникають при застосуваннi
описаних вище методiв, будуть залежати вiд вибору конкретної моделi, тобто
лагранжiану. Базовим лагранжiаном, з якого будуються модельнi лагранжiани
взаємодiй, є калiбрувально iнварiантний лагранжiан (32.41) – (32.45). Вiн опи-
сує взаємодiю калiбрувальних безмасових полiв W a

µ з полями матерiї ψ. Для
конкретних моделей виникає ряд додаткових проблем, якi пов’язанi з тим, що
окремi обмiннi бозони W a

µ мають ненульову масу. Введення масового члена по-
рушує калiбрувальну iнварiантнiсть i вносить додатковi проблеми в процедуру
усунення розбiжностей. Проблеми з описом масивних бозонiв ми коротко обго-
ворювали в § 11 на рiвнi класичної теорiї i повернемося до цього питання нижче.
пiдроздiлах.

33.1. Перенормування калiбрувальних теорiй

У п.32.4 було розглянуто питання, як треба модифiкувати лагранжiан (32.41)–
(32.45), щоб побудувати коварiантну теорiю збурень для S-матрицi i функцiй
Грiна. Вигляд цього модифiкованого лагранжiана мiститься у виразi дiї (32.69)–
(32.77):

A[ψ,W, φ] =

∫
dx : L̃ (x) :, (33.1)

L̃ = L̃0 + L̃I ,

L̃0 = ψ(iγµ∂µ −m)ψ − 1

2
W a

µ

(
gµν¤− α− 1

α
∂µ∂ν

)
W a

ν + φa¤φa, (33.2)

L̃I = gψγµT aψW a
µ + gfabcgλν∂µW a

λ W b
µW c

ν −
− 1

4
g2fabcfadegλνgµρW b

λW c
µW d

ν W e
ρ + gfabc∂µφaφbW

c
µ. (33.3)

Внески дiаграм Фейнмана будуються за допомогою трьох видiв пропагато-
рiв, якi є функцiями Грiна операторiв, що стоять у виразi L̃ мiж полями ψ та
ψ, W a

µ та W a
ν , φa та φa, i вершин чотирьох видiв, що вiдповiдають кожному з

доданкiв лагранжiана взаємодiї (33.3) (див. табл. 32.1 i ф-ли (32.78), (32.79)).
Згiдно з формулами (25.30), (25.31) максимальнi iндекси кожної з вершин (при
d = 4)

ωmax
1 = ωmax

2 = ωmax
3 = ωmax

4 = 0. (33.4)
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Отже, теорiя є перенормовною за допомогою скiнченного числа контрчленiв,
якi визначаються примiтивно-розбiжними дiаграмами i деякими додатковими
спiввiдношеннями. Щоб визначити кiлькiсть i вигляд примiтивно-розбiжних дi-
аграм, запишемо формулу (25.32) через кiлькiсть фермiонних зовнiшнiх лiнiй
Lψ, глюонних зовнiшнiх лiнiй LW i зовнiшнiх лiнiй, що вiдповiдають духовим
частинкам Lφ:

ω(G) = 4− 3

2
Lψ − LW − Lφ. (33.5)

Формула (33.5) записана з урахуванням (33.4) при d = 4. Отже, розбiжнi
дiаграми (примiтивно-розбiжнi) вiдповiдають таким трiйкам: (Lψ, LW , Lφ) =
(0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2), (2, 1, 0), (0, 1, 2), (0, 3, 0), (0, 4, 0), (0, 0, 4),
(0, 2, 2). Але число дiаграм буде бiльше, оскiльки їх можна побудувати за до-
помогою рiзного виду вершин. Наведемо тут їх вигляд, але не будемо робити
досить складнi i громiздкi обчислення вiдповiдних iнтегралiв i видiлення роз-
бiжних доданкiв. Обчислення внескiв вiд деяких конкретних дiаграм можна
знайти в монографiях [86], [106], [23].

Для обчислення перенормованого внеску у власне енергетичну функцiю ка-
лiбрувальних бозонiв (0, 2, 0) треба застосувати методи, якi були описанi у § 25
i п.31.4, до внескiв дiаграм на рис. 33.1 (ω(G) = 2):

,
a, µ b, ν a, µ b, ν

a, µ b, ν

c)

a) b)

,

.

Рис. 33.1
Розбiжнi вклади цих дiаграм можна компенсувати контрчленами, що мають

такий вигляд:

−1

2
∆Z

(2)
W : Wµ(gµν¤− ∂µ∂ν)W a

ν : − 1

2α
∆Z(2)

α : W a
µ∂µ∂νW a

ν :, (33.6)

де ∆Z
(2)
W = ∆Z

(2)
W,a + ∆Z

(2)
W,δ + ∆Z

(2)
W,b, а вклад в ∆Z

(2)
λ дає тiльки дiаграма на рис.

33.1, а).
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Для перенормування Фермi-полiв i вiдповiдних мас частинок матерiї треба

розглянути вклад дiаграми на Мал. 33.2 (ω(G) = 1), (2, 0, 0).

p− q

k, βj, α
p

q

p

.

Рис. 33.2

Вiдповiдний вклад в контрчлен лагранжiану буде мати вигляд

∆Z
(2)
ψ ψ(iγµ∂µ −m)ψ − δm̃(2)ψψ. (33.7)

Перенормiровки вимагають, також, i поля “духiв” φa(x). Вiдповiдний контрчлен
пов’язаний з вкладом вiд дiаграми на рис. 33.3 (ω(G) = 2), (0, 0, 2)

p− q

p

q

p ba

Рис. 33.3

i виглядає як

∆Z
(2)
φ φa¤φa. (33.8)

Вершиннi дiаграми теж є розбiжними. До вершинних дiаграм ми вiдносимо
дiаграми з трьома i чотирма зовнiшнiми лiнiями. Розбiжнi дiаграми з трьома
зовнiшнiми лiнiями, в свою чергу, дiляться на три групи. Перша група, це дiа-
грами, що вiдповiдають глюоннiй вершинi (0, 3, 0), ω(G) = 1, зображенi на рис.
33.4
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а б

гв

b, ν b, ν

b, ν b, ν

a, µ c, ρ a, µ c, ρ

c, ρa, µ c, ρa, µ

.

,,

,

Рис. 33.4
Внесок у вiдповiдний контрчлен має вигляд

∆Z
(3)
1 gfabcgλν : ∂µW a

λ W b
µW c

ν :,

∆Z
(3)
1 = ∆Z

(3)
1,a + ∆Z

(3)
1,б + ∆Z

(3)
1,в + ∆Z

(3)
1,г .

(33.9)

Друга група – дiаграми, що вiдповiдають глюон-духовiй вершинi (рис. 33.5),
(0, 1, 2), (ω(G) = 1):

ba

а б
b

c, µ c, µ

a

, .
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Рис. 33.5

Вiдповiдним контрчленом є

∆Z
(3)
2 gfabc∂µφaφbW

c
µ, ∆Z

(3)
2 = ∆Z2,a + ∆Z2,б. (33.10)

Третя група – дiаграми, що вiдповiдають кварк-глюоннiй вершинi (ω(G) =
0), (рис. 33.6), (2,1,0):

а б

c, µ c, µ

β, kα, jα, j β, k

.,

Рис. 33.6

Контрчленом є

∆Z
(3)
3 gψγµT aψW a

µ , ∆Z
(3)
3 = ∆Z3,a + ∆Z3,б. (33.11)

I, нарештi, дiаграми з чотирма зовнiшнiми лiнiями з ω(G) = 0 є дiаграмами
4-го порядку за g. Тi, що належать до 4-глюонної вершини, зображенi на рис.
33.7 (0,4,0):
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,, ,

a, λ d, ρ

а б

a, λ a, λd, ρ

в

d, ρ

c, νb, µ b, µ c, ν b, µ

a, λ

b, µ b, µc, ν

d, ρa, λ d, ρ

г д

c, ν

c, ν

, .

Рис. 33.7
Вiдповiдний контрчлен має вигляд

−1

4
∆Z

(4)
4 g2fabcfadegλνgµρW b

λW c
µW d

ν W e
ρ . (33.12)

Двi дiаграми, що вiдносяться до дух-духової вершини i глюон-духової 4-
вершини (рис. 33.8) (0,0,4) i (0,2,2):

a

,

а б

b, µ

a dd

cb c, ν

Рис. 33.8
теж є розбiжними (ω(G) = 0), але внаслiдок того, що в реальних взаємодiях
духовi частинки не спостерiгаються, такi дiаграми будуть зустрiчатись лише
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у вищих порядках теорiї збурень i будуть робити внесок у контрчлени ∆ZW i
∆Zφ. Так само, як i у випадку КЕД, вакуумнi дiаграми (0,0,0) не розглядаються,
оскiльки їх можна позбутися формальним пересумуванням та перенормуванням
вакуумного стану. Пiсля пересумування в усiх порядках теорiї збурень отриму-
ється остаточний вигляд контрчленiв, якi задаються виразами (33.6)–(33.12) з
константами (ZW −1), (Zα−1), (Zψ−1), δm̃, (Zφ−1), (Zk−1), k = 1, 4, а повний
лагранжiан матиме вигляд

L̃ + ∆L̃ = Zψψ(iγµ∂µ −m)ψ − 1

2
ZW W a

µ (gµν¤− ∂µ∂ν)W a
ν −

+ Zφφa¤φa − 1

2α
ZαW a

µ∂µ∂νW a
ν + Z1gfabcgλν∂µW a

λ W b
µW c

ν +

+ Z2gfabc∂µφaφbW
c
µ + Z3gψγµT aψW a

µ −

− 1

4
Z4g

2fabcfadegλνgµρW b
λW c

µW d
ν W e

ρ . (33.13)

Для того, щоб отримати лагранжiан (33.13) з неперенормованого лагранжi-
ана

L̃ 0 = L̃ (ψ0, (W 0)a
µ, φ

0; m0, λ0, g0), (33.14)

треба покласти

ψ0 = Z
1/2
ψ ψ, (33.15)

(W 0)µ
a = Z

1/2
W W µ

a , (33.16)

φ
0

= Z
1/2
φ φ, (33.17)

φ0 = Z
1/2
φ φ, (33.18)

λ−1
0 = (1 + Zλ)Z

−1
W λ−1, (33.19)

m0 = m + δm, δm = Z−1
ψ δm̃, (33.20)

g0 = Z1Z
−3/2
W g, (33.21)

g0 = Z2Z
−1
φ Z

−1/2
W g, (33.22)

g0 = Z3Z
−1
ψ Z

−1/2
W g, (33.23)

g2
0 = Z4Z

−2
W g2. (33.24)

Рiвностi (33.21)–(33.24) повиннi забезпечити перенормування однiєї й тiєї
ж константи взаємодiї g0. Отже, щоб забезпечити калiбрувально-iнварiантне
перенормування лагранжiана L̃ 0, необхiдно, щоб виконувалися рiвностi

Z1Z
−3/2
W = Z2Z

−1
φ Z

1/2
W = Z3Z

−1
ψ Z

−1/2
W = Z

1/2
4 Z−1

W , (33.25)

якi зменшують число незалежних констант, оскiльки з (33.25) маємо

ZW = Z2
1Z

−1
4 , Zφ = Z1Z2Z

−1
4 , Zψ = Z1Z3Z

−1
4 . (33.26)
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Але справедливiсть рiвностей (33.25) не є очевидним фактом i фактично означає
перенормовнiсть калiбрувально iнварiантної теорiї, що описується лагранжiа-
ном L̃ . Iнколи кажуть, що система контрчленiв має калiбрувально-iнварiантну
структуру:

Z1

ZW

=
Z2

Zφ

=
Z3

Zψ

=
Z4

Z1

. (33.27)

Спiввiдношення (33.27) називають також тотожностями Славнова–Тейлора
[83], [190]. Вони гарантують унiверсальнiсть перенормованої константи взаємо-
дiї g. Їх можна перевiрити безпосереднiм обчисленням внескiв дiаграм Фейн-
мана, зображених на рис. 33.1–33.7, тобто у нижчих порядках теорiї збурень
(у так званому однопетльовому наближеннi). Для цього треба скористатись
калiбрувально-iнварiантною промiжною регуляризацiєю (наприклад, за допо-
могою введення довiльної розмiрностi(див. п.25.7) або регуляризацiєю Паулi–
Вiлларса (п.25.1)) i видiлити розбiжнi (при зняттi промiжної регуляризацiї)
члени, якi i будуть входити в константи Z.

У загальному випадку (тобто поза рамками теорiї збурень) не можна отри-
мати аналiтичних виразiв для констант Z, але можна знайти спiввiдношення
мiж ними (тобто фактично довести справедливiсть (33.27)), використовуючи
так званi узагальненi тотожностi Уорда–Такахашi.

У пiдпунктi 32.3.2 було введене таке спiввiдношення у випадку абеле-
вої теорiї КЕД—це тотожнiсть Уорда (32.39), (32.40). У випадку неабелевої
калiбрувально-iнварiантної теорiї вiдповiдними аналогами є спiввiдношення
мiж функцiями Грiна, якi були започаткованi ще в працях [114–116], пiзнiше
отриманi незалежно Тейлором [190] i Славновим [83] та носять назву тотожно-
стей Славнова–Тейлора або узагальнених спiввiдношень Уорда–Такахашi.

Не будемо тут наводити цих спiввiдношень i рекомендуємо звернутись, на-
приклад, до монографiї [86, гл. IV, § 6].

З точки зору практичного використання теорiї перенормувань
калiбрувально-iнварiантних неабелевих теорiй залишається чинною схема,
яка була детально розглянута у пунктах 25.1–25.6 на прикладi ϕ4 взаємодiї i
в пiдпунктах 31.4.1, 31.4.2 для КЕД. На завершення наведемо цю схему для
взаємодiї (33.1)–(33.3). Для її реалiзацiї треба виконати такi три дiї.

1. Використовуючи R-операцiю, видiлити розбiжностi (попередньо ввiвши
промiжну регуляризацiю) в таких сильнозв’язних частинах вiдповiдних фун-
кцiй Грiна:

а) Π̃ab
µν(k) — глюонний власне енергетичний оператор (рис. 33.1);

б) Π̃ab(k) — власне енергетичний оператор духiв (рис. 33.3);

в) Σ̃(p) — власне енергетичний оператор кваркiв (рис. 33.2);

г) Λ̃abc
µνρ(p, k, q) — 3-глюонний вершинний оператор (рис. 33.4);
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ґ) Λ̃abc
µ (p, k, q) — глюон-духовий вершинний оператор (рис. 33.5);

д) Λ̃a;jk
µ (p, k, q) — кварк-глюонний вершинний оператор (рис. 33.6);

е) Λ̃abcd
λµνρ(p, k, q, l) — 4-глюонний вершинний оператор (рис. 33.7)

(Σ̃(p) i Λ̃abc
µ (p, k, q) є 4× 4-матрицями, а всi iншi є звичайними функцiями).

Вибором точки вiднiмання визначити перенормованi оператори
(Π̃r)ab

µν(k), . . ., (Λ̃r)abcd
µνρλ(p, k, q) за аналогiєю до вiдповiдних виразiв КЕД

(див. ф-ли (31.92)–(31.95)).
Зауваження 33.1. Так само, як i у випадку КЕД, власне енергетичний

оператор глюонiв повинен задовольняти умову поперечностi (31.66), тобто
мати вигляд

Π̃ab
µν(k) = δab(gµνk

2 − kµkν)π(k2). (33.28)

Рiвняння (33.28) є наслiдком однiєї з тотожностей Уорда–Такахашi. Ана-
логiчне спiввiдношення повинно виконуватись i для перенормованого операто-
ра (Π̃r)ab

µν(k) .
Нагадаємо, що побудова операторiв (Π̃r)ab

µν(k), . . ., (Λ̃r)abcd
µνρλ(p, k, q) в нижчих

порядках теорiї збурень (тобто в однопетльовому наближеннi) означає просте
вiднiмання перших членiв розкладу в ряд Тейлора вiдповiдних внескiв дiаграм
Фейнмана, зображених на рис. 33.1–33.7, а у вищих порядках – застосування
R-операцiї.

2. За перенормованими операторами (Π̃r)ab
µν(k), . . ., (Λ̃r)abcd

µνρλ(p, k, q) побудуємо
повнi перенормованi функцiї Грiна:

i(D̃r)ab
µν(k) =

iδab

π̃r(k2)− k2 − iε

(
gµν − kµkν

k2 + iε

)
− iλ

k2 + iε

kµkν

k2 + iε
δab,

π̃r(k2) = k2πr(k2),

(33.29)

що вiдповiдає глюонному пропагатору в дiаграмах Фейнмана;

1

i
S̃r

q (p) =
1

i

(
m− p̂ + Σ̃r(p)− iε

) , (33.30)

що вiдповiдає повному перенормованому пропагатору кварка або антикварка
маси m;

1

i
S̃r

φ(q)ab =
δab

i[π̃r
φ(q

2)− q2 − iε]
, Π̃r

ab(q) = δabπ̃
r(q2), (33.31)

що вiдповiдає повному перенормованому пропагатору духової частинки;

(Γ̃r)abc
µνρ(p, k, q) = fabcV (3)

µνρ(p, k, q) + (Λ̃r)abc
µνρ(p, k, q), (33.32)
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де V
(3)
µνρ визначений у (32.78), а вираз (33.32) вiдповiдає повному перенормова-

ному оператору 3-глюонної вершини;

(Γ̃r)abcd
λµνρ(p, k, q, l) = Ṽ

(4);abcd
λµνρ (p, k, q, l) + (Λ̃r)abcd

λµνρ(p, k, q, l), (33.33)

де Ṽ (4) визначений у (32.79), i цей вираз вiдповiдає повному перенормованому
оператору 4-глюонної вершини;

(Γ̃r)abc
µ (p, k, q) = (2π)4δ(p + k − q)qµf

abc + (Λ̃r)abc
µ (p, k, q), (33.34)

що вiдповiдає повнiй перенормованiй глюон-духовiй вершинi;
i, нарештi,

(Γ̃r)a
µ(p, k, q) = (2π)4δ(p + k − q)γµT a + (Λ̃r)a

µ(p, k, q), (33.35)

що вiдповiдає повнiй перенормованiй кварк-глюоннiй вершинi.
Так само, як i спiввiдношення (31.92) в КЕД, перенормованi пропагатори

i вершиннi оператори пов’язанi з вiдповiдними неперенормованими величина-
ми мультиплiкативного перенормованого на константи Z, якi задовольняють
рiвняння (33.27).

3. Для запису внескiв в амплiтуди реальних фiзичних процесiв треба враху-
вати вiдповiднi скелетнi дiаграми, в яких кожнiй внутрiшнiй лiнiї i кожнiй вер-
шинi спiвставити повнi перенормованi пропагатори та вершини (33.29)–(33.35),
а порядок теорiї збурень буде визначати перенормована константа взаємодiї

g = Z2
1Z

−3/2
4 g0. (33.36)

33.2. Про маси глюонiв i спонтанне порушення симетрiї

33.2.1. Зв’язок радiуса взаємодiї та маси обмiнних бозонiв

Побудована теорiя калiбрувальних полiв має досить значнi труднощi при спробi
застосувати її до конкретних моделей взаємодiй елементарних частинок. Зви-
чайно, взiрцем такого застосування є електромагнiтна взаємодiя, але близька
до неї слабка взаємодiя вже не може бути описана в межах теорiї неабелевих
калiбрувальних полiв, в рамках формалiзму, який тут був описаний.

Причина цих труднощiв полягає у тому, що, на вiдмiну вiд електромагнiтної
взаємодiї, вони мають дуже малий радiус. В рамках нерелятивiстського набли-
ження взаємодiю мiж двома частинками можна описати за допомогою рiвняння
Шредiнгера

i~
∂

∂t
Ψ(t; x1, x2) =

[
− ~

2

2m
(∆1 + ∆2) + V (|x1 − x2|)

]
Ψ(t; x1, x2), (33.37)

де V (|x1−x2|) – потенцiал взаємодiї мiж частинками. Короткодiя означає швид-
ке спадання потенцiалу при |x1 − x2| → ∞. Виявляється, що поведiнку потен-
цiалу можна встановити в нижчих порядках теорiї збурень.
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Якщо взаємодiя мiж частинками маси m вiдбувається за допомогою деяких

обмiнних частинок маси µ, то

V (|x1 − x2|) ∼ e−µ|x1−x2|

|x1 − x2| . (33.38)

У випадку квантової електродинамiки обмiнною частинкою служить фотон
з µ = 0. Тому взаємодiя є дальнодiючою (кулонiвською), що спадає за законом
Кулона.

Щоб пересвiдчитись у справедливостi (33.38), розглянемо, наприклад, вза-
ємодiю частинок в рамках локальної моделi Юкави (11.35). Отже, основним
припущенням є умова, щоб амплiтуда розсiяння, обчислена за допомогою рiв-
няння Шредiнгера (33.37), збiгалася з амплiтудою розсiяння S-матрицi моделi
Юкави в нерелятивiстськiй областi енергiй. Нехай частинки з iмпульсами p1 i
p′1 до розсiяння отримали iмпульси p2 i p′2 пiсля розсiяння. Тодi, наприклад, у
системi центра мас (p1 = −p′1) розсiяння з стану Ψk1 iз вiдносним iмпульсом

k1 =
1

2
(p1 − p′1) в стан Ψk2 з вiдносним iмпульсом k2 =

1

2
(p2 − p′2) визначає-

ться матричним елементом S-матрицi, який зручно записати через T -оператор
(див., наприклад, [90], гл. 8, § 4):

(ψk0 , SΨk1) = δ(k1 − k2)− 2πiδ(E2 − E1)(Ψk2 , TΨk1), (33.39)

де Ei(k) =
1

2

p2
i

m
+

1

2

p′
2

i

m
=

k2
i

m
, а матричний елемент T -оператора задовольняє

вiдоме рiвняння Лiпмана–Швiнгера

(Ψk2 , TΨk1) = (Ψk2 , V Ψk1)−
∫

dk(Ψk2 , V Ψk)
(Ψk, TΨk1)

E(k)− E1(k1)
, (33.40)

де V – оператор взаємодiї, що в рiвняннi Шредiнгера вiдповiдає потенцiалу
V (|x1 − x2|), а в теорiї S-матрицi – лагранжiану взаємодiї (11.35). Розглянемо
рiвняння (33.40) у першому порядку теорiї збурень за (Ψk2V Ψk), тобто перший
член борнiвського ряду (борнiвське наближення).

Тодi iнтегральний член можна вiдкинути. Отже,

(Ψk2 , V Ψk1) ≈ (Ψk2 , TΨk1). (33.41)

Обмежимося другим порядком за константою взаємодiї g для обчислення ма-
тричного елемента S-матрицi (33.39). Внесок у праву частину (33.41) буде ро-
бити дiаграма на рис. 33.9:

p2 p′2

p′1p1 q

.
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Рис. 33.9

Згiдно з правилами (31.33)–(31.35) для зовнiшнiх фермiонних лiнiй i, вра-
ховуючи, що хвилястiй лiнiї вiдповiдає пропагатор обмiнного бозона, який у
випадку взаємодiї (11.35) є скалярною частинкою, отримуємо вiдповiдний ана-
лiтичний вираз

g2v̄ν,+(p2)v
µ,−(p1)

∫
dq

(2π)4δ(p1 + q1 − p2)(2π)4δ(p′1 − p′2 − q)

(2π)4i(q2 − µ2 − iε)
v̄ν′,+(p′2)v

µ′,−(p′1).

(33.42)
У нерелятивiстському наближеннi (|pi| ¿ m)

p0
i =

√
p2

i + m2 ≈ m

(
1 +

p2
i

2m

)
= m(1 + Ei(pi)). (33.43)

Тодi, враховуючи явний вигляд спiнорiв (див. п.5.32), легко порахувати, що
вираз (33.42) має вигляд (у системi центра мас i в наближеннi p0

i ≈ m)

i(2π)4g2

m
δ(k2 − k1)δ(E2 − E1)

1

(k2 − k1)2 + µ2
. (33.44)

Порiвнюючи (33.39), (33.41) i (33.44), знаходимо, що

(Ψk2 , V Ψk1) ≈ (2π)3 g2

m

δ(k2 − k1)

(k2 − k1)2 + µ2
. (33.45)

Таким чином, для ефективного потенцiалу взаємодiї мiж частинками в коорди-
натному просторi отримаємо спiввiдношення

V (|x1 − x2|) ≈ g2

m

e−µ|x1−x2|

|x1 − x2| , (33.46)

що узгоджується з уявленнями про характер взаємодiї.

33.2.2. Чи перенормовнi теорiї з вiдмiнною вiд нуля масою обмiнних
бозонiв?

Отже, при побудовi моделей, що описуються калiбрувальними полями, взає-
модiя яких має короткодiючий характер, треба припустити, що обмiннi бозони
(глюони) мають масу. Це припущення пiдтверджується експериментальними
даними процесiв зi слабкими взаємодiями. Це вимагає введення в повний ла-
гранжiан взаємодiї масового члена вигляду (11.1), який порушує калiбрувальну
iнварiантнiсть. Але порушення калiбрувальної iнварiантностi ще не є найгiр-
шою ознакою моделi, в лагранжианi якої буде фiгурувати масовий член (11.1).
Бiльш серйозною проблемою є те, що теорiя стає неперенормованою. Цей факт
обумовлений тим, що в теорiї збурень замiсть пропагатора

1

i
D̃c;ab

µν (k; 0) =
δab

(2π)4i

1

(k2 + iε)

[
gµν − (1− α)

kµkν

k2

]
(33.47)
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виникає пропагатор, що вiдповiдає векторним масивним бозонам (див. (20.14))

1

i
D̃c;ab

µν (k; mW ) =
δab

(2π)4i

gµν − kµkν/m
2
W

m2
W − k2 − iε

. (33.48)

Отже, ступiнь полiнома чисельника пропагатора rl = 2, i тодi максимальний
iндекс вершини (див. (25.30), (25.31))

ωmax
i > 0, (33.49)

що призводить до неперенормованостi теорiї (див. п.25.2).
Звичайно, доданок, пропорцiйний kµkν/m

2
W , входить у поздовжню частину

пропагатора i, можливо, ( ! ? ) не буде спричиняти серйозних проблем (як це
вiдбувається в КЕД), але цей факт не є очевидний i, мабуть, невiрний.

33.2.3. Спонтанне порушення U(1) симетрiї

Механiзм спонтанного порушення калiбрувальної симетрiї коротко був описа-
ний на класичному рiвнi в пiдпунктах 11.1–11.3, якi рекомендуємо прочитати
ще раз. Не будемо повторювати основнi iдеї цього механiзму i внесемо лише де-
якi поправки, якi стосуються того, що розглядається квантова теорiя, а отже,
поля φ, H, G, W є операторно значними функцiоналами. Основна iдея полягає
у тому, що всесвiт заповнений деяким скалярним полем φ(x), вакуумне середнє
якого

(Φ0, φ(x)Φ0) = u0 6= 0. (33.50)

Внаслiдок умови трансляцiйної iнварiантностi вакууму u0 = const . Звичайно,
якщо скористатись формулою (24.7), то значення u0 легко переписати у виглядi

u0 =
1

S0

(Ω0, T (φ0(x)S)Ω0), (33.51)

де φ0 – поле φ(x) у представленнi взаємодiї.
Якщо пiдставити в (33.51) S-оператор теорiї (11.2), представлений рядом

теорiї збурень, то вiдповiдний ряд для u0

u0 =
∞∑

n=0

λnu
(n)
0 (33.52)

буде тотожно перетворюватися в нуль, оскiльки u
(n)
0 ≡ 0 для всiх n. Отже,

ефект спонтанного порушення симетрiї є непертурбацiйним ефектом. Вiн при-
зводить до появи в лагранжiанах (11.17), (11.31) масових членiв (11.18), (11.33).
Лагранжiани (11.17) i (11.31) втратили явну калiбрувальну iнварiантнiсть у тер-
мiнах нових полiв H(x) i Wµ(x), але внаслiдок того, що початковий лагранжi-
ан (11.12) мав таку iнварiантнiсть, теорiя повинна залишитись калiбрувально
iнварiантною, тому й з’явився термiн спонтанне порушення iнварiантностi.
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Мабуть, правильнiше вести мову про втрату явної калiбрувальної iнварiантно-
стi i говорити, що калiбрувальна iнварiантнiсть лагранжiанiв (11.17) i (11.31) є
прихованою. Повернемося тепер до питання перенормовностi теорiї.

Розглянемо спершу випадок U(1) симетрiї (див. п.11.2). Теорiя, що вiдпо-
вiдає лагранжiану (11.12), є перенормовною, оскiльки це є фактично скалярна
електродинамiка. Якщо до лагранжiану (11.12) додати лагранжiан матерiї, за-
мiнюючи при цьому звичайнi похiднi на коварiантнi, тобто лагранжiан

LM(x) = ψ̄(x)(iDµγµ −m)ψ(x)), (33.53)

то це теж не зiпсує перенормовностi теорiї. Але пiсля перетворень (11.13)–
(11.16) перенормовнiсть теорiї з лагранжiаном (11.17) вже не буде очевидною
внаслiдок аргументiв, якi наведенi вище. Нагадаємо, що для побудови фотон-
ного пропагатора, що вiдповiдає теорiї (11.12) (або (11.12) + (33.53)), було за-
фiксовано калiбровку, додаючи до повного лагранжиану член (31.22).

Щоб отримати вiдповiдний пропагатор у випадку з порушеною симетрiєю,
скористаємося членом, що фiксує калiбровку, запропованим т’Хофтом [114–
116]:

∆L (x) = − 1

2α
(∂µB

µ(x)− αgu0G(x))2, (33.54)

де u0 = −µ2/λ, а G – поле голдстоунiвського бозона (див. (11.7)). Тодi ла-
гранжiан (11.12) разом iз членом, що фiксує калiбровку (33.54) i виражений
через поля Bµ, що входять у визначення коварiантних похiдних (11.10) та по-
ля ϕ(x) = H(x), i G(x), що входять у визначення (11.7), буде мати остаточний
вигляд

L (x) + ∆L (x) =
1

2

[
: ∂µH(x)∂µH(x) : −2λu2

0 : H(x)2 :
]
+

+
1

2

[
: ∂µG(x)∂µG(x) : − : αm2

BG(x)2 :
]−

− 1

2
:
[
(∂µBν(x))(∂µBν(x))−m2

BBµ(x)Bµ(x)− α− 1

α
(∂µB

µ(x))2
]

: +

+ g : Bµ(x)(H(x)
↔
∂µ G(x)) : +g2u0 : Bµ(x)Bµ(x)H(x) : +

+
1

2
g2 : Bµ(x)Bµ(x)(H(x)2 + G(x)2) : −λu0 : H(x)(H(x)2 + G(x)2) : −

− 1

4
λ : (H(x)2 + G(x)2)2 : +

µ4

4λ
+ gu0∂µ(Bµ(x)G(x)). (33.55)

Першi три доданки визначають характер пропагаторiв Фейнмана. Перший до-
данок вiдповiдає полю Хiґса H(x), в результатi самодiї якого генерується ча-
стинка маси mH = (2λu2

0)
1/2. Другий доданок вiдповiдає голдстоунiвському бо-

зону, який в результатi калiбрувального члена ∆L (x) отримав масу (αm2
B)1/2.

Вiн не вiдповiдає нiякiй фiзично реальнiй частинцi i тому пiсля пiдрахункiв
може бути усунутий iз теорiї, покладаючи α = +∞. I, нарештi, третiй доданок
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буде вiдповiдати калiбрувальному бозону Bµ з m2
B = g2(u2

0 + v2
0). Так само, як i

у пiдпунктi 31.1.3 легко обчислити пропагатор, що вiдповiдає полю Bµ(x).
В iмпульсному просторi вiн має вигляд (задача 33.1):

G̃µν(p) =
i

m2
B − p2 − iε

(
gµν + (α− 1)

pµpν

p2 − αm2
B

)
. (33.56)

Отже, з (33.56) видно, що при α < ∞ поведiнка пропагатора G̃µν(p) при великих
p2 забезпечує перенормованiсть теорiї.

Треба зауважити: якщо розглядати поле Bµ(x) як електромагнiтне поле, то
mB треба розглядати як масу фотона, яка генерується внаслiдок взаємодiї цього
поля з хiґсiвським полем.

33.2.4. Спонтанне порушення локальної SU(N) симетрiї

У попередньому пiдпунктi на прикладi скалярної електродинамiки видно, що
за рахунок спонтанного порушення симетрiї вакууму калiбрувальний бозон здо-
буває масу, поглинаючи голдстоунiвський бозон. При цьому зберiгається пере-
нормованiсть теорiї. Дуже коротко наведемо аргументи, що демонструють збе-
реження цього механiзму у бiльш загальнiй ситуацiї для теорiї з неабелiвською
калiбрувальною iнварiантнiстю. На класичному рiвнi це було зроблено у пiд-
пунктi 11.3 у випадку локальної симетрiї.

У загальному випадку будемо вважати, що поле Хiґса φφφ(x) складається з N
комплексних скалярних полiв

φφφ(x) =




φ1(x)
...

φN(x)


 . (33.57)

Модельний гамiльтонiан самовзаємодiючого хiґсiвського поля матиме ви-
гляд (11.20). Вимога локальної SU(N) iнварiантностi приводить до лагранжiана
(11.23) з

D̂µ = 1I · ∂µ + ig T aW a
µ , a = 1, N2 − 1 (33.58)

i
F a

µν = ∂µW
a
ν − ∂νW

a
µ − gfabcW b

µW c
ν , (33.59)

де T a – генератори вiдповiдної алгебри Лi, а fabc – її структурнi константи (див.
(2.20)). Внаслiдок порушення симетрiї вакууму Φ0 середнє

(Φ0,φφφ(x)Φ0) = φφφ0 6= 0. (33.60)

Тодi треба розглянути збурення цього поля

ϕϕϕ(x) = φφφ(x)− φφφ0. (33.61)
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Значення φφφ0 вiдповiдає мiнiмуму потенцiалу u(φφφ), який у багатокомпонентному
випадку буде вироджений, i утворює гiперповерхню вигляду (11.21). Так само,
як i у випадку SU(2) (див. ф-ли (11.25)–(11.29)), φφφ0 зручно вибрати у виглядi

φφφ0 =
1√
2




0
...
0
u0


 u2

0 = −µ2

λ
> 0, (33.62)

а поле φφφ(x) записати у виглядi збурення

φφφ(x) =
1√
2
e

i
Ga(x)Ta

u0




0
...
0

u0 + H(x)


 . (33.63)

Вибiр вакуумного стану у виглядi (33.62) дає можливiсть зробити важли-
вий висновок. Якщо розглянути пiдгрупу SU(N − 1) групи SU(N), то вона має
(N − 1)2− 1 генераторiв, дiя яких визначається на першi (N − 1) компонент ве-
ктора (33.57). Отже, при дiї цих генераторiв на вакуумний вектор φφφ0 отримаємо
нуль. Тому при побудовi збуреного поля (33.63) в експонентi можна враховува-
ти лише дiю n = (N2 − 1) − [(N − 1)2 − 1] = 2N − 1 операторiв, якi вектор φφφ0

не перетворюють в нуль. Вiдповiдно пiдстановка вектора (33.63) в лагранжiан
хiґсiвського поля (11.2) призведе до того, що тiльки поле H(x) здобуде масу
mH = 2λu2

0, а решта 2N − 1 полiв Ga(x) залишаться безмасовими. Насправдi цi
не зовсiм строгi спостереження є наслiдком вiдомої теореми Голдстоуна [136]
(див. також [23, гл. 11]).

Нижче так само, як i у попереднiх випадках, скористаємось калiбрувальною
iнварiантнiстю лагранжiана (11.23) з вiдповiдними D̂µ i F a

µν у виглядi (33.58),
(33.59) i виберемо фiксовану калiбровку в (32.46)–(32.48) з

ωa(x) = − 1

u0g
Ga(x), a = 1, 2N − 1. (33.64)

Тодi поля, перетворенi калiбрувальними перетвореннями (32.46)–(32.48) з ωa(x)
(33.64) матимуть вигляд

φφφω(x) =
1√
2




0
...
0

u0 + H(x)


 (33.65)

i
W ω

µ = (W ω)a
µT

a = Sω(x)W a
µT aS−1

ω +
i

g
Sω(x)∂µS

−1
ω . (33.66)
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Щоб визначити спектр мас, якi утворилися внаслiдок порушення симетрiї,

треба записати лагранжiан (11.23) у термiнах полiв-збурень H(x) i Ga. У зв’язку
зi сказаним вище будемо мати лише 2N−1 голдстоунiвських бозонiв. Тому число
калiбрувальних полiв W a

µ , якi поглинуть цi голдстоунiвськi бозони i здобудуть
вiдповiднi маси, буде рiвно 2N − 1. Останнi N(N − 2) калiбрувальнi бозони
будуть безмасовими.

Конкретний вираз для мас mW a = ma можна отримати пiсля запису ла-
гранжiана L (φφφω,W ω) через поля H(x), Ga(x), W a

µ . Тодi коефiцiєнти при H(x)2,
Ga(x)2 i W a

µW µ
a (нема сумування за a) i дадуть вiдповiднi маси (дивись вiдпо-

вiднi мiркування в [23, гл. 11]).
Калiбровка (33.64) є дуже зручною для опису механiзму поглинання калi-

брувальними полями голдстоунiвських бозонiв i здобування ними вiдповiдних
мас. Але, так само, як i у випадку U(1) симетрiї, вона приводить до пропагатора,
що вiдповiдає векторному масивному полю (33.48), що приводить до “непере-
нормовностi теорiї”. Звичайно, ця “неперенормовнiсть” не є дiйсною i врештi всi
розбiжностi повиннi скоротитися, але простежити за цим явищем неможливо.
Тому, як i у попередньому пiдпунктi, можна пiдiбрати контрчлен ∆Lgf (x), що
фiксує калiбровку.

Аналогом (32.68) у цьому випадку буде лагранжiан

∆Lgf (x) = − 1

2α
(∂µW a

µ − iαgϕϕϕ+T aφφφa)(∂
µW a

µ − iαgϕϕϕ+T aφφφa). (33.67)

Такий контрчлен дає змогу визначити пропагатор Фейнмана виразом (33.56)
для тих калiбрувальних бозонiв, якi здобули масу. Але при квантуваннi калi-
брувального поля у цьому випадку треба змiнювати вiдповiдний лагранжiан
ду́хiв Фаддєєва–Попова.

Вiн буде мати вигляд (див. [106, § 13.6])

LΦΠ = (∂µφa)(∂
µφa) + gfabc(∂µφa)φbW

µ
c −

− αφa(M
2
W )abφb − αg2φaφbϕϕϕT bT aφφφ0, (33.68)

де (M2
W )ab = g2φφφ+

0 T aT bφφφ0 – масова матриця.

33.3. Моделi взаємодiй елементарних частинок

Теорiя, яку було викладено в попереднiх параграфах цього роздiлу є матема-
тичним пiдґрунтям у побудовi моделей, за допомогою яких можна обчислити
характеристики конкретних фiзичних процесiв i порiвняти їх iз результатами
експериментiв. Побудова самих моделей є дуже складним i довготривалим про-
цесом, який вимагає накопичення великої кiлькостi експериментальних даних,
аналiзу теоретичних, феноменологiчних пiдходiв та їх узагальнення в одну те-
оретичну модель.
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В основi кожної моделi лежить лагранжiан, який задає динамiку усiх мо-
жливих процесiв в межах вибраного типу взаємодiї. У § 12 коротко було опи-
сано вигляд лагранжiанiв, що вiдповiдають сильним, слабким, електрослабким
взаємодiям, i можливий варiант їх Великого об’єднання. У даномуму пунктi ко-
ротко зупинимось на головних проблемах, якi вносить квантова теорiя саме в
специфiку кожної моделi (загальна проблематика розглядалася вище). Також
буде запропоновано список лiтератури, де цi питання описуються на оглядовому
рiвнi.

33.3.1. Сильна взаємодiя. Модель КХД

Успiхи КЕД, якi полягають у загадково точнiй вiдповiдностi теоретичних роз-
рахункiв i експерименту, прийнято пов’язувати з досить малим значенням по-
стiйної тонкої структури

α =
E2

E1

=
e2

4π~c
≈ 1

137
, (33.69)

де E2 є енергiєю двох електронiв, що перебувають на одиничнiй вiдстанi, а E1 —
енергiя спокою електрона.

Ця константа є безрозмiрною i не залежить вiд вибору системи одиниць. В
областi невеликих енергiй α є дiйсно постiйною величиною i може бути встанов-
леною експериментально (див., наприклад, [98, гл. 1, § 5]). Величина α є пара-
метром розкладу амплiтуд розсiяння в ряд теорiї збурень. Внаслiдок того, що
α ¿ 1, можна припустити, що пiсля усунення розбiжностей i якогось магiчно-
го скорочення мiж внесками дiаграм (оскiльки їх кiлькiсть iз ростом порядку
теорiї збурень зростає у КЕД як (n!)3/2) отримаємо збiжний ряд або принаймнi
асимптотичний, i тодi мале значення α забезпечить такий збiг з експеримен-
том. Такий самий експеримент щодо вимiрювання аналогiчної константи (або
точнiше величини) при взаємодiї протонiв i π-мезонiв показав, що вiдповiдне
αH À 1. Ця обставина зразу позбавляє надiї на успiшне застосування методу
теорiї збурень при розрахунку процесiв у рамках сильних взаємодiй. У зв’яз-
ку з цим виникла iдея складної будови протона та π-мезона (а значить i усiх
частинок), яка, можливо, ґрунтується на аналогiї з хiмiчними зв’язками в мо-
лекулах. Дiйсно, атоми окремих речовин як електронейтральнi досить слабко
взаємодiють мiж собою, поки їх електроннi орбiти не перекриваються, i зв’язок
стає дуже сильним, коли цi ж атоми об’єднуються в одну молекулу. Тому ха-
рактер взаємодiї мiж кварками шляхом обмiну глюонами повинен задаватися
деякою величиною αs, яка може бути виражена аналогiчною формулою

αs =
g2

4π~c
, (33.70)

де g – “кольоровий” заряд кварка. Поняття “кольорової” взаємодiї виникло, ко-
ли був експериментально вiдкритий π+p-резонанс ∆++ з електричним зарядом
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Q∆++ = 2e. Це означало, що вiн повинен складатися з трьох u-кваркiв (uuu).
Але u-кварки – це фермi-частинки, що суперечить принципу Паулi. Вихiд був
знайдений за допомогою припущення, що кожний кварк має додаткове квантове
число, яке було назване “кольоровим” зарядом або просто “кольором”. Не буде-
мо тут детально обговорювати “кольорову” структуру адронiв i рекомендуємо
прочитати першу главу книжки [98], де також дано чiтке обґрунтування ма-
лого значення величини αs на коротких вiдстанях мiж кварками i її зростання
при вiддаленнi кваркiв один вiд одного. Це явище отримало назву асимптоти-
чної свободи, що означає ослаблення взаємодiї при асимптотичному наближеннi
кваркiв.

Асимптотичну свободу було вiдкрито Гроссом, Вiлчеком [139] та Полiтце-
ром [179] у 1973 роцi. Їхнi розрахунки пояснили досить дивний експеримент
1968 року (див., наприклад, [109]) з глибоко непружного електрон-нуклонного
розсiяння, в якому було виявлено ефект послаблення сильних взаємодiй при
високих енергiях.

Асимптотичну свободу можна пояснити так званим явищем “конфайн-
менту” (це неможливiсть вильоту “кольорової” частинки). Тому на даному етапi
енергетичних можливостей прискорювачiв кварки i глюони у вiльному станi ще
не були спостереженi. Але деякi непрямi експерименти однозначно вказують на
їх iснування. Цiкавим є також те, що глюони є “кольоровими”, а отже, на вiд-
мiну вiд нейтральних фотонiв у КЕД, взаємодiють мiж собою, що фактично
узгоджується з вiльними рiвняннями полiв Янга–Мiллса (10.18), якi мiстять у
собi член, що вiдповiдає за взаємодiю глюонiв рiзного виду. Таким чином, для
розрахункiв фiзичних процесiв у рамках сильного зв’язку базовим лагранжi-
аном є калiбрувально iнварiантний лагранжiан (12.3). Крiм того, у квантовiй
теорiї треба зафiксувати калiбровку поля W a

µ ≡ Ga
µ за допомогою контрчле-

на (33.67) i для забезпечення унiтарностi теорiї дописати лагранжiан “ду́хiв”
Фаддєєва–Попова (33.68).

I, нарештi, щоб усунути ультрафiолетовi розбiжностi при розрахунку за тео-
рiєю збурень, треба дописати контрчлен ∆Lren, тобто такий самий лагранжiан
з вiдповiдними константами перенормування. Отже, остаточний вигляд повного
лагранжiана КХД матиме вигляд

L̃КХД = LКХД + ∆Lgf + L + ∆Lren. (33.71)

Про деякi застосування КХД до опису конкретних фiзичних процесiв можна
прочитати в монографiях [23, часть III], [98, гл. 10–11].

Зауваження 33.2. У лагранжiан (33.71) ми не включили LHigg. Це поясню-
ється тим, що взаємодiя зi скалярним полем вносить позитивну константу
в пiдрахунок ефективної константи сильної взаємодiї i може порушити асим-
птотичну свободу. Отже, калiбрувальнi бозони, що вiдповiдають за проце-
си сильної взаємодiї, вибираються безмасовими, Це узгоджується з теорiєю
спонтанного порушення SU(3) симетрiї (див. зауваження в кiнцi п.11.3), в
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якiй три калiбрувальнi бозони є безмасовi, а п’ять калiбрувальних бозонiв, що
поглинули голдстоунiвськi бозони, є масивними.

33.3.2. Слабкi та електрослабкi взаємодiї

З експериментiв β-розпаду ядер було встановлено, що феноменологiчна кон-
станта зв’язку (див. (12.9))

G ≈ 10−5

m2
N

, (33.72)

де для зручностi її приводять до квадрата маси нуклона, оскiльки розмiрнiсть
[G] = (маса)−2.

Отже, мале значення G дає надiю на добру збiжнiсть рядiв теорiї збурень.
Внаслiдок аргументiв, якi наведемо нижче (див., також, [23, гл. 10, п.10.3]),
феноменологiчна константа G пов’язана з константою в SU(2)-iнварiантному
лагранжiанi (12.16) спiввiдношенням (12.12) i є малою через велику масу ка-
лiбрувального бозона W , який вiдповiдає за слабку взаємодiю. Легко бачити,
що феноменологiчний гамiльтонiан (12.9) вiдповiдає 4-фермiоннiй взаємодiї. Це
означає, що у квантовiй теорiї структура вiдповiдних фейнманiвських дiаграм
буде мати вершини, в яких входять чотири фермiоннi лiнiї з rc = 1 (див., п.25.2).
Отже, ωmax

i = 2, i теорiя, побудована на лагранжiанi (12.9), буде неперенормов-
ною. У кiнцi п.12.2 було розглянуто лагранжiан слабких взаємодiй у виглядi
(12.16). Така модель вже буде перенормовною теорiєю, i для усунення ультра-
фiолетових розбiжностей треба застосувати методи попереднiх роздiлiв (див.
п.33.1).

На завершення розгляду слабких взаємодiй зауважимо, що феноменологi-
чний лагранжiан Глешоу, Iллiопулоса i Майанi (12.9) виникає в бiльш послi-
довнiй схемi калiбрувальних полiв як деяке наближення при малих значеннях
iмпульсу бозона. Дiйсно, запишемо повний лагранжiан у виглядi

Lw = L0(l, q|{∂µ}) + LY M +
1

2
M2

W W a
µW µ

a + LW ;вз. (33.73)

Тодi в термiнах твiрних функцiоналiв для функцiй Грiна, записаних у формi
континуального iнтеграла (32.67), отримаємо вираз

G[η, η̄, j] = G[0]−1

∫
Dψ̄DψDWei(η̄ψ+ψ̄η+jµ

a W a
µ ) ×

× ei
∫

L0(l,q|{∂µ})dx− i
2

∫
dxW a

µ [gµν(¤−M2
W )+∂µ∂ν ]W a

ν + ig
2

∫
Jµ

a (x)W a
µ (x)dx, (33.74)

де пiд Dψ̄Dψ треба розумiти iнтегрування за всiма полями кваркiв i лептонiв.
Треба, звичайно, зауважити, що знехтувано самовзаємодiєю полiв W a

µ , а та-
кож введено масовий член як результат взаємодiї з хiґсiвським полем.

Легко переконатися, що iнтеграл (33.74) за змiнними W a
µ є гауссовим ,i мо-

жна проiнтегрувати DW . Внаслiдок отримаємо

G[η, η̄, j] = G[0]−1

∫
Dψ̄Dψei

∫
L0(l,q|{∂µ})+i(η̄ψ+ψ̄η)+iAфен[J+j], (33.75)
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де

Aфен[J + j] =
g2

8

∫
dx dy

[
Jµ

a (x) +
2

g
jµ
a

]
1

i
Dc

µν(x− y; MW )

[
Jν

a (y) +
2

g
jν
a(y)

]
,

(33.76)
а

Dc
µν(x− y; MW ) =

1

(2π)4

∫
dk

(gµν − kµkν/M
2
W )

M2
W − k2

eik·(x−y). (33.77)

Якщо припустити, що iнтегрування виконується лише по областi k2 ¿ M2
W , то

Dc
µν(x− y; MW ) ∼ 1

M2
W

δ(x− y),

i тодi при умовi (12.12)

Aфен[J ] = i

∫
dxL (фен)

ω,b3
(x), (33.78)

де L (фен)
ω;b3

(x) тотожний iз (12.9).
Для побудови об’єднаної електрослабкої взаємодiї треба врахувати низку

важливих моментiв, якi коротко описанi в п.12.3. Таким чином класичний ла-
гранжiан електрослабкої взаємодiї набув вигляду (12.18). Вiн вiдповiдає пере-
нормовнiй теорiї i може бути проаналiзований в рамках пiдходу, що викладений
у п.33.1. Такий аналiз можна знайти в працях зарубiжних авторiв [17, п.21.3],
[106, п.14.1].

Задачi до роздiлу VII
Задача 31.1. Записати повний гамiльтонiан КЕД у термiнах канонiчних змiнних.
Задача 31.2. Довести, що поля ψ(x), ψ̄(x) i Aµ(x), що визначаються спiввiдношен-

нями (31.19), (31.11), (31.10) i задовольняють одночасовi комутацiйнi
спiввiдношення (16.1), (17.48), є розв’язками рiвнянь (31.4).

Задача 31.3. Обчислити визначник матрицi

Π̃0
µν = k2δµν − kµgµνkν .

Задача 31.4. Обчислити дiю операцiй φ̄±(x) та φ±(x), що переводять коефiцiєнтнi
функцiї BBФ оператора S в коефiцiєнтнi функцiї BBФ-лiв : ψ̄(x)S :,
: ψ̄(x)S :, : ψ(x)S :, : ψ(x)S :.

Задача 31.5. Отримати переставнi спiввiдношення (31.49), (31.50).
Задача 31.6. Довести теорему Фаррi для внескiв, записаних в iмпульсному просторi.
Задача 31.7. Довести iнварiантнiсть S-матрицi, записаної у виглядi (31.26) вiдносно

калiбрувальних перетворень (31.61).
Задача 31.8. Вивести рiвняння (31.68), використовуючи рiвняння полiв (31.4).
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Задача 31.9. Вивести рiвняння Швiнгера, що вiдповiдають другому i третьому рiв-

нянню системи (31.4).
Задача 31.10. Вивести рiвняння Дайсона для 2-точкової електронно-позитронної

функцiї Грiна.
Задача 31.11. Довести, що для 2-точкової фотонної функцiї Грiна справедливе пред-

ставлення (31.76)–(31.78).
Задача 31.12. Довести, що функцiї Σ̃r i π̃r, визначенi спiввiдношеннями (31.93),

(31.94), не мiстять у собi розбiжностей.
Задача 31.13. Довести, що тензорна, псевдовекторна i аксiально векторна частини

функцiї w(x) (31.108) тотожно перетворюються в нуль.
Задача 31.14. Записати представлення для 2-точкової функцiї Грiна G2,0, використо-

вуючи представлення (31.111), (31.112) для функцiї Вайтмана W2,0.
Задача 32.1. Довести таку формулу

1
K

∫
DAδ̃( ∇ · A)e

i
∫
M

dx:

[
− 1

4
Fµν(x)F µν(x)

]
:+

∫
M

dxAµ(x)jµ(x)

=

= e

∫
M

dx
∫
M

dyjµ(x) 1
i
Dc,ел, Coul

µν (x−y)jν(y)

,

де K вибирається з умови, що при j = 0 лiва частина рiвностi оберта-
ється в одиницю.

Задача 32.2. Обчислити пропагатор фотонної лiнiї (32.28) в калiбровцi Лоренца ме-
тодом функцiонального iнтегрування.

Задача 32.3. Iз визначення (32.26) показати, що функцiонал (32.29) не буде зале-
жати вiд A.

Задача 32.4. Обчислити пропагатор фотонної лiнiї (31.25) в α-калiбровцi методом
функцiонального iнтегрування.

Задача 32.5. Знайти елементи матрицi-оператора Mϕi , i = 1, 2, 3, 4 для кулонiв-
ської, лоренцової, часової та аксiальної калiбровок, тобто справедли-
вiсть формул (32.59)–(32.62).

Задача 32.6. Обчислити вираз для 2-точкової функцiї Грiна W -бозонiв в α-
калiбровцi.

Задача 32.7. Записати вираз для повної дiї, що вiдповiдає взаємодiї полiв Янга–
Мiллса i полiв матерiї з урахуванням поля “духiв” Фаддєєва–Попова.

Задача 32.8. Встановити вигляд лаграгжiана пiсля БРСТ–перетворення полiв
(32.85)–(32.90).

Задача 33.1. Обчислити вираз для 2-точкової функцiї Грiна поля Bµ, виходячи з
лагранжiана (33.55).
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Вказiвки до розв’язкiв задач
Роздiл I

Задача 1.1. Застосувати до виразу x · y нерiвнiсть Шварца i скористатися
умовою 2.

Задача 1.2. Покласти в (1.10) x′1 = 0 x1

x0 = v
c

= β .
Задача 1.3. Для обчислення Mk0 див. задачу 1.2 (див. також [102, гл. 2])
Задача 1.4. Скористатися законом перетворення спiнорiв 2-го рангу (1.38),

розкладом (1.39) i формулою (1.29).
Задача 2.1. Скористатися тотожнiстю Якобi (2.24) i спiввiдношенням (2.20).
Задача 2.2. Дiйснiсть матриць Sω(x) випливає з розкладу експоненти в (2.19)

в ряд i формули (2.27). Ортогональнiсть з ермiтовостi T a.
Задача 2.3. Перевiрити групову властивiсть перетворень (2.28).
Задача 2.4. Перевiрити групову властивiсть перетворень (2.30).

Роздiл II
Задача 3.1. Перше твердження випливає з (3.7), (3.6) i (3.8), а друге з (3.8)

(див. також [2, §15]).
Задача 4.1. Скористатись фопрмулою

δ
(
f(x)

)
=

∑

k

1

|f ′(xk)|δ(x− xk)

(див. [22, п.1.9]).
Задача 5.3. Дивись обчислення P 0 для скалярного поля (ф-ла (4.59)).
Задача 5.4. Дивись обчислення P 0 для скалярного поля (ф-ла (4.59)).
Задача 5.5. Дивись доведення ф-ли (4.42).
Задача 6.1. Дивись обчислення P 0 для скалярного поля (ф-ла (4.59)).
Задача 7.1. Скористатися означенням (7.9) i формулою (7.10).

Роздiл III
Задача 9.1. Спершу вибрати χ1(x) таким чином, щоб для нового поля B′

µ(x)
виконувалась умова B′

0(x) ≡ 0, а потiм χ2(x) таким чином, щоб
B
′′
0 (x) ≡ 0 i ∂kB

′′
k (x) ≡ 0.

Задача 10.1. Скористатись явним виглядом матриць Паулi та визначенням
скалярного i векторного добуткiв у R3.

Задача 10.3. Скористатися визначенням (10.1)i довести справедливiсть тото-
жностi Якобi для матриць Паулi.

Роздiл IV
Задача 17.3. Дивись аналогiчнi мiркування у випадку скалярного поля

(п.14.4.1).
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Задача 17.4. Дивись п.3.1.4.
Задача 18.1. Скористатися формулами (18.5), (18.13) i властивiстю Cγ0 =

−γ0C (див. (5.99)).
Задача 18.3. Переписати умову (5.148) у трансформованому виглядi i враху-

вати властивостi матриць γµ i C (див. (5.99)).
Задача 18.4. Використати формули (18.5),(18.6) та (18.12),(18.13).
Задача 20.1. Дивись обчислення Dret(x) в [13, п.14.1].
Задача 20.2. Дивись вказiвку до задачi 20.1.
Задача 20.4. Скористатися теоремою 20.2 i властивостями вакуумних середнiх

вiд нормального добутку операторiв вiльних полiв.
Роздiл V

Задача 21.1. Див. ф-ли (21.12)–(21.15).
Задача 21.2. Скористатися представленням поля у виглядi фур’є-

перетворення (15.2) i формулою (4.58).
Задача 22.2. а) Скористатися умовою (22.56), представленням (22.43) i умовою

(14.13) для скалярного поля; б) записати представлення вигляду
(22.43) i проробити те саме, що i для взаємодiї а.

Задача 22.3. Див. доведення твердження 22.1 .
Задача 23.2. Див. вивiд рiвнянь резольвентного типу (п.23.2).
Задача 23.3. По аналогiї зi скалярним полем (див. п.23.1).
Задача 23.4. Проробити всi дiї п.23.2 i п.23.3 з урахуванням статистики i задачi

23.3.
Задача 24.1. Скористатися представленням функцiй Грiна формулою (24.8) з

лагранжiаном (21.3) i теоремою 20.3, представивши експоненту
формальним рядом.

Задача 25.7. Скористатися формулою (25.29), враховуючи, що m = m1 + · · ·+
mk, n = n1 + · · ·+ nk, де mi, ni—вiдповiднi величини вузла Gi.

Задача 25.8. Довести лему 25.1 (п.25.4). Див. [13, п.18.6]
Задача 26.5. Скористатися формулою (26.31) з

f =
m∑

i=1

αifi, g =
n∑

j=1

βjgj,

диференцiюючи за вiдповiдними αi, βj i прирiвнявши їх до нуля.
Задача 26.6. Розписати лiву частину (26.76) за формулою (26.14), а праву, ско-

риставшись узагальненою теоремою Вiка.
Задача 26.7. Розкласти експоненту в ряд i врахувати властивостi(26.81),

(26.83), (26.84), а також косоермiтовiсть матрицi B.
Роздiл VI

Задача 27.1. Скористатися формулами (27.2), (27.1)
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Задача 27.2. Скористатися формулами перетворення Фур’є для узагальнених

функцiй (див. [22, гл.II]).
Задача 27.3. Див. доведення в [11, гл.3,§2].
Задача 27.4. Див. доведення в [11, гл.3,§2].
Задача 27.5. Див. аналогiчне доведення для простору Фока (§19).
Задача 28.2. Див. доведення в [11, гл.4,§1].
Задача 28.3. Див. доведення в [11, гл.4,§1].
Задача 28.4. Скористатися виразом S-оператора у виглядi T -експоненти i об-

числити вираз для струму в нижчих порядках теорiї збурень
(див. також [11, гл.4,п.3.3].

Задача 28.5. Порiвняти формальнi вирази рядiв теорiї збурень правої та лiвої
частин формули (28.22).

Задача 29.1. Так само, як i простiр Фока (§19).
Задача 29.2. Див. доведення ф-ли (29.16).
Задача 29.3. Скористатися означенням матриць (29.17) i властивостями

(29.16).
Роздiл VII

Задача 31.1. Див. [16, п.8.3].
Задача 31.2. Аналогiчно до взаємодiї (21.1)(див. п.21.1).
Задача 31.6. Див. [3, п.17.4].
Задача 31.11. Див. [3, п.21.2].
Задача 32.1. Довести спершу формулу

−1

4

∫

M4

dx :

[
Fµν(x)F µν(x)

]
: =

1

2

∫

M4

dx :

[
A(x)¤ A(x)+A0(x)(−∆x)A0(x)

]
:

i скористатися представленням δ-функцiї (26.19) та формулами
вигляду (26.7).

Задача 32.8. Врахувати властивiсть (32.80) для грасманових змiнних θ i φ, а
також властивостi структурних констант fabc.



498 О.Л. РЕБЕНКО

Список лiтератури

1. Арефьева И.Я. Перенормированная теория рассеяния для модели Юкавы.
I. Построение одевающих операторов// Теор. и мат. физика.– 1973.–14,
№1.–С. 3-7.

2. Арнольд В.И. Математические методы классической механики.– М.: Нау-
ка, 1974.– 431 С.

3. Ахиезер А.И., Берестецкий В.Б. Квантовая электродинамика.– М.: Нау-
ка, 1969.– 623 С.

4. Барбашов Б.М., Нестеренко В.В. Модель релятивистской струны в физи-
ке адронов.– М.: Энергоатомиздат, 1987.– 176 С.

5. Березанский Ю.М., Кондратьев Ю.Г. Спектральные методы в бесконе-
чномерном анализе.– К.: Наук. думка, 1988.– 680 С.

6. Березин Ф.А. Метод вторичного квантования.– М.: Наука, 1965.– 235 С.

7. Берестецкий В.Б., Лифшиц Е.М., Питаевский Л.П. Релятивистская
квантовая теория.– М.: Наука, 1968.– Ч. I.– 480 С.

8. Боголюбов Н.Н. К вопросу об основных уравнениях релятивистской кван-
товой теории поля // Докл. АН СССР.– 1951.– 81, № 5, С. 757–760.

9. Боголюбов Н.Н. Условие причинности в квантовой теории поля // Изв.
АН СССР. Сер. физ.– 1955.– 19.– С. 237–242.

10. Боголюбов Н.Н., Логунов А.А., Оксак А.И., Тодоров И.Т. Общие принци-
пы квантовой теории поля.– М.: Наука,1987.– 615 С.

11. Боголюбов Н.Н., Логунов А.А., Тодоров И.Т. Основы аксиоматического
подхода в квантовой теории поля.– М.: Наука, 1969.– 422 С.

12. Боголюбов Н.Н., Парасюк О.С. О вычитательном формализме при умно-
жении причинных функций. // Изв. АН СССР.– 1956.– 20, № 3.– С. 585–
598.

13. Боголюбов Н.Н., Ширков Д.В. Введение в теорию квантованных полей,
3-е изд. М.: Наука, 1976.– 480 С.

14. Борн M. Эйнштейновская теория относительности//Пер. с англ.– М.: Мир,
1972.– 368 С.

15. Бьёркен Дж.Д., Дрелл С.Д. Релятивистская квантовая теория. т.I Реля-
тивистская квантовая механика//Пер. с англ.– М.: Наука, 1978.– 295 С.



О.Л. РЕБЕНКО 499

16. Вайнберг С. Квантовая теория полей. Т. I//Пер. с англ.– М.: Физ.мат.лит.,
2003.– 648 С.

17. Вайнберг С.Квантовая теория полей. Т. II//Пер. с англ.– М.: Физ.мат.лит.,
2003.– 528 С.

18. Ван-дер-Варден Б.Л. Метод теории групп в квантовой механике//Пер. с
нем.–Харьков, 1938.—234 C.

19. Васильев А.Н., Казанский А.К. Преобразования Лежандра порождающих
функционалов в квантовой теории поля // Теор. и мат. физика.– 1972.–
12, № 3.– C. 352–369.

20. Вик Д. Вычисление матрицы столкновений // Новейшее развитие кван-
товой электродинамики : Сб. ст.//Пер. с англ.– М.: Ин. лит-ра, 1954.–
C. 245–253.

21. Владимиров В.С. Уравнения математической физики.– М.: Наука, 1967.–
436 C.

22. Владимиров В.С. Обобщенные функции в математической физике.– М.:
Наука, 1976.– 280 C.

23. Волошин М.Б., Тер-Мартиросян К.А. Теория калибровочных взаимодей-
ствий элементарных частиц.– М.: Энергоиздат, 1984.– 296 C.

24. Гелл-Манн М. Восьмимерный формализм: теория симметрий в сильных
взаимодействиях // Элементарные частицы и компенсирующие поля : Сб.
ст.//Пер. с англ.– М.: Мир, 1964.– С. 117–146.

25. Гелл-Манн М., Лоу Ф. Связные состояния квантовой теории поля // Про-
блемы современной физики//Пер. с англ.–1955.– № 10.– С. 43–51.

26. Гельфанд И.М., Минлос Р.А., Шапиро З.Я. Представления группы враще-
ний и группы Лоренца.– М.: Физматгиз, 1958.– 380 C.

27. Глимм Дж., Джаффе А. Математические методы квантовой физи-
ки//Пер. с англ.– М.:Мир, 1984.– 445 C.

28. Глэшоу Л., Гелл-Манн М. Калибровочная теория векторных частиц //
Элементарные частицы и компенсирующие поля : Сб. ст.//Пер. с англ.–
М.: Мир, 1964.– С. 147–175.

29. Дайсон Ф.Дж. Теории излучения Томонаго–Швингера–Фейнмана //
Сдвиг уровней атомных электронов : Сб. науч. ст.//Пер. с англ.– М.: ИЛ,
1960.– С. 94–123.



500 О.Л. РЕБЕНКО

30. Дайсон Ф.Дж. S-матрица в квантовой электродинамике // Новейшее ра-
звитие квантовой электродинамики Сб. ст.//Пер. с англ.– М.: Ин. лит-ра,
1954.– С. 205–244.

31. Дирак П. Принципы квантовой механики.– М.: Наука, 1979.– 480 C.

32. Ефимов Г.В. Нелокальные взаимодействия квантованных полей.– М.: На-
ука, 1977.– 368 C.

33. Ефимов Г.В. Проблемы квантовой теории нелокальных взаимодействий.–
М.: Наука, 1985.– 215 C.

34. Завьялов О.И. Перенормированные диаграммы Фейнмана.– М.: Наука,
1979.– 318 C.

35. Завьялов О.И. R-операция Боголюбова и теорема Боголюбова–Парасюка
// Успехи мат. наук.– 1994.– 49, Вып. 5 (299).– C. 61-70.

36. Завьялов О.П., Степанов Б.М. Асимптотика расходящихся диаграмм
Фейнмана // Ядер. физика.– 1965.– 1, Вып. 5.– C. 922–934.

37. Зиновьев Ю.М. Формулы обращения преобразования Лапласа // Теор. и
мат. физика.– 1985.– 65, № 2.– C. 163-175.

38. Иванов С.С., Петрина Д.Я., Ребенко А.Л. Уравнения для коэффициен-
тных функций S-матрицы в квантовой теории поля // Там же.– 1974.–
19, № 1.– С. 37-52.

39. Йост Р. Общая теория квантованных полей.//Пер. с англ.– М.: Мир,
1967.– 236 С.

40. Като Т. Теория возмущений линейных операторов//Пер. с англ.– М.:
Мир, 1972.– 740 С.

41. Кейн Г Современная физика элементарных частиц//Пер. с англ.– М.:
Мир, 1990.– 358 C.

42. Кошманенко В.Д. Теория рассеяния Хаага–Рюэля как теория в разли-
чных пространствах состояний // Теор. и мат. физика.– 1979.– 38, № 2.–
C. 163– 168.

43. Лакс П.Д., Филлипс Р.С. Теория рассеяния//Пер. с англ.– М.: Мир, 1971.–
312 C.

44. Ландау Л.Д. О законах сохранения при слабых взаимодействиях //
ЖЭТФ.– 1957.– 32, вып. 2.– C. 405–406.

45. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Теоретическая физика. Т. 2: Теория поля.–
М.: ГИФМЛ, 1962.– 422 C.



О.Л. РЕБЕНКО 501
46. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Теоретическая физика. Т. 3: Квантовая

механика.– М.: ГИФМЛ, 1963.– 702 C.

47. Левашев А.Е. Элементарные частицы.– К.: Изд-во КГУ им. Т. Шевченко,
1960.– 135 C.

48. Леман Г. О свойствах функций распостранения и констант перенорми-
ровки квантовых полей // Проблемы современной физики.–1955.–№ 3.–
С. 133–145.(Перевод с англ.)

49. Ли T.Д., Янг Ч.Н. Несохранение чётности и двухкомпонентная тео-
рия нейтрино // Новые свойства симметрии элементарных частиц: Сб.
ст.//Пер. с англ.– М.: Ин. лит-ра, 1957.

50. Лич Дж.У. Классическая механика//Пер. с англ.– М.: ИЛ, 1961.– 173 C.

51. Магнус В., Каррас А., Солитер Д. Комбинаторная теория групп.– М.:
Наука, 1974.– 455 C.

52. Марков М.А. Нейтрино.– М.: Наука, 1964.– 163 C.

53. Менский М.Б. Метод индуцированных представлений. Пространство-
время и концепция частицы.– М.: Наука, 1976.– 287 C.

54. Наймарк М.Л. Линейные представления группы Лоренца.– М.:ГИФМЛ,
1958.– 376 C.

55. Нгуен Ван Хьеу Лекции по теории унитарной симметрии элементарных
частиц.– М.: Атомиздат, 1967.

56. Нееман Ю. Вывод сильных взаимодействий из принцыпа калибровочной
инвариантности // Элементарные частицы и компенсирующие поля : Сб.
ст.//Пер. с англ.– М.: Мир, 1964.– С. 176–185.

57. Нишиджима K. Фундаментальные частицы//Пер. с англ.– М.: Мир,
1965.– 462 С.

58. Новожилов Ю.В. Введение в теорию элементарных частиц.– М.: Наука,
1972.– 472 C.

59. Остервальдер K. Евклидовы функции Грина и обобщённые функции Вай-
тмана // Конструктивная теория поля :Сб. ст.//Пер. с англ.– М.: Мир,
1977.– С. 48–73.

60. Остервальдер K. Шрадер Р. Аксиомы для евклидовых функций Грина. II.
// Евклидова квантовая теория поля. Марковский подход : Сб. ст.//Пер.
с англ.– М.: Мир, 1978.– C. 9–45.



502 О.Л. РЕБЕНКО

61. Парасюк О.С. К теории R-операции Боголюбова // Укр. мат. журн.–
1960.– 12, № 3.– C. 287–294.

62. Паули В. Релятивистская теория элементарных частиц//Пер. с англ.– М.:
ИЛ, 1947.– 47 C.

63. Паули В. Общие принципы волновой механики//Пер. с англ.– М.: ИЛ,
1948.

64. Паули В. Принцип запрета, группа Лоренца, отражение пространства,
времени и заряда // Нильс Бор и развитие физики : Сб. ст.//Пер. с англ.–
М.: ИЛ, 1958.– С. 46–75.

65. Пескин М., Шредер Д. Введение в квантовую теорию поля//Пер. с англ.–
Москва–Ижевск : РХД, 2001.

66. Петрина Д.Я. О суммировании вкладов от диаграмм Фейнмана. Теорема
существования. // Изв. АН СССР. Cер. матем.– 1968.– 32, № 5.– С. 1052–
1074.

67. Петрина Д.Я. Квантовая теория поля. Учебн. пособие.– К.: Вища школа,
1984. – 248 C.

68. Петрина Д.Я., Иванов С.С., Ребенко А.Л. Уравнения для коэффициен-
тных функций матрицы рассеяния.– М.: Наука, 1979.– 296 C.

69. Петрина Д.Я., Ребенко А.Л. Проекционно-итеративный метод решения
уравнений квантовой теории поля и его связь с теорией перенормировок.
Уравнения квантовой теории поля и некорректно поставленные задачи
математической физики. // Теор. мат. физика.– 1980.– 42, № 2.– C. 167–
182.

70. Погребков А.К., Сушко В.Н. Квантовые солитоны и их связь с фермион-
ными полями при (sin ϕ)2-взаимодействии. // Теор. мат. физика.– 1976.–
26, № 3.– C. 419–425.

71. Поляков А.М. Спектр частиц в квантовой теории поля // Письма в
ЖЭТФ.– 1974.– 20.– C. 430.

72. Попов В.Н. Континуальные интегралы в квантовой теории поля и стати-
стической физике.– М.: Атомиздат, 1976.– 256 C.

73. Раджараман Р. Солитоны и инстантоны в квантовой теории поля//Пер.
с англ.– М.: Мир, 1985.– 414 C.

74. Рамон П. Теория поля. Современный вводный курс.– М.: Мир, 1984.–
332 C.



О.Л. РЕБЕНКО 503
75. Ребенко О.Л. Об уравнениях для матричных элементов эвклидовой кван-

товой электродинамики // Теор. мат. физика.– 1972.– 11, № 3.– С. 301–316.

76. Рид М., Саймон Б. Методы современной математической физики. 1. Фун-
кциональный анализ//Пер. с англ.– М.: Мир, 1977.– 357 C.

77. Рид М., Саймон Б. Методы современной математической физики. 2. Гар-
монический анализ. Самосопряженность//Пер. с англ.– М.: Мир, 1978.–
395 C.

78. Рид М., Саймон Б. Методы современной математической физики. 3. Тео-
рия рассеяния//Пер. с англ.– М.: Мир, 1982.– 443 C.

79. Рид М., Саймон Б. Методы современной математической физики. 4. Ана-
лиз операторов//Пер. с англ.– М.: Мир, 1982.– 428 C.

80. Румер Ю.Б., Фет А.И. Теория унитарной симметрии.– М.: Наука, 1970.

81. Саймон Б. Модель P (ϕ)2 эвклидовой квантовой теории поля//Пер. с
англ.– М.: Мир, 1976.– 357 C.

82. Салам A. // Новые свойства симметрии элементарных частиц//Пер. с
англ.– М.: Ин. лит-ра, 1957.

83. Славнов А.А. Тождества Уорда в калибровочных теориях // Теор. и мат.
физика.– 1972.– 10, № 2.– C. 153–161.

84. Славнов А.А. Инвариантная регуляризация калибровочных теорий // Там
же.– 1972.– 13, № 2.– C. 174–177.

85. Славнов А.А. Перенормировка по линиям // Теор. и мат. физика.– 1997.–
110, № 3.– C. 399–415.

86. Славнов А.А., Фаддеев Л.Д. Введение в квантовую теорию калибровочнх
полей.– М.: Наука, 1978.– 238 C.

87. Степанов Б.М. Абстрактная теория R-операции // Изв. АН СССР, сер.
матем.– 1963.– 27, № 4.– С. 819–831.

88. Стритер Р., Вайтман А. РСТ, спин и статистика и все такое//Пер. с
англ.– М.: Наука, 1966.–231 C.

89. Сунакава С. Квантовая теория рассеяния//Пер. с японского– М.: Мир,
1979.– 268 C.

90. Тейлор Дж. Теория рассеяния. Квантовая теория нерелятивистских стол-
кновений//Пер. с англ.– М.: Мир, 1975.– 565 C.

91 Теория групп и элементарные частицы: Сб. ст.– М.: Мир, 1967.– 375 C.



504 О.Л. РЕБЕНКО

92. Утияма Р. Инвариантная теория взаимодействия // Элементарные ча-
стицы и компенсирующие поля : Сб. ст.//Пер. с англ.– М.: Мир, 1964.–
С. 250–273.

93. Фаддеев Л.Д.О разделении эффектов самодействия и рассеяния по теории
возмущений // ДАН СССР.– 1963.– 152, № 3.– C. 573–576.

94. Фейнман Р. П. Теория позитронов // Новейшее развитие квантовой эле-
ктродинамики : Сб. ст.//Пер. с англ.– М.: Ин. лит-ра, 1954.– C. 138–160.

95. Фейнман Р. П. Пространственно-временная трактовка квантовой эле-
ктродинамики // Новейшее развитие квантовой электродинамики : Сб.
ст.//Пер. с англ.– М.: Ин. лит-ра, 1954.– C. 161–204.

96. Ферми Э. Научные труды. Т. 1.//Пер. с англ.– М.: Наука, 1971.

97. Ферми Э. Квантовая механика (конспект лекций)//Пер. с англ.– М.: Мир,
1968.– 367 C.

98. Хелзен Ф., Мартин А. Кварки и лептоны: введение в физику ча-
стиц//Пер. с англ.– М.: Мир, 1987.– 455 C.

99. Хепп К. Теория перенормировок//Пер. с англ.– М.: Наука, 1974.– 270 C.

100. Хилле Э., Филлипс Р. Функциональный анализ и подгруппы//Пер. с
англ.– М.: ИЛ, 1962.– 829 С.

101. Шварц А.С. Математические основы квантовой теории поля.– М: Атоми-
здат, 1975.– 395 C.

102. Швебер C. Введение в релятивистскую квантовую теорию поля//Пер. с
англ.– М.: ИЛ, 1963.– 842 C.

103. Швингер Ю. О функциях Грина для квантованных полей. Часть I, II. //
Проблемы современной физики//Пер. с англ.– 1955.– № 3– C. 28–36.

104. Широков Ю.М. Теоретико-групповое рассмотрение основ релятивистской
квантовой механики. II. Классификация неприводимых представлений не-
однородной группы Лоренца //ЖЭТФ.– 1957.– 33, вып. 5.– C. 1196–1207.

105. Янг Ч., Миллс Р. Сохранение изотопического спина и изотопическая кали-
бровочная инвариантность // Элементарные частицы и компенсирующие
поля : Сб. ст.//Пер. с англ.– М.: Мир, 1964.– С. 28–41.

106. Bailin D., Love A. Introduction to Gage Field Theory.– Editorial: Bristol and
Boston, Adam Hilger, 1996.– 990 P.

107. Becchi C., Rouet A., Stora A. Renormalization of the abelian Higgs-Kibble
model // Commun. Math. Phys.– 1975.– 42, N 2.– P. 127–162.



О.Л. РЕБЕНКО 505
108. Bleuler K. Eine neue Methode zum Behandlung der longitudinalen und

skalaren Photonen // Helv. Phys. Acta.– 1950.– 23.– P. 567-575.

109. Bloom E.D., et al. BCD2M2TBFHK High-energy inelastic e− p scattering
at 6◦ and 10◦ // Phys. Rev. Lett.– 1969.–23.– P. 930–931.
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Предметний покажчик

Пояснення до предметного покажчика
Предмети, назва яких складається з двох чи бiльше слiв, вказуються один раз.
Шукати їх треба на однiй iз лiтер, на яку починається або назва (iменник)
самого поняття або його пояснювальна характеристика (прикметник, називний
iменник тощо). У випадку, коли назва предмета мiстить у собi прiзвище, шукати
його треба на лiтеру, з якої починається прiзвище.

A

Абелева група 36

Адiабатичне включення взаємодiї 292

Адрони 171

Аксiоми Боголюбова–Медведєва–Полiванова (БМП)

— Вайтмана

— квантування

— Лемана–Симанзика–Цимермана (ЛСЦ)

— Остервальдера–Шрадера (ОШ)

Альфа-калiбровка

— матрицi

— представлення внескiв дiаграм Фейнмана

Ампера, закон

Аналiтичне продовження амплiтуд Фейнмана

— — функцiй Вайтмана

Аномальний магнiтний момент

Антикомутатор

Антикомутацiйнi спiввiдношення операторiв поля

Антихронологiчний добуток

Античастинка

Аромати кваркiв
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Асимптотична повнота

— свобода

Асимптотичнi поля

— умови

Аут (Out) — оператори полiв

— стани

Б
Базис у просторi Фока

Баргмана–Холла–Вайтмана теорема

Барiони

Бета-розпад

Бiанки тотожнiсть

Боголюбова–Парасюка операцiя (R-операцiя)

Бозе-поле

Бозе-Ейнштейна статистика

Бозони

— голдстоунiвськi

— обмiннi(калiбрувальнi)

Бора магнетон

— постулати

Борна наближення

БРСТ–перетворення

В
Вайтмана функцiї

Вакуум (стан)

— для вiльних полiв (”голий”)

— для взаємодiючих полiв (”фiзичний”)

Вакуумне середнє
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Варiацiйна похiдна

Варiацiйний принцип 49

Вейля рiвняння 123

Вектор

— аксiальний

— експоненцiальний

— енергiї-iмпульсу

— iзотропний

— одиничний

— просторово подiбний

— спiну

— стану

— струму

— — векторного поля

— — скалярного комплексного поля

— — спiнорного поля

— фокiвський

— циклiчний

— часоподiбний

”Великий вибух”

Великого об’єднання модель

Вершинна дiаграма

— — калiбрувальних теорiй

— функцiя

Взаємодiї представлення

Взаємодiя електромагнiтна

— електрослабка

— мiж скалярним i електромагнiтним полем

— об’єднана

— сильна

— слабка
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Вiгнера перетворення

Вiддзеркалення просторове

— просторово–часовi

— часовi

Вiдокремленi хвилi

Вiка добуток для квантованих полiв

— теорема

— — для хронологiчного добутку

— — узагальнена

Вiртуальна частинка

Вiртуальний стан

Г
Гама матрицi Дiрака

— — — властивостi

Гамiльтона рiвняння

Гамiльтонiан взаємодiї дiйсного скалярного поля

— — електромагнiтного i скалярного полiв

— вiльного векторного поля

— — дiйсного скалярного поля

— — електромагнiтного поля

— — комплексного скалярного поля

— — нейтринного поля

— — спiнорного поля

— класичної механiки

— — — зi зв’язками

— частинки у зовнiшньому електромагнiтному полi

Гамiльтонiв формалiзм класичної механiки

— — теорiї поля

Гаусса закон
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Гейзенберга представлення (картина)

— рiвняння

— — для операторiв поля

Гелл-Манна матрицi

Генератори групи

Гiперзаряд

Глешоу–Iллiопулоса–Майамi лагранжiан

Глюони

Голдстоуна теорема

Голдстоунiвський бозон

Градiєнтнi перетворення (див. групи калiбрувальних перетворень)

Грасманова алгебра

Грiна функцiя випереджувальна

— — взаємодiючих полiв

— — – – спектральне представлення

— — вiльного векторного поля

— — евклiдова

— — – електромагнiтного поля

— — — скалярного поля

— — — – – N -точкова

— — — спiнорного поля

— — запiзнювальна

— — причинна

— — фотонна

Група, абелева, унiтарна U(1)

— внутрiшнiх симетрiй

— калiбрувальна

— калiбрувальних перетворень 1-го роду

— — — — 2-го роду

— комплексних унiмодулярних матриць
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— локальних перетворень

— Лоренца власних ортохронних перетворень(обмежена)

— — загальна

— — комплексних перетворень

— — повна (ортохронна)

— Пуанкаре

— спецiальна унiтарна SU(n)

— — — SU(2)

— – — SU(3)

— – — SU(5)

Групи параметр

Гупта–Блейлера формалiзм

— — — для взаємодiючого поля

Д
Дайсона рiвняння

д’Аламбера оператор

Дивнiсть

Динамiчнi iнварiанти

Динамiчнi характеристики 1-го роду

— — — 2-го роду

Дiоннi розв’язки

Дiрака дужки класичної механiки

— матрицi (див. гама-матрицi Дiрака)

— —- властивостi

— представлення (картина)

— рiвняння

— — зарядово-спряжене

— — розв’язки

— — спряжене

— — у зовнiшньому полi
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Дiя в класичнiй механiцi

— — теорiї поля

Додатно-визначеностi умова

”Ду́хи” Фаддєєва–Попова

Е
Евклiдового поля оператор

Електромагнiтного поля канонiчнi змiннi

— — квантування

— — напруженiсть

— — потенцiал

Електрона магнiтний момент

Енергетична поверхня

Енергiї-iмпульсу вектор

— — — векторного поля

— — — електромагнiтного поля

— — — скалярного поля

— — — спiнорного поля

— — тензор

Ермiта полiноми

Ефективний перерiз розсiяння

З
Замiна змiнних у гауссовому iнтегралi

Заряд i густина струму

— — — — векторного поля

— — — — комплексного скалярного поля

— — — — спiнорного поля

Зарядового спряження властивiсть матриць Дiрака

— — перетворення

— — — векторного поля
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— — — електромагнiтного поля

— — — скалярного поля

— — — спiнорного поля

Зв’язки вториннi

— — первиннi

I
Iзотопiчний спiн

Iмпульс канонiчний

— узагальнений класичної механiки

Iн (In)-оператори полiв

Iнверсiї просторової перетворення

— — — векторного поля

— — — електромагнiтного поля

— — — скалярного поля

— — – спiнорного поля

— часової перетворення

— — — векторного поля

— — — електромагнiтного поля

— — – скалярного поля

— — — спiнорного поля

Iндекс вершини

— розбiжностi дiаграми

Iндефiнiтна метрика

Iнстантони

Iнтеграл Вiнера

— руху

— Фейнмана

Iнфiнiтезимальнi перетворення

Й
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Йоста теорема

— точка

К
Калiбровка аксiальна

— кулонiвська

— Лоренца–Ландау

— часова

Калiбрувальної iнварiантностi перетворення

— — — iнфiнiтезимальнi

— — принцип

— — умова для коефiцiєнтних функцiй

Канонiчнi змiннi

— — переставнi спiввiдношення

— перетворення

Квантова хромодинамiка

Квантування векторного поля

— взаємодiючого електромагнiтного поля

— вiльного електромагнiтного поля

— вторинне

— калiбрувального поля (Янга–Мiллса)

— первинне

— скалярного поля

— спiнорного поля

Кварки

Клейна–Гордона–Фока рiвняння

— — розв’язки

Кобаяшi–Маскава матриця

Коварiантнi похiднi

Коварiацiя гауссової мiри

Коефiцiєнтнi функцiї матрицi розсiяння
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Константа взаємодiї (зв’язку)

— — перенормована

Континуальний iнтеграл

Контрчлени лагранжiана

— — калiбрувальної теорiї

— — квантової електродинамiки

— — скалярних взаємодiй

Конус бiчний

— майбутнього

— минулого

— свiтловий

Корпоскулярно-хвильовий дуалiзм

Л
Лагранжа рiвняння

Лагранжа–Ейлера рiвняння

Лагранжiан

— Великого об’єднання

— взаємодiї

— — полiв Янга–Мiлса

— — Юкави

— повний дiйсного скалярного поля

— — електромагнiтного i спiнорного полiв

— – електрослабкої

— – комплексного скалярного поля

— — КХД

— – слабкої

— — — феноменологiчний

— — хiґсiвського поля

— вiльного векторного поля

— — дiйсного скалярного поля

— — електромагнiтного поля
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— — комплексного скалярного поля

— — нейтринного поля

— — спiнорного поля

— "ду́хiв"Фаддєєва–Попова

— класичної механiки

— класичної теорiї поля

Лагранжiв формалiзм

Лемана–Симанзика–Цимермана аксiоматика

Лептони

Локальнiсть

Лоренца група (див. група Лоренца)

Лоренца перетворення

— — власнi неортохроннi

— — — ортохроннi

— — комплекснi

— — невласнi неортохроннi

— – – ортохроннi

— умова

Людерса–Паулi–Швiнгера теорема (СРТ-теорема)

М
Магнiтний момент електрона

— — нейтрона

Максвелла рiвняння

Майорани спiнори

Маса Великого об’єднання

— неперенормована (“гола”)

— перенормована (фiзична)

Маси перенормування

— – контрчлен
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Масова поверхня

Масовий оператор

Матриця розсiяння

— — закон збереження енергiї

— — iнварiантнiсть вiдносно перетворень Лоренца

— – — — — зарядового спряження

— — причинностi умова

— — теорiя збурень

— — унiтарнiсть

Мезони

— псевдоскалярнi

— скалярнi

Метричний тензор

Мiнковського простiр

Множина всюдищiльна

Момент гауссової мiри

— кiлькостi руху орбiтальний

— — — спiновий

Н
Нейтрино

Нерелятивiстське наближення

Нетер теорема

Норма вектора

Нормальний добуток (див. Вiка добуток)

— — зi спаренням

Нормальна форма оператора розсiяння

Нуклон

О
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Область визначення операторiв поля

— трубчаста

Оператор антилiнiйний

— антиунiтарний

— знищення зовнiшньої лiнiї дiаграми Фейнмана

— — — — — — у КЕД

— — частинки (античастинки)

— iнфiнiтезимальний

— народження зовнiшньої лiнiї дiаграми Фейнмана

— — частинки (античастинки)

— проекцiйний

— розсiяння (див. матриця розсiяння)

— симетризацiї

— еволюцiї

Орбiта калiбрувальної групи

Ортогональнi спiввiдношення спiнорiв

Остервальдера–Шрадера теорема

П
Паулi матрицi

— принцип

Паулi–Вiлларса метод регуляризацiї

Паулi–Йордана функцiя

Перенормовнi i неперенормовнi теорiї

Перенормування маси i заряду

Перерiз розсiяння

— — диференцiальний

— — повний

Переставнi спiввiдношення

— — одночасовi

— функцiї
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Плоскi хвилi

Поздовжня складова векторного поля

— — електромагнiтного поля

— — функцiй Грiна електромагнiтного поля

Позитрон

Поле

— векторне

— електромагнiтне

— псевдоскалярне

— Рарiти–Швiнгера

— скалярне

— спiну 3/2

— спiну 2

Поляризацiї оператор

Поперечна складова електромагнiтного поля

— — функцiї Грiна електромагнiтного поля

Поперечностi умова

Постулати квантування

Потенцiал взаємодiї

Правила обходу полюсiв

Представлення антикомутацiйних спiввiдношень

— взаємодiї

— групи Лоренца

— — — скiнченновимiрне

— звiдне (незвiдне)

— комутацiйних спiввiдношень

— — — електромагнiтного поля

— — — скалярного поля

— приєднане

— фундаментальне
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Примiтивно-розбiжнi дiаграми Фейнмана

Причинностi принцип

Приведення S-матрицi до нормального виду

Пропагатор фотона в довiльнiй калiбровцi

Простiр станiв

— — одночастинковий

— — n-частинковий

Просторово подiбна поверхня

Псевдовектор

Псевдоевклiдова метрика

Псевдо-Максвелiвське рiвняння

Псевдоскаляр

Пуассона дужки

Р
Регуляризацiя

— аналiтична (Спiра)

— за допомогою введення довiльної розмiрностi

— Паулi – Вiлларса

— по лiнiях (Славнова)

— проективно-iтеративним методом

Релятивiстська iнварiантнiсть

— — рiвнянь Вейля

— — — Дiрака

— — — Клейна–Гордона–Фока

Рiвняння для коефiцiєнтних функцiй S-матрицi

— — — — — КЕД

— — функцiй Грiна

— — — — у функцiональних похiдних

— — — — зв’язних

— — — — сильнозв’язних
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Розсiяння амплiтуда

— теорiя

С

Скаляр

Солiтон

Спектр оператора енергiї-iмпульсу

Спектральна умова

Спектральне представлення 2-точкової функцiї Грiна

— — — — — у КЕД

Спiн

Спiнор

Спiральнiсть

Спонтанне порушення симетрiї

— — — вакууму

Спряження правила для компонент поля

— — — спiнорiв

Стабiльнiсть вакууму

— одночастинкового стану

Структурнi константи групи

Т

Тензор електромагнiтного поля

— енергiї-iмпульсу

— метричний

— моменту кiлькостi руху

— спiну

Теорiя Великого об’єднання
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Транформацiйнi властивостi поля

— — — векторного

— — — скалярного

— — — спiнорного

У
Узагальненi iмпульси

— координати

— швидкостi

Унiтарне представлення

Унiтарностi умова для матрицi розсiяння

Уорда тотожнiсть.

Ф
Фаза

Фазовi перетворення полiв

Фаррi теорема

Фейнмана дiаграма

— — вершина

— — вершинна

— — власне-енергетична

— — для калiбрувальних теорiй

— — — квантової електродинамiки

— — — коефiцiєнтних функцiй

— — – матрицi розсiяння

— — — матричних елементiв

— — — функцiй Грiна

— — зв’язна

— — незв’язна

— — сильнозв’язна

— — слабозв’язна

— правила для коефiцiєнтних функцiй
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— — — матричних елементiв калiбровочних теорiй

— — — — — квантової електродинамiки

— — — — — самовзаємодiї ϕ4

— iнтеграл за траекторiями

— правило обходу полюсiв

Фермiони

— лiвi

— правi

Фока простiр

— — Евклiдiв 411

Фолдi–Вотхойзена перетворення 413

Фотони поздовжнi 140, 219

— поперечнi 140, 219

— часовi 140, 219

Х
Хаага теорема

Хвильова функцiя електрона (позитрона)

— — скалярного бозна

— — фотона

Хвильовий оператор

Хильовий пакет

Хевiсайда функцiя

Хiґса механiзм

Хiґсiвське поле

Хронологiчний добуток

Хронологiчне спарення

Ч
Часова складова електромагнiтного поля
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Челлена–Леманна представлення 2-точкової функцiї Грiна

— — — — — — у КЕД

Ш
Швiнгера рiвняння для функцiй Грiна

— — — — — у КЕД

Шредiнгера представлення (картина)

— рiвняння

Я
Якобi тотожнiсть

Янга–Мiллса поле

— — рiвняння
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