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We find a necessary and sufficient condition for existence of a solution of a weakly linear system of integro-
differential equations. We give a converging iteration procedure for finding solutions of the system, and
establish a connection between necessary and sufficient conditions.

Получены необходимое и достаточное условия существования решения слабонелинейной сис-
темы интегро-дифференциальных уравнений. Предложена сходящаяся итерационная процеду-
ра нахождения решений и установлена связь между необходимым и достаточным условиями.

1. Постановка задачi та допомiжнi результати. За допомогою теорiї псевдообернених за
Муром – Пенроузом матриць [1 – 3] дослiджено умови розв’язностi та запропоновано iте-
рацiйнi алгоритми побудови розв’язкiв слабконелiнiйних систем iнтегро-диференцiальних
рiвнянь з малим параметром ε:

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)] ds = f(t) + ε

b∫
a

K(t, s)Z(x(s, ε), s, ε) ds. (1)

Будемо шукати умови iснування розв’язку x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ D2[a, b], ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b],
x(t, ·) ∈ C[0, ε0], системи (1), який перетворюється при ε = 0 в один iз розв’язкiв x(t, 0) =
= x0(t, cr) породжуючої системи

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)] ds = f(t). (2)

Далi цей розв’язок будемо називати породжуючим розв’язком нелiнiйної системи (1). Тут
A(t), B(t) — (m×n)-, Φ(t) — (n×m)-, f(t) — (n×1)-,K(t, s) — (n×n)-вимiрнi матрицi, ком-
поненти яких належать простору L2[a, b]; стовпчики матрицi Φ(t) є лiнiйно незалежними
на [a, b]; Z(x(t, ε), t, ε) — нелiнiйна по першiй компонентi n-вимiрна вектор-функцiя така,
що

Z(·, t, ε) ∈ C1[‖x− x0‖ ≤ q], Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ L2[a, b], Z(x(t, ·), t, ·) ∈ C[0, ε0].

Наведемо спочатку вiдомий критерiй розв’язностi породжуючої лiнiйної системи (2) iнтег-
ро-диференцiальних рiвнянь [1].

Теорема 1. Система (2) є розв’язною у просторi D2[a, b] абсолютно неперервних век-
тор-функцiй на [a, b], похiдна яких належить простору L2[a, b], тодi i тiльки тодi, коли
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неоднорiднiсть f(t) ∈ L2[a, b] задовольняє умову

PD∗
d
b̃ = 0, d = m− rankD. (3)

Тодi система (2) має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв

x(t, cr) = Xr(t)cr + F (t) ∀cr ∈ Rr,
(4)

r = m+ n− rankD.

Тут Xr(t) = Ψ0(t)PDr — (n× r)-вимiрна фундаментальна матриця однорiдної системи

(2), Ψ0(t) =
[
Ψ(t), In

]
, Ψ(t) =

∫ t

a
Φ(s) ds, Ψ0(t), Ψ(t) — (n × (m + n))-, (n × m)-вимiрнi

матрицi; D =

[
Im −

∫ b

a
[A(s)Ψ(s) +B(s)Φ(s)] ds,−

∫ b

a
A(s) ds

]
— (m × (m + n))-вимiрна

вiдома матриця, D+ — псевдообернена (за Муром – Пенроузом) до D матриця [3]; F (t) =

= f̃ + Ψ0(t)D
+b̃, b̃ =

∫ b

a
[A(s)f̃(s) + B(s)f(s)]ds, f̃(s) =

∫ s

a
f(τ) dτ. In, Im — одиничнi

матрицi вiдповiдних розмiрностей; PD(PD∗) — ортопроектор на ядро та коядро матрицi
D(D∗); PDr — ((m + n) × r)-вимiрна матриця, яка складається з повної системи r лiнiй-
но незалежних стовпчикiв матрицi-проектора PD, PD∗

d
— (d × m)-вимiрна матриця, яка

складається з повної системи d лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-проектора PD∗ .

2. Основний результат. Спочатку знайдемо необхiдну умову iснування розв’язку x(t, ε)
системи (1), який при ε = 0 перетворюється в один iз породжуючих розв’язкiв (4) x0(·,cr)∈
∈ D2[a, b], ẋ0(·, cr) ∈ L2[a, b], системи (2). Критерiй розв’язностi для системи (1) має ви-
гляд

PD∗
d1

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x(s, ε), s, ε) ds dτ +B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x(τ, ε), τ, ε) dτ

ds= 0.

(5)

Використавши умови, накладенi на нелiнiйну вектор-функцiю Z(x(t, ε), t, ε), перейдемо
до границi при ε → 0 у рiвностi (5) та отримаємо умову на вектор констант c0r у породжу-
ючому розв’язку системи (1):

F1(c
0
r) = 0, (6)

де

F1(cr) := PD∗
d

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, cr), s, 0)dsdτ+B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, cr), τ, 0)dτ

ds.
Отже, якщо рiвняння (6) має корiнь cr = c0r ∈ Rr, то вектор c0r визначає той поро-

джуючий розв’язок x0(t, c0r), якому може вiдповiдати розв’язок x(t, ε) вихiдної нелiнiйної
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системи (1). Якщо ж рiвняння (6) не має розв’язкiв, то i система (1) не має шуканого
розв’язку. Мова йде про дiйснi розв’язки рiвняння (6). Аналогiчно до крайових задач [1, 3,
5, 6] для систем звичайних диференцiальних рiвнянь рiвнiсть (6) будемо називати рiвнян-
ням для породжуючих констант c0r нелiнiйної системи (1).

Таким чином, справджується наступне твердження.

Теорема 2 (необхiдна умова). Нехай слабконелiнiйна система iнтегро-диференцiальних
рiвнянь (1) має розв’язок x = x(t, ε):

x(·, ε) ∈ D2[a, b], ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок (4) з константою cr = c0r ∈
∈ Rr. Тодi вектор констант c0r обов’язково повинен бути дiйсним коренем рiвняння (6)
для породжуючих констант.

Для отримання достатньої умови iснування розв’язку виконаємо замiну змiнних у
системi (1):

x = x(t, ε) := x0(t, c
0
r) + y(t, ε), (7)

де x0(t, c0r) — породжуючий розв’язок (4), c0r ∈ Rr — дiйсний корiнь рiвняння (6).
Будемо шукати умови iснування розв’язку y = y(t, ε):

y(·, ε) ∈ D2[a; b], ẏ(·, ε) ∈ L2[a; b], y(t, ·) ∈ C[0; ε0], y(t, 0) = 0,

наступної системи:

ẏ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)y(s) +B(s)ẏ(s)] ds = ε

b∫
a

K(t, s)Z(x0(s, c
0
r) + y(s, ε), s, ε) ds, (8)

який при ε = 0 перетворюється у нульовий розв’язок.
Використавши неперервну диференцiйовнiсть вектор-функцiї Z(x, t, ε) по x в околi

породжуючого розв’язку, видiлимо лiнiйну частину по y i члени нульового порядку по ε
вектор-функцiї Z(x0 + y, t, ε):

Z(x0 + y, t, ε) = Z(x0(t, c
0
r), t, 0) +A1(t)y +R(y(t, ε), t, ε), (9)

де

Z(x0(t, c
0
r), t, 0) ∈ C[a, b], A1(t) = A1(t, c

0
r) =

∂Z(x, t, 0)

∂x

∣∣∣∣
x=x0(t,c0r)

∈ C[a, b].

Нелiнiйна вектор-функцiя R(y(t, ε), t, ε) належить до класу C1(‖y‖ ≤ q), L2[a, b], C[0, ε0].
При цьому маємо

R(0, t, 0) = 0,
∂R(0, t, 0)

∂y
= 0.
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Таким чином, система (8) буде мати розв’язок

y(t, ε) = Xr(t)c+ ȳ(t, ε) ∀c ∈ Rr,

ȳ(t, ε) = ε

 t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0 + y, s, ε) ds dτ +

+ Ψ0(t)D
+

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)Z(x0 + y, τ, ε) dτ dt +

+ B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0 + y, τ, ε) dτ

 ds
 .

Критерiй розв’язностi для системи (8) має вигляд

PD∗
d1

 b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)Z(x0 + y, τ, ε) dτ dt+B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0 + y, τ, ε)dτ

ds
= 0.

(10)

Враховуючи (6) та (9), у лiнiйну частину (10) замiсть y(t, ε) пiдставимо виразXr(t)c+ȳ(t, ε)
та отримаємо алгебраїчну систему вiдносно невiдомого вектора констант c ∈ Rr:

B0c = −PD∗
d

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)(A1(τ)ȳ(τ, ε) +R(y(τ, ε), τ, ε)) dτ dt +

+ B(s)

b∫
a

K(s, τ)(A1(τ)ȳ(τ, ε) +R(y(τ, ε), τ, ε))dτ

 ds, (11)

де (d× r)-вимiрна матриця B0 має вигляд

B0 := PD∗
d

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)A1(τ)Xr(τ) dτ dt+B(s)

b∫
a

K(s, τ)A1(τ)Xr(τ) dτ

 ds.
Алгебраїчна система (11) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

PB∗
0
PD∗

d
= 0, (12)

де PB∗
0

— (d × d)-вимiрна матриця (ортопроектор), яка проектує простiр Rd на нуль-
простiр N(B∗0).
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Якщо

PB∗
0

= 0 ⇔ rankB0 = d, (13)

то рiвнiсть (12) завжди виконується. Отже, для знаходження розв’язку системи (8) прихо-
димо до операторної системи

y(t, ε) = Xr(t)c+ ȳ(t, ε),

c = −B+
0 PD∗

d

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)(A1(τ)ȳ(τ, ε) +R(y(τ, ε), τ, ε)) dτ dt +

+ B(s)

b∫
a

K(s, τ)(A1(τ)ȳ(τ, ε) +R(y(τ, ε), τ, ε)) dτ

ds, (14)

ȳ(t, ε) = ε

 t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0 + y, s, ε) ds dτ +

+ Ψ0(t)D
+

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)Z(x0 + y, τ, ε) dτ dt +

+ B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0 + y, τ, ε) dτ

ds
 .

Ввiвши нову змiнну u = col (y(t, ε), c(ε), ȳ(t, ε)), отримаємо систему

u = L(1)u+ F̄ u, (15)

де

L(1) =

 0 Xr(t) In
0 0 L1

0 0 0

 ,

L1ϕ :=B+
0 PD∗

d

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)A1(τ)ϕ(τ, ε) dτ dt+B(s)

b∫
a

K(s, τ)A1(τ)ϕ(τ, ε) dτ

ds,

F̄ u :=


0

−B+
0 PD∗

d

b∫
a

[A(s)W̃ (s, ε) +B(s)W (s, ε)]ds

ȳ(t)

 ,
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W (t, ε) =

b∫
a

K(t, τ)R(y(τ, ε), τ, ε)dτ, W̃ (s, ε) =

s∫
a

W (t, ε) dt.

Оскiльки блочно-дiагональний матричний оператор (Ig−L(1)) завжди має обернений,
то iз системи (15) маємо операторне рiвняння

u = Su, (16)

де S := (Ig − L(1))−1F̄ , g = 2n + r. За рахунок вибору ε та як завгодно малого околу
породжуючого розв’язку, враховуючи структуру оператора F̄ , аналогiчно [1, 2, 5] можна
показати, що оператор S є оператором стиску [11], який дiє з простору C1([a, b];Rn) ×
×C([0, ε0];R) в себе з вiдповiдною нормою.

Отже, система (16) буде мати єдиний розв’язок, який можна знайти таким чином:

u = lim
v→∞

uv, uv = Suv−1, u0 = col (y0, c0, ȳ0) = 0.

З операторної системи (14) для знаходження розв’язку y(t, ε), y(t, 0) = 0 системи (8)
отримаємо наступну iтерацiйну процедуру:

yi+1(t, ε) = Xr(t)ci + ȳi+1(t, ε), i = 0, 1, 2, . . . ,
(17)

y0(t, ε) = ȳ0(t, ε) = 0,

ci = −B+
0 PD∗

d

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)(Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0) +A1(τ)ȳi(τ, ε)+

+R(yi(τ, ε), τ, ε))dτdt+B(s)

b∫
a

K(s, τ)(Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)+

+A1(τ)ȳi(τ, ε) +R(yi(τ, ε), τ, ε))dτ

]
ds,

ȳi+1(t, ε) = f̃i+1(t, ε) + Ψ0(t)D
+

b∫
a

[A(s)f̃i+1(s, ε) +B(s)fi+1(s, ε)]ds.

Тут

fi+1(t, ε) = ε

b∫
a

K(t, s)
(
Z(x0(s, c

0
r), s, 0) +A1(s)(Xr(s)ci + ȳi(s, ε)) +R(yi(s, ε), s, ε)

)
ds,
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f̃i+1(t, ε) =

t∫
a

fi+1(s, ε) ds.

Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема 3 (достатня умова). Нехай породжуюча система iнтегро-диференцiальних
рiвнянь (2) при умовi (3) має r-параметричну (r = m+ n− n1) сiм’ю лiнiйно незалежних
розв’язкiв (4). Тодi для кожного дiйсного кореня cr = c0r ∈ Rr рiвняння (6) для породжу-
ючих констант при умовi (13) система (1) має хоча б один розв’язок x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2[a, b], ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок (4) з константою cr = c0r ∈
∈ Rr.

Цей розв’язок можна визначити за допомогою збiжного iтерацiйного процесу (17) i
формули xi(t, ε) = x0(t, c

0
r) + yi(t, ε), i = 0, 1, 2, . . . .

4. Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами. Розглянемо випадок, коли B0 є
квадратною матрицею. Якщо cr = c0r — простий корiнь рiвняння (6), то має мiсце розклад

F1(cr) = (cr − c0r)F2(cr), detF2(c
0
r) 6= 0.

Враховуючи, що(
∂Z(x, t, ε)

∂cr

)
cr=c0r

=
∂Z(x, t, ε)

∂x

∣∣∣∣
x=x0(t,c0r), ε=0

· ∂x0(t, cr)
∂cr

∣∣∣∣
cr=c0r

= A1(t, c
0
r)Xr(t),

здиференцiюємо рiвняння (6) у точцi cr = c0r та отримаємо

∂F1(cr)

∂cr

∣∣∣∣
cr=c0r

=
∂

∂cr

PD∗
d

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτdt +

+ B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ

 ds
 =

= PD∗
d

b∫
a

A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)A1(τ)Xr(τ)dτdt +

+ B(s)

b∫
a

K(s, τ)A1(τ)Xr(τ)dτ

 ds = B0.

Отже, якщо detB0 6= 0, то корiнь cr = c0r рiвняння (6) є простим. Аналогiчно можна
показати, що якщо rankB0 = d, то cr = c0r є простим коренем рiвняння для породжуючих
констант.
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Теорема 4. Для того щоб нелiнiйна система iнтегро-диференцiальних рiвнянь (1) ма-
ла розв’язок, який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок (4) з констан-
тою cr = c0r ∈ Rr, необхiдно, щоб c0r був дiйсним коренем рiвняння для породжуючих
констант (6), та достатньо, щоб цей розв’язок був простим коренем даного рiвняння.
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