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We study existence of one- and two-impulsive cycles for a weakly nonlinear two-dimensional impulsive
differential system. We also study a possibility for a mathematical pendulum to have oscillations in a neigh-
borhood of the upper equilibrium if impulsive forces are applied.

Исследован вопрос существования одно- и двухимпульсных циклов слабонелинейной двумерной
системы дифференциальных уравнений с импульсным воздействием. Исследована возможность
колебаний математического маятника в окрестности верхнего положения равновесия под дей-
ствием импульсных сил.

Дослiдимо питання iснування одно- i двоiмпульсних циклiв слабконелiнiйної двовимiрної
системи диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням

ẋ1 = λ1x1 + εf(x1, x2), ẋ2 = λ2x2 + εg(x1, x2), x2 6= kx1, (1)
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Рух фазової точки (x1(t), x2(t)) вiдбувається за законом системи двох диференцiаль-
них рiвнянь, коли ця точка знаходиться поза прямою x2 = kx1, а в момент попадання її

на цю пряму вона миттєво „перестрибує” з положення
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Розглянемо випадок, коли початок координат є сiдловою точкою незбуреної дифе-
ренцiальної системи (при ε = 0). Вважатимемо, що λ1 < 0, а λ2 > 0.

Спочатку дослiдимо можливiсть коливних рухiв вiдповiдної лiнiйної iмпульсної систе-
ми
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, x2 6= kx1, (2)
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Рух фазової точки (x1(t), x2(t)) диференцiальної системи вiдбувається по лiнiях

x2 = c|x1|
λ2
λ1 , x1 = 0.

Якщо ця точка починає рух з точки (x01, x
0
2), то при всiх t ∈ R вона залишається на лiнiї

x2 = x02

(
x1
x01

)λ2
λ1

.

Зрозумiло, що i фазова точка iмпульсної системи (2) рухається по цих же лiнiях, „пере-
стрибуючи” на прямiй x2 = kx1 з однiєї на iншу (або ж ту саму) iз цих лiнiй. Нас цiкавить
випадок, коли фазова точка у процесi своєї еволюцiї зазнає iмпульсного впливу багато
разiв, тобто попадає на пряму x2 = kx1 бiльше одного разу. Якщо фазова точка не попа-
дає на вказану пряму або попадає лише один раз, то її рух з часом описується системою
без iмпульсної дiї, а тому з часом ця точка наближається до положення рiвноваги (0; 0)
або ж вiддаляється по вiдповiднiй гiлцi гiперболи у нескiнченнiсть. Зауважимо, що лiнiй-
не однорiдне вiдображення площини в себе(

x1
x2

)
→
(

1 + b11 b12
b21 b22

)(
x1
x2

)
переводить пряму x2 = kx1 в пряму x2 = µx1, де кутовi коефiцiєнти k i µ пов’язанi рiвнiс-
тю

µ =
k(1 + b22) + b21
1 + b11 + kb12

. (3)

Щоб фазова точка зазнавала iмпульсного впливу багато разiв (зчисленне число), не-
обхiдно, щоб вона, вийшовши з точки прямої x2 = µx1, при t > 0 попала на пряму
x2 = kx1, а для цього необхiдно, щоб виконувалась нерiвнiсть

(λ1 − λ2) ln
µ

k
> 0. (4)

Припускаючи, що параметри вихiдної системи забезпечують виконання цiєї нерiвно-
стi, можемо стверджувати, що фазова точка, виходячи при t = 0 з точки (x01, µx

0
1), попа-

дає в деякий момент t = t∗ в точку (x∗1, kx
∗
1) i в цей момент „перестрибує” в точку

((1 + b11 + kb12)x
∗, (b21 + (1 + b22)k)x∗1)

прямої x2 = µx1.
Виразивши значення x∗1 через x01, безпосередньо переконуємося, що поведiнка розв’яз-

кiв лiнiйної iмпульсної системи (2) залежить вiд вiдображення Пуанкаре прямої в пряму

h : x1 → [1 + b11 + b12k]
(µ
k

) λ1
λ1−λ2 x1.
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Це лiнiйне однорiдне вiдображення, яке ми запишемо так: h : x1 → γx1, позначивши
через γ число

γ = (1 + b11 + b12k)
(µ
k

) λ1
λ1−λ2 . (5)

Таким чином, доведено наступне твердження.

Теорема 1. Якщо параметри iмпульсної системи (2) такi, що |γ| < 1,то всi її розв’яз-
ки, якi починаються з точок прямої x2 = µx1, з часом прямують до нуля при t → ∞;
якщо ж |γ| > 1, то всi цi розв’язки прямують до нескiнченностi при t → ∞.

Детальнiше проаналiзуємо випадок, коли |γ| = 1. У цьому випадку кожна точка
x1 ∈ R є нерухомою точкою вiдображення h, а тому така точка породжує одноiмпульс-
ний перiодичний рух (одноiмпульсний цикл). Цi цикли заповнюють частину координатної
площини, що лежить мiж прямими x2 = kx1 та x2 = µx1.

Якщо рух фазової точки починається з положення (x01, µx
0
1), то породжуючий цiєю

точкою цикл задається куском кривої

x2 = µx01

(
x1
x01

)λ2
λ1

,
(µ
k

) λ1
λ1−λ2 ≤ x1

x01
≤ 1.

Безпосередньо переконуємося, що рух зображуючої точки по кожному з таких циклiв
є перiодичним з одним i тим же перiодом

T =
1

λ1 − λ2
ln
µ

k
.

У системi (2) можливi так званi двоiмпульснi розривнi цикли, вiдмiннi вiд одноiмпульс-
них: рухаючись по такому циклу фазова точка двiчi за перiод зазнає дiї iмпульсної сили.
Двоiмпульснi цикли можливi в системi (2), коли її параметри задовольняють рiвнiсть

γ = (1 + b11 + b12k)
(µ
k

) λ1
λ1−λ2 = −1.

Такi цикли породжуються точками (x01, µx
0
1), де x01 — нерухома точка вiдображення h2 =

= h(h(x)).
Рух фазової точки по кожному з таких циклiв є перiодичним з одним i тим же перiодом

T =
2

λ1 − λ2
ln
µ

k
.

Двоiмпульснi цикли, як i одноiмпульснi, заповнюють частину координатної площини,
що лежить мiж прямими x2 = kx1 i x2 = µx1. На вiдмiну вiд одноiмпульсних циклiв,
кожен з яких лежить в одному з координатних кутiв, кожен двоiмпульсний цикл нале-
жить двом координатним кутам: першому i третьому або ж другому i четвертому. Двоiм-
пульсний цикл, що породжується точкою (x01, µx

0
1) прямої x2 = µx1, задається кусками

гiпербол

x2 = µx01

(
x1
x01

)λ2
λ1

,
(µ
k

) λ1
λ1−λ2 ≤ x1

x01
≤ 1,
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i

x2 = −µx01
(
x1
−x01

)λ2
λ1

,
(µ
k

) λ1
λ1−λ2 ≤ x1

−x01
≤ 1.

Як приклад розглянемо можливiсть коливань математичного маятника в околi верх-
нього (нестiйкого положення) рiвноваги пiд дiєю iмпульсної сили. Згiдно з законами ме-
ханiки положення фазової точки не може миттєво змiнюватися, але така змiна можли-
ва для швидкостi цiєї точки. Тому вважатимемо, що в результатi дiї iмпульсної сили в
момент проходження фазовою точкою фiксованої прямої ẋ = ax збiльшується (змен-
шується) фазова швидкiсть точки на величину, пропорцiйну (наприклад, з коефiцiєнтом
пропорцiйностi 2α) швидкостi її в момент попадання на цю пряму.

Рiвняння руху такого маятника запишемо у формi

d

dt

(
x
y

)
=

(
0 1
1 0

)(
x
y

)
, y 6= ax, (6)

∆

(
x
y

)∣∣∣∣
y=ax

=

(
0 0
0 2α

)(
x
y

)
.

Замiна змiнних x1 = y − x, x2 = y + x приводить цю систему до вигляду (2):

d

dt

(
x1
x2

)
=

(
−1 0
0 1

)(
x1
x2

)
, x2 6= kx1, (7)

∆

(
x1
x2

)∣∣∣∣
x2=kx1

=

(
α α
α α

)(
x1
x2

)
,

де пряма x2 = kx1 є образом прямої y = ax при вказанiй замiнi змiнних. Зауважимо, що
пряма x2 = kx1 при вiдображеннi(

x1
x2

)
→
(

1 + α α
α 1 + α

)(
x1
x2

)
переходить у пряму

x2 = µx1 =
k(1 + α) + α

1 + α+ kα
x1.

Таким чином, умовою iснування одноiмпульсних циклiв у системi (7) є виконання рiв-
ностi

(1 + α+ αk)

(
k(1 + α) + α

1 + α+ kα

1

k

) 1
2

= 1. (8)

Безпосередньо переконуємося, що ця рiвнiсть за умови µ 6= k виконується при α = −1
i k < 0, k 6= −1.

Отже, при k < 0, k 6= −1 i α = −1 в системi (7) є однопараметрична сiм’я одноiмпульс-
них циклiв.
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Умовою наявностi двоiмпульсних циклiв в системi (6) є рiвнiсть

(1 + α+ αk)

(
k(1 + α) + α

1 + α+ kα

1

k

) 1
2

= −1, (9)

яка виконується при α = −1 i k > 0, k 6= 1.
В обох випадках кутовi коефiцiєнти k i µ пов’язанi мiж собою рiвнiстю µk = 1, |k| 6= 1.
Повертаючись до вихiдних змiнних

x =
x2 − x1

2
, y =

x1 + x2
2

i враховуючи, що рiвняння прямих x2 = kx1 i x2 = µx1 у цих змiнних набирають вигляду

y =
k + 1

k − 1
x i y =

µ+ 1

µ− 1
x

вiдповiдно, переконуємося, що в системi (6) при α = −1 є однопараметрична сiм’я одно-
iмпульсних циклiв за умови, що iмпульсної дiї система зазнає на прямiй y = ax, 0 < a < 1,
i сiм’я двоiмпульсних циклiв, якщо a > 1.

Дослiдимо тепер можливi коливання в нелiнiйнiй системi (1).
За умови γ = 1 при ε = 0 ця система має сiм’ю одноiмпульсних циклiв, що задаються

кусками гiпербол (
x1
x01

)λ1 ( x2
µx01

)−λ1
= 1,

(µ
k

) λ1
λ1−λ2 ≤ x1

x01
≤ 1,

кожна з яких перетинає пряму x2 = kx1 у точцi

x∗1 = x0

(µ
k

) λ1
λ1−λ2 .

Саме ця точка вiдображенням Пуанкаре вiдображається у початкову точку x0 (i рух є
перiодичним).

При ε 6= 0 траєкторiя системи (1), що вийшла з точки (x0, µx0), не обов’язково пе-
ретне пряму x2 = kx1 у точцi (x∗1, kx

∗
1). Вона може перетнути цю пряму в точцi, абсциса

якої за модулем менша за |x∗1| (фазова точка наближається до початку координат), або
ж у точцi, абсциса якої за модулем бiльша за |x∗1| (фазова точка вiддаляється вiд початку
координат). Щоб з’ясувати, який iз цих випадкiв має мiсце, розглянемо прирiст величини

E(x1, x2) = ln

(
x1
x01

)λ2 ( x2
µx0

)−λ1
за час, коли фазова точка, вийшовши з положення (x01, µx

0
1), досягне прямої x2 = kx1,

рухаючись по траєкторiї системи (1). Нас цiкавить саме знак цього приросту. Якщо вiн
додатний, то траєкторiя наближається до початку координат, якщо ж вiд’ємний, то тра-
єкторiя вiддаляється вiд нуля, а якщо вiн дорiвнює нулю, то рух фазової точки є перiодич-
ним.
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Виведемо наближену формулу для приросту величини E(x1, x2). Повну похiдну по t
вiд E(x1, x2), складену в силу системи (1), легко обчислити:

d

dt
E(x1, x2) = ε

[
λ2
x1
f(x1, x2)−

λ1
x2
g(x1, x2)

]
.

Для обчислення приросту E(x1, x2) треба зiнтегрувати цю функцiю вздовж куска тра-
єкторiї, що знаходиться мiж прямими x2 = µx1 i x2 = kx1. На жаль, траєкторiя нам не
є вiдомою. Разом з тим за теоремою про диференцiйовнiсть розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь за параметром (див., наприклад, [6, с. 354]) при достатньо малих значеннях пара-
метра ε розв’язок диференцiальної частини системи (1) на скiнченному часовому вiдрiзку
вiдрiзняється величиною порядку ε вiд розв’язкiв

x1 = eλ1tx01, x2 = eλ2tx02.

Отже, траєкторiя системи (1), що виходить з точки (x01, µx
0
1) прямої x2 = µx1, на ве-

личину порядку ε вiдрiзнятиметься вiд куска гiперболи

x2 = µx01

(
x1
x01

)λ2
λ1

,

а тому iнтеграл вiд Ė(x1, x2) з точнiстю до O(ε2) можна обрахувати по куску цiєї гiпербо-
ли, що знаходиться мiж прямими x2 = µx1 i x2 = kx1:

∆E = ε

1
λ1−λ2

ln µ
k∫

0

[
λ2
e−λ1s

x01
f
(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)
− λ1
µx01

e−λ2sg
(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)]
ds =

=
ε

µx01

1
λ1−λ2

ln µ
k∫

0

[
µλ2e

−λ1sf
(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)
− λ1e−λ2sg

(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)]
ds.

Обчислюючи iнтеграл, маємо

∆E = εF (x01) +O(ε2),

де

F (x01) =
1

µx01

1
λ1−λ2

ln µ
k∫

0

[
µλ2e

−λ1sf
(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)
− λ1e−λ2sg

(
eλ1sx01, e

λ2Sµx02

)]
ds.

За властивостями функцiї F (x01) можемо сказати про поведiнку розв’язкiв вихiдної
системи (при достатньо малих значеннях параметра ε > 0). Якщо функцiя додатна, то
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в системi (в секторi мiж прямими x2 = µx1 i x2 = kx1) вiдбуваються згасаючi коливан-
ня. Якщо ж ця функцiя вiд’ємна, то коливання наростають. Можливий випадок, коли ця
функцiя змiнює знак. Нехай x∗1 — простий нуль функцiї F (x1) : F (x∗1) = 0, F́ (x∗1) 6= 0. Тодi
при достатньо малих значеннях ε > 0 точка x∗1 породжує у вихiднiй системi одноiмпульс-
ний цикл, який близький до куска гiперболи

(
x1
x∗1

)λ2 ( x2
µx∗1

)−λ1
= 1,

обмеженої прямими x2 = µx1 та x2 = kx1.

Пiдводячи пiдсумок, можна сформулювати таке твердження.

Теорема 2. Нехай в системi (1) λ1 < 0, λ2 > 0, функцiї f(x1, x2) i g(x1, x2) є непе-
рервно диференцiйовними в деякому крузi x21 + x22 ≤ r2 i параметри системи такi, що
виконуються нерiвнiсть (4) i рiвнiсть

γ = (1 + b11 + b12k)
(µ
k

) λ1
λ1−λ2 = 1.

Якщо рiвняння F1(x1) = 0 має iзольований корiнь x∗1 такий, що F́1(x
∗
1) 6= 0, то при до-

статньо малих значеннях параметра ε > 0 система (1) має розривний одноiмпульсний
цикл. Вiн є асимптотично стiйким, якщо при переходi через точку x∗1 функцiя F1(x1)
змiнює знак з мiнуса на плюс, i нестiйким, якщо знак цiєї функцiї змiнюється з плюса на
мiнус. З точнiстю до величини порядку ε2 цей цикл задається рiвнiстю

ln

(
x1
x∗1

)λ2 ( x2
µx∗1

)−λ1
=

ε

µx∗1

t∫
0

[
µλ2e

−λ1sf(eλ1sx∗1, e
λ2sµx∗1)

]
ds−

− ε

µx∗1

t∫
0

[
λ1e
−λ2sg

(
eλ1sx∗1, e

λ2sµx∗1

)]
ds,

в якiй x∗1 — корiнь рiвняння F1(x1) = 0, а t змiнюється в межах вiд нуля до
1

λ1 − λ2
ln
µ

k
.

Аналогiчно можна отримати умови iснування двоiмпульсних циклiв у системi (1). Як
зазначалося вище, такi цикли в лiнiйнiй системi (2) можливi, коли параметри системи
задовольняють умову γ = −1.

Як i у випадку дослiдження одноiмпульсних циклiв розглянемо прирiст величиниE(x1,
x2) за час, коли фазова точка, вийшовши з положення (x01, µx

0
1), досягне прямої x2 = kx1,

рухаючись по траєкторiї системи (1), а потiм пiсля iмпульсної дiї, рухаючись по траєкторiї
системи (1), знову попаде на пряму x2 = kx1.

Використовуючи вираз повної похiдної вiд E(x1, x2), складеної в силу системи (1), об-

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2012, т . 15, N◦ 4



РОЗРИВНI КОЛИВАННЯ В ОДНIЙ IМПУЛЬСНIЙ СИСТЕМI 501

числюємо прирiст E(x1, x2):

∆E =
ε

µx01

1
λ1−λ2

ln µ
k∫

0

[
µλ2e

−λ1sf
(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)
− λ1e−λ2sg

(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)]
ds+

+
ε

µ(−x01)

1
λ1−λ2

ln µ
k∫

0

[
µλ2e

−λ1sf
(
−eλ1sx0, e−λ2sµx0

)
−

− λ1e
−λ2sg

(
−eλ1sx01,−eλ2sµx01

)]
ds+ ε2 . . . ,

або ж
∆E = εF2(x

0
1) + ε2 . . . ,

де

F2(x
0
1) =

1

µx01

1
λ1−λ2

ln µ
k∫

0

µλ2e
−λ1s

[
f
(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)
− f

(
−eλ1sx01,−eλ2sµx01

)]
−

− 1

µx01

1
λ1−λ2

ln µ
k∫

0

λ1e
λ2s
[
g
(
eλ1sx01, e

λ2sµx01

)
− g

(
−eλ1sx01,−eλ2sµx01

)]
ds.

Таким чином, справджується таке твердження.

Теорема 3. Нехай в системi (1) λ1, λ2, функцiї f(x1, x2), g(x1, x2) такi, як i в теоремi 2,
i виконуються нерiвнiсть (4) та рiвнiсть

(1 + b11 + b12k)
(µ
k

) λ1
λ1−λ2 = −1.

Якщо рiвняння F2(x1) = 0 має iзольований корiнь x∗1 такий, що F́2(x
∗
1) 6= 0, то при

достатньо малих значеннях параметра ε > 0 система (1) має розривний двоiмпульсний
цикл. Цей цикл асимптотично стiйкий, якщо F́2(x

∗
1) < 0, i нестiйкий, якщо F́2(x

∗
1) > 0.

З точнiстю до величини порядку ε2 цей цикл задається рiвнiстю

ln

(
x1
x∗1

)λ2( x2
µx∗1

)−λ1
=

ε

µx∗1

t∫
0

[
µλ2e

−λ1Sf(eλ1Sx
∗
1 , eλ2Sµx∗1)−λ1e−λ2Sg

(
eλ1Sx∗1, e

λ2Sx∗1

)]
dS

i рiвнiстю

ln

(
x1
−x∗1

)λ2 ( x2
−µx∗1

)−λ1
=

ε

−µx∗1

t∫
0

[
µλ2e

−λ2Sf(−eλ1Sx∗1 ,−eλ2Sµx∗1) −

− λ1e
−λ1Sg

(
−eλ1Sx∗1,−e−λ2Sµx∗1

)]
dS,
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в яких x∗1 — корiнь рiвняння F2(x1) = 0, а t змiнюється в межах вiд нуля до (λ1 −
−λ2)−1 ln

µ

k
.

Як приклад розглянемо нелiнiйне iмпульсне рiвняння вигляду

ẍ− x = εẋ(1− x2), ẋ 6= ax, ∆ẋ|ẋ=ax = −2ẋ.

Замiною змiнних x1 = ẋ− x, x2 = ẋ+ x це рiвняння зводиться до системи рiвнянь

ẋ1 = −x1 + ε
x1 + x2

2

(
1− (x2 − x1)2

4

)
,

ẋ2 = x2 + ε
x1 + x2

2

(
1− (x2 − x1)2

4

)
x2 6= kx1, (10)

∆

(
x1
x2

)∣∣∣∣
x2=kx1

=

(
−1 −1
−1 −1

)(
x1
x2

)
.

При ε = 0 цю систему дослiджено вище. Зокрема, при k < 0, k 6= −1 в системi є
однопараметрична сiм’я одноiмпульсних циклiв, а при k > 0, k 6= 1 — сiм’я двоiмпульс-
них циклiв, вiдмiнних вiд одноiмпульсних. Зауважимо також, що в обох випадках кутовi
коефiцiєнти k i µ пов’язанi мiж собою рiвнiстю µk = 1, |k| 6= 1.

Обчислимо функцiю F (x1) у випадку k < 0:

F (x1) =
1

µx1

− ln |µ|∫
0

(
µet + e−t

) (e−tx1 + µx1e
t
)

2

(
1− (µet − e−t)2

4
x21

)
dt =

=
1

2µ

− ln |µ|∫
0

[(
µet + e−t

)2 − (µ2e2t − e−2t)2 x21
4

]
dt =

=
1

2µ

[
µ2

2

(
1

µ2
− 1

)
− 2µ ln |µ| − 1

2

(
µ2 − 1

)
−

− x21
4

µ4

4

(
1

µ4
− 1

)
+ 2µ2 ln |µ| − 1

4

(
µ4 − 1

)]
.

Отже,

F (x1) =
1

2µ

[
1− µ2 − 2µ ln |µ| − x21

8

(
1− µ4 + 4µ2 ln |µ|

)]
.

Таким чином, функцiя F (x1) дорiвнює нулю у двох точках

x1 = ±

√
8 (1− µ2 − 2µ ln |µ|)
1− µ4 + 4µ2 ln |µ|

,
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кожна з яких i породжує у вихiднiй системi одноiмпульсний розривний цикл.
Похiдна

F́ (x1) = −x1
8µ

(1− µ4 + 4µ2 ln |µ|)

додатна при x1 > 0 i вiд’ємна при x1 < 0, тому можна стверджувати, що обидва розривнi
цикли асимптотично стiйкi (при додатньо малих значеннях параметра ε).

З’ясуємо питання iснування в данiй системi двоiмпульсних циклiв, вiдмiнних вiд одно-
iмпульсних. Як було зазначено вище, такi цикли можуть бути, якщо k > 0, k 6= 1.

Оскiльки повинна виконуватися нерiвнiсть (4) i умова kµ = 1, то k повинно бути бiль-
шим за 1. Обчислюючи функцiю F2(x1) в цьому випадку, маємо

F2(x1) =
1

µ

[
1− µ2 − 2µ lnµ− x21

8

(
1− µ4 + 4µ2 lnµ

)]
.

Ця функцiя дорiвнює нулю у двох точках, якi симетрично розташованi на осi абсцис
щодо початку координат. Враховуючи те, що система (10) не змiнюється при замiнi x1
на −x1 i x2 на −x2, можна стверджувати, що при достатньо малих значеннях ε > 0 два
нулi функцiї F2(x1) породжують один i той самий двоiмпульсний цикл, розташований в
першому та третьому координатних кутах.

Безпосередньо переконуємося, що цей цикл є нестiйким.
Повертаючись вiд координат (x1, x2) до (x, y), y = ẋ i враховуючи, що коефiцiєнту k

вiдповiдає a, а коефiцiєнту µ — −a, робимо висновок, що у вихiдному рiвняннi при 0 <
< a < 1 є два асимптотично стiйкi одноiмпульснi цикли, а при a > 1 — один нестiйкий
двоiмпульсний цикл.
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