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We consider a multipoint problem with the data lying on the characteristics of a system of hyperbolic
second order equations with two independent variables. By introducing new unknown functions, we reduce
the problem to an equavalent one consisting of a family of multipoint problems for a family of ordinary
differential equations and functional relations. We find conditions for edxistence of a unique solution in
terms of the coefficients of the multipoint problems.

Розглянуто багатоточкову задачу з даними на характеристицi системи гiперболiчних рiвнянь
другого порядку з двома незалежними змiнними. Шляхом введення нових невiдомих функцiй за-
дачу зведено до еквiвалентної задачi, що складається з сiм’ї багатоточкових задач для сис-
тем звичайних диференцiальних рiвнянь та функцiональних спiввiдношень. Отримано умови
iснування єдиного розв’язку в термiнах коефiцiєнтiв багатоточкових задач.

Рассматривается многоточечная задача с данными на характеристиках для системы ги-
перболических уравнений со смешанной производной в прямоугольной области Ω̄ =
= [0, T ]× [0, ω]

∂2u

∂t∂x
= A(t, x)

∂u

∂x
+B(t, x)

∂u

∂t
+ C(t, x)u+ f(t, x) (1)

c условиями

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (2)

m∑
j=1

{
Kj(x)

∂u(t, x)

∂x

∣∣∣∣
t=tj

+Lj(x)
∂u(t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=tj

+Mj(x)u(t, x)|t=tj

}
=ϕ(x), x ∈ [0, ω], (3)

где u = colon (u1, u2, . . . , un), A(t, x), B(t, x), C(t, x), Kj(x), Lj(x), Mj(x), j = 1,m, —
(n × n)-матрицы, n-вектор-функции f(t, x), ϕ(x) являются непрерывными на Ω̄, [0, ω] со-
ответственно, 0 = t1 < t2 < . . . < tm−1 < tm = T, n-вектор-функция ψ(t) непрерывно
дифференцируема на [0, T ].

Пусть C(Ω̄, Rn) — пространство непрерывных на Ω вектор-функций u(t, x) с нормой

‖u‖0 = max
(t,x)∈Ω̄

‖u(t, x)‖, ‖u(t, x)‖ = max
i=1,n

|ui(t, x)|.
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Функция u(t, x) ∈ C(Ω̄, Rn), имеющая частные производные
∂u(t, x)

∂x
∈ C(Ω̄, Rn),

∂u(t, x)

∂t
∈ C(Ω̄, Rn),

∂2u(t, x)

∂t∂x
∈ C(Ω̄, Rn), называется классическим решением задачи

(1) – (3), если она удовлетворяет системе (1) при всех (t, x) ∈ Ω̄ и выполнены краевые
условия (2), (3).

Нелокальные краевые задачи для уравнений и систем в частных производных гипер-
болического типа изучались в работах многих авторов. Обзор и библиографию, посвя-
щенную данной тематике, можно найти в [1 – 3]. Активное развитие теории нелокальных
краевых задач связано с их многочисленными приложениями в механике, физике, хи-
мии, теории ударных волн и др. [4]. Исследуемая задача (1) – (3) относится к нелокальной
краевой задаче, условие (3) связывает значения искомой функции и ее производных на
характеристических линиях t = tj , j = 1,m. Некоторые типы многоточечных задач изу-
чались в работах [5 – 6] численно-аналитическим методом. В работах [7 – 10] нелокальная
краевая задача с данными на характеристиках t = 0, t = T для систем гиперболических
уравнений путем введения новых неизвестных функций была сведена к эквивалентной
задаче, состоящей из семейства двухточечных краевых задач для систем обыкновенных
дифференциальных уравнений и функциональных соотношений. На основе этого и ме-
тода параметризации [11, 12] были получены коэффициентные условия однозначной и
корректной разрешимости изучаемой задачи, а также предложены алгоритмы нахож-
дения ее решения.

В настоящей работе данный подход развивается на многоточечные задачи и устанав-
ливаются достаточные условия однозначной разрешимости задачи (1) – (3) в терминах
исходных данных. При этом относительно коэффициентов системы и граничных матриц
предполагается только непрерывность на Ω̄ и [0, ω] соответственно. Основным условием
разрешимости многоточечной задачи (1) – (3) является обратимость некоторой матрицы,
составленной из матриц A(t, x), Kj(x), j = 1,m.

Вводятся новые неизвестные функции v(t, x) =
∂u(t, x)

∂x
, w(t, x) =

∂u(t, x)

∂t
и задача

(1) – (3) сводится к следующей эквивалентной задаче:

∂v

∂t
= A(t, x)v +B(t, x)w(t, x) + C(t, x)u(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ Ω̄, (4)

m∑
j=1

{
Kj(x)v(t, x)|t=tj + Lj(x)w(t, x)|t=tj + Mj(x)u(t, x)|t=tj

}
= ϕ(x), x ∈ [0, ω], (5)

u(t, x) = ψ(t) +

x∫
0

v(t, ξ)dξ, w(t, x) = ψ̇(t) +

x∫
0

∂v(t, ξ)

∂t
dξ. (6)

В задаче (4) – (6) условие u(t, 0) = ψ(t) учтено в соотношениях (6).
Тройка непрерывных на Ω̄ функций {v(t, x), u(t, x), w(t, x)} называется решением за-

дачи (4) – (6), если функция v(t, x) ∈ C(Ω̄, Rn) имеет непрерывную на Ω̄ производную по
t и удовлетворяет однопараметрическому семейству многоточечных краевых задач для
систем обыкновенных дифференциальных уравнений (4), (5), где функции u(t, x), w(t, x)

связаны с v(t, x),
∂v(t, x)

∂t
функциональными соотношениями (6).
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При фиксированных w(t, x), u(t, x) в задаче (4) – (6) требуется найти решение из
C(Ω̄, Rn) однопараметрического семейства многоточечных краевых задач систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений, которое требует специального изучения.

Рассмотрим семейство многоточечных краевых задач для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

∂v

∂t
= A(t, x)v + F (t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ [0, ω], v ∈ Rn, (7)

m∑
j=1

Kj(x)v(tj , x) = Φ(x), x ∈ [0, ω]. (8)

Непрерывная функция v : Ω̄ → Rn, имеющая на Ω̄ непрерывную производную по t, на-
зывается решением краевой задачи (7), (8), если она удовлетворяет системе (7) и условию
(8) соответственно при всех (t, x) ∈ Ω̄, x ∈ [0, ω].

При фиксированных x ∈ [0, ω] задача (7), (8) является линейной многоточечной кра-
евой задачей для обыкновенных дифференциальных уравнений, которая различными
методами была исследована многими авторами (обзор и библиографию см. в [13 – 16]).
Вопросы разрешимости многоточечных краевых задач остаются важными в прикладном
плане, так как имеют прямое отношение к теории сплайна и интерполирования, а также
используются в теории многоопорных балок [15]. Несмотря на многочисленные работы,
общие постановки многоточечных задач для обыкновенных дифференциальных урав-
нений остаются малоизученными. Основным аппаратом исследования и решения много-
точечных краевых задач остается метод функций Грина, отражающий специфику кра-
евой задачи, построение которой сопряжено с большими трудностями вследствие слож-
ности объекта и недостаточной изученностью ее свойств. Одним из путей преодоления
этих трудностей является разработка конструктивных методов исследования и реше-
ния многоточечных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений,
не использующих фундаментальную матрицу и функцию Грина. Для исследования и ре-
шения двухточечных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений в
работах [11, 12] был предложен метод параметризации. Он позволил, наряду с установле-
нием коэффициентных критериев однозначной разрешимости исследуемой задачи, по-
строить алгоритмы нахождения ее решения. В работе [17] метод параметризации был
применен к многоточечным краевым задачам для обыкновенных дифференциальных
уравнений. На его основе были получены необходимые и достаточные условия однознач-
ной разрешимости рассматриваемой задачи без использования фундаментальной мат-
рицы и функции Грина, а также построены алгоритмы нахождения решений. При изме-
нении переменной x на [0, ω] получаем семейство многоточечных краевых задач для
обыкновенных дифференциальных уравнений. В настоящей работе метод параметриза-
ции распространяется на семейство многоточечных краевых задач (7), (8), зависящее от
параметра x ∈ [0, ω].

Приведем схему метода. Выберем шаг h > 0 : Nh = T, N = 1, 2, . . . , и проведем

разбиение [0, T ) × [0, ω] =
N⋃
r=1

Ωr, Ωr = [(r − 1)h, rh) × [0, ω]. Пусть функция v(t, x) —

решение задачи (7), (8), vr — сужение функции v на Ωr, т. е. vr : Ωr → Rn и vr(t, x) =
= v(t, x) при (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, limt→T−0 vN (t, x) = v(T, x) при x ∈ [0, ω]. Tогда задача
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(7), (8) будет эквивалентна семейству многоточечных краевых задач

∂vr
∂t

= A(t, x)vr + F (t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, (9)

K1(x)v1(0, x) +
m−1∑
j=2

Kj(x)vrj (tj) +Km(x) lim
t→T−0

vN (t, x) = Φ(x), x ∈ [0, ω], (10)

lim
t→sh−0

vs(t, x) = vs+1(sh, x), x ∈ [0, ω], s = 1, N − 1. (11)

Здесь rj — номер области, которому принадлежит линия tj при выбранном N : (tj , x) ∈

∈ [(rj − 1)h, rjh) × [0, ω], h =
T

N
, 1 = r1 ≤ r2 ≤ r3 ≤ . . . ≤ rm = N. В условии

(10) также учтено, что 0 = t1, T = tm. Равенства (11) являются условиями склеивания
или непрерывности решения на внутренних линиях разбиения. При отсутствии разбиения
отсутствует также условие (11).

Пусть C(Ω̄,Ωr, R
nN ) — пространство систем функций v([t], x) = (v1(t, x), v2(t, x), . . .

. . . , vN (t, x))′, где функция vr : Ωr −→ Rn непрерывна и равномерно относительно x ∈
∈ [0, ω] имеет конечный левосторонний предел limt→rh−0 vr(t, x), r = 1, N, с нормой

‖v‖1 = max
r=1,N

sup
(t,x)∈Ωr

‖vr(t, x)‖.

Решением семейства многоточечных краевых задач (9) – (11) является система функ-
ций v([t], x) = (v1(t, x), v2(t, x), . . . , vN (t, x))′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R

nN ), где vr(t, x) — сужение функ-
ции v(t, x) на Ωr, непрерывно дифференцируемой и ограниченной на своей области опре-
деления Ωr (здесь на начальных отрезках линий t = (r − 1)h функция vr(t, x) имеет пра-
востороннюю производную), r = 1, N.

Эквивалентность задач (7), (8) и (9) – (11) заключается в следующем. Функция v(t, x),
определяемая равенствами v(t, x) = vr(t, x) при (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, v(T, x) =
= limt→Nh−0 vN (t, x) при x ∈ [0, ω], удовлетворяет системе уравнений (7) при всех (t, x) ∈
∈ Ω̄ и условию (8) при всех x ∈ [0, ω]. Если v(t, x) — решение семейства краевых задач
(7), (8), то система его сужений {vr(t, x)}, r = 1, N, является решением семейства много-
точечных краевых задач (9) – (11). И наоборот, если система функций v([t], x) = (v1(t, x),
v2(t, x), . . . , vN (t, x))′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R

nN ) — решение задачи (9) – (11), то функция v(t, x), по-
лучаемая склеиванием систем функций {vr(t, x)}, r = 1, N, будет решением исходного
семейства краевых задач (7), (8). Из непрерывности коэффициентов A(t, x), правой час-

ти F (t, x) и функции v(t, x) следует непрерывность
∂v(t, x)

∂t
.

Через λr(x) обозначим значение функции vr(t, x) при t = (r− 1)h и в каждой области
(t, x) ∈ Ωr выполним замену ṽr(t, x) = vr(t, x) − λr(x). Тогда задача (9) – (11) сводится к
эквивалентной краевой задаче с неизвестными параметрами-функциями λr(x):

∂ṽr
∂t

= A(t, x)ṽr +A(t, x)λr(x) + F (t, x),

(12)

ṽr((r − 1)h, x) = 0, (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N,
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K1(x)λ1(x) +

m−1∑
j=2

Kj(x)λrj +

m−1∑
j=2

Kj(x)ṽrj (tj) +Km(x)λN (x)+

+Km(x) lim
t→T−0

ṽN (t, x) = Φ(x), x ∈ [0, ω], (13)

λs(x) + lim
t→sh−0

ṽs(t, x) = λs+1(x), x ∈ [0, ω], s = 1, N − 1. (14)

Решением задачи (12) – (14) является пара (λ∗(x), ṽ∗([t], x)), λ∗(x) = (λ∗1(x), λ∗2(x), . . .
. . . , λ∗N (x))′ ∈ C([0, ω], RnN ), ṽ∗([t], x) = (ṽ∗1(t, x), ṽ∗2(t, x), . . . , ṽ∗N (t, x))′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R

nN ),
где функции ṽ∗r (t, x) непрерывно дифференцируемы на Ωr, и при λr(x) = λ∗r(x), r = 1, N,
удовлетворяет задаче Коши (12) при всех (t, x) ∈ Ωr и условиям (13), (14) при всех x ∈
∈ [0, ω], r = 1, N. Здесь C([0, ω], RnN ) — пространство функций λ∗(x) = (λ∗1(x), λ∗2(x), . . .
. . . , λ∗N (x))′, где функция λr : [0, ω] −→ Rn непрерывна на [0, ω] с нормой

‖λ‖2 = max
r=1,N

max
x∈[0,ω]

‖λr(x)‖.

Задачи (7), (8) и (12) – (14) эквивалентны в следующем смысле. Если функция v(t, x)
является решением задачи (7), (8), то пара (λ(x), ṽ([t], x)) с компонентами λr(x) = v((r −
−1)h, x), ṽr(t, x) = v(t, x) − v((r − 1)h, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, будет решением задачи
(12) – (14). И наоборот, если пара (λ∗(x), ṽ∗([t], x)), где λ∗(x) = (λ∗1(x), λ∗2(x), . . . , λ∗N (x))′,
ṽ∗([t], x) = (ṽ∗1(t, x), ṽ∗2(t, x), . . . , ṽ∗N (t, x))′— решение задачи (12) – (14), то функция v∗(t, x),
определяемая равенствами v∗(t, x) = λ∗r(x) + ṽ∗r (t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, v∗(T, x) =
= λ∗N (x) + limt→T−0 ṽ

∗
N (t, x), x ∈ [0, ω], является решением задачи (7), (8). Из непрерыв-

ности и ограниченности функций ṽ∗r (t, x) на Ωr, r = 1, N, следует существование лево-
сторонних пределов limt→rh−0 ṽ

∗
r (t, x), а значения ṽ∗rj (tj , x), j = 2,m− 1, limt→T−0 ṽ

∗
N (t, x),

limt→sh−0 ṽ
∗
s(t, x), s = 1, N − 1, удовлетворяют условиям (13), (14) при всех x ∈ [0, ω].

В отличие от (9) – (11) в задаче (12) – (14) появились начальные условия ṽr((r−1)h, x) =
= 0. При фиксированных λr(x) функция ṽr(t, x) является решением задачи Коши (12),
эквивалентной семейству систем интегральных уравнений на интервалах длины h > 0 :

ṽr(t, x) =

t∫
(r−1)h

[A(τ, x)ṽr(τ, x) +A(τ, x)λr(x) + F (τ, x)] dτ. (15)

Подставив вместо ṽr(τ, x) правую часть (15) и повторив этот процесс ν(ν ∈ N) раз, полу-
чим

ṽr(t, x) = Dν,r(t, x)λr(x) +Gν,r(t, x, ṽr) + Fν,r(t, x), (16)
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где

Dν,r(t, x) =

t∫
(r−1)h

A(τ1, x)dτ1 +

t∫
(r−1)h

A(τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

A(τ2, x)dτ2dτ1 + . . .

. . .+

t∫
(r−1)h

A(τ1, x) . . .

τν−2∫
(r−1)h

A(τν−1, x)

τν−1∫
(r−1)h

A(τν , x)dτν . . . dτ1,

Gν,r(t, x, ṽr) =

t∫
(r−1)h

A(τ1, x) . . .

τν−2∫
(r−1)h

A(τν−1, x)

τν−1∫
(r−1)h

A(τν , x)ṽr(τν , x)dτνdτν−1 . . . dτ1,

Fν,r(t, x) =

t∫
(r−1)h

F (τ1, x)dτ1 +

t∫
(r−1)h

A(τ1, x)

τ1∫
(r−1)h

F (τ2, x)dτ2dτ1 + . . .

. . .+

t∫
(r−1)h

A(τ1, x) . . .

τν−2∫
(r−1)h

A(τν−1, x)

τν−1∫
(r−1)h

F (τν , x)dτνdτν−1 . . . dτ1.

Из (16) найдем limt→rh−0 ṽr(t, x), r = 1, N, x ∈ [0, ω], ṽrj (tj , x), j = 2,m− 1. Подставив
их в (13), (14), предварительно умножив (13) на h > 0, относительно функциональных
параметров λr(x), r = 1, N, получим систему уравнений

hK1(x)λ1(x) + h

m−1∑
j=2

Kj(x)[I +Dνrj (tj , x)]λrj (x) + hKm(x)[I +Dνrm(tm, x)]λrm(x) =

= hΦ(x)− h
m∑
j=2

Kj(x)Fνrj (tj , x)− h
m∑
j=2

Kj(x)Gνrj (tj , x, ṽrj ), x ∈ [0, ω], (17)

[I +Dνs(sh, x)]λs(x)− λs+1(x) = −Fνs(sh, x)−Gνs(sh, x, ṽs), s = 1, N − 1, (18)

где I — единичная матрица размерности n.
Запишем систему уравнений (17), (18) в виде

Qν(h, x)λ(x) = −Fν(h, x)−Gν(h, x, ṽ), (19)

где матрица Qν(h, x) размерности (nN × nN) определяется левой частью (17), (18), а nN -
векторы Fν(h, x), Gν(h, x, ṽ) имеют вид

Gν(h, x, ṽ) =

h m∑
j=2

Kj(x)Gνrj (tj , x, ṽrj ), Gν,1(h, x, ṽ1), . . . , Gν,N−1((N − 1)h, x, ṽN−1)

′ ,
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Fν(h, x) =

−hΦ(x) + h
m∑
j=2

Kj(x)Fνrj (tj , x), Fν,1(h, x), . . . , Fν,N−1((N − 1)h, x)

′ .
Отметим, что при отсутствии разбиения, т. е. при N = 1, матрица Qν(T, x) имеет вид

Qν(T, x) =

m−1∑
j=1

Kj(x) +Km(x)[I +Dν1(T, x)].

Матрица Qν(h, x) имеет специальную структуру, поэтому при любом x ∈ [0, ω] она
переводит элементы RnN в RnN и

‖Qν(h, x)‖ ≤ 1 + h‖K1(x)‖+ max

h m∑
j=2

‖Kj(x)‖, 1

 ν∑
j=0

(α(x)h)j

j!
.

Из непрерывности матриц A(t, x), Kj(x), j = 1,m, на Ω̄, [0, ω] следует, что она является
непрерывной по x ∈ [0, ω] при любом ν ∈ N.

Если известна ṽ([t], x) ∈ C(Ω̄,Ωr, R
nN ) с компонентами ṽr(t, x), то из (19) можно найти

λ(x) ∈ C([0, ω], RnN ) с компонентами λr(x), r = 1, N. Наоборот, если известна λ(x) ∈
∈ C([0, ω], RnN ), то из (12) можно найти ṽ([t], x) ∈ C(Ω̄,Ωr, R

nN ). Поскольку неизвест-
ны ни ṽ([t], x), ни λ(x), применяется итерационный метод, и решение задачи (12) – (14) —
пару (λ∗(x), ṽ∗([t], x)) ∈ C([0, ω], RnN ) × C(Ω̄,Ωr, R

nN ) с компонентами (λ∗r(x), ṽ∗r (t, x)),
r = 1, N, находим как предел последовательности (λ(k)(x), ṽ(k)([t], x)) ∈ C([0, ω], RnN ) ×
×C(Ω̄,Ωr, R

nN ) с компонентами (λ
(k)
r (x), ṽ

(k)
r (t, x)), r = 1, N, k = 0, 1, 2, . . . , определяемой

по следующему алгоритму.
Шаг 0. Предполагая, что при выбранных h > 0, ν ∈ N матрицаQν(h, x) : RnN → RnN

обратима для всех x ∈ [0, ω], начальное приближение по функциональному параметру
λ(0)(x) = (λ

(0)
1 (x), λ

(0)
2 (x), . . . , λ

(0)
N (x))′ ∈ C([0, ω], RnN ) определяем из системы линейных

уравненийQν(h, x)λ(x) = −Fν(h, x).На Ωr, решая семейство задач Коши (12) при λr(x) =

= λ
(0)
r (x), находим ṽ(0)([t], x) = (ṽ

(0)
1 (t, x), ṽ

(0)
2 (t, x), . . . , ṽ

(0)
N (t, x))′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R

nN ).

Шаг 1. Подставляя вместо ṽ([t], x) найденную функцию ṽ(0)([t], x), из систем уравне-
ний (19) определяем λ(1)(x) = (λ

(1)
1 (x), λ

(1)
2 (x), . . . , λ

(1)
N (x))′ ∈ C([0, ω], RnN ). На Ωr, ре-

шая семейство задач Коши (12) при λr(x) = λ
(1)
r (x), находим ṽ(1)([t], x) = (ṽ

(1)
1 (t, x),

ṽ
(1)
2 (t, x), . . . , ṽ

(1)
N (t, x))′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R

nN ).

Шаги 3 – k-1 аналогичны.
Шаг k. Подставляя вместо ṽ([t], x) найденную функцию ṽ(k−1)([t], x), из систем урав-

нений (19) определяем λ(k)(x) = (λ
(k)
1 (x), λ

(k)
2 (x), . . . , λ

(k)
N (x))′ ∈ C([0, ω], RnN ). На Ωr,

решая семейство задач Коши (12) при λr(x) = λ
(k)
r (x), находим ṽ(k)([t], x) = (ṽ

(k)
1 (t, x),

ṽ
(k)
2 (t, x), . . . , ṽ

(k)
N (t, x))′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R

nN ), k = 0, 1, 2, . . . .

Метод параметризации процесс нахождения неизвестных функций разбивает на две
части:

1) нахождение введенных параметров λr(x) из системы функциональных уравнений
(19);
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2) нахождение неизвестных функций ṽr(t, x) из семейства задач Коши для системы
обыкновенных дифференциальных уравнений (12).

Умножая обе части (19) на h−1 и переходя в этом уравнении к пределу при ν → ∞ с
учетом неравенства

‖Gν(h, x, ṽ)‖ ≤ max

h m∑
j=2

‖Kj(x)‖, 1

 [α(x)]ν

ν!
max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽr(t, x)‖,

получаем, что λ(x) с компонентами λr(x) ∈ C([0, ω], Rn), r = 1, N, удовлетворяет соот-
ношению

1

h
Q∗(h, x)λ(x) = −F∗(A,F,Φ, x, h). (20)

Здесь
1

h
Q∗(h, x) = limν→∞

1

h
Qν(h, x), F∗(A,F,Φ, x, h) =

1

h
limν→∞ Fν(h, x).

Решение λ∗(x) = (λ∗1(x), λ∗2(x), . . . , λ∗N (x))′ ∈ C([0, ω], RnN ) системы функциональных
уравнений (20) совпадает на линиях разбиения со значениями функции v∗(t, x) — точного
решения задачи (7), (8) на линиях t = (r − 1)h, r = 1, N, т. е. справедлива следующая
лемма.

Лемма 1. Если v∗(t, x) — решение задачи (7), (8), то λ∗(x) = (λ∗1(x), λ∗2(x), . . . , λ∗N (x))′

с компонентами λ∗r(x) = v∗((r − 1)h, x) удовлетворяет системе функциональных урав-
нений (20). И наоборот, если λ̂(x) = (λ̂1(x), λ̂2(x), . . . , λ̂N (x))′ — решение системы (20),
то функция v(t, x), определяемая равенствами

v(t, x) = λ̂r(x) + ̂̃vr(t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, v(T, x) = λ̂N (x) + lim
t→T−0

̂̃vN (t, x),

где ̂̃vr(t, x) — решение задачи Коши (12) при λr(x) = λ̂r(x), r = 1, N, является решением
задачи (7), (8).

Доказательство. Пусть v∗(t, x) — решение задачи (7), (8), а пара (λ∗(x), ṽ∗([t], x)) с
компонентами λ∗r(x) = v∗((r − 1)h, x), ṽ∗r (t, x) = v∗(t, x) − v∗((r − 1)h, x), (t, x) ∈ Ωr, r =
= 1, N,— решение задачи с функциональными параметрами (12) – (14). Тогда для любого
ν ∈ N из представления (16) и системы (19) имеют место равенства

ṽ∗r (t, x) = Dν,r(t, x)λ∗r(x) +Gν,r(t, x, ṽ
∗
r ) + Fν,r(t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, (21)

Qν(h, x)λ∗(x) = −Fν(h, x)−Gν(h, x, ṽ∗). (22)

Поскольку

max
x∈[0,ω]

‖Gν(h, x, ṽ∗)‖ ≤max

h max
x∈[0,ω]

m∑
j=2

‖Kj(x)‖, 1

 (αh)ν

ν!
max
x∈[0,ω]

max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ∗r (t, x)‖
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и Dν,r(t, x), Fν,r(t, x) в правой части (21) при ν → ∞ на Ωr равномерно сходятся к

D∗,r(t, x) =
∞∑
j=0

t∫
(r−1)h

A(τ1, x) . . .

τj∫
(r−1)h

A(τj+1, x)dτj+1 . . . dτ1, r = 1, N,

F∗,r(t, x) =

t∫
(r−1)h

F (τ1, x)dτ1+

+
∞∑
j=1

t∫
(r−1)h

A(τ1, x) . . .

τj−1∫
(r−1)h

A(τj , x)

τj∫
(r−1)h

F (τj+1, x)dτj+1dτj . . . dτ1,

перейдя к пределу при ν → ∞ в (21), (22) и разделив обе части (22) на h > 0, получим

ṽ∗r (t, x) = D∗,r(t, x)λ∗r(x) + F∗,r(t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N,

1

h
Q∗(h, x)λ∗(x) = −F∗(A,F,Φ, x, h),

т. е. λ∗(x) удовлетворяет (20).
Теперь пусть λ̂(x) = (λ̂1(x), λ̂2(x), . . . , λ̂N (x))′ — решение уравнения (20) и ̂̃vr(t, x) —

решение задачи Коши (12) при λr(x) = λ̂r(x). При введенных предположениях существу-
ет единственное решение

̂̃vr(t, x) = D∗,r(t, x)λ̂r(x) + F∗,r(t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, (23)

и ̂̃v([t], x) ∈ C(Ω̄,Ωr, R
nN ).

Таким образом, пара (λ̂(x), ̂̃v([t], x)) ∈ C([0, ω], RnN ) × C(Ω̄,Ωr, R
nN ) и удовлетворяет

(12). Поскольку λ̂(x) — решение (20), справедливы равенства

K1(x)λ̂1(x) +
m∑
j=2

Kj(x)λ̂rj (x) +

m∑
j=2

Kj(x)[D∗,rj (tj , x)λ̂rj (x) + F∗,rj (tj , x)] +Km(x)λ̂N (x)+

+Km(x)[D∗,N (T, x)λ̂N (x) + F∗,N (T, x)] = Φ(x), x ∈ [0, ω], (24)

λ̂r(x) + [D∗,r(rh, x)λ̂r(x) + F∗,r(rh, x)] = λ̂r+1(x), x ∈ [0, ω], r = 1, N − 1. (25)

Тогда в силу (23) выражения, стоящие в квадратных скобках (24), (25), равны ̂̃vrj (tj , x),

j = 2,m− 1, limt→T−0
̂̃vN (t, x), limt→rh−0

̂̃vr(t, x) соответственно, и пара (λ̂(x), ̂̃v([t], x))
удовлетворяет также и (13), (14). Поэтому из эквивалентности задач (7), (8) и (12) – (14)
следует второе утверждение леммы.

Лемма 1 доказана.
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Достаточные условия осуществимости и сходимости предложенного выше алгорит-
ма, одновременно обеспечивающие однозначную разрешимость задачи (7), (8), а также
оценку решения, дает следующая теорема.

Теорема 1. Пусть при некоторых h > 0 : Nh = T и ν, ν ∈ N, матрица Qν(h, x) :
RnN → RnN обратима для всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства:

1) ‖[Qν(h, x)]−1‖ ≤ γν(h, x),

2) qν(h, x) = γν(h, x) max
(
h
∑m

j=2 ‖Kj(x)‖, 1
)[
eα(x)h −

∑ν
p=0

[α(x)h]p

p!

]
≤ χ < 1, где

γν(h, x) — положительная, непрерывная по x ∈ [0, ω] функция, χ — константа.

Tогда задача (7), (8) имеет единственное решение v∗(t, x) ∈ C(Ω̄, Rn) и справедлива
оценка

max
t∈[0,T ]

‖v∗(t, x)‖ ≤ [k1(x, h, ν) + k2(x, h, ν)] max

[
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
]
, (26)

где

k1(x, h, ν) =
γν(h, x)

1− qν(h, x)
max

1, h

m∑
j=2

‖Kj(x)‖

 [α(x)h]ν

ν!
k0(x, h, ν)+

+ hγν(h, x) max

1 + h

m∑
j=2

‖Kj(x)‖
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!
,

ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!

 ,

k2(x, h, ν) =

[eα(x)h − 1]
γν(h, x)

1− qν(h, x)
max

1, h
m∑
j=2

‖Kj(x)‖

 [α(x)h]ν

ν!
+ 1

 k0(x, h, ν),

k0(x, h, ν) = [eα(x)h−1]γν(h, x) max

1 + h

m∑
j=2

‖Kj(x)‖
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!
,

ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!

h+heα(x)h.

Доказательство. В силу непрерывности Kj(x), j = 1,m, A(t, x) матрица Qν(h, x) не-
прерывна по x ∈ [0, ω]. В свою очередь в силу условий теоремы и неравенства

‖[Qν(h, x)]−1−[Qν(h, x̄)]−1‖ ≤ ‖[Qν(h, x)]−1‖‖Qν(h, x)−Qν(h, x̄)‖‖[Qν(h, x̄)]−1‖, x, x̄ ∈ [0, ω],

матрица [Qν(h, x)]−1 также непрерывна при всех x ∈ [0, ω]. Тогда существует единствен-
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ный λ(0)(x) с компонентами λ(0)
r (x) ∈ C([0, ω], Rn), r = 1, N, и

‖λ(0)(x)‖3 = max
r=1,N

‖λ(0)
r (x)‖≤

≤ γν(h, x)‖Fν(h, x)‖3 ≤ γν(h, xmax

{
h‖Φ(x)‖+

+ h
m∑
j=2

‖Kj(x)‖
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖h,
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖h

}
≤

≤ γν(h, x) max

{
1+

+ h
m∑
j=2

‖Kj(x)‖
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!
,
ν−1∑
j=0

[α(x)h]j

j!

}
max

(
‖Φ(x)‖, max

t∈[0,T ]
‖F (t, x)‖

)
h.

(27)

При введенных предположениях задача Коши (12) при λr(x) = λ
(0)
r (x) для каждого фик-

сированного x ∈ [0, ω] имеет единственное решение ṽ(0)([t], x) с компонентами ṽ(0)
r (t, x),

r = 1, N.Используя неравенство Гронуолла – Беллмана в интегральных уравнениях (15),
имеем

‖ṽ(0)
r (t, x)‖ ≤

[
eα(x)(t−(r−1)h) − 1

]
‖λ(0)

r (x)‖+

+ eα(x)(t−(r−1)h) sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖F (t, x)‖h, (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N. (28)

Аналогично для разности ṽ(0)
r (t, x)− ṽ(0)

r (t, x̄), x, x̄ ∈ [0, ω], получаем оценку

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ(0)
r (t, x)− ṽ(0)

r (t, x̄)‖ ≤
[
eα(x)h − 1

]
‖λ(0)

r (x)− λ(0)
r (x̄)‖+

+ eα(x)hh

{
sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖F (t, x)‖+ sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖A(t, x)−A(t, x̄)‖ ×

×

[
sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖ṽ(0)
r (t, x̄)‖+ ‖λ(0)

r (x̄)‖

]}
, r = 1, N. (29)

Поскольку λ(0)(x) ∈ C([0, ω], RnN ), матрица A(t, x) и вектор F (t, x) непрерывны на Ω̄, из
(29) следует принадлежность ṽ(0)([t], x) пространству C(Ω̄,Ωr, R

nN ). Из (27), (28) получа-
ем

max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ(0)
r (t, x)‖ ≤ k0(x, h, ν) max

(
‖Φ(x)‖, max

t∈[0,T ]
‖F (t, x)‖

)
. (30)
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По первому шагу алгоритма определяем λ(1)(x) ∈ C([0, ω], RnN ) и, используя (30), оцени-
ваем разность λ(1)(x)− λ(0)(x):

‖λ(1)(x)− λ(0)(x)‖3 ≤ γν(h, x)‖Gν(h, x, ṽ(0))‖3 ≤

≤ γν(h, x) max

h m∑
j=2

‖Kj(x)‖, 1

 [α(x)]ν

ν!
max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ(0)
r (t, x)‖ ≤

≤ γν(h, x) max

h m∑
j=2

‖Kj(x)‖, 1

 [α(x)]ν

ν!
k0(x, h, ν) max

(
‖Φ(x)‖, max

t∈[0,T ]
‖F (t, x)‖

)
. (31)

Продолжая итерационный процесс, находим последовательности {λ(k)
r (x)}, {ṽ(k)

r (t, x))},
r = 1, N, k = 1, 2, . . . . Снова воспользовавшись неравенством Гронуолла – Беллмана,
при каждом r = 1, N оценим разность решений задач Коши через разность параметров
для всех x ∈ [0, ω]:

‖ṽ(k)
r (t, x)− ṽ(k−1)

r (t, x)‖ ≤
[
eα(x)(t−(r−1)h) − 1

]
‖λ(k)

r (x)− λ(k−1)
r (x)‖. (32)

Из (19) следует

‖λ(k+1)(x)− λ(k)(x)‖3 = ‖[Qν(h, x)]−1[Gν(h, x, ṽ(k))−Gν(h, x, ṽ(k−1))]‖3 ≤

≤ γν(h, x) max

h m∑
j=2

‖Kj(x)‖, 1

×

× max
r=1,N

{ rh∫
(r−1)h

α(x) . . .

τν−2∫
(r−1)h

α(x)

τν−1∫
(r−1)h

α(x)‖ṽ(k)
r (τν , x)−

− ṽ(k−1)
r (τν , x)‖dτνdτν−1 . . . dτ1

}
.

Подставляя в это выражение (32) и вычисляя повторные интегралы, получаем

‖λ(k+1)(x)− λ(k)(x)‖3 ≤ qν(h, x)‖λ(k)(x)− λ(k−1)(x)‖3 ≤ χ‖λ(k)(x)− λ(k−1)(x)‖3, (33)

k = 1, 2, . . . .

Из условия 2 теоремы и неравенства

max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ(k)
r (t, x)− ṽ(k−1)

r (t, x)‖ ≤
[
eα(x)h − 1

]
max
r=1,N

‖λ(k)
r (x)− λ(k−1)

r (x)‖ (34)
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следует сходимость последовательности (λ(k)(x), ṽ(k)([t], x)) ∈ C([0, ω], RnN ) ×
×C(Ω̄,Ωr, R

nN ) с компонентами (λ
(k)
r (x), ṽ

(k)
r (t, x)), r = 1, N, к (λ∗(x), ṽ∗([t], x)) — ре-

шению задачи (12) – (14) при k → ∞.
На основе (27), (30), (31), (33), (34) имеют место оценки

‖λ∗(x)‖3 ≤ ‖λ∗(x)− λ(0)(x)‖3 + ‖λ(0)(x)‖3 ≤

≤ 1

1− qν(h, x)
‖λ(1)(x)− λ(0)(x)‖3 + ‖λ(0)(x)‖3 ≤

≤ k1(x, h, ν) max

(
‖Φ(x)‖, max

t∈[0,T ]
‖F (t, x)‖

)
,

max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ∗(t, x)‖ ≤ max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ∗r (t, x)− ṽ(0)
r (t, x)‖+

+ max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ(0)
r (t, x)‖ ≤

≤
(
eα(x)h − 1

)
‖λ∗(x)− λ(0)(x)‖3+

+ k0(x, h, ν) max

(
‖Φ(x)‖, max

t∈[0,T ]
‖F (t, x)‖

)
≤

≤ k2(x, h, ν) max

(
‖Φ(x)‖, max

t∈[0,T ]
‖F (t, x)|

)
.

Поскольку пара (λ∗(x), ṽ∗([t], x)) является решением задачи (12) – (14), функция v∗(t, x),
определяемая равенствами

v∗(t, x) = λ∗r(x)+ṽ∗r (t, x) (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, v∗(T, x) = λ∗N (x)+ lim
t→T−0

ṽ∗N (t, x), x ∈ [0, ω],

будет решением исходной задачи (7), (8) и для него справедлива оценка (26).
Покажем единственность решения задачи (7), (8). Пусть v∗(t, x), v∗∗(t, x) — два реше-

ния задачи (7), (8). Тогда соответствующие им пары (λ∗(x), ṽ∗([t], x)), (λ∗∗(x), ṽ∗∗([t], x))
будут решениями краевой задачи с параметрами-функциями (12) – (14) и аналогично (32),
(33) получаем

‖ṽ∗r (t, x)− ṽ∗∗r (t, x)‖ ≤
[
eα(x)(t−(r−1)h) − 1

]
‖λ∗r(x)− λ∗∗r (x)‖,

‖λ∗(x)− λ∗∗(x)‖3 ≤ qν(h, x)‖λ∗(x)− λ∗∗(x)‖3, где qν(h, x) ≤ χ < 1.

Отсюда следует, что λ∗r(x) = λ∗∗r (x), ṽ∗r (t, x) = ṽ∗∗r (t, x), r = 1, N, т. е. v∗(t, x) = v∗∗(t, x)
при (t, x) ∈ Ω̄.

Теорема 1 доказана.
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Основным условием однозначной разрешимости исследуемой задачи является сущест-
вование чисел h > 0 : Nh = T и ν ∈ N, при которых матрица Qν(h, x) обратима для всех
x ∈ [0, ω]. Поскольку (nN × nN)-матрица Qν(h, x) при N ≥ 2 имеет специальную струк-
туру, справедливы следующие леммы.

Лемма 2. (nN×nN)-матрицаQν(h, x) при x ∈ [0, ω] обратима тогда и только тогда,
когда обратима (n×n)-матрица Mν(x) = K1(x) +

∑m
i=2Ki(x)[I +Dνri(ti, x)]

∏1
s=ri−1[I +

+Dν,s(sh, x)].

Лемма 3. Если матрица Mν(x) обратима, то [Qν(h, x)]−1 = {drj(x)}, r, j = 1, N, где

d11(x) = h−1M−1
ν (x),

d1k(x) = M−1
ν (x)

m∑
i=2

Ki(x)[I +Dνri(ti, x)]H(ri − 1, k)(x), 1 < k ≤ N,

drr(x) = [I +Dν,r−1((r − 1)h, x)] dr−1,r(x)− I, r = 2, 3, . . . , N,

drj(x) = [I +Dν,r−1((r − 1)h, x)] dr−1,j(x), j 6= r.

Здесь H(k, j)(x) =
∏j
s=k [I +Dνs(sh, x)] , если k ≥ j, H(k, j)(x) = I, если k = j − 1,

H(k, j)(x) = 0, если k ≤ j − 2.

Доказательства лемм 2 и 3 проводятся так же, как и доказательства аналогичных
утверждений из [17]. Лемма 2 показывает, что обратимость матрицы Qν(h, x) размернос-
ти (nN × nN) эквивалентна обратимости матрицы Mν(x), размерность которой совпа-
дает с размерностью исходной системы (1), а лемма 3 позволяет поблочно определить
элементы обратной матрицы [Qν(h, x)]−1.

Определение 1. Задача (7), (8) называется корректно разрешимой, если для лю-
бых F (t, x) ∈ C(Ω̄, Rn), Φ(x) ∈ C([0, ω], Rn) она имеет единственное решение v(t, x) ∈
∈ C(Ω̄, Rn) и для него справедлива оценка

max
t∈[0,T ]

‖v(t, x)‖ ≤ K max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
, x ∈ [0, ω],

где K — константа, не зависящая от F (t, x), Φ(x).

Функция k(x, h, ν) = k1(x, h, ν) + k2(x, h, ν) в неравенстве (26) ограничена и непре-
рывна по x на [0, ω] при фиксированных h > 0, ν ∈ N и не зависит от функций F (t, x),
Φ(x).

Устремив ν к бесконечности, установим, что

max
t∈[0,T ]

‖v∗(t, x)‖ ≤ k∗(x, h) max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
,

где k∗(x, h) = eα(x)h
(

1 + γ(x) max
{

1 + h
∑m

j=2 ‖Kj(x)‖eα(x)h, eα(x)h
})

h.
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Эта оценка справедлива при любом h > 0 : Nh = T. Поэтому, предполагая h = T и
беря максимальное значение по x ∈ [0, ω], получаем константу корректной разрешимос-
ти K, определяемую только по исходным данным задачи (7), (8) и не зависящую от h,
F (t, x), Φ(x), т. е. справедлива оценка

max
t∈[0,T ]

‖v∗(t, x)‖ ≤ K max

(
max
t∈[0,T ]

‖F (t, x)‖, ‖Φ(x)‖
)
, (35)

где K = maxx∈[0,ω] e
α(x)T

(
1 + γ(x) max

{
1 + T

∑m
j=2 ‖Kj(x)‖eα(x)T , eα(x)T

})
T.

Поэтому при условиях теоремы 1 задача (7), (8) корректно разрешима.

Теорема 2. Пусть при некоторых h > 0 : Nh = T и ν, ν ∈ N, матрица Qν(h, x) :
RnN → RnN обратима для всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенств из условий 1, 2
теоремы 1.

Tогда краевая задача (1) – (3) имеет единственное классическое решение u∗(t, x) ∈
∈ C(Ω̄, Rn) и справедлива оценка

max

(
‖u∗‖0,

∥∥∥∥∂u∗∂x
∥∥∥∥

0

,

∥∥∥∥∂u∗∂t
∥∥∥∥

0

)
≤ K̂ max

[
‖f‖0, max

t∈[0,T ]
‖ψ(t)‖, max

t∈[0,T ]
‖ψ̇(t)‖, max

x∈[0,ω]
‖ϕ(x)‖

]
,

(36)

где

K̂ = max
(
eK0K̃ω[1 + ωK0],K[K̃(1 + ωK0) + 1]

)
,

K0 = max(K, max
x∈[0,ω]

‖α(x)‖K + 1), K̃ = max
x∈[0,ω]

K̃(x),

K̃(x) = max

 max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖+ max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖,
m∑
j=1

‖Lj(x)‖+
m∑
j=1

‖Mj(x)‖

 .

Доказательство. При выполнении условий теоремы задача (7), (8) имеет единствен-
ное решение. Кроме того, справедлива оценка (35), т. е. задача (7), (8) корректно раз-
решима. Покажем, что задача (1) – (3) имеет единственное классическое решение. Для
этого достаточно рассмотреть задачу (4) – (6) и доказать ее однозначную разрешимость.

Решение задачи (4) – (6) — тройку функций {v(t, x), u(t, x), w(t, x)}— найдем методом
последовательных приближений. За нулевое приближение по u(t, x), w(t, x) возьмем со-
ответственно ψ(t), ψ̇(t), а v(0)(t, x) найдем как решение задачи

∂v

∂t
= A(t, x)v +B(t, x)ψ̇(t) + C(t, x)ψ(t) + f(t, x), (t, x) ∈ Ω̄, (37)

m∑
j=1

Kj(x)v(tj , x) = ϕ(x)−
m∑
j=1

Lj(x)ψ̇(tj)−
m∑
j=1

Mj(x)ψ(tj), x ∈ [0, ω]. (38)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2014, т . 17, N◦ 3



310 А. Т. АСАНОВА

По предположению задача (37), (38) имеет единственное решение v(0)(t, x) и

max
t∈[0,T ]

‖v(0)(t, x)‖ ≤ K×

×max

 max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)ψ̇(t)+C(t, x)ψ(t) + f(t, x)‖,

∥∥∥∥∥∥ϕ(x)−
m∑
j=1

Lj(x)ψ̇(tj)−
m∑
j=1

Mj(x)ψ(tj)

∥∥∥∥∥∥
,

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∂v(0)(t, x)

∂t

∥∥∥∥∥ ≤
{

max
t∈[0,T ]

‖A(t, x)‖K+1

}
×

×max

 max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)ψ̇(t)+C(t, x)ψ(t) + f(t, x)‖,

∥∥∥∥∥∥ϕ(x)−
m∑
j=1

Lj(x)ψ̇(tj)−
m∑
j=1

Mj(x)ψ(tj)

∥∥∥∥∥∥
.

Если известны u(k−1)(t, x), w(k−1)(t, x), то v(k)(t, x) находим, решая задачу (4), (5), где в
правых частях уравнения w(t, x) = w(k−1)(t, x), u(t, x) = u(k−1)(t, x), k = 1, 2, . . . .

При найденном v(k)(t, x) следующие приближения по u(t, x), w(t, x) определяем из со-
отношений (6):

u(k)(t, x) = ψ(t) +

x∫
0

v(k)(t, ξ)dξ, w(k)(t, x) = ψ̇(t) +

x∫
0

∂v(k)(t, ξ)

∂t
dξ.

Составим разности ∆v(k)(t, x) = v(k)(t, x)−v(k−1)(t, x),∆u(k)(t, x) = u(k)(t, x)−u(k−1)(t, x),
∆w(k)(t, x) = w(k)(t, x) − w(k−1)(t, x), и для них, использовав корректную разрешимость
задачи (7), (8), установим оценки

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆v(k+1)(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∂∆v(k+1)(t, x)

∂t

∥∥∥∥∥
)
≤ max

(
K, max

t∈[0,T ]
‖A(t, x)‖K + 1

)
×

×max

 max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖+ max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖,
m∑
j=1

‖Lj(x)‖+

m∑
j=1

‖Mj(x)‖

×
×max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆w(k)(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖∆u(k)(t, x)‖
)
, (39)

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆w(k)(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖∆u(k)(t, x)‖
)
≤

≤
x∫

0

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆v(k)(t, ξ)‖, max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∂∆v(k)(t, ξ)

∂t

∥∥∥∥∥
)
dξ. (40)

Отсюда следует основное неравенство
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max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆v(k+1)(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∂∆v(k+1)(t, x)

∂t

∥∥∥∥∥
)
≤

≤max

(
K, max

t∈[0,T ]
‖A(t, x)‖K+1

)
K̃(x)

x∫
0

max

(
max
t∈[0,T ]

‖∆v(k)(t, ξ)‖, max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∥∂∆v(k)(t, ξ)

∂t

∥∥∥∥∥
)
dξ.

(41)

Из (41) следует равномерная сходимость последовательностей {v(k)(t, x)},

{
∂v(k)(t, x)

∂t

}
в

норме пространства C(Ω̄, Rn) при k → ∞. Тогда равномерная сходимость последователь-
ностей {u(k)(t, x)}, {w(k)(t, x)} вытекает из (40). При этом предельные функции v∗(t, x),
∂v∗(t, x)

∂t
, u∗(t, x), w∗(t, x) непрерывны на Ω̄ и тройка функций {v∗(t, x), u∗(t, x), w∗(t, x)}

является решением задачи (4) – (6). Используя оценки (39) – (41), получаем оценку (36),
где K̂ не зависит от f, ψ, ϕ.

Пусть теперь тройка {ṽ(t, x), ũ(t, x), w̃(t, x)}— решение задачи (4) – (6), где f(t, x) = 0,
ψ(t) = 0, ϕ(x) = 0 для всех (t, x) ∈ Ω̄. Тогда из корректной разрешимости задачи (7), (8) и
соотношений (6) следуют равенства ṽ(t, x) = 0, ũ(t, x) = 0, w̃(t, x) = 0 для всех (t, x) ∈ Ω̄.
Отсюда следует однозначная разрешимость задачи (1) – (3).

Теорема 2 доказана.
Проиллюстрируем проверку условий теоремы 2 на конкретных примерах.

Пример 1. Рассмотрим на [0, 1]× [0, 1] систему

∂2u

∂t∂x
=

1

3

(
x 1 + t2

1 + t 1

)
∂u

∂x
+

(
1 2 + t

2 + t2 x

)
∂u

∂t
+ u+ f(t, x) (42)

с условиями

u(t, 0) = 0, t ∈ [0, 1], (43)

∂u(0, x)

∂x
+
∂u(0.6, x)

∂x
− u(1, x) = 0, x ∈ [0, 1], (44)

где u(t, x) — двумерная вектор-функция, f(t, x) — непрерывная вектор-функция.
Пусть

A(t, x) =
1

3

(
x 1 + t2

1 + t 1

)
, K1(x) = K2(x) =

(
1 0
0 1

)
, K3(x) = 0.

Проверим условия теоремы 2 при h = 1, N = 1, ν = 1 :

Q1(1, x) =

(
2 + 0.2x 0.224

0.26 2.2

)
,

‖[Q1(1, x)]−1‖ ≤ 0.5666, q1(1, x) = 0.5666 · 2
[
e(x+2)/3 − 1− x+ 2

3

]
≤ 0.804572 < 1.
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Условия 1, 2 теоремы 1 выполнены, поэтому задача (42) – (44) однозначно разрешима.

Пример 2. Рассмотрим на [0, 1]× [0, 1] систему

∂2u

∂t∂x
=

(
1 + tx 0

0 1 + tx

)
∂u

∂x
+

(
t t+ x2

t+ x x

)
∂u

∂t
+ u+ f(t, x) (45)

с условиями

u(t, 0) = 0, t ∈ [0, 1], (46)

∂u(0, x)

∂x
+

(
0 1
−1 0

)
∂u(0.5, x)

∂x
+

(
0 −1
1 0

)
∂u(1, x)

∂x
= 0, t ∈ [0, 1], (47)

где u(t, x) — двумерная вектор-функция, f(t, x) — непрерывная вектор-функция.
Пусть

A(t, x) =

(
1 + tx 0

0 1 + tx

)
, K1(x) =

(
1 0
0 1

)
,

K2(x) =

(
0 1
−1 0

)
, K2(x) =

(
0 −1
1 0

)
.

Возьмем h = 0.5, N = 2, ν = 1, а (4× 4)-матрица Q1(0.5, x) будет иметь вид

Q1(0.5, x) =

[
0.5K1(x) + 0.5K2(x)[I +D1,1(0.5, x)] 0.5K3(x)[I +D1,2(1, x)]

I +D1,1(0.5, x) −I

]
,

где I — единичная матрица размерности 2.
Матрица M1(x) имеет вид

M1(x) =

 1 −
(

0.5 +
0.75x

2

)(
1.5 +

0.25x

2

)
(

0.5 +
0.75x

2

)(
1.5 +

0.25x

2

)
1


и обратима при всех x ∈ [0, 1].Согласно лемме 2, тогда будет обратима и матрицаQ1(0.5, x).
С помощью рекуррентных формул из леммы 3 можно найти ее блочные элементы. Про-
верим условия теоремы 2:

‖[Q1(0.5, x)]−1‖ ≤ 2

1.5625
, q1(0.5, x) =

2

1.5625
· 2[e− 1− 1] ≈ 0.9088 < 1.

Они выполнены, тогда задача (45) – (47) однозначно разрешима.
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