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We consider a functional-differential Mackey – Glass equation with variable coefficients, nonconstant delay,
and impulsive effects, and find conditions for attenuation of its positive solutions.

Рассматривается функционально-дифференциальное уравнение Макки – Гласса с переменными
коэффициентами, непостоянным запаздыванием и импульсным воздействием. Получены усло-
вия угасания положительных решений данного уравнения.

Вступ. Розглянемо нелiнiйне функцiонально-диференцiальне рiвняння Маккi – Гласса з
iмпульсною дiєю

·
x(t) =

p(t)x(g(t))

1 + xn(g(t))
− δ(t)x(t), t 6= tk, (1)

x(tk + 0) = (1 + bk)x(tk), k ∈ Z, (2)

де n > 0, p(t) ≥ 0, δ(t) > 0, g(t) — кусково-неперервнi функцiї, g(t) < t, limt→∞ g(t) = ∞,
limt→∞ sup(t−g(t)) < ∞, послiдовнiсть точок iмпульсної дiї задовольняє умови tk+1−tk >
> 0, k ∈ Z+.

Рiвняння Маккi – Гласса було представлене як модель гематопоезу (вiдтворення клi-
тин кровi) у роботi [1]. Дослiдження даного рiвняння та деяких схожих моделей див., на-
приклад, у [2 – 4]. Рiвняння Маккi – Гласса iз запiзненням описує модель генерацiї бiлих
кров’яних тiлець [5, 6], а iмпульсна дiя характеризує короткочаснi зовнiшнi впливи на
систему [7, 8].

Основними питаннями, що дослiджуються в вищезгаданих працях, є iснування перiо-
дичних розв’язкiв, властивiсть перманентностi розв’язку, локальний та глобальний аналiз
стiйкостi розв’язкiв.

Пiд розв’язком рiвняння (1) iз початковим значенням

x(t) = ϕ(t), t < t0, x(t0) = x0 > 0, (3)

де ϕ : (−∞, t0) → R, ϕ(t) ≥ 0 — кусково-неперервна обмежена функцiя, розумiємо
абсолютно неперервну на кожному iнтервалi (tj , tj+1] функцiю, яка задовольняє рiвняння
(1) майже скрiзь, а також задовольняє умови iмпульсiв (2).

Виходячи з бiологiчної iнтерпретацiї даного рiвняння, розглядаємо розв’язки, якi на-
бувають невiд’ємних значень.
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Означення 1. Розв’язок x(t) рiвняння (1) будемо називати згасаючим, якщо

x(t) > 0, lim
t→∞

x(t) = 0.

Допомiжнi результати. Розглянемо лiнiйне рiвняння

·
x(t) = c(t)x(g(t))− a(t)x(t), t 6= tk,

(4)
x(tk + 0) = (1 + bk)x(tk), t = tk,

з початковою функцiєю та початковим значенням

x(t) = ϕ(t) ≥ 0, t < t0, x(t0) = x0 > 0. (5)

Введемо до розгляду також вiдповiднi нерiвностi з iмпульсною дiєю:

·
y(t) ≤ c(t)y(g(t))− a(t)y(t),

(6)
y(tk + 0) = (1 + bk)y(tk)

та

·
w(t) ≥ c(t)w(g(t))− a(t)w(t),

(7)
w(tk + 0) = (1 + bk)w(tk).

Теорема 1. Нехай a(t) ≥ 0, c(t) > 0, g(t) — кусково-неперервнi функцiї. Тодi розв’язок
рiвняння (4), (5) є додатним. Якщо x(t) = y(t) = w(t), t ≤ t0, то y(t) ≤ x(t) ≤ w(t),
t ≥ t0, де y(t) i w(t) — вiдповiдно розв’язки нерiвностей (6), (7).

Доведення. При доведеннi теореми використаємо iдеї статтi [5]. Позначимо

z(t) = x(t) exp


t∫

t0

a(s) ds

 ∏
t0≤tk<t

(1 + bk)
−1, t > t0, (8)

z(t) = ϕ(t) при t < t0, z(t0) = x(t0).

Пiдставивши z(t) в (4), отримаємо рiвняння

·
z(t) = c(t)z(g(t)) exp


t∫

g(t)

a(s)ds


∏

g(t)≤tk<t

(1 + bk)
−1. (9)
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Звiдси робимо висновок, що при додатних початкових умовах z′(t) ≥ 0, тому функцiя z(t)
є додатною i неспадною. Розв’язок x(t) теж буде додатною функцiєю, оскiльки знаки x(t)
i z(t) збiгаються.

Розглянемо фундаментальну функцiю X(t, s) для рiвняння (4), яка є його розв’язком
при t ≥ s з початковими умовами X(t, s) = 0, t < s, X(s, s) = 1, i тому X(t, s) > 0.

Позначимо u(t) = x(t) − y(t), де y(t) — розв’язок рiвняння, яке отримується iз нерiв-
ностi (6):

·
y(t) = c(t)y(g(t))− a(t)y(t)− f(t),

y(tk + 0) = (1 + bk)y(tk), f(t) ≥ 0.

Тодi

·
u(t) = c(t)u(g(t))− a(t)u(t) + f(t), u(t) = 0, t ≤ t0,

(10)
u(tk + 0) = (1 + bk)u(tk), t = tk.

Розв’язок рiвняння (10) має вигляд

u(t) =

t∫
t0

X(t, s)f(s)ds ≥ 0. (11)

Звiдси x(t) ≥ y(t) при t ≥ t0.
Аналогiчно, якщо u(t) = w(t) − x(t), де w(t) — розв’язок нерiвностi (7), отримуємо

u(t) ≥ 0 i тому x(t) ≤ w(t).
Теорему 1 доведено.

Теорема 2. Якщо виконуються умови

inf
t>t0

a(t)c(t)

∏
g(t)≤tk<t

(1 + bk)

 > ρ > 1, (12)

lim
t→∞

 ∏
t0≤tk<t

(1 + bk) e
−α(t−t0)

 = 0, (13)

де α визначається формулою

0 < α < inf
t∈(t0,+∞)

a(t)
(
1− 1

ρ

)
,

1

h(t)
ln

 inf
t>t0

 a(t)

ρc(t)

∏
g(t)≤tk<t

(1 + bk)


 , (14)

h(t) = t− g(t), то для будь-якого розв’язку x(t) рiвняння (4) limt→∞ x(t) = 0.
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Доведення. При доведеннi теореми скористаємося методикою, запропонованою в [9].
Введемо функцiю

y(t) = k exp


t∫

t0

[a(s)− α] ds

 , (15)

де k вибирається достатньо великим, щоб для довiльного t ≤ t0 виконувалась умова
z(t) ≤ y(t), z(t) — розв’язок рiвняння (9).

Можна показати, що для t ≥ t0

y′(t) = (a(t)− α) exp


t∫

g(t)

[a(s)− α]ds

 y(g(t)). (16)

Розiб’ємо iнтервал [t0; +∞) на iнтервали запiзнення. Iснує значення t1 таке, що g(t) > t0
при t > t1, тому g(t1) = t0. Тобто маємо iнтервал [t0, t1). Аналогiчно будується iнтервал
[t1, t2), де g(t2) = t1, i т. д.

Далi, для довiльного t ∈ [t0, t1] маємо розв’язок рiвняння (9)

z(t) = z(t0) +

t∫
t0

c(s) exp


s∫

g(s)

a(σ)dσ


∏

g(s)≤tk<s

(1 + bk)
−1z(g(s))ds.

Тодi

z(t) ≤ y(t0) +

t∫
t0

c(s) exp


s∫

g(s)

a(σ)dσ


∏

g(s)≤tk<s

(1 + bk)
−1y(g(s))ds ≤

≤ y(t0) +

t∫
t0

(a(s)− α) exp


s∫

g(s)

[a(σ)− α]ds

 y(g(s))ds = y(t).

Перехiд в останнiй нерiвностi можливий за умови

c(t) exp


t∫

g(t)

a(s)ds


∏

g(t)≤tk<t

(1 + bk)
−1 ≤ (a(t)− α) exp


t∫

g(t)

[a(s)− α]ds

 ,

звiдки

α ≤ a(t)− c(t)eαh(t)
∏

g(t)≤tk<t

(1 + bk)
−1.
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Якщо виконується умова (14), то для t > t0 отримуємо

a(t)− c(t)eαh(t)
∏

g(t)≤tk<t

(1 + bk)
−1 ≥ a(t)− c(t) a(t)

ρc(t)
= a(t)

(
1− 1

ρ

)
> α.

Отже, на промiжку [t0, t1] виконується оцiнка z(t) ≤ y(t).
Аналогiчно для розв’язку z(t) на iнтервалi [t1, t2]:

z(t) = z(t1) +

t∫
t1

c(s) exp


s∫

g(s)

a(σ)dσ


∏

g(s)≤tk<s

(1 + bk)
−1z(g(s))ds ≤

≤ y(t1) +

t∫
t1

c(s) exp


s∫

g(s)

a(σ)dσ


∏

g(s)≤tk<s

(1 + bk)
−1y(g(s))ds ≤

≤ y(t1) +

t∫
t1

(a(s)− α) exp


s∫

g(s)

[a(σ)− α]ds

 y(g(s))ds = y(t).

Аналогiчно оцiнку z(t) ≤ y(t) можна продовжити на решту iнтервалiв [tn−1, tn]. Тому,
використовуючи замiну (8), отримуємо

x(t) = z(t) exp

− t∫
t0

a(s)ds

 ∏
t0≤tk<t

(1 + bk) ≤

≤ k exp


t∫

t0

[a(s)− α]ds

 exp

− t∫
t0

a(s)ds

 ∏
t0≤tk<t

(1 + bk) =

= k exp

− t∫
t0

αds

 ∏
t0≤tk<t

(1 + bk) = ke−α(t−t0)
∏

t0≤tk<t
(1 + bk).

З останньої нерiвностi та умови (13) випливає, що для довiльного розв’язку рiвняння (4)
має мiсце limt→∞ x(t) = 0.

Теорему 2 доведено.

Умови згасання розв’язку рiвняння Маккi – Гласса.

Теорема 3. Будь-який розв’язок рiвняння (1) – (3) є додатним для всiх t.

Доведення. Позначимо

x(t) = z(t) exp

−
t∫

t0

δ(s)ds+
∑

t0≤tk<t
ln(1 + bk)

 , t > t0,
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z(t) = ϕ(t) при t < t0, z(t0) = x(t0).
Тодi рiвняння (1) – (3) набере вигляду

·
z(t) =

p(t)z(g(t)) exp

{∫ t

g(t)
δ(s)ds−

∑
g(t)≤tk<t ln(1 + bk)

}

1 +

[
z(g(t)) exp

{
−
∫ g(t)

t0

δ(s)ds+
∑

t0≤tk<g(t) ln(1 + bk)

}]n .

Оскiльки ϕ(t) > 0, x0 = z0 > 0, то
·
z(t) ≥ 0 i функцiя z(t) є неспадною. Тому z(t) > 0 при

t ≥ t0 i вiдповiдно x(t) > 0 при t ≥ t0.
Теорему 3 доведено.

Теорема 4. Нехай виконуються умови

inf
t>t0

δ(t)p(t)

∏
g(t)≤tk<t

(1 + bk)

 > ρ > 1, (17)

lim
t→∞

 ∏
t0≤tk<t

(1 + bk) e
−α(t−t0)

 = 0, (18)

де

0 < α < inf
t∈(t0,+∞)

δ(t)
(
1− 1

ρ

)
,

1

h(t)
ln

 inf
t>t0

 δ(t)

ρp(t)

∏
g(t)≤tk<t

(1 + bk)


 .

Тодi для будь-якого розв’язку x(t) рiвняння (1) limt→∞ x(t) = 0.

Доведення. Оскiльки розв’язок x(t) є додатним, то

·
x(t) ≤ p(t)x(g(t))− δ(t)x(t), t ≥ 0,

x(tk + 0) = (1 + bk)x(tk).

Далi, використовуючи теореми 1, 2, доводимо дану теорему.
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