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We obtain conditions for the existence of bounded solutions of nonlinear difference equations.

Получены условия существования ограниченных решений нелинейных разностных уравнений.

1. Основнi функцiональнi простори i об’єкт дослiджень. Нехай Z — множина всiх цiлих
чисел, R — множина всiх дiйсних чисел, C — множина всiх комплексних чисел, En, n ∈
∈ Z, — довiльнi банаховi простори з нормами ‖ · ‖En , n ∈ Z, i нульовими векторами 0n,
n ∈ Z, вiдповiдно, lp, 1 ≤ p ≤ ∞, — банаховi простори двостороннiх послiдовностей
x = (xn)n∈Z, де xn ∈ En, n ∈ Z, з нульовим елементом 0 = (0n)n∈Z, для кожної з яких∑

n∈Z ‖xn‖
p
En

< ∞, якщо p ∈ [1,∞), i supn∈Z ‖xn‖En < ∞, якщо p = ∞, з нормою

‖x‖lp =


(∑
n∈Z
‖xn‖pEn

)1/p

, якщо p ∈ [1,∞),

sup
n∈Z
‖xn‖En , якщо p = ∞,

вiдповiдно, C0 — банаховий простiр двостороннiх послiдовностей x = (xn)n∈Z, xn ∈ En,
n ∈ Z, з нульовим елементом 0 = (0n)n∈Z, для кожної з яких limn→∞ ‖xn‖En = 0, i
нормою

‖x‖C0 = sup
n∈Z
‖xn‖En

(якщо всi простори En, n ∈ Z, збiгатимуться з деяким банаховим простором E, то про-
стори lp, 1 ≤ p ≤ ∞, i C0 позначатимемо через lp(Z, E), 1 ≤ p ≤ ∞, i c0(Z, E) вiдповiдно) i
L(X,Y ) — банаховий простiр лiнiйних неперервних операторiвA,що дiють iз банахового
простору X у банаховий простiр Y , з нормою

‖A‖L(X,Y ) = sup
‖x‖X=1

‖Ax‖Y .

Розглянемо рiзницеве рiвняння

xn = An−1xn−1 + Fn(xn−1) + hn, n ∈ Z, (1)
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де h = (hn)n∈Z — елемент одного з просторiв lp, 1 ≤ p ≤ ∞, або C0, а вiдображення
An ∈ L(En, En+1) i Fn : En−1 → En, n ∈ Z, є такими, що

sup
n∈Z
‖An‖L(En,En+1) < ∞, (2)

i для кожного числа r > 0

sup
n∈Z, x∈En−1, ‖x‖En−1

≤r
‖Fn(x)‖En < ∞. (3)

Метою цiєї статтi є встановлення умов iснування розв’язкiв рiвняння (1) у просторах
lp, 1 ≤ p ≤ ∞, i C0 (у випадку h ∈ l∞ i нульових вiдображень Fn, n ∈ Z, це рiвняння
дослiджено в [1]).

При дослiдженнi рiвняння (1) будемо використовувати елементи теорiї c-неперервних
операторiв.

2. c-Неперервнi та c-цiлком неперервнi оператори. Розглянемо оператори Pm : l∞ →
→ C0, m ∈ N, i Qn : l∞ → En, n ∈ Z, що визначаються рiвностями

(Pmx)n =

{
xn, якщо |n| ≤ m,
0n, якщо |n| > m,

i
Qnx = xn.

Нехай X — простiр lp, 1 ≤ p ≤ ∞, або C0. Послiдовнiсть елементiв xk ∈ X, k ≥ 1,
називатимемо локально збiжною до x ∈ X при k → ∞ i позначатимемо

xk
loc, X−−−→ x при k → ∞,

якщо supk>1 ‖xk‖X < ∞ i limk→∞ ‖Pm(xk − x)‖X = 0 для кожного числа m ∈ N.
Оператор H : X −→ X називається c-неперервним, якщо для довiльних x ∈ X i xk ∈

∈ X, k ∈ N, для яких xk
loc, X−−−→ x при k → ∞, виконується спiввiдношення

Hxk
loc, X−−−→ Hx при k → ∞.

c-Неперервний оператор H : X −→ X називається c-цiлком неперервним, якщо для
кожного m ∈ N оператор PmH є цiлком неперервним.

Зазначимо, що c-неперервнi та c-цiлком неперервнi оператори можуть не бути вiд-
повiдно неперервними та цiлком неперервними i навпаки. Це ми покажемо у випадку
операторiв, що дiють у просторi c0(Z,R).

Приклад 1. Для ненульового елемента x ∈ c0(Z,R) позначимо через n0(x) найменше
натуральне число, для якого |x−n0(x)|+ |xn0(x)| 6= 0. Визначимо операторH : c0(Z,R) −→
−→ c0(Z,R) спiввiдношенням

(Hx)n =


{nxn} sinπ{nxn}, якщо x 6= 0 i n ∈ [−n0(x), n0(x)],
0, якщо x 6= 0 i n ∈ Z \ [−n0(x), n0(x)],
0, якщо x = 0 i n ∈ Z,
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де {nxn} означає дробову частину числа nxn. Розглянемо у просторi c0(Z,R) довiльнi еле-

менти xk = (xk,n)n∈Z, k ≥ 1, i a = (a)n∈Z, для яких xk
loc, c0(Z,R)−−−−−−−→ a при k → ∞. Завдяки

неперервностi функцiї {x} sinπ{x} на R справджується спiввiдношення

Hxk
loc, c0(Z,R)−−−−−−−→ Ha

при k → ∞. Тому операторH : c0(Z,R) −→ c0(Z,R) є c-неперервним i, отже, c-цiлком не-
перервним (кожний c-неперервний оператор A : c0(Z, E) −→ c0(Z, E) у випадку скiнчен-
новимiрного простору E є c-цiлком неперервним). Однак для цього оператора вiдсутня
неперервнiсть у точцi 0. Справдi, якщо

xk =

(
δk,n
2n

)
n∈Z

, k ≥ 1,

де

δk,n =

{
1, якщо k = n,
0n, якщо k 6= n,

то

lim
k→∞

‖xk‖c0(Z,R) = 0, (4)

(Hxk)n =


1

2
, якщо n = k,

0, якщо n 6= k,

(5)

H0 = 0

i тому
Hxk −H0 6→ 0 при k → ∞.

Iз (4) i (5) випливає, що для оператораH не виконується властивiсть повної неперерв-
ностi.

Приклад 2. Розглянемо оператор K : c0(Z,R) −→ c0(Z,R), що визначається за допо-
могою рiвностi

(Kx)n =

{
‖x‖c0(Z,R), якщо n = 0,

0, якщо n ∈ Z \ {0},

i елементи

xk =

{
1, якщо n = k,
0, якщо n 6= k,

k ∈ N,

простору c0(Z,R).
Очевидно, що оператор K є неперервним i цiлком неперервним на c0(Z,R). Однак

властивiсть c-неперервностi для K не виконується, оскiльки

xk
loc, c0(Z,R)−−−−−−−→ 0 при k → ∞,
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K0 = 0

i
(Kxk)0 = 1

для всiх k ∈ N
(

тому Kxk 6
loc, c0(Z,R)−−−−−−−→ 0 при k → ∞

)
. Отже, оператор K також не є

c-цiлком неперервним.
Зазначимо, що поняття c-неперервного оператора (на мовi ε, δ) та c-цiлком неперерв-

ного оператора введено до розгляду Е. Мухамадiєвим [2, 3]. Вивчення цих операторiв
було продовжено в [3 – 16] та iнших роботах.

3. Формулювання основних теорем. Розглянемо оператори D : l∞ → l∞ i F : l∞ →
→ l∞, що визначаються спiввiдношеннями

(Dx)n = xn −An−1xn−1, n ∈ Z, (6)

i

(Fx)n = Fn(xn−1), n ∈ Z. (7)

Також для кожного числа r > 0 розглянемо двосторонню числову послiдовнiсть

a(r) = (an(r))n∈Z,

де
an(r) = sup

x∈En−1, ‖x‖En−1
≤r
‖Fn(x)‖En .

Завдяки (2) i (3) лiнiйний оператор D є неперервним, оператор F є обмеженим (цей
оператор кожну обмежену множину вiдображає в обмежену множину) i a(r) є елементом
простору l∞(Z,R) для кожного r > 0.

Справджуються наступнi твердження.

Теорема 1. Нехай:
1) оператор D : l∞ → l∞ має обернений неперервний оператор;
2) оператор F : l∞ → l∞ є обмеженим i c-цiлком неперервним;
3) справджується нерiвнiсть

lim
r→+∞

sup
‖x‖l∞≤r

‖Fx‖l∞

r
<

1

‖D−1‖L(l∞,l∞)
. (8)

Тодi для кожного h = (hn)n∈Z ∈ l∞ рiвняння (4) має хоча б один розв’язок x =
= (xn)n∈Z ∈ l∞.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1.
Тодi:
1) якщо a(r) ∈ lp(Z,R) для кожного r > 0 i h ∈ lp, де p ∈ [1,∞), то рiвняння (1) має

хоча б один розв’язок x ∈ lp;
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2) якщо a(r) ∈ c0(Z,R) для кожного r > 0 i h ∈ C0, то рiвняння (1) має хоча б один
розв’язок x ∈ C0.

Зазначимо, що перша умова теореми 1 виконується тодi i тiльки тодi, коли рiвнян-
ня

xn = An−1xn−1, n ∈ Z, (9)

експоненцiально дихотомiчне на Z [1].
Нагадаємо, що для розв’язкiв рiвняння (9) має мiсце експоненцiальна дихотомiя на Z

(рiвняння e-дихотомiчне) [1], якщо для кожногоm ∈ Z простiрEm розпадається в пряму
суму замкнених пiдпросторiв Em = E+

m + E−m i виконуються наступнi умови:
а) проектори P+

m i P−m на пiдпростори E+
m i E−m вiдповiдно рiвномiрно обмеженi, тобто

sup
m∈Z
‖P+

m‖L(Em,Em) + sup
m∈Z
‖P−m‖L(Em,Em) < ∞;

б) для кожного z ∈ E+
m для розв’язку yn задачi

yn+1 = Anyn, n ≥ m,

ym = z,

виконується спiввiдношення ‖yn‖En ≤ N1q
n−m
1 ‖z‖Em , n ≥ m, з деякими N1 > 0 i q1 ∈

∈ (0, 1), що не залежать вiд n i m;
в) для кожного z ∈ E−m для розв’язку yn задачi

yn+1 = Anyn, n < m,

ym = z,

виконується спiввiдношення ‖yn‖En ≤ N2q
m−n
2 ‖z‖Em , n ≤ m, з деякими N2 > 0 i q2 ∈

∈ (0, 1), що не залежать вiд n i m.
Друга умова теореми 1 виконується, якщо вiдображення Fn : En−1 → En, n ∈ Z,

цiлком неперервнi або неперервнi i простори En, n ∈ Z, скiнченновимiрнi (тодi цi вiдо-
браження цiлком неперервнi) та задовольняють спiввiдношення (3) i навпаки.

Очевидно, що окремим випадком спiввiдношення (8) є спiввiдношення

lim
r→+∞

sup
‖x‖l∞≤r

‖Fx‖l∞

r
= 0.

4. Допомiжнi результати. Наведемо теореми про зображення оператора D−1, про iсну-
вання нерухомих точок у c-цiлком неперервних операторiв та про iнварiантнiсть прос-
торiв обмежених числових послiдовностей вiдносно лiнiйних c-неперервних автономних
операторiв, необхiднi для доведення теорем 1 i 2.

4.1. Зображення оператора D−1. У статтi [1] встановлено наступне твердження.
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Теорема 3. Оператор D має неперервний обернений D−1 тодi i тiльки тодi, коли
рiвняння (9) e-дихотомiчне на Z.

Експоненцiальна дихотомiя розв’язкiв рiвняння (9) дає змогу (див. [1]) увести до роз-
гляду функцiю

Gn,m =

{
Bn,m, якщо n ≥ m,
−Cn,m, якщо n < m,

де Bn,m i Cn,m — операторнi розв’язки вiдповiдно задач

Yn+1 = AnYn, n ≥ m,

Ym = P+
m ,

i

Zn+1 = AnZn, n < m,

Zm = P−m ,

що визначаються єдиним чином. Завдяки означенню e-дихотомiчностi рiвняння (9) та
теоремi Банаха – Штейнгауза [17] для Gn,m справджується спiввiдношення

‖Gn,m‖L(Em,En) ≤ Nq|n−m|, (n,m) ∈ Z× Z, (10)

де N = max{N1, N2} i q = max{q1, q2}. Тому можна розглянути лiнiйний неперервний
оператор G, що дiє у просторi l∞ i визначається рiвнiстю

(Gh)n =
∑
m∈Z

Gn,mhm, n ∈ Z.

Згiдно з [1] та теоремою 3 справджується наступне твердження.

Теорема 4. Якщо оператор D : l∞ → l∞ має неперервний обернений оператор D−1,
то D−1 = G i

(
D−1h

)
n
=
∑

m∈ZGn,mhm, n ∈ Z, для всiх h ∈ l∞.

4.2. Теорема про iснування нерухомих точок у c-цiлком неперервних операторiв. По-
значимо через B[0, r], r ∈ (0,+∞), замкнену кулю в l∞ радiуса r iз центром у точцi 0.

Справджується така теорема.

Теорема 5. Якщо для c-цiлком неперервного оператора A : B[0, r] −→ B[0, r] викону-
ється спiввiдношення AB[0, r] ⊂ B[0, r]∩X, де X — будь-який iз просторiв lp, 1 ≤ p ≤ ∞,
i C0, то оператор A має хоча б одну нерухому точку x∗ ∈ B[0, r] ∩ X.

Ця теорема є наслiдком твердження: кожний c-цiлком неперервний оператор A :
B[0, r] −→ B[0, r] має хоча б одну нерухому точку x∗ ∈ B[0, r], що є окремим випад-
ком бiльш загального твердження, отриманого автором у [18, с. 52, 53].
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4.3. Iнварiантнiсть просторiв обмежених числових послiдовностей вiдносно лiнiйних
c-неперервних автономних операторiв. Нехай K — множина R або C. Зафiксуємо до-
вiльний елемент a = (an)n∈Z ∈ l1(Z,K) i визначимо лiнiйний c-неперервний оператор
A : l∞(Z,K) → l∞(Z,K) за допомогою спiввiдношення

(Ax)n =
∑
m∈Z

an−mxm, n ∈ Z, (11)

де x = (xn)n∈Z ∈ l∞(Z,K). Очевидно, що спiввiдношення (11) можна подати у виглядi

(Ax)n =
∑
m∈Z

amxn−m, n ∈ Z. (12)

Справджуються наступнi два твердження.

Теорема 6. Якщо p ∈ [1,∞) i x ∈ lp(Z,K), то Ax ∈ lp(Z,K) i

‖Ax‖lp(Z,K) ≤ ‖a‖l1(Z,K)‖x‖lp(Z,K).

Доведення. Визначимо оператор зсуву Sm : l∞(Z,K) → l∞(Z,K) за допомогою фор-
мули

Smx = y = (yn)n∈Z,

де yn = xn+m. На пiдставi (12)

Ax =
∑
m∈Z

amS−mx.

Iз цiєї рiвностi, нерiвностi трикутника для векторiв банахового простору (див., наприк-
лад, [17]) та того, що ‖S−mx‖lp(Z,K) = ‖x‖lp(Z,K), випливає

‖Ax‖lp(Z,K) =

∥∥∥∥∥∑
m∈Z

amS−mx

∥∥∥∥∥
lp(Z,K)

≤
∑
m∈Z
|am|‖S−mx‖lp(Z,K) =

=
∑
m∈Z
|am|‖x‖lp(Z,K) = ‖a‖l1(Z,K)‖x‖lp(Z,K) < ∞.

Отже, теорему 6 доведено.

Теорема 7. Якщо x ∈ c0(Z,K), то Ax ∈ c0(Z,K).

Доведення. Використаємо спiввiдношення (12). Зафiксуємо довiльнi число ε > 0 i
елемент x ∈ c0(Z,K). Завдяки включенню a = (an)n∈Z ∈ l1(Z,K) iснує таке натуральне
число n0, що ∑

|m|>n0

|am| ≤
ε

‖x‖c0(Z,K)
.
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Тому ∣∣∣∣∣∣
∑
|m|>n0

amxn−m

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε, n ∈ Z. (13)

Оскiльки lim|n|→+∞ xn−m = 0 для кожного m ∈ Z, то на пiдставi (13)

lim
|n|→+∞

∣∣∣∣∣∑
m∈Z

amxn−m

∣∣∣∣∣ ≤ lim
|n|→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
|m|6n0

amxn−m

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∑
|m|>n0

amxn−m

∣∣∣∣∣∣
 =

= lim
|n|→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
|m|>n0

amxn−m

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Iз довiльностi вибору числа ε > 0 випливає, що Ax ∈ c0(Z,K).
Теорему 7 доведено.
Зазначимо, що оператор A : l∞(Z,K) → l∞(Z,K) є автономним, оскiльки S−kASk =

= A для кожного k ∈ Z [19].

5. Доведення теореми 1. Зафiксуємо довiльний елемент h = (hn)n∈Z ∈ l∞ i подамо
рiвняння (1) у виглядi

Dx = Fx+ h, (14)

де D i F — оператори, що визначенi рiвностями (6) i (7). Завдяки першiй умовi теореми 1
кожний обмежений розв’язок рiвняння (14) є розв’язком рiвняння

x = D−1(Fx+ h)

i навпаки. Розглянемо оператор B : l∞ → l∞, що визначається спiввiдношенням

Bx = D−1(Fx+ h), x ∈ l∞, (15)

i замкнену кулю B[0, R] ⊂ l∞, де R — таке число, що виконуються нерiвностi

R >
∥∥D−1∥∥

L(l∞,l∞)
‖h‖l∞ (16)

i

sup
‖x‖l∞≤R

‖Fx‖l∞ ≤
R

‖D−1‖L(l∞,l∞)

− ‖h‖l∞ . (17)

Таке R iснує завдяки третiй умовi теореми.
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Куля B[0, R] є iнварiантною по вiдношенню до оператора B. Справдi, якщо ‖x‖l∞) ≤
≤ R, то завдяки (15) – (17)

‖Bx‖l∞ =
∥∥D−1(Fx+ h)

∥∥
l∞
≤
∥∥D−1∥∥

L(l∞,l∞)
(‖Fx‖l∞ + ‖h‖l∞) ≤

≤
∥∥D−1∥∥

L(l∞,l∞)

((
R

‖D−1‖L(l∞,l∞)

− ‖h‖l∞

)
+ ‖h‖l∞

)
≤ R.

Далi покажемо, що оператор B є c-цiлком неперервним. Використаємо теорему 1.
Завдяки цiй теоремi та рiвностi (15) для кожного y = (yn)Z ∈ l∞

(By)n =
∑
m∈Z

Gn,m(Fm(ym−1) + hm), n ∈ Z.

Оскiльки оператори Gn,m, (n,m) ∈ Z × Z, неперервнi i задовольняють спiввiдношення
(10), де q ∈ (0, 1), а оператори Fm : Em−1 → Em, m ∈ Z, цiлком неперервнi на пiдставi
другої умови теореми, то оператор B є c-цiлком неперервним.

Таким чином, завдяки теоремi 2 оператор B має хоча б одну нерухому точку x∗ ∈
∈ B[0, R] i, отже, рiвняння (1) має розв’язок x∗ = (x∗n)n∈Z ∈ B[0, R].

На пiдставi довiльностi вибору h = (hn)n∈Z ∈ l∞ теорему 1 доведено.

Зауваження 1. У теоремах 1 i 2 оператор F може бути таким, що

lim
r→+∞

sup
‖x‖l∞≤r

‖Fx‖l∞

r
= ∞.

Це пiдтверджується наступним прикладом.

Приклад 3. Розглянемо числовi послiдовностi (αm)m≥1 i (βm)m≥1, де αm = m! i βm =
= αm+1. Також розглянемо неперервнi функцiї ϕm : R → R, m ≥ 1, для яких suppϕm =
= [αm, βm] (suppϕm — носiй функцiї ϕm) i maxx∈[αm,βm] |ϕm(x)| = m!

√
m для всiх m ≥ 1.

Визначимо цiлком неперервне вiдображення F : R → R за допомогою рiвностi F (x) =
=
∑∞

m=1 ϕm(x). Очевидно, що

max
|x|≤βm

|F (x)|

βm
=
m!
√
m

m! + 1
i

max
|x|≤αm+1

|F (x)|

αm+1
=

m!
√
m

(m+ 1)!
.

Iз цих спiввiдношень i рiвностi limm→∞
βm
αm

= 1 випливає, що

lim
r→+∞

max
|x|≤r

|F (x)|

r
= 0 i lim

r→+∞

max
|x|≤r

|F (x)|

r
= ∞. (18)

Далi розглянемо рiзницеве рiвняння

xn = F (xn−1) + hn, n ∈ Z,
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де h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z,R), та оператори D i F, що дiють у просторi l∞(Z,R) i визначаю-
ться формулами

Dx = x,
(19)

Fx = (F (xn−1))n∈Z.

Оператор D, як тотожний оператор, є оборотним, а оператор F є c-цiлком неперервним.
Завдяки (18) i (19) для F справджуються спiввiдношення

lim
r→+∞

max
‖x‖l∞(Z,R)≤r

‖Fx‖l∞(Z,R)

r
= 0 i lim

r→+∞

max
‖x‖l∞(Z,R)≤r

‖Fx‖l∞(Z,R)

r
= ∞.

Зауваження 2. У випадку простих рiзницевих рiвнянь виконання спiввiдношення (8) є
не лише достатньою, але i необхiдною умовою, щоб справджувалася теорема 1. Це пiд-
тверджується наступним прикладом.

Приклад 4. Для рiзницевого рiвняння

xn +
1

2
xn−1 + µxn−1 = hn, ∈ Z, (20)

де µ ∈ R, оператор (Dx)n = xn +
1

2
xn−1 є регулярним,

∥∥D−1∥∥
L(l∞(Z,R),l∞(Z,R)) = 2 i

спiввiдношення (8) має вигляд |µ| < 1/2. При µ = 1/2 рiвняння (20) не для кожної обме-
женої правої частини має обмежений розв’язок, оскiльки оператор (Sx)n = xn+ xn−1 не
є регулярним.

6. Доведення теореми 2. Нехай h = (hn)n∈Z — довiльний елемент простору X, де X —
або один iз просторiв lp, p ∈ [1,+∞), або C0.Оскiльки X ⊂ l∞, то за теоремою 1 рiзницеве
рiвняння (1) має розв’язок x∗ = (x∗n)n∈Z ∈ l∞. Розглянемо число r = ‖x∗‖l∞ i елемент
a(r) = (an)n∈Z ∈ l∞(Z,R), де an = sup‖x‖En−1

≤r ‖Fn(x)‖En . Згiдно з теоремою 4 для x∗

виконується спiввiдношення

x∗n =
∑
m∈Z

Gn,m(Fm(x
∗
m−1) + hm), n ∈ Z.

Тому завдяки (10)

0 ≤ ‖x∗n‖En ≤
∑
m∈Z

Nq|n−m|(am + ‖hm‖Em), n ∈ Z.

Звiдси, iз включення q = (Nq|n|)n∈Z ∈ l1(Z,R) та з теорем 6 i 7 випливає, що x∗ ∈ lp,
p ∈ [1,+∞), якщо a(r) ∈ lp(Z,R) i h ∈ lp, i x∗ ∈ C0, якщо a(r) ∈ c0(Z,R) i h ∈ C0.

Теорему 2 доведено.
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