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We consider local and global solvabilities of a nonlinear problem with a free (unknown) break line in the
initial data for a hyperbolic system of first order quasilinear equation with two independent variables. For
the problem to be globally solvable, it is necessary to impose an additional condition on the coefficients
and the free terms to be of constant sign and monotone.

Рассмотрена локальная глобальная разрешимость нелинейной задачи со свободной (неизвест-
ной) линией разрыва исходных данных гиперболической системы квазилинейных уравнений пер-
вого порядка с двумя независимыми переменными. Для глобальной разрешимости от коэффи-
циентов и свободных членов дополнительно требуется знакопостоянство и монотонность.

1. Вступ. Математичне формулювання задач про визначення невiдомої лiнiї контактного
розриву параметрiв потоку рiдини або газу є однiєю з основних проблем гiдро- та газоди-
намiки й теорiї аеропружностi [1, 2] i зводиться до вiдшукання розв’язку задач з вiльними
(невiдомими) межами для гiперболiчних систем квазiлiнiйних рiвнянь першого порядку
(гiперболiчнi задачi Стефана) [3].

Локальнiй за часовою змiнною розв’язностi задач з контактним розривом вихiдних да-
них гiперболiчної системи квазiлiнiйних рiвнянь першого порядку з двома незалежними
змiнними присвячено низку праць (див. бiблiографiю в [1, 4]). Достатнi умови iснування
та єдиностi локального розв’язку таких задач у випадку, коли лiнiя контактного розриву
є апрiорi невiдомою, одержано в [2 – 5].

У цiй статтi отримано умови локальної та глобальної розв’язностi задачi з невiдомою
контактною лiнiєю розподiлу двох середовищ (одного — з рiзними параметрами станiв),
що описуються квазiлiнiйними гiперболiчними системами. Крiм умов гладкостi вiд ви-
хiдних даних задачi для глобальної розв’язностi потрiбно додатково вимагати їх знако-
сталiсть та монотоннiсть [3, 6].

Деякi окремi випадки задач з вiльними межами для спецiальних гiперболiчних рiвнянь
i систем та їх застосування розглянуто у [8 – 12].

2. Формулювання задачi. Нехай Ds−
T = {(x, t) ∈ R2 : 0 < t < T, s1(t) < x < s(t)},

Ds+
T = {(x, t) ∈ R2 : 0 < t <, s(t) < x < s2(t)}— областi з рухомими межами x = sj(t) :

[0, T ] → R, j ∈ {1, 2}, та вiльною (невiдомою) межею x = s(t) : [0, T ] → R.
В областi Ds−

T розглянемо гiперболiчну систему квазiлiнiйних рiвнянь, записану в iн-
варiантах

∂u−i
∂t

+ λ−i (x, t, u−)
∂u−i
∂x

= f−i (x, t, u−), i ∈ {1, . . . , n}, (1)
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а в областi Ds+
T — систему

∂u+i
∂t

+ λ+i (x, t, u+)
∂u+i
∂x

= f+i (x, t, u+), i ∈ {1, . . . , n}, (2)

де u−(x, t) = (u−1 (x, t), . . . , u−n (x, t)) : Ds−
T → Rn, u+(x, t) = (u+1 (x, t), . . . , u+n (x, t)) :

Ds+
T → Rn — шуканi функцiї, а λ±i (x, t, u) : Rn+2 → R, f±i (x, t, u) : Rn+2 → R — вi-

домi функцiї.
Нехай поведiнку функцiї s описує диференцiальне рiвняння

ds

dt
= g(s, t, u±(s, t)), (3)

де u±(s, t) = (u−(s, t), u+(s, t)) : R × [0, T ] → R2n, а g(s, t, u±) : R2n+2 → R — вiдома
функцiя.

Доповнимо системи (1) – (3) початковими умовами

s(0) = s0, (4)

u−(x, 0) = α−(x), x ∈ [s01, s
0], u+(x, 0) = α+(x), x ∈ [s0, s02], (5)

де s0k
df
= sk(0), k ∈ {1, 2}, s0 ∈ (s01, s

0
2) — задане значення, α−(x) = (α−1 (x), . . . , α−n (x)) :

[s01, s
0] → Rn, α+(x) = (α+

1 (x), . . . , α+
n (x)) : [s0, s02] → Rn — заданий набiр функцiй.

Розглянемо множини iндексiв I1, I2, I−, I+, J−, J+ :

I1 = {i ∈ {1, . . . , n} : λ−i (s01, 0, α
−(s01)) > s′1(0)},

I2 = {i ∈ {1, . . . , n} : λ+i (s02, 0, α
+(s02)) < s′2(0)},

I− = {i ∈ {1, . . . , n} : λ−i (s0, 0, α−(s0)) < g(s0, 0, α±(s0))},

I+ = {i ∈ {1, . . . , n} : λ+i (s0, 0, α+(s0)) > g(s0, 0, α±(s0))},

J− ⊂ {1, . . . , n}\I−, J+ ⊂ {1, . . . , n}\I+,

де α±(s0) = (α−(s0), α+(s0)), k−, k+ — кiлькiсть елементiв множин J−, J+ вiдповiдно.
Насамкiнець припустимо, що на рухомих бiчних межах областей Ds−

T , Ds+
T викону-

ються крайовi умови вигляду

u−i (s1(t), t) = βi1(t), i ∈ I1, u+i (s2(t), t) = βi2(t), i ∈ I2, (6)

а на вiльнiй межi x = s(t) — умови спряження

u−i (s(t), t) = γ−i (s(t), t, ũ±(s(t), t)), i ∈ I−,
(7)

u+i (s(t), t) = γ+i (s(t), t, ũ±(s(t), t)), i ∈ I+,
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де ũ±(s, t) = (ũ−(s, t), ũ+(s, t)), ũ− = (u−i ), i ∈ J−, ũ
+ = (u+i ), i ∈ J+, а βij(t) : R → R,

γ±i (s, t, ũ±) : Rk−+k++2 → R — вiдомi функцiї.

3. Узагальнений розв’язок задачi. Нехай i ∈ {1, . . . , n}, s(t) : [0, T ] → R, u−(x, t) :

Ds−
T → Rn — визначенi функцiї, а (x0, t0) ∈ Ds−

T . Розглянемо задачу Кошi для визначення
характеристик системи (1), тобто

dx

dt
= λ−i (x, t, u−(x, t)), x(t0) = x0.

Припустимо, що ця задача має єдиний розв’язок, який позначимо через ϕ−i [u−](t;x0, t0).
Внаслiдок цього отримаємо сiм’ю функцiй аргументу t з параметрами x0, t0, яка залежить
вiд вибору функцiї u−, тобто сiм’ю операторiв.

Зазначимо, що розв’язок ϕ−i [u−](t;x0, t0) за фiксованих i, s, u−, x0, t0 можна продов-
жити до перетину з межею областi Ds−

T . Нехай

χ−i [u−, s](x0, t0) = min
{
t ∈ [0, t0] : (ϕ−i [u−](t;x0, t0), t) ∈ Ds−

T

}
.

Отже, функцiя ϕ−i [u−](t;x0, t0) буде визначена на вiдрiзку
[
χ−i [u−, s](x0, t0), t0

]
, до того ж

χ−i [u−, s](x0, t0) є сiм’єю функцiоналiв з параметрами x0, t0.
На характеристиках запишемо систему рiвнянь (1) у виглядi

du−i (ϕ−i [u−](t;x0, t0), t)

dt
= fi(ϕ

−
i [u−](t;x0, t0), t, u

−(ϕ−i [u−](t;x0, t0), t)), i ∈ {1, . . . , n}.

Зiнтегрувавши кожне рiвняння отриманої системи в межах вiд χ−i [u−, s](x0, t0) до t0, одер-
жимо систему iнтегро-функцiональних рiвнянь

u−i (x, t) = u−i
(
ϕ−i [u−](χ−i [u−, s](x, t);x, t), χ−i [u−, s](x, t)

)
+

+

t∫
χ−i [u−,s](x,t)

f−i
(
ϕ−i [u−](τ ;x, t), τ, u−(ϕ−i [u−](τ ;x, t), τ)

)
dτ, (8)

i ∈ {1, . . . , n}, (x, t) ∈ Ds−
T .

Зазначимо, що системи (1) та (8) є еквiвалентними у класi функцiй (u−, s) : u− ∈
∈ [C1(Ds−

T )]n, s ∈ [C[0, T ]]2, проте розв’язок останньої системи може бути не диференцi-
йовним.

Мiркуючи аналогiчно, одержуємо систему iнтегро-функцiональних рiвнянь

u+i (x, t) = u+i
(
ϕ+
i [u+](χ+

i [u+, s](x, t);x, t), χ+
i [u+, s](x, t)

)
+

+

t∫
χ+
i [u

+,s](x,t)

f+i
(
ϕ+
i [u+](τ ;x, t), τ, u+(ϕ+

i [u+](τ ;x, t), τ)
)
dτ, (9)

i ∈ {1, . . . , n}, (x, t) ∈ Ds+
T ,
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що еквiвалентна системi (2) у класi достатньо гладких функцiй (u+, s).

Означення 1. Узагальненим ров’язком задачi (1) – (7), визначеним на вiдрiзку [0, T0],

будемо називати набiр функцiй (u−, u+, s) : u− ∈
[
Lip(Ds−

T0
)
]n
, u+ ∈

[
Lip(Ds+

T0
)
]n
, s ∈

∈ C1[0, T0], 0 < T0 ≤ T, що задовольняє системи (3), (8), (9) та умови (4) – (7). Якщо
T0 < T, то розв’язок є локальним, якщо ж T0 = T, то розв’язок є глобальним.

4. Теорема про локальну розв’язнiсть задачi. Нехай U = max
{

maxx∈[s01,s0] |α
−(x)|,

maxx∈[s0,s02] |α
+(x)|

}
+ 1, S = |g(s0, 0, α±(s0))|+ 1.

Визначимо такi множини:

D1
T,U =

{
(x, t, u) ∈ Rn+2 : 0 ≤ t ≤ T, s1(t) ≤ x ≤ s2(t), |u| ≤ U

}
,

D2
T,U,S =

{
(s, t, u±) ∈ R2n+2 : 0 ≤ t ≤ T, s0 − St ≤ s ≤ s0 + St, |u±| ≤ U

}
,

D3
T,U,S =

{
(s, t, ũ±) ∈ Rk−+k++2 : 0 ≤ t ≤ T, s0 − St ≤ s ≤ s0 + St, |ũ±| ≤ U

}
.

Тут | · | — норма у просторi RN у сенсi максимумiв модулiв (розмiрнiсть N у кожному
випадку є зрозумiлою з контексту).

Введемо iншi позначення:

Λ = max
(x,t,u)∈D1

T,U

|λ±(x, t, u)|, F = max
(x,t,u)∈D1

T,U

|f±(x, t, u)|,

δ =
1

2
min

i∈{1,...,n}

{
|λ−i (s01, 0, α

−(s01))− s′1(0)|, |λ+i (s02, 0, α
+(s02))− s′2(0)|,

|λ−i (s0, 0, α−(s0))− g(s0, 0, α±(s0))|, |λ+i (s0, 0, α+(s0))− g(s0, 0, α±(s0))|},

i нехай λ0, f0, g0, α0, β0, γ0, S0 — сталi Лiпшиця функцiй λ±i , f
±
i , g, α

±
i , βij , γ

±
i , sj за вiдпо-

вiдними змiнними.
Далi для довiльної функцiї F будемо використовувати позначення4kF (k) для рiзницi

F (1)− F (2).

Теорема 1 (про локальну розв’язнiсть). Нехай виконуються такi умови:
1) λ−i ∈ Lip (D1

T,U ), λ+i ∈ Lip (D1
T,U ), i ∈ {1, . . . , n};

2) f−i ∈ C(D1
T,U ) ∩ Lipx,u(D1

T,U ), f+i ∈ C(D1
T,U ) ∩ Lipx,u(D1

T,U ), i ∈ {1, . . . , n};
3) g ∈ Lip (D2

T,U,S);

4) α−i ∈ Lip [s01, s
0], α+

i ∈ Lip [s0, s02], i ∈ {1, . . . , n};
5) βij ∈ Lip [0, T ], j ∈ {1, 2}, i ∈ Ij ;
6) γ−i ∈ Lip (D3

T,U,S), i ∈ I−, γ+i ∈ Lip (D3
T,U,S), i ∈ I+;

7) sj ∈ C1[0, T ], s′j ∈ Lip [0, T ], j ∈ {1, 2};
8) δ > 0;
9) α−i (s01) = βi1(0), i ∈ I1, α+

i (s02) = βi2(0), i ∈ I2,

α−i (s0) = γ−i (s0, 0, α̃±(s0)), i ∈ I−, α+
i (s0) = γ+i (s0, 0, α̃±(s0)), i ∈ I+,
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де α̃±(s0) = (α̃−(s0), α̃+(s0)), α̃−(s0) = (α−i (s0)), i ∈ J−, α̃+(s0) = (α+
i (s0)), i ∈ J+ (умови

погодження).
Тодi на вiдрiзку [0, T0] iснує єдиний локальний узагальнений розв’язок задачi (1) – (7),

де значення T0 визначено вихiдними даними задачi.

Доведення. Розглянемо метричний простiр (M, ρ), де M = M(T0, Lx) — множина

наборiв функцiй (u−, u+, s) : u− ∈
[
C(Ds−

T0
)
]n
, u+ ∈

[
C(Ds+

T0
)
]n
, s ∈ C[0, T0], 0 < T0 ≤ T,

що задовольняють такi обмеження:
а) s ∈ Lip ([0, T0], S) та виконується умова (4);

б) max

{
max

x∈Ds−T0
|u−(x, t)|,max

x∈Ds+T0
|u+(x, t)|

}
≤ U та виконується умова (5);

в) u− ∈
[
Lip (Ds−

T0
, Lx, LxΛ + F )

]n
, u+ ∈

[
Lip (Ds+

T0
, Lx, LxΛ + F )

]n
, Lx ≥ 1.

Нехай (u−1, u+1, s1) ∈ M, (u−2, u+2, s2) ∈ M. Вiдстань мiж елементами просторуM
визначимо формулами

ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)) = max

{
max
t∈[0,T0]

|s1(t)− s2(t)|,

max
(x,t)∈Ds1−T0 ∪D

s2−
T0

|ŭ−1(x, t)− ŭ−2(x, t)|, max
(x,t)∈Ds1+T0

∪Ds2+T0

|ŭ+1(x, t)− ŭ+2(x, t)|

}
, (10)

де

ŭ−(x, t) = (ŭ−1 (x, t), . . . , ŭ−n (x, t)) =

{
u−(x, t), якщо (x, t) ∈ Ds−

T0
,

u−(s(t), t), якщо (x, t) ∈ Ds+
T0
,

ŭ+(x, t) = (ŭ+1 (x, t), . . . , ŭ+n (x, t)) =

{
u+(x, t), якщо (x, t) ∈ Ds+

T0
,

u+(s(t), t), якщо (x, t) ∈ Ds−
T0
.

Нехай тепер (u−, u+, s) ∈ M— узагальнений розв’язок задачi (1) – (7), до того ж ви-
конуються умови∣∣∣∣ ddτ ϕ−i [u−](τ ; s(t), t)

∣∣∣∣
τ=t

− s′1(t)| ≥ δ,

∣∣∣∣ ddτ ϕ+
i [u+](τ ; s(t), t)

∣∣∣∣
τ=t

− s′2(t)| ≥ δ,

(11)∣∣∣∣ ddτ ϕ−i [u−](τ ; s(t), t)

∣∣∣∣
τ=t

− s′(t)| ≥ δ,

∣∣∣∣ ddτ ϕ+
i [u+](τ ; s(t), t)

∣∣∣∣
τ=t

− s′(t)| ≥ δ,

i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, 2}, t ∈ [0, T0].

Тодi для всiх i ∈ {1, . . . , n} трiйка функцiй (u−, u+, s) задовольняє систему iнтегро-опера-
торних рiвнянь

s(t) = s0 +

t∫
0

g(s(τ), τ, u±(s(τ), τ)) dτ, t ∈ [0, T0],
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u−i (x, t) = B−i [u−, s](x, t) +

t∫
χ−i [u−,s](x,t)

fi
(
ϕ−i [u−](τ ;x, t), τ, u−(ϕ−i [u−](τ ;x, t), τ)

)
dτ,

(x, t)∈Ds−
T0
, (12)

u+i (x, t) = B+
i [u+, s](x, t) +

t∫
χ+
i [u

+,s](x,t)

fi
(
ϕ+
i [u+](τ ;x, t), τ, u+(ϕ+

i [u+](τ ;x, t), τ)
)
dτ,

(x, t) ∈ Ds+
T0
,

де B−i — оператор, що переводить пару (u−, s) у функцiю, визначену на Ds−
T0

згiдно з

формулою (використаємо позначення χu−,si
df
= χ−i [u−, s](x, t))

B−i [u−, s](x, t) =



α−i
(
ϕ−i [u−](0;x, t)

)
, якщо χu−,si = 0,

βi1(χ
u−,s
i ), якщо ϕ−i [u−](χu−,si ;x, t) = s1(χ

u−,s
i ),

γ−i

(
s(χu−,si ), χu−,si , ũ±(s(χu−,si ), χu−,si )

)
,

якщо ϕ−i [u−](χu−,si ;x, t) = s(χu−,si ),

а оператор B+
i визначаємо аналогiчно.

Правильним є й обернене твердження: достатньо гладкий розв’язок системи рiвнянь
(12), що задовольняє умови (11), є узагальненим розв’язком задачi (1) – (7).

Еквiвалентнiсть задачi (1) – (7) та системи iнтегро-операторних рiвнянь (12) дає змогу
звести вiдшукання узагальненого розв’язку задачi до знаходження нерухомої точки опе-
ратора, визначеного правими частинами рiвнянь системи (12).

На елементах просторуM визначимо оператор A:

A[u−, u+, s] =
(
Au±[u±, s],As[u±, s]

)
=
(
Au−[u−, s],Au+[u+, s],As[u−, u+, s]

)
=

=
(
Au−1 [u−, s], . . . ,Au−n [u−, s],Au+1 [u+, s], . . . ,Au+n [u+, s],As[u−, u+, s]

)
,

As[u, s](t) = s0 +

t∫
0

g(s(τ), τ, u±(s(τ), τ)) dτ, t ∈ [0, T0],
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Au−i [u−, s](x, t) = B−i [u−, s](x, t)+

+

t∫
χ−i [P−[u−,s],As[u±,s]](x,t)

f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ)

)
dτ,

(x, t) ∈ DAs[u±,s]−
T0

, i ∈ {1, . . . , n},

де B−i — оператор, що переводить пару (u−, s) у функцiю, яка визначена на DAs[u±,s]−
T0

згiдно з формулою (використаємо позначення χP−,A
s

i
df
= χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]] (x, t))

B−i [u−, s](x, t) =

=



αi
(
ϕ−i [P−[u−, s]](0;x, t)

)
, якщо χP−,A

s

i = 0,

βi1

(
χP−,A

s

i

)
, якщо ϕ−i [P−[u−, s]]

(
χP−,A

s

i ;x, t
)

= s1

(
χP−,A

s

i

)
,

γ−i

(
As[u±, s]

(
χP−,A

s

i

)
, χP−,A

s

i , Ãu±[u±, s]
(
As[u±, s]

(
χP−,A

s

i

)
, χP−,A

s

i

))
,

якщо ϕ−i [P−[u−, s]]
(
χP−,A

s

i ;x, t
)

= As[u±, s]
(
χP−,A

s

i

)
,

а оператор P−[u−, s] = (P−1 [u−, s], . . . ,P−n [u−, s]) є звуженням ŭ− на DA
s[u±,s]−

T0
:

P−[u−, s](x, t) =


u−(x, t), якщо (x, t) ∈ Ds−

T0
∩DA

s[u±,s]−
T0

,

u−(s(t), t), якщо (x, t) ∈ DA
s[u±,s]−

T0
\Ds−

T0
.

Оператор Au+ записуємо аналогiчно до оператора Au−.
Для коректностi визначення оператора A припускаємо виконання умов∣∣∣∣ ddτ ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As[u±, s](t), t)

∣∣∣∣
τ=t

− s′1(t)| ≥ δ,

∣∣∣∣ ddτ ϕ+
i [P+[u+, s]](τ ;As[u±, s](t), t)

∣∣∣∣
τ=t

− s′2(t)| ≥ δ,

∣∣∣∣ ddτ ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As[u±, s](t), t)
∣∣∣∣
τ=t

−As[u±, s]′(t)| ≥ δ, (13)

∣∣∣∣ ddτ ϕ+
i [P+[u+, s]](τ ;As[u±, s](t), t)

∣∣∣∣
τ=t

−As[u±, s]′(t)| ≥ δ,

(u−, u+, s) ∈ M, i ∈ {1, . . . , n}, t ∈ [0, T0].
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Для спрощення мiркувань запишемо обмеження на величину параметра T0 :

T0 ≤ T 1
0 , де T 1

0 =
min{s0 − s01, s02 − s0}

2 max{S0, S,Λ}
=

min{s0 − s01, s02 − s0}
C1

. (14)

Проаналiзуємо можливi випадки. Якщо χP−,A
s

i = 0, то значення Bi[u, s](x, t) виби-
раємо згiдно з його першою альтернативою однозначно. Якщо ж χP−,A

s

i > 0, то зна-
чення Bi[u, s](x, t) визначають за другою альтернативою через Au−i [u−, s](As[u±, s](t), t),
i ∈ J−, та Au+i [u+, s] (As[u±, s](t), t), i ∈ J+, якi, вiдповiдно, виражають через значення
B−i [u−, s](As[u±, s](t), t) та B+i [u+, s](As[u±, s](t), t), а останнi, з урахуванням умови (13),
(14) та обмеження а) простору M щодо функцiй As[u±, s](t) (це твердження доведено
нижче), обчислюють згiдно з першою альтернативою цiлком однозначно.

Наступний етап дослiдження — встановлення обмежень на параметри просторуM, за
яких iснує єдина нерухома точка оператора A в цьому метричному просторi, яка й буде
узагальненим розв’язком задачi (1) – (7). Для доведення iснування та єдиностi нерухомої
точки оператора скористаємося теоремою Банаха про стискаючi вiдображення, а тому
дослiдимо, за яких умов оператор A переводить повний метричний простiр M у себе i
буде стискаючим, а також виконуються умови (13).

Перевiримо виконання обмеження а) простору M щодо функцiї As[u±, s](t). Нехай
(u−, u+, s) ∈ M, tk ∈ [0, T0], k ∈ {1, 2}. Доведемо виконання умови

As[u±, s] ∈ Lip ([0, T0], S), або |4kAs[u±, s](tk)| ≤ S|4ktk|. (15)

З урахуванням оцiнок |s(t)− s0| ≤ ST0,

max
{
|u−(s(t), t)− α−(s0)|, |u+(s(t), t)− α+(s0)|

}
≤ LxST0 + (LxΛ + F )T0

одержимо нерiвнiсть

|4kAs[u±, s](tk)| ≤

∣∣∣∣∣∣
t2∫
t1

|g(s(τ), τ, u±(s(τ), τ))| dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣∣∣
t2∫
t1

(
|g(s(τ), τ, u±(s(τ), τ))− g(s0, 0, α±(s0))|+ |g(s0, 0, α±(s0))|

)
dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
(
g0 max{S,Lx(S + Λ) + F}T0 + |g(s0, 0, α±(s0))|

)
|4ktk| ≤

≤ ((C2 + C3Lx)T0 + |g(s0, 0, α±(s0))|)|4ktk|.

Отже, умова (15) виконується, якщо

(C2 + C3Lx)T0 ≤ 1, або T0 ≤ T 2
0 , де T 2

0 =
1

C2 + C3Lx
.

Очевидним є виконання спiввiдношення

As[u±, s](0) = s0.
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Нехай (u−, u+, s) ∈ M, t ∈ [0, T0]. Доведемо виконання умови (13). Враховуючи оцiн-
ки

|As[u±, s](t)− s0| ≤ ST0,

|P−[u−, s](As[u±, s](t), t)− α−(s0)| ≤ LxST0 + (LxΛ + F )T0,

одержуємо нерiвнiсть∣∣∣∣ ddτ ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As[u±, s](t), t)
∣∣
τ=t
−As[u±, s]′(t)

∣∣∣∣ =

= |λ−i (As[u±, s](t), t,P−[u−, s](As[u±, s](t), t))− g(s(t), t, u±(s(t), t))| ≥

≥ |λ−i (s0, 0, α−(s0))− g(s0, 0, α±(s0))|−

− |λ−i (As[u±, s](t), t,P−[u−, s](As[u±, s](t), t))− λ−i (s0, 0, α−(s0))|−

− |g(s(t), t, u±(s(t), t))− g(s0, 0, α±(s0))| ≥

≥ 2δ − λ0 max{S,Lx(S + Λ) + F}T0 − g0 max{S,Lx(S + Λ) + F}T0 ≥

≥ 2δ − (C4 + C5Lx)T0.

Аналогiчно встановлюємо нерiвностi∣∣∣∣ ddτ ϕ+
i [P+[u+, s]](τ ;As[u±, s](t), t)

∣∣
τ=t
−As[u±, s]′(t)

∣∣∣∣ ≥ 2δ − (C4 + C5Lx)T0,

∣∣∣∣ ddτ ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As[u±, s](t), t)
∣∣
τ=t
− s′1(t)

∣∣∣∣ ≥ 2δ − (C6 + C7Lx)T0,

∣∣∣∣ ddτ ϕ+
i [P+[u+, s]](τ ;As[u±, s](t), t)

∣∣
τ=t
− s′2(t)

∣∣∣∣ ≥ 2δ − (C6 + C7Lx)T0.

Отже, умови (13) є правильними, якщо

(C4 + C5Lx)T0 ≤ δ, (C6 + C7Lx)T0 ≤ δ,

або

T0 ≤ T 3
0 , T0 ≤ T 4

0 , де T 3
0 =

δ

C4 + C5Lx
, T 4

0 =
δ

C6 + C7Lx
.

Перевiримо виконання обмеження б) на елементи простору M щодо функцiй
Au±[u±, s](x, t).

Нехай (u−, u+, s) ∈ M, (x, t) ∈ DA
s[u,s]−

T0
. Доведемо правильнiсть спiввiдношення

|Au−[u−, s](x, t)| ≤ U. (16)
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Розглянемо випадок, коли χP−,A
s

i = 0. Тодi справджується оцiнка

|Au−i [u−, s](x, t)| ≤ |α−i (ϕi[P−[u−, s]](0;x, t))|+

+

t∫
0

|f−i (ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ))|dτ ≤

≤ max
x∈[s01,s0]

|α−(x)|+ FT0.

Нехай тепер ϕ−i [P−[u−, s]](χP−,A
s

i ;x, t) = s1(χ
P−,As
i ), тодi, врахувавши умови пого-

дження 9 теореми 1, одержимо нерiвнiсть

|Au−i [u−, s](x, t)| ≤ |βi1(χP−,A
s

i )− βi1(0)|+ |α−i (s01)|+

+

t∫
χP−,A

s

i

|f−i (ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ))|dτ ≤

≤ |α−i (s01)|+ (β0 + F )T0.

Встановимо допомiжну оцiнку. З урахуванням припущення (14) справджуються спiв-
вiдношення

χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]](As[u±, s](t), t) = 0, i ∈ J−,

χ+
i [P+[u+, s],As[u±, s]](As[u±, s](t), t) = 0, i ∈ J+,

i, як наслiдок, маємо нерiвнiсть

|Au−i [u−, s](As[u±, s](t), t)− α−i (s0)| ≤ |α−i (ϕi[P−[u−, s]](0;As[u±, s](t), t))− α−i (s0)|+

+

t∫
0

|f−i (ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As[u±, s](t), t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As[u±, s](t), t), τ))| dτ ≤

≤ α0|ϕi[P−[u−, s]](0;As[u±, s](t), t))− s0|+ FT0 ≤ α0(S + Λ)T0 + FT0 = (C8 + C9α0)T0.

Аналогiчно одержуємо нерiвнiсть

|Au+i [u+, s](As[u±, s](t), t)− α+
i (s0)| ≤ (C8 + C9α0)T0.

Розглянемо тепер випадок, коли ϕ−i [P−[u−, s]](χP−,A
s

i ;x, t) = As[u±, s](χP−,A
s

i ). Тодi
виконується оцiнка
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|Au−i [u−, s](x, t)| ≤ |γ−i (As[u±, s](χP−,A
s

i ), χP−,A
s

i , Ãu±[u±, s](As[u±, s](χP−,A
s

i ), χP−,A
s

i ))−

− γ−i (s0, 0, α̃±(s0))|+ |α−i (s0)|+

+

t∫
χP−,A

s

i

|f−i (ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ))| dτ ≤

≤ γ0 max
{
|As[u±, s](χP−,A

s

i )− s0|, χP−,A
s

i ,

|Ãu±[u±, s](As[u±, s](χP−,A
s

i ), χP−,A
s

i )− α̃±(s0)|
}

+

+ |α−i (s0) +

t∫
χP−,A

s

i

|f−i (ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t), τ))| dτ ≤

≤ |α−i (s0)|+ γ0 max{S,C8 + C9α0}T0 + FT0.

Об’єднавши розглянутi випадки, запишемо загальну оцiнку

|Au−i [u−, s](x, t)| ≤ max
x∈[s01,s0]

|α−(x)|+ (C10 + C11α0)T0

i, як наслiдок, отримаємо спiввiдношення (16) за умови

(C10 + C11α0)T0 ≤ 1, або T0 ≤ T 5
0 , де T 5

0 =
1

C10 + C11α0
.

Аналогiчно одержуємо оцiнку

|Au+[u+, s](x, t)| ≤ U, (x, t) ∈ DA
s[u,s]+

T0
.

Безпосередньою пiдстановкою переконуємося, що справджуються рiвностi

Au−[u−, s](x, 0) = α−(x), x ∈ [s01, s
0],

Au+[u+, s](x, 0) = α+(x), x ∈ [s0, s02].

Переконаємось у виконаннi обмеження в) просторуMщодо функцiй Au±[u±, s](x, t).

Нехай (u−, u+, s) ∈ M, (xk, t) ∈ D
As[u,s]−
T0

, (x, tk) ∈ D
As[u,s]−
T0

, k ∈ {1, 2}. Доведемо
правильнiсть умови

Au−[u−, s] ∈
[
Lip (D

As[u,s]−
T0

, Lx, LxΛ + F )

]n
,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2012, т . 15, N◦ 3



ГЛОБАЛЬНЕ СПРЯЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ГIПЕРБОЛIЧНОЇ ЗАДАЧI . . . 313

або

|4kAu−[u−, s](xk, t)| ≤ Lx|4kxk|, (17)

|4kAu−[u−, s](x, tk)| ≤ (LxΛ + F )|4ktk|. (18)

Запишемо тут i нижче кiлька допомiжних оцiнок у виглядi лем, доведення яких з не-
значними змiнами можна знайти в [7].

Лема 1. Нехай (u−, u+, s) ∈ M, (xk, t) ∈ Ds−
T0
, k ∈ {1, 2}. Тодi правильною є оцiнка

|4kϕ
−[u−](τ ;xk, t)| ≤ eλ0LxT0 |4kxk|.

Iз леми 1 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай (u−, u+, s) ∈ M, (xk, t) ∈ D
As[u,s]−
T0

, k ∈ {1, 2}. Тодi правильною є
оцiнка

|4kϕ
−[P−[u−, s](τ ;xk, t)| ≤ eλ0LxT0 |4kxk|.

Зазначимо, що подiбна оцiнка справджується також для ϕ+.

Лема 2. Нехай (u−, u+, s) ∈ M, (xk, t) ∈ Ds−
T0
, k ∈ {1, 2}, i виконується одна з умов

ϕ−i [u−](χ−i [u−, s](xk, t);xk, t) = s1(χ
−
i [u−, s](xk, t)), k ∈ {1, 2},

або

ϕ−i [u−](χ−i [u−, s](xk, t);xk, t) = s(χ−i [u−, s](xk, t)), k ∈ {1, 2},

а також виконуються умови (11) та

λ0Lx(S0 + S + Λ)T0 ≤
δ

2
. (19)

Тодi правильною є оцiнка

|4kχ
−
i [u, s](xk, t)| ≤

2

δ
eλ0LxT0 |4kxk|, i ∈ {1, . . . , n}.

Iз леми 2 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2. Нехай (u−, u+, s) ∈ M, (xk, t) ∈ D
As[u,s]−
T0

, k ∈ {1, 2}, i виконується одна
з умов

ϕ−i [P−[u−, s]]
(
χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]](xk, t);xk, t

)
=

= s1
(
χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]](xk, t)

)
, k ∈ {1, 2},
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або

ϕ−i [P−[u−, s]]
(
χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]](xk, t);xk, t

)
=

= As[u±, s]
(
χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]](xk, t)

)
, k ∈ {1, 2},

а також виконуються умови (13) та (19). Тодi правильною є оцiнка

|4kχ
−
i [P−[u−, s],As[u±, s]](xk, t)| ≤

2

δ
eλ0LxT0 |4kxk|, i ∈ {1, . . . , n}.

Аналогiчна оцiнка виконується також i для χ+
i .

Використавши наслiдки 1 та 2, визначимо умови, за яких справджуються спiввiдношен-
ня (17), (18). Припустимо, що виконується обмеження

LxT0 ≤ 1, (20)

та позначимо χP−,A
s,xk

i
df
= χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]](xk, t).

Знову розглянемо випадок, коли χP−,A
s,xk

i = 0, k ∈ {1, 2}. Тодi справджується оцiнка

|4kAu−i [u, s](xk, t)| ≤ |4kαi(ϕ
−
i [P−[u−, s]](0;xk, t))|+

+

t∫
0

|4kf
−
i (ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;xk, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;xk, t), τ))| dτ ≤

≤ (α0 + f0LxT0)e
λ0LxT0 |4kxk| ≤ (α0 + f0)e

λ0 |4kxk| = (C12 + α0e
λ0)|4kxk|.

Якщо ж ϕ−i [P−[u−, s]](χP−,A
s,xk

i ;xk, t) = s1(χ
P−,As,xk
i ), k ∈ {1, 2}, то

|4kAu−i [u−, s](xk, t)| ≤ |4kβi1(χ
P−,As,xk
i )|+

+

∣∣∣∣∣4k

t∫
χ
P−,As,xk
i

f−i (ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;xk, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;xk, t), τ)) dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ (β0 + F )|4kχ

P−,As,xk
i |+ f0LxT0e

λ0LxT0 |4kxk| ≤

≤
(

(β0 + F )
2

δ
+ f0

)
eλ0 |4kxk|.

Для випадку ϕ−i [P−[u−, s]](χP−,A
s,xk

i ;xk, t) = As[u±, s](χP−,A
s,xk

i ), k ∈ {1, 2}, одер-
жуємо
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|4kAu−i [u−, s](xk, t)| ≤

≤ |4kγ
−
i (As[u±, s](χP

−,As,xk
i ), χP

−,As,xk
i , Ãu± [u±, s](As[u±, s](χP

−,As,xk
i ), χP

−,As,xk
i ))|+

+

∣∣∣∣∣4k

t∫
χ
P−,As,xk
i

f−i (ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;xk, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;xk, t), τ)) dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ (γ0 max{S, (C12 + α0e

λ0)(S + Λ) + F}+ F )|4kχ
P,As,xk
i |+ f0LxT0e

λ0LxT0 |4kxk| ≤

≤
((

γ0 max{S, (C12 + α0e
λ0)(S + Λ) + F}+ F

) 2

δ
+ f0

)
eλ0 |4kxk|.

Решта випадкiв зводиться до розглянутих вище введенням промiжної точки.
Отже, об’єднавши всi можливi випадки, запишемо загальну оцiнку

|4kAu−i [u−, s](xk, t)| ≤ (C13 + max{1,K}α0e
2λ0)|4kxk|, де K =

2γ0
δ

(S + Λ).

Очевидно, що спiввiдношення (17) виконується за умови

Lx ≥ L1
x, де L1

x = C13 + max{1,K}α0e
2λ0 ,

i обмежень (19) та (20) на T0, якi запишемо у виглядi

T0 ≤ T 6
0 , де T 6

0 =
δ

C14Lx
.

Переконаємось у правильностi спiввiдношення (18). Нехай (для визначеностi) t1 < t2.
Тодi

|4kAu−i [u−, s](x, tk)| ≤ |Au−i [u−, s](x, t2)−Au−i [u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](t1;x, t2), t1)|+

+ |Au−i [u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](t1;x, t2), t1)−Au−i [u−, s](x, t1)| ≤

≤
t2∫
t1

|fi(ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t2), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x, t2), τ))| dτ+

+ Lx|ϕ−i [P−[u−, s]](t1;x, t2)− x| ≤ (LxΛ + F )|4ktk|.

Аналогiчно перевiряємо виконання умови

Au+[u+, s] ∈
[
Lip (D

As[u,s]+
T0

, Lx, LxΛ + F )

]n
.
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Дослiдимо тепер, що оператор A є оператором стиску. Нехай (u−k, u+k, sk) ∈ M, k ∈
∈ {1, 2}. Визначимо коефiцiєнт κ, для якого виконується спiввiдношення

ρ
(

(Au± [u±1, s1],As[u±1, s1]), (Au± [u±2, s2],As[u±2, s2])
)
≤

≤ κρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)),

що рiвносильне сукупностi нерiвностей

|4kAs[u±k, sk](t)| ≤ κρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)), t ∈ [0, T0], (21)

|4kĂu−[u−k, sk](x, t)| ≤ κρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)), (22)

(x, t) ∈ DA
s[u±1,s1]−

T0
∪DA

s[u±2,s2]−
T0

,

|4kĂu+[u+k, sk](x, t)| ≤ κρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)), (23)

(x, t) ∈ DA
s[u±1,s1]+

T0
∪DA

s[u±2,s2]+
T0

.

Знову наведемо кiлька допомiжних оцiнок у виглядi лем для функцiй iз верхнiм iндек-
сом −. Аналогiчнi оцiнки будуть виконуватись i для вiдповiдних функцiй P+, ϕ+, χ+.

Лема 3. Нехай (u−k, u+k, sk) ∈ M, k ∈ {1, 2}, (x, t) ∈ D
As[u±1,s1]−
T0

∩ DA
s[u±2,s2]−

T0
. Тодi

справджується оцiнка

|4kP−[u−k, sk](x, t)| ≤ ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

Лема 4. Нехай (u−k, u+k, sk) ∈ M, k ∈ {1, 2}, (x, t) ∈ Ds1−
T0
∩Ds2−

T0
. Тодi правильною є

оцiнка
|4kϕ

−[u−k](τ ;x, t)| ≤ λ0T0e
λ0LxT0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

Наслiдок 3. Нехай (u−k, u+k, sk) ∈ M, k ∈ {1, 2}, (x, t) ∈ D
As[u±1,s1]−
T0

∩ DA
s[u±2,s2]−

T0
.

Тодi справджується оцiнка

|4kϕ
−[P−[u−k, sk]](τ ;x, t)| ≤ λ0T0e

λ0LxT0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

Лема 5. Нехай (u−k, u+k, sk) ∈ M, k ∈ {1, 2}, (x, t) ∈ Ds1−
T0
∩Ds2−

T0
i виконується одна

з умов
ϕ−i [u−k](χ−i [u−k, sk](x, t);x, t) = s1(χ

−
i [u−k, sk](x, t)), k ∈ {1, 2},

або
ϕ−i [u−k](χ−i [u−k, sk](x, t);x, t) = s(χ−i [u−k, sk](x, t)), k ∈ {1, 2},
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а також виконуються умови (11) (для кожного набору (u−k, u+k, sk), k ∈ {1, 2}) та (19).
Тодi правильною є оцiнка

|4kχ
−
i [u−k, sk](x, t)| ≤ 2

δ
(λ0T0e

λ0LxT0 + 1)ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)), i ∈ {1, . . . , n}.

Нехай (для визначеностi) s1(t) ≤ s2(t). Тодi одержуємо оцiнку

|4kAs[u±k, sk](t)| ≤
t∫

0

|4kg(sk(τ), τ, u±k(sk(τ), τ))| dτ ≤

≤
t∫

0

g0 max
{
|4ks

k(τ)|, |4ku
−k(sk(τ), τ)|, |4ku

+k(sk(τ), τ)|
}
dτ =

=

t∫
0

g0 max
{
|4ks

k(τ)|, |4kŭ
−k(s2(τ), τ)|, |4kŭ

+k(s1(τ), τ)|
}
dτ ≤

≤ g0T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

На пiдставi отриманої вище оцiнки запишемо наслiдок з леми 5.

Наслiдок 4. Нехай (u−k, u+k, sk) ∈ M, k ∈ {1, 2}, (x, t) ∈ D
As[u±1,s1]−
T0

∩ DA
s[u±2,s2]−

T0
,

виконується одна з умов

ϕ−i [P−[u−k, sk]]
(
χ−i [P−[u−k, sk],As[u±k, sk]](x, t);x, t

)
=

= s1

(
χ−i [P−[u−k, sk],As[u±k, sk]](x, t)

)
, k ∈ {1, 2},

або

ϕ−i [P−[u−k, sk]]
(
χ−i [P−[u−k, sk],As[u±k, sk]](x, t);x, t

)
=

= As[u±k, sk]
(
χ−i [P−[u−k, sk],As[u±k, sk]](x, t)

)
, k ∈ {1, 2},

а також виконуються умови (13) (для кожного набору (u−k, u+k, sk), k ∈ {1, 2}) та (19).
Тодi справджується оцiнка

|4kχ
−
i [P−[u−k, sk],As[u±k, sk]](x, t)| ≤

≤ 2

δ
(λ0e

λ0LxT0 + g0)T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)), i ∈ {1, . . . , n}.

Використаємо наслiдки 3 та 4 i визначимо коефiцiєнт κ, для якого виконується спiв-

вiдношення (22). Позначимо χP−,A
s,uk,sk

i
df
= χ−i [P−[u−k, sk],As[u±k, sk]](x, t) та зафiксуємо

(x, t) ∈ DA
s[u±1,s1]−

T0
∩DA

s[u±2,s2]−
T0

.
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Розглянемо випадок, коли χP−,A
s,uk,sk

i = 0, k ∈ {1, 2}. Тодi правильною є оцiнка

|4kAu−i [u−k, sk](x, t)| ≤ |4kα
−
i (ϕ−i [P−[u−k, sk]](0;x, t))|+

+

t∫
0

|4kf
−
i (ϕ−i [P−[u−k, sk]](τ ;x, t), τ,P−[u−k, sk](ϕ−i [P−[u−k, sk]](τ ;x, t), τ))| dτ ≤

≤ ((α0 + f0LxT0)λ0T0e
λ0LxT0 + f0T0)ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)) ≤

≤ ((α0 + f0)λ0e
λ0 + f0)T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)) =

= (C15 + C16α0)T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

Нехай у другому випадку ϕ−i [P−[u−k, sk]]
(
χP−,A

s,uk,sk

i ;x, t
)

= s1

(
χP−,A

s,uk,sk

i

)
, k ∈

∈ {1, 2}. Тодi одержуємо

|4kAu−i [u−k, sk](x, t)| ≤
∣∣∣4kβi1

(
χP−,A

s,uk,sk

i

)∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣4k

t∫
χP
−,As,uk,sk

i

f−i (ϕ−i [P−[u−k, sk]](τ ;x, t), τ,P−[u−k, sk](ϕ−i [P−[u−k, sk]](τ ;x, t), τ)) dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ (β0 + F )

∣∣∣4kχ
P−,As,uk,sk
i

∣∣∣+ (f0LxT0λ0T0e
λ0LxT0 + f0T0)ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)) ≤

≤
(

(β0 + F )
2

δ
(λ0e

λ0 + g0) + f0(λ0e
λ0 + 1)

)
T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

Нехай тепер

ϕ−i [P−[u−k, sk]]
(
χP−,A

s,uk,sk

i ;x, t
)

= As[u±k, sk]
(
χP−,A

s,uk,sk

i

)
, k ∈ {1, 2}.

Тодi встановимо оцiнку

|4kAu−i [u−k, sk](x, t)| ≤

≤
∣∣∣∣4kγ

−
i (As[u±k, sk](χi), χi, Ãu±[u±k, sk](As[u±k, sk](χi), χi))

χi=χ
P−,As,uk,sk
i

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣4k

t∫
χP
−,As,uk,sk

i

f−i (ϕ−i [P−[u−k, sk]](τ ;x, t), τ,P−[u−k, sk](ϕ−i [P−[u−k, sk]](τ ;x, t), τ)) dτ

∣∣∣∣∣ ≤
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≤ (γ0 max{S, (C12 + α0e
λ0)(S + Λ) + F}+ F )|4kχ

P−,As,uk,sk
i |+

+ (γ0Lxg0T0 + γ0(C15 + C16α0)T0 + f0LxT0λ0T0e
λ0LxT0+

+ f0T0)ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)) ≤

≤

(
(γ0 max{S, (C12 + α0e

λ0)(S + Λ) + F}+ F )
2

δ
(λ0e

λ0 + g0)+

+ γ0Lxg0 + γ0(C15 + C16α0) + f0λ0e
λ0 + f0

)
T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

Решта випадкiв зводиться до розглянутих трьох.
Отже, об’єднавши розглянутi випадки, запишемо загальну оцiнку

|4kAu−i [u−k, sk](x, t)| ≤ (C17 + C18α0 + C19Lx)T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

Зафiксуємо (x, t) ∈ DA
s[u±1,s1]−

T0
\DA

s[u±2,s2]−
T0

. Тодi справедливою є оцiнка

|4kĂu−i [u−k, sk](x, t)| = |Au−i [u−2, s2](As[u±2, s2](t), t)−Au−i [u−1, s1](x, t)| ≤

≤ |4kAu−i [u−k, sk](As[u±2, s2](t), t)|+ |Au−i [u−1, s1](x, t)−

−Au−i [u−1, s1](As[u±2, s2](t), t)| ≤

≤ |4kAu−i [u−k, sk](As[u±2, s2](t), t)|+ Lx|4kAs[u±k, sk](t)| ≤

≤ (C17 + C18α0 + C19Lx + Lxg0)T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)).

З отриманих оцiнок i виведемо спiввiдношення

|4kĂu−i [u−k, sk](x, t)| ≤ (C17 + C18α0 + C20Lx)T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)),

(x, t) ∈ DA
s[u±1,s1]−

T0
∪DA

s[u±2,s2]−
T0

.

Аналогiчно одержуємо оцiнку

|4kĂu+i [u+k, sk](x, t)| ≤ (C17 + C18α0 + C20Lx)T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)),

(x, t) ∈ DA
s[u±1,s1]+

T0
∪DA

s[u±2,s2]+
T0

.

У пiдсумку запишемо загальну оцiнку

ρ
(

(Au± [u±1, s1],As[u±1, s1]), (Au± [u±2, s2],As[u±2, s2])
)
≤

≤ max {g0T0, (C17 + C18α0 + C20Lx)T0} ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)) ≤

≤ (C21 + C18α0 + C20Lx)T0ρ((u−1, u+1, s1), (u−2, u+2, s2)),

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2012, т . 15, N◦ 3



320 Р. В. АНДРУСЯК, Н. О. БУРДЕЙНА, В. М. КИРИЛИЧ

з якої видно, що оператор A є стискаючим, коли

(C21 + C18α0 + C20Lx)T0 < 1, або T0 < T 7
0 , де T 7

0 =
1

C21 + C18α0 + C20Lx
.

Зафiксуємо

Lx = L∗x, де L∗x ≥ L1
x. (24)

Тодi значення T 1
0 , . . . , T

7
0 також стають фiксованими, пiсля чого фiксуємо

T0 = T ∗0 , де T ∗0 ≤ min
{
T 1
0 , T

2
0 , T

3
0 , T

4
0 , T

5
0 , T

6
0

}
, T ∗0 < T 7

0 . (25)

ПозначимоM∗ df
= M(T ∗0 , L

∗
x).

Отже, оператор A переводить метричний простiр M∗ у себе i є стискаючим на еле-
ментах цього простору. За теоремою Банаха про стискаючi вiдображення iснує єдина
нерухома точка оператора A, тобто набiр функцiй (u−∗, u+∗, s∗) ∈ M∗, що задовольняє
операторну рiвнiсть

A[u−∗, u+∗, s∗] = (u−∗, u+∗, s∗)

або систему рiвностей

As[u±∗, s∗](t) = s∗(t), t ∈ [0, T ∗0 ],

Au−[u−∗, s∗](x, t) = u−∗(x, t), (x, t) ∈ Ds∗−
T ∗0

,

Au+[u+∗, s∗](x, t) = u+∗(x, t), (x, t) ∈ Ds∗+
T ∗0

.

Отриманий набiр функцiй є узагальненим розв’язком задачi (1) – (7), до того ж вiн
єдиний у метричному просторiM∗.

Доведемо єдинiсть узагальненого розв’язку задачi (1) – (7) (без додаткової вимоги йо-
го належностi просторуM∗). Нехай (u−~, u+~, s~) — iнший узагальнений розв’язок зада-
чi, визначений на вiдрiзку [0, T ∗0 ], до того ж (u−∗, u+∗, s∗) 6= (u−~, u+~, s~).

Якщо s∗(t) = s~(t), t ∈ [0, T ∗0 ], то покладемо t1
df
= T ∗0 , в iншому випадку визначимо

t1
df
= inf {t ∈ [0, T ∗0 ] : s∗(t) 6= s~(t)} , тодi s∗(t) = s~(t), t ∈ [0, t1].

Якщо u−∗(x, t) = u−~(x, t), (x, t) ∈ Ds∗−
t1

, u+∗(x, t) = u+~(x, t), (x, t) ∈ Ds∗+
t1

, то по-

кладемо t2
df
= t1, в iншому випадку

t2
df
= inf

{
t0 ∈ [0, t1] : (u−∗(x, t) 6= u−~(x, t), (x, t)∈Ds∗−

t0
) ∨

∨ (u+∗(x, t) 6= u+~(x, t), (x, t)∈Ds∗+
t0

)
}
,

тодi

u−∗(x, t) = u−~(x, t), (x, t) ∈ Ds∗−
t2

, u+∗(x, t) = u+~(x, t), (x, t) ∈ Ds∗+
t2

.
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Отже, на вiдрiзку [0, t2] маємо рiвнiсть (u−∗, u+∗, s∗) = (u−~, u+~, s~), до того ж для
довiльного t3 ∈ (t2, T

∗
0 ] на вiдрiзку [0, t3] справджується нерiвнiсть

(u−∗, u+∗, s∗) 6= (u−~, u+~, s~).

Перенесемо початок координат у точку (0, t2) та приймемо за новi початковi данi зна-
чення розв’язку (u−∗, u+∗, s∗) при t = t2. У пiдсумку отримаємо задачу вигляду (1) – (7)
з вихiдними даними, що задовольняють умови теореми 1. Згiдно з доведеним вище iснує
єдиний узагальнений розв’язок цiєї задачi у просторi M∗∗ = M(T ∗∗0 , L∗∗x ), де T ∗∗0 , L∗∗x —
деякi фiксованi значення параметрiв. Зазначимо, що вiдповiдно до формули (24) значен-
няL∗∗x можна вибрати достатньо великими, щоб для функцiй u±∗, u±~ виконувалось обме-
ження в) простору M∗∗. Iз оцiнки (25) значення T ∗∗0 можна вибрати достатньо малим,
щоб для функцiй s∗, s~ виконувалось обмеження а) простору M∗∗ i функцiї u±∗, u±~

задовольняли обмеження б) цього простору. Отже, обидва узагальненi розв’язки даної
задачi будуть належати простору M∗∗. Отримали суперечнiсть, а тому (u−∗, u+∗, s∗) =
= (u−~, u+~, s~) на вiдрiзку [0, T ∗0 ].

Теорему 1 доведено.

5. Глобальна розв’язнiсть задачi. Далi будемо припускати, що в умовах спряження (7)
функцiї γ∓i , i ∈ I∓, не залежать безпосередньо вiд s(t), що на думку авторiв не є суттє-
вим, але дещо технiчно спрощує наступнi мiркування. Тому розглянемо задачу (1) – (6) з
умовами спряження

u−i (s(t), t) = γ−i (t, ũ±(s(t), t)), i ∈ I−,
(26)

u+i (s(t), t) = γ+i (t, ũ±(s(t), t)), i ∈ I+.

Визначимо достатнi умови iснування та єдиностi глобального розв’язку задачi (1) – (6), (26).
Введемо позначення для монотонних характеристик функцiй:
F (x1, . . . , xn) ↗ (xk1 , . . .) ↘ (xk2 , . . .) — функцiя F не спадає за групою аргументiв

(xk1 , . . .) i не зростає за групою аргументiв (xk2 , . . .).

Лема 6. Нехай виконуються такi умови знакосталостi та монотонностi:
(M1) f

−
i ≥ 0, i ∈ I1, f−i ≤ 0, i ∈ I− ∪ J−,

f+i ≤ 0, i ∈ I2, f+i ≥ 0, i ∈ I+ ∪ J+;

(M2) λ
−
i ↗ (x, u), λ+i ↗ (x, u), i ∈ {1, . . . , n};

(M3) f
−
i ↗ (x, u), f+i ↗ (x, u), i ∈ {1, . . . , n};

(M4) α
−
i ↗ (x), α+

i ↗ (x), i ∈ {1, . . . , n};
(M5) βi1 ↘ (t), i ∈ I1, βi2 ↗ (t), i ∈ I2;
(M6) γ

−
i ↗ (t, ũ+) ↘ (ũ−), i ∈ I−, γ+i ↗ (ũ−) ↘ (t, ũ+), i ∈ I+.

Тодi якщо (u−, u+, s) ∈ M, u− ↗ (x), u+ ↗ (x), то Au−[u−, s] ↗ (x), Au+[u+, s] ↗
↗ (x).

Доведення. Нехай (xk, t) ∈ D
As[u±,s]−
T0

, k ∈ {1, 2}, x1 ≤ x2. Введемо позначення

χP−,A
s,xk

i
df
= χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]] (xk, t), As(t)

df
= As[u±, s](t). Розглянемо можливi ви-

падки.
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Нехай χP−,A
s,xk

i = 0, k ∈ {1, 2}, тодi справджуються оцiнки

P−[u−, s](x1, t) ≤ P−[u−, s](x2, t),

ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x1, t) ≤ ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x2, t),

а тому

αi
(
ϕ−i [P−[u−, s]](0;x1, t)

)
≤ αi

(
ϕ−i [P−[u−, s]](0;x2, t)

)
,

P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x1, t), τ) ≤ P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x2, t), τ),

f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x1, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x1, t), τ)

)
≤

≤ f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x2, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x2, t), τ)

)
.

Отже, у цьому випадку

Au−i [u−, s](x1, t) ≤ Au−i [u−, s](x2, t).

Нехай

ϕ−i [P−[u−, s]](χP−,A
s,xk

i ;xk, t) = s1(χ
P−,As,xk
i ), k ∈ {1, 2},

тодi χP−,A
s,x1

i ≥ χP−,A
s,x2

i , а тому βi1
(
χP−,A

s,x1
i

)
≤ βi1

(
χP−,A

s,x2
i

)
. Оскiльки f−i ≥ 0,

i ∈ I1, то отримуємо нерiвнiсть

t∫
χ
P−,As,x1
i

f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x1, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x1, t), τ)

)
dτ ≤

≤
t∫

χ
P−,As,x2
i

f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x2, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x2, t), τ)

)
dτ.

Для цього випадку також

Au−i [u−, s](x1, t) ≤ Au−i [u−, s](x2, t).

Нехай тепер t1 ≤ t2, i ∈ J−, до того ж, враховуючи обмеження (13), (14), маємо

χ−i [P−[u−, s],As[u±, s]](As(tk), tk) = 0, k ∈ {1, 2}.

Оскiльки f−i ≤ 0, i ∈ J−, а також

ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As(t1), t1) ≥ ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As(t2), t2),
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то справджується нерiвнiсть

t1∫
0

f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As(t1), t1), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As(t1), t1), τ)

)
dτ ≥

≥
t2∫
0

f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As(t2), t2), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;As(t2), t2), τ)

)
dτ.

Звiдси
Au−i [u−, s](As(t1), t1) ≥ Au−i [u−, s](As(t2), t2), i ∈ J−.

Аналогiчно встановлюємо нерiвнiсть

Au+i [u+, s](As(t1), t1) ≤ Au+i [u+, s](As(t2), t2), i ∈ J+.

Нехай теперϕ−i [P−[u−, s]](χP−,A
s,xk

i ;xk, t) = As(χP−,A
s,xk

i ), k ∈ {1, 2}.Тодi χP−,A
s,x1

i ≤
≤ χP−,A

s,x2
i , а тому, враховуючи монотоннi властивостi γ−i , а також f−i ≤ 0, i ∈ I−, одер-

жуємо

γ−i

(
χP−,A

s,x1
i , Ãu±[u±, s]

(
As(χP−,A

s,x1
i ), χP−,A

s,x1
i

))
≤

≤ γ−i

(
χP−,A

s,x2
i , Ãu±[u±, s]

(
As(χP−,A

s,x2
i ), χP−,A

s,x2
i

))
,

t∫
χ
P−,As,x1
i

f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x1, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x1, t), τ)

)
dτ ≤

≤
t∫

χ
P−,As,x2
i

f−i
(
ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x2, t), τ,P−[u−, s](ϕ−i [P−[u−, s]](τ ;x2, t), τ)

)
dτ.

Отже, у цьому випадку, як i в попереднiх двох,

Au−i [u−, s](x1, t) ≤ Au−i [u−, s](x2, t).

Iншi випадки зводяться до розглянутих.
Лему 6 доведено.
Лема 7. Нехай виконуються умови монотонностi (M2) леми 6 та u− ↗ (x),

u+ ↗ (x). Тодi якщо x1 ≤ x2, то

(ϕ−[u−](τ ;x2, t)− ϕ−[u−](τ ;x1, t)) ↗ (τ), (ϕ+[u+](τ ;x2, t)− ϕ+[u+](τ ;x1, t)) ↗ (τ).

Доведення леми 7 є очевидним.
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Наслiдок 5. Якщо виконуються умови леми 7, то справджуються оцiнки

|4kϕ
−[u−](τ ;xk, t)| ≤ |4kxk|, |4kϕ

+[u+](τ ;xk, t)| ≤ |4kxk|.

Визначимо DT = {(x, t) ∈ R2 : 0 ≤ t ≤ T, s1(t) ≤ x ≤ s2(t)} i для довiльних x ∈ RN1 ,
y ∈ RN2 через |x, y| позначимо максимум норм |x|, |y|.

Теорема 2 (про глобальну розв’язнiсть). Нехай виконуються умови:
1) λ−i ∈ Liploc(DT × Rn), λ+i ∈ Liploc(DT × Rn), i ∈ {1, . . . , n};
2) f−i ∈ C(DT × Rn) ∩ Lipx,u,loc(DT × Rn),

f+i ∈ C(DT × Rn) ∩ Lipx,u,loc(DT × Rn), i ∈ {1, . . . , n};
3) g ∈ Liploc(R× [0, T ]× R2n);

4) α−i ∈ Lip [s01, s
0], α+

i ∈ Lip [s0, s02], i ∈ {1, . . . , n};
5) βij ∈ Lip[0, T ], j ∈ {1, 2}, i ∈ Ij ;
6) γ−i ∈ Liploc([0, T ]× Rk−+k+), i ∈ I−, γ+i ∈ Liploc([0, T ]× Rk−+k+), i ∈ I+;

7) sj ∈ C1[0, T ], s′j ∈ Lip [0, T ], j ∈ {1, 2};
8) погодження (10) (з урахуванням (26));
9) знакосталостi та монотонностi (M1) – (M6) леми 6;
10) обмеження на зростання вихiдних даних:

(G1) |f−(x, t, u), f+(x, t, u)| ≤ f1(1 + |x, u|);
(G2) |g(s, t, u±)| ≤ g1(1 + |s, u±|);
(G3) |γ−(t, ũ±), γ+(t, ũ±)| ≤ γ1(1 + |ũ±|);

11) (λ−i − s′1) (λ+i − s′2)(λ
−
i − g) (λ+i − g) 6= 0, i ∈ {1, . . . , n};

12) s1(t) + St < s0 < s2(t)− St;
13) γ1 < 1, K ≤ 1;

(сталi S i K визначенi вихiдними даними задачi та наведенi нижче).
Тодi iснує єдиний глобальний узагальнений розв’язок задачi (1) – (6), (26), який визна-

чено на вiдрiзку [0, T ].

Доведення. Розглянемо метричний простiр (M, ρ), де M = M(T0, Lx) — множина на-
борiв функцiй (u−, u+, s) ∈ M(T0, Lx) таких, що

г) u− ↗ (x), u+ ↗ (x).

На елементах простору M розглянемо оператор, який також позначимо черезA, хоча
тепер потрiбно врахувати незначнi змiни для його визначення, пов’язанi зi спрощенням
умов спряження (26).

Позначимо M∗
df
= M(T ∗0 , L

∗
x), де

L∗x ≥ C13 + max{1,K}α0e
2λ0 , T ∗0 ≤

min{s0 − s01, s02 − s0, 1, δ}
C22 + C23α0 + C24L∗x

, (27)

Тут сталi C22, C23, C24 вираженi через сталi C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C10, C11, C14, C18,
C20, C21. На пiдставi леми 6 стверджуємо, що оператор A переводить метричний простiр
M∗ у себе i є стискаючим на елементах цього простору. Отже, за теоремою Банаха про
стискаючi вiдображення iснує єдина нерухома точка (u−∗, u+∗, s∗) ∈ M∗ оператора A, а
отриманий набiр функцiй є узагальненим розв’язком задачi (1) – (6), (26).
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Використаємо обмеження 10 теореми 2 на зростання вихiдних функцiй i встановимо
обмеження на поведiнку розв’язку (u−∗, u+∗, s∗). Позначимо

S1
df
= max

t∈[0,T ]
|s1(t), s2(t)|, α1

df
= max

{
max

x∈[s01,s0]
|α−(x)|, max

x∈[s0,s02]
|α+(x)|

}
,

β1
df
= max

t∈[0,T ]
|β(t)|, β = (βij), j ∈ {1, 2}, i ∈ Ij ,

U−(τ)
df
= max

(x,t)∈Ds∗−τ

|u−∗(x, t)|, U+(τ)
df
= max

(x,t)∈Ds∗+τ

|u+∗(x, t)|,

S(τ)
df
= max

t∈[0,τ ]
|s∗(t)|, US(τ)

df
= max{U−(τ),U+(τ),S(τ)}.

Оскiльки узагальнений розв’язок задачi (1) – (6), (26) задовольняє систему iнтегро-
операторних рiвнянь (12), то звiдси отримуємо нерiвностi

|s∗(t)| ≤ |s0|+
t∫

0

g1(1 + |s∗(τ), u±∗(s∗(τ), τ)|)dτ, t ∈ [0, T ∗0 ],

|u−∗i (x, t)| ≤ α1 + β1 + γ1(1 + |ũ±∗(s∗(χu
∗−,s∗
i ), χu

∗−,s∗
i )|)+

+

t∫
χ−i [u−∗,s∗](x,t)

f1(1 + |ϕ−i [u−∗](τ ;x, t), u−∗(ϕ−i [u−∗](τ ;x, t), τ)|)dτ, (x, t) ∈ Ds∗−
T ∗0

,

|u+∗i (x, t)| ≤ α1 + β1 + γ1(1 + |ũ±∗(s∗(χu
∗+,s∗

i ), χu
∗+,s∗

i )|)+

+

t∫
χ+
i [u

+∗,s∗](x,t)

f1(1 + |ϕ+
i [u+∗](τ ;x, t), u+∗(ϕ+

i [u+∗](τ ;x, t), τ)|)dτ, (x, t) ∈ Ds∗+
T ∗0

,

i, як наслiдок, для всiх t ∈ [0, T ∗0 ] справджуються нерiвностi

S(t) ≤ |s0|+
t∫

0

g1(1 + |S(τ),U−(τ),U+(τ)|)dτ,

U−(t) ≤ α1 + β1 + γ1(1 + |U−(t),U+(t)|) +

t∫
0

f1(1 + S1 + |S(τ),U−(τ)|)dτ,
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U+(t) ≤ α1 + β1 + γ1(1 + |U−(t),U+(t)|) +

t∫
0

f1(1 + S1 + |S(τ),U+(τ)|)dτ.

У пiдсумку маємо

S(t) ≤ |s0|+
t∫

0

g1(1 + US(τ))dτ,

|U−(t),U+(t)| ≤ α1 + β1 + γ1(1 + |U−(t),U+(t)|) +

t∫
0

f1(1 + S1 + US(τ))dτ.

Останню нерiвнiсть перепишемо у виглядi

|U−(t),U+(t)| ≤ α1 + β1 + γ1
1− γ1

+
1

1− γ1

t∫
0

f1(1 + S1 + US(τ)) dτ.

Позначимо

C1
df
= max

{
|s0|+ g1T,

α1 + β1 + γ1 + f1(1 + S1)T

1− γ1

}
,

C2
df
= max

{
g1,

f1
1− γ1

}
.

Об’єднуючи отриманi нерiвностi, маємо

US(t) ≤ C1 + C2

t∫
0

US(τ) dτ,

звiдки на пiдставi леми Гронуолла – Беллмана отримуємо обмеження

US(t) ≤ C1e
C2T , t ∈ [0, T ∗0 ].

Позначимо

C3
df
= C1e

C2T , U df
= C3 + 1, S df

= max
t∈[0,T ],|s,u±|≤C3

|g(s, t, u±)|+ 1.

Визначимо такi множини:

D1
T,U = {(x, t, u) ∈ Rn+2 : 0 ≤ t ≤ T, s1(t) ≤ x ≤ s2(t), |u| ≤ U},

D2
T,U ,S = {(s, t, u±) ∈ R2n+2 : 0 ≤ t ≤ T, s0 − St ≤ s ≤ s0 + St, |u±| ≤ U},

D3
T,U = {(t, ũ±) ∈ Rk−+k++1 : 0 ≤ t ≤ T, |ũ±| ≤ U}.
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Введемо iншi позначення:

H = max
(x,t,u)∈D1

T,U

|λ±(x, t, u)|, F = max
(x,t,u)∈D1

T,U

|f±(x, t, u)|,

d =
1

2
min

i∈{1,...,n},t∈[0,T ],
(x,t,u)∈D1

T,U ,(s,t,u
±)∈D2

T,U,S

{
|λ−i (x, t, u)− s′1(t)|, |λ+i (x, t, u)− s′2(t)|,

|λ−i (x, t, u)− g(s, t, u±)|, |λ+i (x, t, u)− g(s, t, u±)|
}
,

i нехай сталi h0, f0, g0, z0 визначено з умов
λ−i ∈ Lip (D1

T,U , h0), λ
+
i ∈ Lip (D1

T,U , h0), i ∈ {1, . . . , n},
f−i ∈ Lipx,u(D1

T,U , f0), f
+
i ∈ Lipx,u(D1

T,U , f0), i ∈ {1, . . . , n},
g ∈ Lip (D2

T,U ,S , g0),

γ−i ∈ Lip (D3
T,U , z0), i ∈ I−, γ

+
i ∈ Lip (D3

T,U , z0), i ∈ I+.
Згiдно з умовою 11 теореми 2 маємо d > 0. Позначимо

K =
2z0
d

(S + H),

i нехай сталi C1, . . . , C24 визначено через сталi H,F,S, d, h0, f0, g0, β0, z0, S0 за тими ж фор-
мулами, що й сталi C1, . . . , C24 через Λ, F, S, δ, λ0, f0, g0, β0, γ0, S0. Зазначимо, що Ci ≤ Ci,
i ∈ {1, . . . , 24}.

Використаємо обмеження 13 теореми 2 i замiнимо нерiвностi (27) сильнiшими спiввiд-
ношеннями

L∗x ≥ C13 + α0e
2λ0 , (28)

T ∗0 ≤
mint∈[0,T ]{s0 − s1(t)− St, s2(t)− s0 − St, 1, d}

C22 + C23α0 + C24L∗x
. (29)

Позначимо
m

df
= min

t∈[0,T ]

{
s0 − s1(t)− St, s2(t)− s0 − St, 1, d

}
.

Вiдповiдно до умови 12 теореми 2 маємо m > 0. Зазначимо, що умови теореми 2 та обме-
ження г) простору M дають змогу скористатися для оцiнки 4kϕ наслiдком 5 замiсть на-
слiдку 1, що спрощує нерiвнiсть (28) до вигляду

L∗x ≥ C13 + α0.

Замiнимо цю нерiвнiсть рiвнiстю та пiдставимо у спiввiдношення (29). Тодi одержимо

T ∗0 ≤
m

C22 + C23α0 + C24(C13 + α0)
=

1

C25 + C26α0
.
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Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що α0 ≥ 1, i посилимо останню нерiвнiсть
через

T ∗0 ≤
1

(C25 + C26)α0
,

яку також замiнимо рiвнiстю.
Отже, одержимо остаточнi значення параметрiв Lx, T0 :

L∗x = C13 + α0, T ∗0 =
1

C27α0
.

Продовжимо отриманий узагальнений розв’язок (u−∗, u+∗, s∗) у напрямку зростання
змiнної t, для чого розглянемо задачу (1) – (3), (6), (26) при t ≥ T ∗0 з початковими умовами

s(T ∗0 ) = s∗(T ∗0 ),

u−(x, T ∗0 ) = u−∗(x, T ∗0 ), x ∈ [s1(T
∗
0 ), s∗(T ∗0 )],

u+(x, T ∗0 ) = u+∗(x, T ∗0 ), x ∈ [s∗(T ∗0 ), s2(T
∗
0 )].

Замiна змiнної t̃ = t − T ∗0 зводить цю задачу до задачi вигляду (1) – (6), (26), вихiднi
данi якої задовольняють достатнi умови iснування та єдиностi узагальненого розв’язку
(u−∗∗, u+∗∗, s∗∗) ∈ M∗∗ = M(T ∗∗0 , L∗∗x ), де

L∗∗x = C13 + L∗x, T ∗∗0 =
1

C27L∗x
,

до того ж
|u−∗∗(x, t̃)| ≤ C3, (x, t̃)∈Ds∗∗−

T ∗∗0
,

|u+∗∗(x, t̃)| ≤ C3, (x, t̃)∈Ds∗∗+
T ∗∗0

,

|s∗∗(t̃)| ≤ C3, t̃∈ [0, T ∗∗0 ].

Отже, отримано розв’язок (u−∗, u+∗, s∗) задачi (1) – (6), (26), визначений на часовому
промiжку [0, T ∗0 + T ∗∗0 ]. Цей розв’язок можна знову продовжити в напрямку зростання
змiнної t, причому можливi два варiанти: за скiнченну кiлькiсть крокiв ми досягнемо лiнiї
t = T, або ж цей процес триватиме нескiнченно без досягнення лiнiї t = T.

Нехай тепер маємо узагальнений розв’язок (u−∗, u+∗, s∗) задачi (1) – (6), (26), визначе-
ний на часовому промiжку [0, T ∗0 +T ∗∗0 +. . .+TN−10 ].Продовжимо цей розв’язок у напрямку
зростання змiнної t, розглянувши задачу (1) – (3), (6), (26), при t ≥ T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10

з початковими умовами

s(T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 ) = s∗(T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 ),

u−(x, T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 ) = u−∗(x, T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 ),

x ∈ [s1(T
∗
0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 ), s∗(T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 )],
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u+(x, T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 ) = u+∗(x, T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 ),

x ∈ [s∗(T ∗0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 ), s2(T
∗
0 + T ∗∗0 + . . .+ TN−10 )].

Замiна змiнної t̃ = t − T ∗0 − T ∗∗0 − . . . − T
N−1
0 також зводить цю задачу до задачi вигляду

(1) – (6), (26), вихiднi данi якої задовольняють достатнi умови iснування та єдиностi уза-
гальненого розв’язку (u−N , u+N , sN ) ∈ MN = M(TN0 , LNx ), де

LNx = C13 + LN−1x , TN0 =
1

C27LN−1x

.

Iз рекурентної формули для LNx виводимо

LNx = 2C13 + LN−2x = . . . = (N − 1)C13 + L∗x = NC13 + α0,

тому

TN0 =
1

C27((N − 1)C13 + α0)
≥ 1

C28N
.

Оскiльки
∞∑
N=1

TN0 ≥
∞∑
N=1

1

C28N
= ∞,

то за скiнченну кiлькiсть крокiв ми досягнемо лiнiї t = T. Отже, умови теореми 2 дають
змогу отримати глобальний узагальнений розв’язок задачi (1) – (6), (26), визначений на
часовому промiжку [0, T ], де значення T є як завгодно великим.

Теорему 2 доведено.

Зауваження. За деяких додаткових припущень щодо знакосталостi та монотонностi
функцiй γ±i (t, y, z) справджується аналогiчна теорема i про глобальну розв’язнiсть задачi
(1) – (7). Умови (26) вибрано замiсть умов (7) лише для менш громiздких викладок.
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