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We give a substantiation of a parametrization method for a differential equation, in a Banach space, with
an unbounded operator coefficient. We propose an algorithm for finding bounded generalized solutions
with an arbitrary degree of precesion.

Обосновывается метод параметризации для дифференциального уравнения в банаховом про-
странстве с неограниченным операторным коэффициентом. Предложен алгоритм нахожде-
ния обобщенных ограниченных решений произвольного порядка точности.

Вступ. На осi R розглядається лiнiйне еволюцiйне рiвняння

dx

dt
= A(t)x(t) + f(t), (1)

де A(t) — сiм’я лiнiйних замкнених операторiв iз незалежною вiд t областю визначен-
ня D(A(t)) = D ⊂ B, щiльною у вихiдному банаховому просторi B, вектор-функцiя f
належить BC(R, B) — простору неперервних й обмежених функцiй за нормою |||f ||| =
= supt∈R ||f(t)||B.

Питання iснування обмеженого на всiй осi розв’язку диференцiального рiвняння (1)
рiзними методами вивчалося у роботах [1 – 5] у випадку, коли B — скiнченновимiрний
або нескiнченновимiрний простiр. Зазначимо також, що рiвняння (1) може мати сiм’ю
обмежених розв’язкiв (так званi некоректнi задачi), але не при всiх неоднорiдностях [3].
Побудовi наближених методiв для знаходження обмежених розв’язкiв рiвняння (1) при-
свячено ряд праць (див., наприклад, [6]). При цьому розглядаються, як правило, алгорит-
ми лише у випадку, коли рiвняння (1) має вигляд системи звичайних диференцiальних
рiвнянь (в цьому випадку завжди supt∈R ||A(t)||L(B) < +∞) i на коефiцiєнти рiвняння на-
кладено умови коректної розв’язностi (щоб для будь-якої неоднорiдностi iснував єдиний
обмежений розв’язок).

У данiй роботi наведено узагальнення методу параметризацiї [6, 7] на випадок необме-
жених операторiв з не обов’язково заданими коректно [8] коефiцiєнтами. Даний алго-
ритм дозволяє знаходити узагальненi обмеженi розв’язки диференцiального рiвняння (1)
за умов їх iснування й у тому випадку, коли породжуючий оператор еволюцiї (у випадку
Rn — фундаментальна матриця) є невiдомим. Для простоти викладу будемо припускати
виконання умов, за яких еволюцiйний оператор вихiдного рiвняння (1) є сильнонеперерв-
ним [2].

У подальшому через l∞(Z,B) традицiйно [9] будемо позначати простiр нескiнченних
послiдовностей x = {xs, s ∈ Z} зi значеннями в банаховому просторi B, якi мають обме-
жену норму ||x||∞ = sups∈Z ||xs||B.
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Позначимо також через l∞(Z;C([(s − 1)h; sh);B)), h > 0, простiр послiдовностей
неперервних й обмежених функцiй x(t) = (xs(t))s∈Z, xs(t) ∈ B, визначених для t ∈
∈ [(s − 1)h; sh) з нормою ||x||l∞(Z;C([(s−1)h;sh);B)) = sups∈Z supt∈[(s−1)h;sh) ||xs(t)||B, яку для
зручностi позначатимемо ||x||1.

Метод параметризацiї. Виберемо шаг h > 0 й розбиття R = ∪+∞s=−∞[(s − 1)h; sh).
Звуження будь-якої функцiї x(t) ∈ BC(R, B) на пiвiнтервал [(s− 1)h; sh) позначатимемо
через xs(t). Тодi рiвняння (1) перетвориться на багатоточкову крайову задачу

dxs(t)

dt
= A(t)xs(t) + f(t), t ∈ [(s− 1)h; sh), (2)

з умовами зшивання в точках розбиття

lim
t→sh−0

xs(t) = xs+1(sh), s ∈ Z. (3)

Позначимо λs = xs((s − 1)h) i на кожному пiвiнтервалi [(s − 1)h; sh) виконаємо замiну
змiнних us(t) = xs(t)− λs. Отримаємо крайову задачу iз параметром

dus(t)

dt
= A(t)(us(t) + λs) + f(t), us((s− 1)h) = 0, t ∈ [(s− 1)h; sh), (4)

lim
t→sh−0

us(t) + λs = λs+1, s ∈ Z. (5)

Задачi (2), (3) та (4), (5) еквiвалентнi в тому сенсi, що якщо система неперервних
i обмежених функцiй (xs(t))s∈Z є розв’язком задачi (2), (3), то система пар (λ, u(t)) =
= (λs, us(t))s∈Z — розв’язок крайової задачi (4), (5). Якщо пара (λ∗, u∗(t)) ∈ l∞(Z, B) ×
×l∞ (Z;C([(s− 1)h; sh);B)) — розв’язок задачi (4), (5), то функцiя x∗(t) = (λ∗s + u∗s(t))s∈Z
належить класу BC(R, B) й задовольняє диференцiальне рiвняння (1) на D.

Перевага задачi (4) полягає в тому, що при фiксованих значеннях параметра λ =
= (λs)s∈Z вона є задачею Кошi й має єдиний розв’язок, який можна знайти [2] з iнте-
грального рiвняння

us(t) =

t∫
(s−1)h

A(τ)[us(τ) + λs]dτ +

t∫
(s−1)h

f(τ)dτ. (6)
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Пiдставляючи us(t) у праву частину (6) i повторюючи цей процес m разiв, отримуємо

us(t) =

 t∫
(s−1)h

A(τ1)dτ1 +

t∫
(s−1)h

A(τ1)

τ1∫
(s−1)h

A(τ2)dτ2dτ1 + . . .

. . .+

t∫
(s−1)h

A(τ1) . . .

τm−1∫
(s−1)h

A(τm)dτm . . . dτ1

λs + t∫
(s−1)h

f(τ1)dτ1 + . . .

. . .+

t∫
(s−1)h

A(τ1) . . .

τm−2∫
(s−1)h

A(τm−1)

τm−1∫
(s−1)h

f(τm)dτmdτm−1 . . . dτ1+

+

t∫
(s−1)h

A(τ1) . . .

τm−2∫
(s−1)h

A(τm−1)

τm−1∫
(s−1)h

A(τm)dτmdτm−1 . . . dτ1. (7)

Звiдси знаходимо lim
t→sh−0

us(t) i, пiдставляючи у (5), одержуємо нескiнченну в обидва боки

операторну систему рiвнянь вiдносно параметрiв λs :

[I + Pm,s(h)]λs − λs+1 = −Fm,s(h)−Rm,s(u, h), (8)

де I — тотожний оператор,

Pm,s(h) =

sh∫
(s−1)h

A(τ1)dτ1 +

sh∫
(s−1)h

A(τ1)

τ1∫
(s−1)h

A(τ2)dτ2dτ1 + . . .

. . .+

sh∫
(s−1)h

A(τ1) . . .

τm−1∫
(s−1)h

A(τm)dτm . . . dτ1,

Fm,s(h) =

sh∫
(s−1)h

f(τ1)dτ1 + . . .

. . .+

sh∫
(s−1)h

A(τ1) . . .

τm−2∫
(s−1)h

A(τm−1)

τm−1∫
(s−1)h

f(τm)dτmdτm−1 . . . dτ1,

Rm,s(u, h) =

sh∫
(s−1)h

A(τ1) . . .

τm−2∫
(s−1)h

A(τm−1)

τm−1∫
(s−1)h

A(τm)us(τm)dτmdτm−1 . . . dτ1.
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Позначимо через Qm,h нескiнченну операторну матрицю, яка вiдповiдає лiвiй части-
нi рiвняння (8). У кожному блоковому рядку матрицi Qm,h ненульовими блоками бу-
дуть лише оператори I + Pm,s(h) та −I. Ввiвши до розгляду злiченнi вектори Pm(h) =
= (. . . , Pm,s(h), Pm,s+1(h), . . .) i Rm(u, h) = (. . . , Rm,s(u, h), Rm,s+1(u, h), . . .), отримаємо
операторне рiвняння

Qm,hλ = −Pm(h)−Rm(u, h). (9)

Легко бачити, що операторна матриця

Qm,h : l∞(Z, B) → l∞(Z, B)

є обмеженим оператором, для якого справедливою є оцiнка

||Qm,h||L(l∞(Z,B)) ≤ 2 +

m−1∑
j=0

1

j!
(αh)j , α = sup

t∈[(s−1)h;sh]
||A(t)||.

Розв’язок задачi (4), (5) з параметром — систему пар (λs, us(t))s∈Z —знаходимо за наступ-
ним алгоритмом.

Крок 1. Початкове наближення λ(0) параметра визначаємо з операторного рiвняння

Qm,hλ = −Fm(h).

На вiдрiзках [(s − 1)h; sh), розв’язуючи задачу Кошi (4) при λs = λ
(0)
s , знаходимо u(0)s (t),

виходячи з (6).

Крок 2. Пiдставляючи знайденi u(0)s (t) у праву частину (7), з рiвняння

Qm,hλ = −Fm(h)−Rm(u0, h)

визначаємо λ(1). На вiдрiзках [(s − 1)h; sh), розв’язуючи задачу Кошi (4) при λs = λ
(1)
s ,

знаходимо u(1)s (t) тощо.

Теорема. Нехай при деяких h > 0 i m ∈ N операторна матриця Qm,h : l∞(Z, B) →
→ l∞(Z, B) є узагальнено-оборотним оператором i виконуються нерiвностi

||Q−m,h|| ≤ γm(h), γm(h) = const,

qm(h) = γm(h)
[
exp(αh)− 1− . . .− (m!)−1(αh)m

]
< 1.

Тодi рiвняння (1) має обмежений розв’язок x(t) ∈ BC(R, B), для якого справедливою є
оцiнка

|||x− x(k)||| ≤ γm(h)
(αh)m

m!
eαh

[qm(h)]
k

1− qm(h)
M(h, c),

(10)

M(h, c) =
[
eαh − 1

]h|||f |||γm(h)m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||∞

+ eαh|||f |||h,

x(k)(t) = u(k)(t) + λ(k).
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Доведення. Зважаючи на узагальнену оборотнiсть Qm,h, вибираємо початковий век-
тор λ(0) з рiвностi

λ(0) = Q−m,h(−Fm(h)) + PN(Qm,h)c,

де c — будь-який фiксований елемент з банахового простору B. Тодi

||λ(0)||∞ = sup
s∈Z
||λ(0)s ||B ≤ ||Q−m,h|| ||Fm(h)||∞ + ||PN(Qm,h)c||∞.

Оскiльки

||Fm(h)||∞ ≤ h|||f |||
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
,

то

||λ(0)||∞ ≤ γm(h)h|||f |||
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||∞.

Згiдно з нашими припущеннями, за параметром λ(0) задача (4) має єдиний розв’язок
(u

(0)
s (t))s∈Z, для якого справджується оцiнка

||u(0)s (t)||B ≤ [eα[t−(s−1)h] − 1]||λ(0)s ||B + eα[t−(s−1)h]|||f |||h.

На пiдставi цього для u(0)(t) отримуємо оцiнку

||u(0)||1 ≤ sup
s∈Z

sup
t∈[(s−1)h;sh)

||u(0)s (t)||B ≤

≤
[
eαh − 1

]h|||f |||γm(h)m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||∞

+ eαh|||f |||h.

З алгоритму далi знаходимо вектор λ(1) = Q−m,h[−Fm(h) − Rm(u
(0), h)] + PN(Qm,h)c, де

елемент банахового простору c ∈ B виберемо таким же чином, як i на попередньому
кроцi. Врахувавши це, оцiнимо рiзницю λ(1) − λ(0) за нормою:

||λ(1) − λ(0)||∞ = ||Q−m,h[−Rm(u
(0), h)]|| ≤ γm(h)||Rm(u(0), h)||∞ ≤ γm(h)||u(0)||

(αh)m

m!
,

тодi

||λ(1) − λ(0)||∞ ≤ γm(h)
(αh)m

m!
×

×

[eαh − 1]

h|||f |||γm(h)m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||

+ eαh|||f |||h

 .

Продовжуючи цей iтерацiйний процес за iндукцiєю, отримуємо нерiвностi

||u(n+1)
s (t)− u(n)s (t)||B ≤ [eα[t−(s−1)]h − 1]||λ(n+1)

s − λ(n)s ||B. (11)
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Визначаючи знову з алгоритму пару векторiв

λ(n+1) = Q−m,h[−Fm(h)−Rm(u
(n), h)] + PN(Qm,h)c,

λ(n) = Q−m,h[−Fm(h)−Rm(u
(n−1), h)] + PN(Qm,h)c

з одним i тим самим елементом c, переконуємось, що для рiзницi λ(n+1)−λ(n) виконується
ланцюг нерiвностей

||λ(n+1) − λ(n)||∞ = ||Q−m,h[Rm(u
(n−1), h)−Rm(u(n−1), h)]||∞ ≤

≤ γm(h)||Rm(u(n−1), h)−Rm(u(n), h)||∞.

Пiдставляючи (11) й обчислюючи повторнi iнтеграли, знаходимо

||Rm(u(n−1), h)−Rm(u(n), h)||∞ ≤

eαh − m∑
j=0

(αh)j

j!

 ||λ(n) − λ(n−1)||∞,
звiдки

||λ(n+1) − λ(n)||∞ ≤ γm(h)

eαh − m∑
j=0

(αh)j

j!

 ||λ(n) − λ(n−1)||∞ =

= qm(h)||λ(n) − λ(n−1)||∞, n ∈ N.

Оскiльки за умови теореми qm(h) < 1, то послiдовнiсть λ(n) = (λ
(n)
s )s∈Z є збiжною до

деякого вектора λ∗ = (λ∗s)s∈Z при n → ∞ i для неї виконується [10] оцiнка

||λ∗ − λ(n)||∞ ≤
(qm(h))

n

1− qm(h)
||λ(1) − λ(0)||∞ ≤

(qm(h))
n

1− qm(h)
γm(h)

(αh)m

m!
M(h, c).

Для послiдовностi u(n)(t) маємо оцiнку

||u(n+1) − u(n)||1 ≤ ||Rm(u(n−1), h)−Rm(u(n), h)||∞,

з якої, як i для параметрiв λ, робимо висновок щодо збiжностi послiдовностi функцiй
u(n)(t) до деякої функцiї u∗(t) i справедливостi оцiнки

||u∗ − u(n)||1 ≤ [eαh − 1]
(qm(h))

n

1− qm(h)
γm(h)

(αh)m

m!
M(h, c).

Враховуючи це, бачимо, що функцiя u∗(t) + λ∗ є обмеженим розв’язком вихiдної задачi,
а (u(n)(t) + λ(n))n∈N — послiдовнiсть, що прямує до нього при n → ∞, i виконується оцiн-
ка (12). Таким чином, теорему доведено.
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