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We construct a linear differential system such that all its solutions are global solutions of a system of
functional-differential equations. We substantiate existence of such a system, and examine some properties
of its solutions.

Построена система линейных дифференциальных уравнений, все решения которой являются
глобальными решениями системы функционально-дифференциальных уравнений. Обосновано
существование такой системы, а также исследованы некоторые свойства ее решений.

У багатьох моделях, в яких описується динамiка процесiв в бiологiї, екологiї, економiцi
та iнших галузях [1, 2], важливо врахувати залежнiсть їх швидкостi в момент часу t вiд
стану процесу або його швидкостi для s ≤ t. Зокрема, це стосується систем лiнiйних
диференцiальних рiвнянь iз запiзненням. Наприклад, такою є модель типу Мальтуса iз
змiнним коефiцiєнтом лiнiйного зростання

dx(t)

dt
= r(t)x(t− τ)

або бiльш загальна модель динамiки популяцiї [3]

dx(t)

dt
=

t∫
−∞

H(t− s)x(s)ds,

де x(t) — чисельнiсть або бiомаса популяцiї, H — ядро, яке характеризує, яким чином
поведiнка розвитку видiв популяцiї в минулому впливає на теперiшнiй рiвень зростання.

В цьому напрямi проводяться численнi дослiдження. Зокрема, системи функцiонально-
диференцiальних рiвнянь на R дослiджувались у роботах [4 – 6].

А. М. Самойленко [7] запропонував апроксимувати систему лiнiйних рiвнянь з вiдхи-
ленням аргументу системою звичайних диференцiальних рiвнянь, всi розв’язки якої були
б розв’язками вихiдної системи на R. Цей пiдхiд дозволив також встановити еквiвалент-
нiсть деяких властивостей розв’язкiв цих систем. Для систем рiвнянь з лiнiйно перетворе-
ним аргументом на пiвосi аналогiчнi питання дослiджено в статтi [8].

У роботах [9, 10] розглянуто застосування запропонованого методу для знаходження
i дослiдження глобальних розв’язкiв деяких типiв функцiонально-диференцiальних рiв-
нянь.

У данiй роботi для системи функцiонально-диференцiальних рiвнянь побудовано сис-
тему рiвнянь без вiдхилення аргументу, всi розв’язки якої є глобальними розв’язками по-
чаткової системи. Розглянуто деякi окремi випадки, а також наведено обґрунтування ме-
тоду.
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Розглянемо систему функцiонально-диференцiальних рiвнянь вигляду

dx(t)

dt
=

0∫
−λ

A(t, η)x(t+ η)dη + f(t), (1)

де t ∈ R, x ∈ Rn, λ ∈ R \ {0}. Як i в [7], побудуємо систему звичайних диференцiальних
рiвнянь

dx(t)

dt
= C(t)x(t) + g(t), (2)

всi розв’язки якої будуть глобальними розв’язками системи рiвнянь (1). Припустимо, що
A(t, ·) при кожному t ∈ R є вимiрною, а A(·, η) при кожному η ∈ [−λ, 0] — неперервна
матрична функцiя та iснує iнтегровна функцiя p : R → R+ така, що ‖A(t, η)‖ ≤ p(η) для
всiх t ∈ R, η ∈ [−λ, 0] (такi умови гарантуватимуть неперервнiсть iнтеграла

∫ 0
−λA(t, η)dη,

див. [11]), C — n-вимiрна матрична функцiя, f, g — векторнi функцiї.
Покажемо, що матрична функцiя C = C(t) i вектор-функцiя g = g(t) задовольняють

рiвняння вигляду

C(t) =

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
t (C)dη, (3)

g(t) = f(t) +

0∫
−λ

t+η∫
t

A(t, η)Ωt+η
s (C) g(s) ds dη. (4)

Тут Ωt
τ (C) — фундаментальна матриця системи диференцiальних рiвнянь (2), яка визна-

чається з рiвняння

Ωt
τ (C) = I +

t∫
τ

C(s)ds+

t∫
τ

C(s)

s∫
τ

C(s1)ds1ds+ . . .

. . .+

t∫
τ

C(s)

s∫
τ

C(s1) . . .

sn−2∫
τ

C(sn−1)dsn−1 . . . ds1 ds+ . . . ,

де I — одинична матриця. Загальний розв’язок системи рiвнянь (2) визначається форму-
лою Кошi

x(t) = Ωt
τ (C)x0 +

t∫
τ

Ωt
s(C)g(s)ds, (5)
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де t ∈ R, τ ∈ R, x0 ∈ Rn. Функцiя (5) задовольняє систему рiвнянь (1), якщо

dx(t)

dt
= C(t)

Ωt
τ (C)x0 +

t∫
τ

Ωt
s(C)g(s)ds

+ g(t) =

=

0∫
−λ

A(t, η)

Ωt+η
τ (C)x0 +

t+η∫
τ

Ωt+η
s (C)g(s)ds

 dη + f(t). (6)

Покладаючи в (6) x0 = 0, отримуємо

C(t)

t∫
τ

Ωt
s(C)g(s)ds+ g(t) =

0∫
−λ

A(t, η)

t+η∫
τ

Ωt+η
s (C)g(s)dsdη + f(t), t ∈ R. (7)

З (6) i (7) випливає рiвняння

C(t)Ωt
τ (C) =

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
τ (C)dη, t ∈ R.

Враховуючи властивостi матрицi Ωt
τ (C), можна зробити висновок, що

C(t) =

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
τ (C)dη(Ωτ

t (C)) =

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
t (C)dη. (8)

Пiдставляючи (8) у (7), одержуємо

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
τ (C)dη(Ωτ

t (C))

t∫
τ

Ωt
s(C)g(s)ds+ g(t) =

0∫
−λ

A(t, η)

t+η∫
τ

Ωt+η
s (C)g(s) ds dη + f(t).

Звiдси випливає, що

g(t) = f(t) +

0∫
−λ

A(t, η)

t+η∫
τ

Ωt+η
s (C)g(s)dsdη−

−
0∫

−λ

A(t, η)Ωt+η
t (C)dη

t∫
τ

Ωt
s(C)g(s)ds =

= f(t) +

0∫
−λ

t+η∫
t

A(t, η)Ωt+η
s (C) g(s) ds dη. (9)
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Отже, якщо всi розв’язки системи рiвнянь (2) є глобальними розв’язками системи рiв-
нянь (1), то матриця C(t) задовольняє рiвняння (3), а вектор-функцiя g(t) — рiвняння (4)
при t ∈ R.

Зауваження. В однорiдному випадку рiвняння (1), (2) наберуть вигляду

dx(t)

dt
=

0∫
−λ

A(t, η)x(t+ η)dη, (10)

dx(t)

dt
= C(t)x(t). (11)

Розв’язок рiвняння (11)

x(t) = Ωt
τ (C)x0 (12)

задовольняє рiвняння (10), якщо

dx(t)

dt
= C(t)Ωt

τ (C)x0 =

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
τ (C)x0dη.

Звiдси для матричної функцiї C(t) маємо

C(t) =

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
τ (C)dη(Ωτ

t (C)) =

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
t (C)dη. (13)

Теорема 1. Нехай у системi диференцiальних рiвнянь (1) матрична функцiя A(t, η)
задовольняє накладенi вище умови, функцiя f визначена i вимiрна за Лебегом та вико-
нуються нерiвностi

‖ A(t, η) ‖≤ α, ‖f(t)‖ ≤ 1, t ∈ R, η ∈ [−λ, 0], (14)

до того ж

2e
2
µ
(
√
1+µ−1)

<
√

1 + µ+ 1, µ =
4

αλ2
. (15)

Тодi iснують визначенi й вимiрнi на R розв’язки C i g рiвнянь (3), (4) вiдповiдно такi, що
‖C‖ ≤ m, ‖g‖ ≤ M, де m i M — деякi сталi, що залежать вiд |λ| та α.

Доведення. Розглянемо рiвняння (3). Його розв’язки будуть неперервними функцiями
внаслiдок умов, якi накладено на матричну функцiю A(t, η). Визначимо оператор S :

SC(t) =

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
t (C)dη (16)
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у просторi C(m) матриць C = C(t), заданих i неперервних на R i таких, що

‖C‖0 = sup
t∈R
‖C(t)‖ ≤ m.

Тодi для SC(t) справджується оцiнка

‖SC‖0 = sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣
0∫

−λ

‖A(t, η)‖eηmdη

∣∣∣∣∣∣ =
α

m
|1− e−λm|.

Тому якщо виконується нерiвнiсть

α|1− e−λm| ≤ m2, (17)

то оператор S переводить простiр C(m) у себе.
Нехай C, C1 ∈ C(m). Для рiзницi SC1(t)− SC(t) маємо

‖SC1 − SC‖ =

∥∥∥∥∥∥
0∫

−λ

A(t, η)Ωt+η
t (C1)dη −

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
t (C)dη

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
0∫

−λ

A(t, η)
[
Ωt+η
t (C1)− Ωt+η

t (C)dη
]∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
0∫

−λ

A(t, η)

 t+η∫
t

C1(s)ds−
t+η∫
t

C(s)ds +

+

t+η∫
t

C1(s)

s∫
t

C1(s1)ds1ds−
t+η∫
t

C(s)

s∫
t

C(s1)ds1ds+ . . .

. . .+

t+η∫
t

C1(s)

s∫
t

C1(s1) . . .

sn−2∫
t

C1(sn−1)dsn−1 . . . ds1ds−

−
t+η∫
t

C(s)

s∫
t

C(s1) . . .

sn−2∫
t

C(sn−1)dsn−1 . . . ds1ds+ . . .

 dη
∥∥∥∥∥∥ .

Побудуємо оцiнку∥∥∥∥∥∥
0∫

−λ

A(t, η)

t+η∫
t

(C1(s)− C(s))ds dη

∥∥∥∥∥∥ ≤ α

∣∣∣∣∣∣
0∫

−λ

t+η∫
t

‖C1(s)− C(s)‖ds dη

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ α

λ2

2
‖C1 − C‖0 =

α|λ|
2m

|λ|m
1!
‖C1 − C‖0.
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Тодi

∥∥∥∥∥∥
0∫

−λ

A(t, η)

 t+η∫
t

C1(s)

s∫
t

C1(s1)ds1ds−
t+η∫
t

C(s)

s∫
t

C(s1)ds1ds

 dη
∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ α

∥∥∥∥∥∥
0∫

−λ

 t+η∫
t

C1(s)

s∫
t

C1(s1)ds1ds+

t+η∫
t

C(s)

s∫
t

C1(s1)ds1ds −

−
t+η∫
t

C(s)

s∫
t

C1(s1)ds1ds−
t+η∫
t

C(s)

s∫
t

C(s1)ds1ds

 dη
∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ α

∥∥∥∥∥∥
0∫

−λ

 t+η∫
t

(C1(s)− C(s))

s∫
t

C1(s1)ds1ds+

t+η∫
t

C(s)

s∫
t

(C1(s)− C(s))ds1ds

 dη
∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ α

∣∣∣∣∣∣
0∫

−λ

 t+η∫
t

s∫
t

‖C1(s)‖ds1ds+

t+η∫
t

‖C(s)‖
s∫
t

ds1ds

 dη

∣∣∣∣∣∣ ‖C1 − C‖0 ≤

≤ αm

∣∣∣∣∣∣
0∫

−λ

(
η2

2
+
η2

2

)
dη

∣∣∣∣∣∣ ‖C1 − C‖0 = 2αm
|λ|3

3!
‖C1 − C‖0 =

2α|λ|
3m

λ2m2

2!
‖C1 − C‖0.

Тому виконується нерiвнiсть

∥∥∥∥∥∥
0∫

−λ

A(t, η)

 t+η∫
t

C1(s)

s∫
t

C1(s1) . . .

sn−2∫
t

C1(sn−1)dsn−1 . . . ds1 ds −

−
t+η∫
t

C(s)

s∫
t

C(s1) . . .

sn−2∫
t

C(sn−1)dsn−1 . . . ds1 ds+ . . .

 dη
∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ αnmn−1 |λ|
n+1

(n+ 1)!
‖C1 − C‖0 =

αn|λ|
(n+ 1)m

|λ|nmn

n!
‖C1 − C‖0.

Звiдси випливає, що

‖SC1(t)− SC(t)‖ ≤
(
α|λ|
2m

|λ|m
1!

+
2α|λ|
3m

λ2m2

2!
+ . . .+

αn|λ|
(n+ 1)m

|λ|nmn

n!

)
‖C1 − C‖0 ≤

≤ α|λ|
m

(e|λ|m − 1)‖C1 − C‖0, t ∈ R. (18)
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Оператор S буде оператором стиску в C(m), якщо виконується нерiвнiсть

α|λ|
m

(e|λ|m − 1) < 1. (19)

Будемо вимагати одночасного виконання нерiвностей (17) i (19). Нехай

2e
αλ2

2
(
√

1+ 4
αλ2
−1) −

√
1 +

4

αλ2
< 1, (20)

тодi рiвняння

α|1− e−λm| = m2

матиме розв’язок такий, що
α|λ|m
α−m2

< 1.

Звiдси одержуємо, що для

m <
1

2
(
√

(αλ)2 + 4α− α|λ|) (21)

будуть одночасно виконуватись нерiвностi (17) i (19).
Розв’язавши наближено нерiвнiсть (20), отримаємо αλ < 4, 6402 . . . .

Отже, при виконаннi нерiвностi (20) для значеньm, якi задовольняють нерiвнiсть (21),
оператор S є оператором стиску i вiдображає простiр у себе. Тобто S має у просторi C(m)
єдину нерухому точку, яка i є розв’язком рiвняння (3).

Розглянемо тепер рiвняння (4). Виконавши в ньому замiну змiнних g = f+z, отримає-
мо рiвняння

z(t) =

0∫
−λ

t+η∫
t

A(t, η)Ωt+η
s (C)(f(s) + z(s))dsdη. (22)

Визначимо оператор S1 у просторi C(M) функцiй z = z(t), заданих i неперервних на R,
таких, що

‖z‖0 = sup
t∈R
‖z(t)‖ ≤ M.

Функцiя S1z(t) буде неперервна на R, до того ж

‖S1z‖0 ≤
α(1 +M)

m2
|λm− 1 + e−λm|.

Отже, якщо
α(1 +M)

m2
|λm− 1 + e−λm| ≤ M,
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то оператор S1 переводить простiр C(M) у себе. Розглянемо рiзницю

‖S1z1(t)− S1z2(t)‖ ≤

 0∫
−λ

‖A(t, η)‖
t+η∫
t

‖Ωt+η
s (C)‖ ds dη

 ‖z1 − z2‖0 ≤

≤ α

∣∣∣∣
0∫

−λ

t+η∫
t

e(t+η−s)dsdη

∣∣∣∣‖z1 − z2‖0 ≤ α

m2
|λm− 1 + e−λm|‖z1 − z2‖0.

При виконаннi умови α|λm − 1 + e−λm| < m2 оператор S1 буде оператором стиску. Вра-
ховучи цю нерiвнiсть, переконуємося, що при

M ≥
α
m2 |λm− 1 + e−λm|

1− α
m2 |λm− 1 + e−λm|

оператор S1 вiдображає C(M) у себе i є стискаючим. Простiр C(M) вiдносно норми ‖·‖0 є
повним нормованим простором, i цього достатньо, щоб iснував єдиний розв’язок рiвняння
(22), а отже i рiвняння (4).

Приклад. У випадку, коли A — стала матриця, враховуючи (8) i (9), для коефiцiєнтiв
C i g рiвняння (2) одержуємо

C = A

0∫
−λ

eCηdη, g(t) = f(t) +A

0∫
−λ

t+η∫
t

eC(t+η−s)g(s) ds dη.

Наступна теорема характеризує властивостi розв’язкiв рiвнянь (3), (4).

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 iA(t, η) та f(t) в системi диференцi-
альних рiвнянь (1) є r разiв неперервно диференцiйовними, перiодичними, квазiперiодич-
ними або майже перiодичними функцiями. Тодi r разiв неперервно диференцiйовними,
перiодичними, квазiперiодичними або майже перiодичними є розв’язки C i g рiвнянь (3)
i (4).

Справдi, iз рiвнянь (3) i (22) випливає, що їх розв’язки мають гладкiсть на порядок
вищу, нiж гладкiсть функцiйA(t, η), f(t). Тому функцiї C(t) i g(t) мають гладкiсть функцiй
A(t, η), f(t). Для завершення доведення теореми 2 доведемо спочатку наступну лему, яка
є аналогом леми в [7, с. 637].

Лема. Нехай виконуються умови теореми 1 та iснує послiдовнiсть τn ∈ R, n =
= 1, 2, . . . , така, що

lim
n→∞

[‖An −A‖0 + ‖fn − f‖0] = 0, (23)

де An = A(t+ τn, η), fn = f(t+ τn).
Тодi розв’язки C i g рiвнянь (3) i (4) задовольняють умову

lim
n→∞

[‖Cn − C‖0 + ‖gn − g‖0] = 0, (24)

де Cn = C(t+ τn), gn = g(t+ τn).
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Доведення. Встановимо спiввiдношення (24) для розв’язкiв рiвнянь (3) i (4). Позначи-
мо Ωt

τ (C) = Ωt
τ (C(s)) i розглянемо спочатку рiзницю Cn − C = C(t+ τn)− C(t). Маємо

Cn − C =

0∫
−λ

A(t+ τn, η)Ωt+τn+η
t+τn (C(s))dη −

0∫
−λ

A(t, η)Ωt+η
t (C(s))dη =

=

0∫
−λ

[A(t+ τn, η)Ωη
0(C(s+ t+ τn))−A(t, η)Ωη

0(C(s+ t))] dη =

=

0∫
−λ

[A(t+ τn, η)Ωη
0(C(s+ t+ τn))−A(t, η)Ωη

0(C(s+ t+ τn)) +

+ A(t, η)Ωη
0(C(s+ t+ τn))−A(t, η)Ωη

0(C(s+ t))] dη =

=

0∫
−λ

[(A(t+ τn, η)−A(t, η))Ωη
0(C(s+ t+ τn)) +

+ A(t, η)(Ωη
0(C(s+ t+ τn))− Ωη

0(C(s+ t)))] dη. (25)

Враховуючи (18) i (25), отримуємо

‖Cn − C‖ ≤
1

m
|1− e−λm|‖An −A‖0 +

α|λ|
m

(e|λ|m − 1)‖Cn − C‖0.

Якщо виконується оцiнка (19), то

‖Cn − C‖ ≤
1
m |1− e

−λm|
1− α|λ|

m (e|λ|m − 1)
‖An −A‖0 =

|1− e−λm|
m− α|λ|(e|λ|m − 1)

‖An −A‖0.

Отже,

lim
n→∞

‖Cn − C‖0 = 0. (26)
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Нехай zn = z(t+ τn). Тодi з урахуванням (22) для рiзницi zn − z одержимо рiвняння

zn − z =

0∫
−λ

η∫
0

A(t+ τn, η)Ωt+η+τn
s+t+τn (C)(f(s+ t+ τn) + z(s+ t+ τn))dsdη−

−
0∫

−λ

η∫
0

A(t, η)Ωt+η
s+t(C)(f(s+ t) + z(s+ t))dsdη =

=

0∫
−λ

η∫
0

[
A(t+ τn, η)Ωη

γ(C(s+ t+ τn)(f(γ + t+ τn) + z(γ + t+ τn)) −

− A(t, η)Ωη
γ(C(s+ t))(f(γ + t) + z(γ + t))

]
dγ dη =

=

0∫
−λ

η∫
0

[
A(t+ τn, η)Ωη

γ(C(s+ t+ τn))f(γ + t+ τn) +

+A(t+ τn, η)Ωη
γ(C(s+ t+ τn))z(γ + t+ τn)−

− A(t, η)Ωη
γ(C(s+ t))f(γ + t)−A(t, η)Ωη

γ(C(s+ t))z(γ + t))
]
dγ dη.

Тому виконується нерiвнiсть

‖zn − z‖ ≤

∥∥∥∥∥
0∫

−λ

η∫
0

(A(t+ τn, η)Ωη
γ(C(s+ t+ τn))f(γ + t+ τn)−

−A(t, η)Ωη
γ(C(s+ t+ τn))f(γ + t+ τn)+

+A(t, η)Ωη
γ(C(s+ t+ τn))f(γ + t+ τn)−A(t, η)Ωη

γ(C(s+ t))f(γ + t+ τn)+

+A(t, η)Ωη
γ(C(s+ t))f(γ + t+ τn)−A(t, η)Ωη

γ(C(s+ t))f(γ + t))dγdη

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥
0∫

−λ

η∫
0

(A(t+ τn, η)Ωη
γ(C(s+ t+ τn))z(γ + t+ τn)−

−A(t, η)Ωη
γ(C(s+ t+ τn))z(γ + t+ τn)+

+A(t, η)Ωη
γ(C(s+ t+ τn))z(γ + t+ τn)−A(t, η)Ωη

γ(C(s+ t))z(γ + t+ τn)+

+A(t, η)Ωη
γ(C(s+ t))z(γ + t+ τn)−A(t, η)Ωη

γ(C(s+ t))z(γ + t))dγdη

∥∥∥∥∥.
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Враховуючи попередньо встановленi оцiнки, маємо

‖zn − z‖ ≤
1

m2
|λm− 1 + e−λm|‖An −A‖0 +

α|λ|
m

(e|λ|m − 1)‖Cn − C‖0+

+
α

m2
|λm− 1 + e−λm|‖fn − f‖0 +

M

m2
|λm− 1 + e−λm|‖An −A‖0+

+
α|λ|M
m

(e|λ|m − 1)‖Cn − C‖0 +
α

m2
|λm− 1 + e−λm|‖zn − z‖0.

Звiдси з урахуванням нерiвностi α|λm − 1 + e−λm| < m2, умови (23) i одержаної рiвностi
(26) випливає, що

lim
n→∞

‖zn − z‖0 = 0,

тому на пiдставi (22) i lim
n→∞

‖gn − g‖0 = 0.

Лему доведено.
Iз доведеної леми випливає справедливiсть теореми 2 для майже перiодичних функцiй

A(t, η), f(t), до того ж частотнi базиси функцiй A(t, η), f(t) та розв’язкiв C i g збiгаються.
Тому теорема 2 є справедливою i для випадку, коли функцiї A(t, η), f(t) перiодичнi чи
квазiперiодичнi.
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