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We consider the problem of eigen oscillations of an ideal fluid in a reservoir that has the form of a right
cylinder with an arbitrary axis-symmetrical bottom with the unperturbed free surface of the liquid covered
with an elastic membrane or a plate. We use the eigen function decomposition of an additionally introduced
spectral problem with a parameter in the boundary-value condition and the method of reservoir meridional
cross-section decomposition to find an analytic solution of the problem. We consider particular examples
of mechanical systems and, by using the proposed algorithm, find solutions, make an analysis of these
solutions, and find frequencies and forms of the oscillations.

Рассматривается задача о свободных колебаниях идеальной жидкости в резервуаре, который
имеет форму прямого кругового цилиндра с произвольным осесимметричным дном и упругую
мембрану или пластинку, покрывающую невозмущенную свободную поверхность жидкости. С
использованием разложения по собственным функциям дополнительно введенной спектраль-
ной задачи с параметром в граничном условии и метода раздела области меридионального се-
чения резервуара найдено аналитическое решение задачи. Рассмотрены конкретные примеры
механической системы, для которых по предложенному алгоритму построены решения, про-
веден их анализ, приведены результаты расчета частот и форм колебаний.

Вступ. Створення резервуарiв великої ємностi для транспортування та збереження рiди-
ни потребує докладного аналiзу можливого резонансного збурення хвильових рухiв рi-
дини. В якостi засобiв обмеження рухливостi рiдини використовують спецiальнi мембра-
ни або тонкi пружнi пластинки, якi покривають вiльну незбурену поверхню рiдини. Такi
пружнi елементи можуть бути використанi на практицi для вирiшення проблеми при збе-
реженнi рiдини в сейсмонебезпечних районах, транспортуваннi рiдких вантажiв назем-
ним (залiзниця, авто), водним(танкери) i повiтряним (лiтаки, ракети) транспортом. При
динамiчних розрахунках таких гiдропружних систем насамперед необхiдно знати спектр
їх власних коливань.

Дослiдженню динамiки рiдини у круговому цилiндрi i в довгому прямокутному каналi
присвячено роботи [1 – 6]. У цих роботах розглядалися заповненi рiдиною резервуари, якi
мають канонiчну форму: прямий круговий цилiндр, довгий прямокутний горизонтально
розмiщений канал. Розробцi менш чутливих до геометрiї резервуара наближених методiв
розв’язання задач гiдропружностi присвячено роботи [7 – 9].

У данiй роботi розглядається задача гiдропружностi про зв’язанi вiльнi коливання рi-
дини та пружного елемента у виглядi мембрани або пластинки, причому рiдина знахо-
диться у резервуарi, який має форму прямого кругового цилiндра з довiльним осесимет-
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ричним дном, а пружний елемент розмiщено на вiльнiй поверхнi рiдини i жорстко закрiп-
лено на стiнках резервуара.

1. Постановка задачi. Розглянемо резервуар, який має форму прямого кругового ци-
лiндра з довiльним осесиметричним дном. Нехай резервуар заповнено iдеальною та не-
стисливою рiдиною на постiйну глибину H = h + hd (h — висота рiдини у цилiндричнiй
частинi посудини, hd — висота осесиметричного дна). Будемо також вважати, що незбу-
рена вiльна поверхня рiдини покрита пружною круговою мембраною (пластинкою) ра-
дiуса r0, жорстко закрiпленою по своєму контуру на стiнках резервуара, а поле гравiта-
цiйних сил паралельне осi симетрiї резервуара. Введемо до розгляду цилiндричну систе-
му координат Orηz таку, що вiсь Oz збiгається з вiссю симетрiї резервуара i спрямована
вгору (протилежно до вектора земного прискорення). Початок системи координат Orηz
розмiстимо у площинi мембрани (пластинки).

Потенцiал змiщень рiдини χ(t, r, η, z) в областi V, зайнятiй рiдиною, визначається iз
розв’язку рiвняння Лапласа, яке в цилiндричних координатах має вигляд
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а на межi областi V виконуються умови
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∫
S0

w dS = 0, (2)

де S i S0 — змочувана поверхня резервуара i незбурена поверхня пружного елемента
вiдповiдно, ~ν — орт зовнiшньої нормалi до межi областi V, w — нормальний прогин мем-
брани в напрямку осi Oz.

Перша гранична умова в (2) — це умова неперетiкання рiдини через поверхню S, дру-
га умова — умова рiвностi змiщень рiдини та пружного елемента на поверхнi їх контакту
S0, а третю умову отримуємо iз умови збереження об’єму нестисливої рiдини.

Вiдповiдно до лiнiйної теорiї коливань рух мембрани описується наступним рiвнянням,
записаним у цилiндричних координатах:
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при граничних умовах

w(t, r, η)|r=r0
= 0, (4)

де T — натяг мембрани, t — час, ρ0 i δ0 — масова густина матерiалу й товщина мембрани,
P (t, r, η) — тиск на мембрану з боку рiдини.

Тиск P (t, r, η) на пружнi елементи визначається з точнiстю до довiльної функцiї часу
за допомогою лiнеаризованого iнтеграла Лагранжа – Кошi за формулою

P (t, r, η) = −ρ
(
∂2χ

∂t2
+ gw

)∣∣∣∣
z=0

, (5)
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де g — модуль вектора прискорення сил ваги, ρ — масова густина рiдини.
Прогин пружної пластинки w(t, r, η) в напрямку осi Oz задовольняє такi умови:

ρ0δ0
∂2w

∂t2
+D∆2w = P (t, r, η), w(t, r, η)|r=r0

= 0,
∂w(t, r, η)

∂r

∣∣∣∣
r=r0

= 0, (6)

де D =
Eδ30

12(1− ν2)
— цилiндрична жорсткiсть пластинки, E, ν — модуль пружностi та

коефiцiєнт Пуассона матерiалу пластинки.
Спiввiдношення (1) – (5) разом з початковими умовами на прогин мембрани однознач-

но визначають взаємозв’язанi рухи мембрани i рiдини в резервуарi. Осьова симетрiя ре-
зервуара i вигляд граничних умов крайових задач дозволяють вiдокремити одну змiн-
ну i сформулювати вiдповiднi крайовi задачi в площинi меридiонального перерiзу Or

π

2
z

порожнини. Далi будемо дослiджувати неосесиметричнi вiльнi коливання механiчної си-
стеми „мембрана – рiдина” („пластинка – рiдина”), для яких головний вектор гiдродина-
мiчних сил, прикладених до рухомого тiла, вiдмiнний вiд нуля. У зв’язку з цим, обмежую-
чись першою модою за кутовою координатою, вiдокремимо часову t та кутову η коорди-
нати за формулами

χ(t, r, η, z) = Φ(r, z) sin η exp (iωt), w(t, r, η) = W (r) sin η exp (iωt), i =
√
−1. (7)

Для спрощення обчислень перейдемо до безрозмiрних величин. Нехай R — характер-
ний лiнiйний розмiр резервуара. Тодi розмiрнi величини будуть пов’язанi з вiдповiдними
безрозмiрними величинами (якi позначено рискою зверху) спiввiдношеннями

(r, z) = (r̄, z̄)R, W = W̄R, Φ = Φ̄R2, r0 = r̄0R, h = h̄R,
(8)
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g
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, δ = γ2 − ε, γ2 =

a

Ω
λ2, ε =

1
Ω
,

де у випадку розмiщення мембрани на вiльнiй поверхнi рiдини Ω = T̄ , а у випадку плас-
тинки — Ω = D̄.

Пiсля застосування формул (7) i переходу до безрозмiрних величин за формулами (8)
(риски над безрозмiрними величинами далi вiдкинемо) у випадку мембрани на вiльнiй
поверхнi рiдини отримаємо граничну задачу на власнi значення

L[W (r)] + δW (r) = −a−1γ2Φ(r, 0), r ∈ [0, r0],

W (r0) = 0, |W (0)| < ∞,
(9)
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W (r) ds = 0.
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У випадку розмiщення на вiльнiй поверхнi рiдини абсолютно пружної пластинки за-
дача гiдропружностi матиме вигляд

− L2[W (r)] + δW (r) = −a−1γ2Φ(r, 0), r ∈ [0, r0],

W (r0) = 0, W ′(r0) = 0, |W (0)| < ∞,
(10)
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∣∣∣∣
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= W (r),
∫
L0

W (r) ds = 0.

У формулах (9) i (10) введено позначення:Q— меридiональний перерiз резервуара, L0 та
L∗ — лiнiї перетину областi Q з поверхнею пружного елемента S0 i змоченою поверхнею
S вiдповiдно, а оператор L означено таким чином:

L =
d2

dr2
+

1
r

d

dr
− 1
r2
.

Iз задач (9) i (10) видно, що функцiя W (r) входить до граничної умови на L0 для функ-
цiї Φ(r, z) i разом з цим рiвняння для функцiї W (r) мiстить функцiю Φ(r, z). Складнiсть
розв’язання задач (9) i (10) полягає в описанiй взаємозалежностi функцiй, оскiльки при
розв’язуваннi потрiбно виконати одночасне iнтегрування рiвнянь для функцiї W (r), зада-
ної на вiдрiзку [0; r0], i рiвнянь для функцiї Φ(r, z), визначеної у двовимiрнiй областi Q.

2. Застосування методу розкладу за власними функцiями крайової задачi з парамет-
ром у граничнiй умовi. Для того щоб звести задачу (9) до однорiдної задачi вiдносно функ-
цiї W (r), введемо до розгляду задачу на власнi значення з параметром у граничнiй умовi,
яка в областi Q формулюється таким чином:

∂2ϕ
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+

1
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∂ϕ

∂r
− 1
r2
ϕ+

∂2ϕ

∂z2
= 0, (r, z) ∈ Q,

(11)
∂ϕ
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∣∣∣∣
L∗

= 0, |ϕ(0, z)| < ∞,

(
∂ϕ

∂ν
− κϕ

)∣∣∣∣
L0

= 0,

де ~ν — орт зовнiшньої нормалi до межi областi Q, а κ — невiдомий безрозмiрний пара-
метр.

За фiзичним змiстом однорiдна задача (11) описує вiльнi коливання iдеальної рiдини
в резервуарi, що розглядається. При цьому квадрат власної частоти коливань σ2 пов’яза-
ний з безрозмiрним параметром κ спiввiдношенням

κ =
σ2R

g
. (12)

Упорядкованi за зростанням власнi значення спектральної задачi (11) позначимо че-
рез κn, вiдповiднi їм власнi функцiї — через ϕn(r, z), n = 1, 2, . . . . У роботi [10] доведено,
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що розв’язки ϕn(r, z) утворюють повну систему функцiй на межi L0 областi Q, спектр
задачi (11) є дискретним i має єдину точку згущення на нескiнченностi, для цих функцiй
виконуються такi умови ортогональностi:

∫
L0

rϕiϕj ds = 0,
∫
L0

r
∂ϕi

∂ν

∂ϕj

∂ν
ds = 0 при i 6= j. (13)

Для прямокутної форми меридiонального перерiзу Q розв’язок задачi (11) можна по-
будувати за допомогою методу вiдокремлення змiнних. Якщо область Q не є прямокут-
ною, а має довiльну форму, то необхiдну кiлькiсть власних значень κn та вiдповiдних їм
функцiй ϕn однорiдної задачi (11) можна знайти за допомогою варiацiйного методу, який
запропоновано в роботi [9].

Оскiльки область меридiонального перерiзу Q, яку розглядаємо в задачi, складається
з канонiчної та неканонiчної пiдобластей, застосуємо до розв’язання спектральної зада-
чi (11) метод декомпозицiї областi на пiдобластi. Суть цього методу полягає в тому, що
область дiлиться лiнiєю подiлу l на пiдобластi, потiм у кожнiй iз новоутворених областей
формулюється вiдповiдна крайова задача, кожна з яких розв’язується одним iз вiдомих
методiв. Цi задачi пов’язанi мiж собою додатковими умовами спряження на лiнiї подi-
лу областей (про цi умови йтиметься нижче). Розв’язавши цi задачi, отримаємо шуканий
розв’язок у цiлiй областi вихiдної задачi.

Рис. 1

ОбластьQ подiлимо лiнiєю подiлу l (z = −h) на двi пiдобластi, якi позначимоQ1 таQ2

(рис. 1). Перша з областей Q1 є меридiональним перерiзом порожнини осесиметрично-
го дна резервуара, а друга Q2 (прямокутник) — меридiональним перерiзом цилiндричної
частини резервуара. Межii областей Q1 та Q2, якi вiдповiдають твердим стiнкам резерву-
ара, позначимо через L1 та L2. В свою чергу, нехай ϕ(1)(r, z) — значення функцiї ϕ(r, z),
яких вона набуває в областi Q1, а ϕ(2)(r, z) — в областi Q2. В результатi можна сформу-
лювати двi крайовi задачi для функцiй ϕ(1)(r, z) i ϕ(2)(r, z) у вiдповiдних областях.
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Крiм граничних умов, отриманих iз умов задачi (11), цi задачi мають додатковi умови
спряження на лiнiї l подiлу областей:

ϕ(1) = ϕ(2),
∂ϕ(1)

∂z
=
∂ϕ(2)

∂z
на l. (14)

Виконання умов спряження (14) у загальному випадку приводить до алгебраїчних сис-
тем рiвнянь, що ускладнює алгоритм побудови функцiй ϕ(1) та ϕ(2). Тому далi замiсть
умов спряження (14) будемо використовувати наближену умову, яку вперше запропону-
вав I. О. Луковський [10]: (

∂ϕ

∂z
− µϕ

)∣∣∣∣
z=z0

= 0, (15)

де µ — деякий невiдомий параметр, що залежить вiд значення z0, z0 — довiльне значення
координати z в областi Q.

Висновок про справедливiсть спiввiдношення (15) було зроблено на основi аналiзу
iснуючих наближених розв’язкiв для ємностей рiзної геометричної форми, якi було зна-
йдено з досить високою точнiстю. Умова (15) значно спрощує задачу продовження розв’яз-
ку спектральної задачi з параметром у граничнiй умовi з однiєї областi в iншу.

В якостi граничної умови на лiнiї l використаємо умову

∂ϕ

∂z
− µϕ = 0 на l. (16)

Використавши спiввiдношення (16), визначимо функцiї ϕ(1) i ϕ(2), як розв’язки таких
крайових задач:

∂2ϕ(1)

∂r2
+

1
r

∂ϕ(1)

∂r
− 1
r2
ϕ(1) +

∂2ϕ(1)

∂z2
= 0, (r, z) ∈ Q1,

(17)

∂ϕ(1)

∂ν

∣∣∣∣∣
L1

= 0,

(
∂ϕ(1)

∂ν
− µϕ(1)

)∣∣∣∣∣
z=−h

= 0

та

∂2ϕ(2)

∂r2
+

1
r

∂ϕ(2)

∂r
− 1
r2
ϕ(2) +

∂2ϕ(2)

∂z2
= 0, (r, z) ∈ Q2,

(18)

∂ϕ(2)

∂ν

∣∣∣∣∣
r=r0

= 0,

(
∂ϕ(2)

∂ν
− µϕ(2)

)∣∣∣∣∣
z=−h

= 0,

(
∂ϕ(2)

∂ν
− κϕ(2)

)∣∣∣∣∣
z=0

= 0.

Перейдемо до розв’язання задач (17), (18). Першу задачу будемо розв’язувати варiа-
цiйним методом, а другу — методом вiдокремлення змiнних. Вибiр методiв розв’язання
було здiйснено на основi форми областей Q1 i Q2 та особливостей застосування кожного
з них.
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Для спектральної задачi (17) з параметром у граничнiй умовi сформулюємо еквiва-
лентну варiацiйну проблему для квадратичного функцiонала:

I =
∫
Q1

(∂ϕ(1)

∂r

)2

+

(
∂ϕ(1)

∂z

)2

+
1
r2

(
ϕ(1)

)2

 r dz dr − µ

∫
l

r
(
ϕ(1)

)2
ds. (19)

Розв’язок варiацiйної задачi шукатимемо методом Трефтца, вибравши початок си-
стеми координат на лiнiї l. Для цього у випадку дослiдження власних неосесиметричних
коливань розглядуваної механiчної системи подамо функцiю ϕ(1)(r, z) у виглядi розши-
реного розкладу [9], використання якого при розв’язаннi спектральних задач дозволяє
пiдвищити точнiсть та кiлькiсть шуканих власних значень µn :

ϕ(1)(r, z) =
N∑

k=1

akVk(r, z) +
p∑

j=p0

cjψ
(1)
j (r, z). (20)

Тут ak, cj — довiльнi сталi, {Vk(r, z)}N
k=1 — система координатних функцiй, побудована

на класi розв’язкiв рiвняння (17), елементи якої є непарними функцiями координати r i
визначаються рекурентними спiввiдношеннями [10]

V1 = r, V2 = rz, Vk+1 =
1

k + 2
(
(2k + 1)zVk − (k − 1)(r2 + z2)Vk−1

)
,

(21)
∂Vk

∂r
=
k

r
Vk − (k − 1)

z

r
Vk−1,

∂Vk

∂z
= (k − 1)Vk−1, k = 2, 3, . . . , N,

а {ψ(1)
j (r, z)}p

j=1 — система власних функцiй базової задачi.
За базову задачу вибрано спектральну задачу

∂2ψ(1)

∂r2
+

1
r

∂ψ(1)

∂r
− 1
r2
ψ(1) +

∂2ψ(1)

∂z2
= 0, (r, z) ∈ Q̂1,

(22)(
∂ψ(1)

∂z
− τψ(1)

)∣∣∣∣∣
z=0

= 0,
∂ψ(1)

∂r

∣∣∣∣∣
r=r0

= 0,
∂ψ(1)

∂z

∣∣∣∣∣
z=−hd

= 0, |ψ(1)(0, z)| < ∞,

де Q̂1 = {(r, z)|0 ≤ r ≤ r0,−hd ≤ z ≤ 0}.
За фiзичним змiстом введена базова задача описує неосесиметричнi коливання рiди-

ни в резервуарi, який має форму прямого кругового цилiндра з плоским дном i глибину
рiдини hd, яка дорiвнює висотi осесиметричного дна. Радiус основи цилiндра дорiвнює r0.
Меридiональним перерiзом утвореної порожнини є прямокутник висотою hd та шири-
ною r0. Точний розв’язок цiєї задачi можна подати у виглядi

ψ
(1)
j (r, z) =

ch (kj(z + hd))
kjJ1(kjr0)sh (kjhd)

J1(kjr), τj = kjth (kjhd), j = 1, 2, . . . , (23)

де kj — коренi рiвняння J ′1(kj r0) = 0, J1(r) — функцiя Бесселя 1-го роду 1-го порядку.
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Використаємо умову мiнiмуму функцiонала (19) для визначення сталих ak, cj iз роз-
кладу (20). В результатi цього спектральна задача (17) зводиться до розв’язування алге-
браїчної системи однорiдних алгебраїчних рiвнянь

(A− µB)~b = 0, (24)

де елементи α̃ij i β̃ij вiдповiдних симетричних матриць A i B обчислюються за формулами

α̃ij =
∫

l∪L1

rṼi
∂Ṽj

∂ν
ds, β̃ij =

∫
l

rṼiṼj ds,

а вектор-стовпчик~b i система координатних функцiй {Ṽk}N0
k=1 мають таку структуру:

{bk}N0
k=1 = {a1, a2, . . . , aN , cp0 , cp0+1, . . . , cp},

{Ṽk}N0
k=1 = {V1, V2, . . . , VN , ψ

(1)
p0
, ψ

(1)
p0+1, . . . , ψ

(1)
p }, N0 = N + p− p0 + 1.

Прирiвнюючи визначник системи (24) до нуля, приходимо до рiвняння для знаходжен-
ня власних значень µ :

|α̃ij − µβ̃ij | = 0.

Як свiдчать результати проведених розрахункiв, при використаннi розкладу (20) на
практицi необхiдно: кiлькiсть N координатних функцiй Vk(r, z) у виразi (20) вибирати з
умови одержання розв’язку крайової задачi iз наперед заданою точнiстю, число p у дру-
гiй сумi цього виразу покласти рiвним числу розраховуваних форм коливань рiдини, при
цьому число p0 вибрати таким чином, щоб при ньому вдалося забезпечити невиродже-
нiсть матриць алгебраїчної системи (24) i потрiбну точнiсть обчислення нижньої частини
спектра задачi (17) для µ1, µ2, . . . , µp0 .

Оскiльки власнi функцiї ϕ(1)
n i власнi значення µn спектральної задачi (17) знайдено,

то переходимо до розв’язування задачi (18) при заданих граничних умовах. Як зазначено
вище, цю задачу можна розв’язати методом вiдокремлення змiнних. В результатi його за-
стосування знаходимо частотний параметр κn i вiдповiдну йому форму вiльних коливань
рiдини ϕ(2)

n (r, z) :

ϕ(2)
n (r, z) =

1
kn

knch (kn(z + h)) + µnsh (kn(z + h))
knsh (knh) + µnch (knh)

Rn(r), (25)

κn = kn
knth (knh) + µn

kn + µnth (knh)
, Rn(r) =

J1(knr)
J1(knr0)

, (26)

де kn — коренi рiвняння J ′1(knr0) = 0, n = 1, 2, . . . .
Отже, знайденi функцiї ϕ(1)

n (r, z) i ϕ(2)
n (r, z) та значення κn цiлком визначають розв’я-

зок допомiжної спектральної задачi (11) в областi Q.
Зауважимо, що спектральну задачу (11) у випадку дослiдження неосесиметричних

форм коливань в областi Q можна було розв’язати без застосування методу декомпозицiї
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областi, для цього потрiбно вiдразу використати варiацiйний метод. За аналогiєю з ви-
разом (20), у виглядi якого шукався розв’язок задачi (17), розклад функцiї ϕ(r, z) матиме
вигляд

ϕ(r, z) =
N∑

k=1

akVk(r, z) +
p∑

j=p0

cjψj(r, z), (27)

де система власних функцiй базової задачi є такою:

ψj(r, z) =
ch (kj(z + (h+ hd)))

kjJ1(kjr0)sh (kj(h+ hd))
J1(kjr). (28)

Пiсля того, як знайдено розв’язок спектральної задачi (11), перейдемо до знаходження
наближених розв’язкiв задач (9) i (10). Для цього запишемо функцiю Φ(r, z) у виглядi
розкладу за власними функцiями ϕn(r, z) :

Φ(r, z) =
∞∑

n=1

Bnϕn(r, z). (29)

Для визначення коефiцiєнтiв розкладу (29) використаємо граничну умову для Φ(r, z) на
контурi L0. Пiдставимо вираз (29) в умову рiвностi змiщень рiдини i мембрани (пластин-
ки) на поверхнi їх контакту:

∞∑
n=1

Bn
∂ϕn(r, z)

∂ν

∣∣∣∣∣
L0

= W (r). (30)

Використаємо умови ортогональностi (13) для знаходження коефiцiєнтiвBn розкладу (29):

Bn =
1
N2

n

∫
L0

rW (r)
∂ϕn

∂ν
ds, N2

n =
∫
L0

r

(
∂ϕn

∂ν

)2

ds. (31)

В результатi розклад (29) функцiї Φ(r, z) набере вигляду

Φ(r, z) =
∞∑

n=1

1
N2

n

∫
L0

rW (r)
∂ϕn

∂ν
dsϕn(r, z). (32)

Обмежившись у розкладi (32) cкiнченним числом членiв M, розв’язання вихiдної за-
дачi гiдропружностi для мембрани зведемо до розв’язання iнтегро-диференцiального рiв-
няння вiдносно функцiї W (r) :

A(W ) = L[W ] + δW = −a−1γ2
M∑

n=1

1
N2

n

∫
L0

rW
∂ϕn

∂ν
drϕn(r, 0) (33)
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при умовах

W (r0) = 0, |W (0)| < ∞. (34)

У випадку пружної пластинки, яка покриває вiльну поверхню рiдини, вiдповiдна зада-
ча гiдропружностi зводиться до розв’язання iнтегро-диференцiального рiвняння

Ã(W ) = −L2[W ] + δW = −a−1γ2
M∑

n=1

1
N2

n

∫
L0

rW
∂ϕn

∂ν
drϕn(r, 0) (35)

при умовах

W (r0) = 0, W ′(r0) = 0, |W (0)| < ∞. (36)

Наближенi розв’язки граничної задачi (33), (34) можна побудувати за допомогою уза-
гальненого методу Бубнова – Гальоркiна [8, 9, 11]. При цьому вихiдна задача зводиться
до алгебраїчної задачi на власнi значення. Нижче при розв’язуваннi задачi (33), (34) за-
стосуємо iнший пiдхiд, який було вперше застосовано в роботi [12]. В результатi викори-
стання цього методу за деяких обставин можна побудувати точний розв’язок граничної
задачi (33), (34). Згiдно з цим методом розв’язок рiвняння (33) записується у виглядi суми
загального розв’язку однорiдного рiвняння A(W ) = 0, що включає в себе сталi iнтегру-
вання, кiлькiсть яких вiдповiдає порядку диференцiального виразу A(W ), та частинного
розв’язку неоднорiдного рiвняння. В результатi пiдстановки отриманого розв’язку в гра-
ничнi умови для функцiї W отримаємо однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
вiдносно сталих iнтегрування, а далi з умови iснування нетривiального розв’язку цiєї сис-
теми прийдемо до характеристичного рiвняння для визначення частотного параметра γ.

Отже, даний метод можна використовувати, якщо вдається знайти, по-перше, загаль-
ний розв’язок однорiдного рiвняння, а, по-друге, частинний розв’язок неоднорiдного. Зро-
зумiло, що зробити це нелегко, але в деяких задачах можливо: точний розв’язок iнтегро-
диференцiального рiвняння було побудовано в задачах гiдропружностi, в яких область,
що зайнята рiдиною, була канонiчною (межi областi збiгаються з координатними по-
верхнями однiєї з ортогональних систем координат) [1, 5, 13]. Отже, канонiчнiсть обла-
стi, зайнятої рiдиною, вiдiграє визначальну роль при побудовi частинних розв’язкiв вiд-
повiдних рiвнянь. При розв’язаннi задач (33), (34) i (35), (36) з використанням описаного
пiдходу зникає необхiднiсть знаходити розклади для шуканих перемiщень мембрани або
пластинки в ряди за системою координатних функцiй [9].

З урахуванням власних функцiй ϕn, знайдених методом декомпозицiї областi, гранич-
на задача (33), (34) набере вигляду

L[W (r)] + δW (r) =
∞∑

n=1

EnRn(r), W (r0) = 0, |W (0)| < ∞, (37)

де

En = −a
−1γ2

H2
nκn

r0∫
0

rW (r)Rn(r) dr, H2
n =

1
2

(
r20 −

1
k2

n

)
. (38)
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В залежностi вiд спiввiдношення мiж безрозмiрними параметрами γ2 i ε параметр δ,
що входить у рiвняння (37), може бути додатним або вiд’ємним. Знак параметра δ має
суттєве значення при знаходженнi загального розв’язку однорiдного диференцiального
рiвняння A(W ) = 0 i подальшому розв’язаннi задачi. Тому для загальностi у рiвняннi (37)
введемо таке позначення:

δ =
{
α2 при δ > 0,
−α2 при δ < 0.

(39)

Загальний розв’язок рiвняння (37) подамо у виглядi

W (r) =
2∑

p=1

CpFp(αr) +
∞∑

n=1

WnRn(r), (40)

де пiд знаком першої суми знаходиться загальний розв’язок однорiдного рiвнянняA(W ) =
= 0, C1 i C2 — довiльнi сталi, а пiд знаком другої суми — частинний розв’язок рiвнян-
ня (37),

F1(r) =
{
J1(r), δ > 0,
I1(r), δ < 0,

F2(r) =
{
Y1(r), δ > 0,
K1(r), δ < 0.

(41)

Тут Y1(r) — функцiя Бесселя 2-го роду 1-го порядку, a I1(r) таK1(r) — модифiкованi функ-
цiї Бесселя вiдповiдно 1- та 2-го роду 1-го порядку.

Згiдно з фiзичним змiстом задачi розв’язки W (r) повиннi бути обмеженими. Функцiя
F2(αr) необмежена при r = 0, тому C2 = 0.

Пiдставивши вираз (40) у рiвняння (37) i порiвнявши коефiцiєнти при Rn(r), отримає-
мо

Wn = − En

k2
n ∓ α2

, α 6= kn. (42)

Слiд зауважити, що у разi наявностi альтернативного знаку∓ у (42) та наведених ниж-
че формулах мiнус вiдповiдає випадку розв’язування задачi (37) при δ > 0, а плюс — при
δ < 0.

Обчислимо значення коефiцiєнтiв En з урахуванням загального розв’язку (40) для
функцiї W (r) i пiдставимо їх у вираз (42). В результатi одержимо рiвнiсть, з якої можна
виразити коефiцiєнти Wn :

Wn = C1un(γ),

де

un(γ) = Gn(γ)

r0∫
0

rF1(αr)Rn(r) dr, Gn(γ) =
a−1γ2

H2
n ((k2

n ∓ α2)κn − a−1γ2)
. (43)
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Визначений iнтеграл, який входить у вираз для un(γ), обчислюється за формулою

r0∫
0

rF1(αr)Rn(r)dr =
αr0F

′
1(αr0)

k2
n ∓ α2

. (44)

Тут i далi штрих означає похiдну лише по аргументу.
В результатi пiдстановки знайдених виразiв для коефiцiєнтiв Wn у вираз (40) функцiя

W (r) набере вигляду

W (r) = C1

(
F1(αr) +

∞∑
n=1

un(γ)Rn(r)

)
. (45)

Iз граничної умови для функцiї W (r) при r = r0 отримаємо рiвняння

C1

(
F1(αr0) +

∞∑
n=1

un(γ)

)
= 0. (46)

З умови iснування нетривiального розв’язку рiвняння (46) отримуємо характеристичне
рiвняння вiдносно параметра γ :

1
αr0

F1(αr0)
F ′

1(αr0)
+

∞∑
n=1

Gn(γ)
k2

n ∓ α2
= 0. (47)

Для визначення iнтервалiв, в яких знаходяться коренi рiвняння (47), скористаємося роз-
кладом доданка лiвої частини на дроби [14]:

1
αr0

F1(αr0)
F ′

1(αr0)
=

∞∑
n=1

1
H2

n(k2
n ∓ α2)

.

Пiсля деяких перетворень у лiвiй частинi рiвняння (47) з урахуванням цього розкладу
отримаємо характеристичне рiвняння у виглядi

∞∑
n=1

κn

H2
n(a−1 + κn) (ξ2n − γ2)

= 0, ξ2n =
(k2

n + ε)κn

a−1 + κn
. (48)

Лiва частина рiвняння (48) є монотонно зростаючою функцiєю параметра γ2 на iнтер-
валi (ξ2n, ξ

2
n+1), яка набуває на ньому значень вiд −∞ до +∞. Отже, мiж двома послiдов-

ними значеннями ξ2n лежить лише один корiнь рiвняння (48). Цим самим визначаються
iнтервали, в яких розташованi власнi значення задачi (37).

Розв’язки вихiдної задачi гiдропружностi (9) — функцiї Wk(r) i Φ(2)
k (r, z) — визнача-

ються за формулами

Wk(r) = C1

(
F1(αkr) +

∞∑
n=1

αkr0
k2

n ∓ α2
k

F ′
1(αkr0)Gn(γk)Rn(r)

)
,

(49)

Φ(2)
k (r, z) = C1

∞∑
n=1

αkr0
a−1γ2

k

F ′
1(αkr0)Gn(γk)Rn(r)Zn(z).
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Розв’язки для функцiї Φ(2)
k (r, z) у формулах (49) — це розв’язки, побудованi в областi

Q2. У формулi (49) введено нову функцiю Zn(z) :

Zn(z) =
knch (kn(z + h)) + µnsh (kn(z + h))

knch (knh) + µnsh (knh)
.

Враховуючи вирази коефiцiєнтiв рядiв для функцiй Wk(r) в формулах (49), можна
зробити висновок, що отриманi розклади для функцiй та їх похiдних до четвертого по-
рядку рiвномiрно збiгаються у промiжку (0; r0).

Перейдемо до розв’язування граничної задачi (35), (36), яка з урахуванням виразiв ϕn

набере вигляду

−L2[W (r)] + δW (r) =
∞∑

n=1

EnRn(r), W (r0) = W ′(r0) = 0, |W (0)| < ∞. (50)

В залежностi вiд знаку безрозмiрного параметра δ введемо для нього таке позначення у
рiвняннi (50):

δ =
{
α4 при δ > 0,
−α4 при δ < 0.

(51)

Загальний розв’язок рiвняння (50) подамо у виглядi

W (r) =
4∑

p=1

CpFp(αr) +
∞∑

n=1

WnRn(r), (52)

де перший доданок — загальний розв’язок однорiдного рiвняння Ã(W ) = 0, Cp, p =
= 1, 4, — довiльнi константи, а другий — частинний розв’язок рiвняння (50).

Функцiї Fp(r) у формулi (52) при δ > 0 мають вигляд

F1(r) = J1(r), F2(r) = Y1(r), F3(r) = I1(r), F4(r) = K1(r),

а при δ < 0

F1(r) = ber1(r), F2(r) = ker1(r), F3(r) = bei1(r), F4(r) = kei1(r),

де ber1(r), bei1(r) та ker1(r), kei1(r) — функцiї Кельвiна 1 та 2-го роду 1-го порядку.
Згiдно з фiзичним змiстом задачi розв’язки W (r) повиннi бути обмеженими. Функцiї

F2(αr) та F4(αr) необмеженi при r = 0, тому C2 = 0, C4 = 0.
Пiдставивши вираз (52) в рiвняння (50) i порiвнявши коефiцiєнти при Rn(r), отримає-

мо

Wn = − En

k4
n ∓ α4

, α 6= kn. (53)
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Як i у випадку з мембраною, у випадку з пластинкою у разi наявностi альтернативного
знаку ∓ у наведених нижче формулах знак мiнус отримано при δ > 0, а плюс — при
δ < 0.

Записавши значення для коефiцiєнтiв En з урахуванням загального розв’язку (52) для
функцiї W (r), пiдставимо отриманi вирази для En у вираз (53). В результатi одержимо
рiвнiсть, з якої можна виразити коефiцiєнти Wn :

Wn = C1u
(1)
n (γ) + C3u

(2)
n (γ),

де

u(1)
n (γ) = Gn(γ)

r0∫
0

rF1(αr)Rn(r) dr, u(2)
n (γ) = Gn(γ)

r0∫
0

rF3(αr)Rn(r) dr,

(54)

Gn(γ) =
a−1γ2

H2
n ((k4

n ∓ α4)κn − a−1γ2)
.

Iз умови W ′(r0) = 0 виразимо сталу C3 через C1 :

C3 = βC1, де β = −F
′
1(αr0)
F ′

3(αr0)
. (55)

В результатi коефiцiєнт Wn матиме вигляд

Wn = C1un(γ), де un(γ) = u(1)
n (γ) + βu(2)

n (γ) =
α3r0

k4
n ∓ α4

Gn(γ)ũn(αr0),

ũn(r) =


2F ′

1(r) при δ > 0,
(F ′

1(r))
2 + (F ′

3(r))
2

F ′
3(r)

при δ < 0.

Пiдставивши знайденi вирази для коефiцiєнтiвWn у вираз (52), отримаємо функцiюW (r) :

W (r) = C1

(
F1(αr) + βF3(αr) +

∞∑
n=1

un(γ)Rn(r)

)
. (56)

Iз граничної умови W (r0) = 0 одержимо рiвняння

C1

(
F1(αr0) + βF3(αr0) +

∞∑
n=1

un(γ)

)
= 0. (57)

В залежностi вiд знаку безрозмiрного параметра δ з умови iснування нетривiального
розв’язку рiвняння (57) отримуємо два характеристичних рiвняння вiдносно параметра γ :

1
αr0

(
F1(αr0)
F ′

1(αr0)
− F3(αr0)
F ′

3(αr0)

)
+

∞∑
n=1

2α2Gn(γ)
k4

n − α4
= 0, (58)
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1
αr0

F1(αr0)F ′
3(αr0)− F3(αr0)F ′

1(αr0)
(F ′

1(αr0))2 + (F ′
3(αr0))2

+
∞∑

n=1

α2Gn(γ)
k4

n + α4
= 0. (59)

Перше рiвняння отримуємо при додатному δ, а друге — при вiд’ємному.
Виходячи з теорiї рядiв Фур’є – Бесселя [14], розглянемо розклад доданка у лiвiй ча-

стинi рiвняння (58) на дроби:

1
αr0

(
F1(αr0)
F ′

1(αr0)
− F3(αr0)
F ′

3(αr0)

)
=

∞∑
n=1

2α2

H2
n(k4

n − α4)
.

Використавши цей розклад, можна визначити iнтервали, в яких знаходяться коренi рiв-
няння (58). Виконавши деякi перетворення у лiвiй частинi рiвняння (58) з урахуванням
цього розкладу, отримаємо характеристичне рiвняння у виглядi

∞∑
n=1

κn

H2
n(a−1 + κn) (ξ2n − γ2)

= 0, ξ2n =
(k4

n + ε)κn

a−1 + κn
. (60)

Розглянемо функцiю Σ(γ2), де Σ — лiва частина рiвняння (60). Функцiя Σ є монотонно
зростаючою функцiєю параметра γ2 на iнтервалi (ξ2n, ξ

2
n+1).На цьому iнтервалi Σ набуває

значень вiд −∞ до +∞. Отже, мiж двома послiдовними значеннями ξ2n лежить лише один
корiнь рiвняння (60) i вiдповiдно (58). Цим визначаються iнтервали, в яких розташованi
власнi значення задачi (50) при δ > 0. По аналогiї з викладеним вище цi ж самi iнтервали
отримаємо для коренiв рiвняння (59) (при δ < 0). При цьому функцiї Wk(r) i Φ(2)

k (r, z)
визначаються за формулами

Wk(r) = C1

[
F1(αkr) + βF3(αkr) +

∞∑
n=1

α3
kr0Gn(γk)
k4

n ∓ α4
k

ũn(αkr0)Rn(r)

]
,

(61)

Φ(2)
k (r, z) = C1

∞∑
n=1

α3
kr0

a−1γ2
k

Gn(γk)ũn(αkr0)Rn(r)Zn(z).

Звернемо увагу на те, що згiдно з запропонованим алгоритмом розв’язку для розра-
хунку власних коливань розглядуваної гiдропружної системи потрiбно розв’язати транс-
цендентнi рiвняння, якi мiстять достатньо велику кiлькiсть власних значень µn, знайде-
них досить точно. Точнiсть обчислення значень µn i велика їх кiлькiсть забезпечується на
основi варiацiйного методу, запропонованого в [9].

Результати, отриманi при розв’язуваннi задачi гiдропружностi про власнi коливання
рiдини у прямому круговому цилiндрi з довiльним осесиметричним дном та пружною мем-
браною (пластинкою) на вiльнiй поверхнi рiдини, можуть бути застосованi до розв’язуван-
ня частинного випадку задачi, коли розглядається резервуар з плоским дном. При цьому
для отримання вiдповiдних формул слiд покласти всi µn = 0.

3. Аналiз розв’язкiв i деякi результати розрахункiв. Наведемо деякi результати розра-
хункiв зв’язаних неосесиметричних коливань мембрани (пластинки) i рiдини в резервуарi
за отриманим вище алгоритмом. Будемо розглядати резервуар, що має форму прямого
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кругового цилiндра з пiвсферичним дном. Радiуси цилiндра, пружного елемента (мем-
брани або пластинки) на вiльнiй поверхнi рiдини та сферичного дна дорiвнюють r0. За
характерний лiнiйний розмiр виберемо радiус r0.

Власнi значення κn крайової задачi (11), що описує задачу про вiльнi неосесиметричнi
коливання рiдини в резервуарi без пружного елемента на її вiльнiй поверхнi, було обчис-
лено трьома методами: 1) класичним варiацiйним методом, коли функцiя ϕ(r, z) є лiнiй-
ною комбiнацiєю системи координатних функцiй (21); 2) „модифiкованим” варiацiйним
методом, у якому функцiю ϕ(r, z) подано у виглядi розкладу (27) за гармонiчними функцi-
ями (21) i власними функцiями ψj(r, z) базової задачi; 3) методом подiлу областi на пiдоб-
ластi, в якому значення µn обчислено за допомогою „модифiкованого” варiацiйного ме-
тоду. Результати, отриманi для власних значень κn методом подiлу областi на пiдобластi,
при рiзних значеннях висоти h добре узгоджуються з обчисленими двома запропоновани-
ми варiацiйними методами.

Перейдемо до аналiзу отриманих розв’язкiв крайової задачi (9), що описує зв’язанi
коливання рiдини та пружної мембрани на її вiльнiй поверхнi в резервуарi розглянутої
геометричної форми. Наведенi нижче результати обчислень для системи „мембрана –
рiдина” було отримано при наступних значеннях безрозмiрних параметрiв системи:

a = 0, 01, T = 0, 1, r0 = 1, h = 1. (62)

В табл. 1 наведено збiжнiсть перших п’яти власних значень задачi (37) в залежностi
вiд кiлькостi членiв M у розкладах (49) у випадку резервуара, що має форму прямого
кругового цилiндра з пiвсферичним дном. Результати отримано при параметрах (62).

Аналiз даних табл. 1 показує, що приM = 2 вiдносна помилка обчислень для першого
власного значення λ1 не перевищує 0, 45%, а для другого — 5, 81%, де за „точнi” прийнято
обчисленi при M = 30 значення. При M = 8 отримано значення λi, i = 1, 5, з трьома –
п’ятьма „точними” значущими цифрами i вiдносною похибкою не бiльше 0, 25%, а при
M = 20 кiлькiсть цифр зростає до чотирьох – шести i похибка зменшується до 0, 005%.
Варто зауважити, що першi три власних значення з табл. 1 при параметрах (62) визнача-
лися з характеристичного рiвняння (47), отриманого при δ < 0, а всi iншi — з рiвняння,
отриманого при δ > 0.

Таблиця 1

M λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

2 2,3630716 5,8561481 — — —
4 2,3535132 5,5479714 9,5574036 14,895776 —
6 2,3527868 5,5375007 9,4848477 14,077721 19,268452
8 2,3526487 5,5356389 9,4743975 14,036335 19,113146

10 2,3526087 5,5351087 9,4715653 14,026285 19,083895
12 2,3525937 5,5349129 9,4705391 14,022780 19,074380
16 2,3525840 5,5347851 9,4698769 14,020564 19,068575
20 2,3525812 5,5347494 9,4696929 14,019957 19,067018
24 2,3525802 5,5347364 9,4696260 14,019737 19,066461
30 2,3525797 5,5347291 9,4695889 14,019616 19,066154
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Таблиця 2

M̃ λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

2 2,3630652 5,8560383 32,014022 42,107130 52,098094
4 2,3535073 5,5479048 9,5573872 14,896363 50,989503
6 2,3527809 5,5374351 9,4848309 14,077909 19,269248
8 2,3526429 5,5355734 9,4743806 14,036513 19,113831
10 2,3526028 5,5350432 9,4715485 14,026461 19,084560
12 2,3525879 5,5348475 9,4705223 14,022955 19,075040
16 2,3525781 5,5347197 9,4698600 14,020739 19,069230
20 2,3525754 5,5346840 9,4696760 14,020131 19,067673
22 2,3525754 5,5346840 9,4696760 14,020131 19,067673

Порiвняємо одержанi результати з отриманими при розв’язуваннi iнтегро-диференцi-
ального рiвняння (33) за допомогою узагальненого методу Бубнова – Гальоркiна, в якому
координатнi функцiї не задовольняють головнi граничнi умови задачi. Для розв’язування
даної задачi за допомогою цього пiдходу використано опублiкованi ранiше результати [9],
на основi яких здiйснено побудову наближеного розв’язку задачi.

В табл. 2 вiдображено вплив кiлькостi M̃ власних функцiй ϕn(r, z) у розкладi для
складової потенцiалу змiщень рiдини Φ(r, z) на точнiсть обчислення початкової частини
спектра задачi для неосесиметричних коливань, причому в узагальненому методi Бубно-
ва – Гальоркiна використовувалось 20 координатних функцiй. Наведенi результати свiд-
чать про те, що при використаннi двох власних функцiй отримуємо перше власне значен-
ня λ1 вихiдної задачi з помилкою, яка не перевищує 0, 5%, а при побудовi розв’язку за
20-ма власними функцiями — граничне значення для кожного обчислюваного частотно-
го параметра, знайденого цим методом.

Порiвняння даних табл. 1 i 2 дозволяє зробити висновок про те, що помилка обчислен-
ня перших п’яти частотних параметрiв за допомогою розглянутого аналiтичного методу
при параметрах (62) та M = 30 не перевищує 0, 01%, причому наведенi значення λn ма-
ють чотири – шiсть правильних значущих цифр.

Графiки перших трьох форм коливань мембрани при a = 0, 01 i двох значеннях па-
раметра T = 0, 1 (а) i T = 0, 0004 (б) зображено на рис. 2. Нормування форм коливань
мембрани здiйснювалося таким чином, щоб їхнi максимальнi значення дорiвнювали оди-
ницi при r ∈ [0, 1].

З рис. 2, б видно, що при малих значеннях параметра T форми коливань мембрани
мають бiльшу змiнюванiсть у вузькiй областi, що прилягає до закрiпленого її краю. При-
чиною цього є те, що в розглянутому випадку рiвняння для прогинiв мембрани буде мати
малий параметр при старшiй похiднiй, i, отже, розв’язки цих рiвнянь можуть мати бiль-
шi градiєнти у вузьких примежових шарах. Варто зауважити, що при апроксимацiї таких
розв’язкiв вiдрiзками скiнченних рядiв необхiдно брати для забезпечення заданої точнос-
тi обчислень досить велику кiлькiсть членiв у цих рядах.

На рис. 3, a вiдображено залежнiсть перших трьох власних значень задачi вiд безроз-
мiрного параметра глибини h рiдини в цилiндричному резервуарi з пiвсферичним дном
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а б

Рис. 2

а б

Рис. 3

при параметрах (62). При цьому суцiльнi лiнiї вiдображають залежнiсть при T = 0, 1,
а штриховi — при T = 0, 5. При збiльшеннi параметра натягу T величини частотних
параметрiв λn також збiльшуються.

На рис. 3, б вiдображено залежнiсть власних значень вiд висоти h в iншому масштабi
осi λ при T = 0, 1. При цьому на осi λ при h = 0 вiдкладено власнi значення, якi отримано
у роботi [9] для резервуара у формi пiвсфери. Власнi значення, обчисленi у випадку ре-
зервуара у формi прямого цилiндра з пiвсферичним дном, при зменшеннi висоти h рiдини
прямують до цих значень.

Розглянемо далi випадок задачi гiдропружностi, в якому вiльна поверхня рiдини по-
крита пружною пластинкою. При цьому наведемо аналiз розв’язкiв крайової задачi (10).
Як i для розглянутого вище прикладу з мембраною, будемо розглядати резервуар тiєї ж
геометричної форми i розмiрiв. Результати, наведенi далi в таблицях, отримано при без-
розмiрних величинах (62), при цьому замiсть параметра натягу мембрани T розглядається
параметр жорсткостi пластинки D = 0, 02.

В табл. 3 для випадку резервуара, що має форму прямого кругового цилiндра з пiвсфе-
ричним дном, наведено збiжнiсть перших п’яти власних значень задачi (50) в залежностi
вiд кiлькостi членiв M у розкладах (61).
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Таблиця 3

M λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

2 5,2137490 24,174920 — — —
4 5,2084679 19,998449 48,307341 114,41092 —
6 5,2084290 19,990708 48,040627 91,470019 152,73693
8 5,2084273 19,990366 48,030549 91,341429 151,56481
10 5,2084271 19,990331 48,029540 91,329444 151,47699
12 5,2084271 19,990325 48,029375 91,327520 151,46348
16 5,2084270 19,990324 48,029328 91,326975 151,45972
20 5,2084270 19,990324 48,029323 91,326922 151,45936
24 5,2084270 19,990324 48,029323 91,326914 151,45930
30 5,2084270 19,990324 48,029322 91,326912 151,45928

Таблиця 4

M̃ λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

2 5,2138061 24,174800 149,22805 263,30525 404,03254
4 5,2085248 19,998385 48,307298 114,41086 378,70452
6 5,2084859 19,990644 48,040584 91,469990 152,73695
8 5,2084842 19,990302 48,030505 91,341400 151,56483
10 5,2084840 19,990268 48,029496 91,329415 151,47701
12 5.2084840 19,990262 48,029331 91,327490 151,46350
16 5,2084839 19,990260 48,029284 91,326946 151,45974
20 5,2084839 19,990260 48,029280 91,326893 151,45938
24 5,2084839 19,990260 48,029280 91,326893 151,45938

Данi табл. 3 свiдчать про те, що вiдносна помилка обчислень для першого власного
значення λ1 приM = 2 не перевищує 0, 11%, а для другого — 21%, де за „точнi” прийнято
обчисленi при M = 30 значення. При M = 8 знайдено значення λi, i = 1, 4, з трьома –
сiмома „точними” значущими цифрами i вiдносною похибкою не бiльше 0, 02%, а при
M = 16 кiлькiсть цифр усiх п’яти частотних параметрiв зростає до п’яти – семи i похибка
зменшується до 0, 001%. Зауважимо, що перше власне значення в табл. 3 визначалося з
характеристичного рiвняння (59), отриманого при δ < 0, а всi iншi — з рiвняння (58),
отриманого при δ > 0.

Перейдемо до аналiзу наближеного розв’язку задачi, який отримано при розв’язуван-
нi iнтегро-диференцiального рiвняння (35) за допомогою узагальненого методу Бубно-
ва – Гальоркiна. Реалiзацiю цього пiдходу здiйснено на основi опублiкованих ранiше ре-
зультатiв [9].

В табл. 4 вiдображено вплив кiлькостi M̃ власних функцiй ϕn(r, z) у розкладi для
складової потенцiалу змiщень рiдини Φ(r, z) на точнiсть обчислення початкової части-
ни спектра задачi для неосесиметричних коливань. В узагальненому методi Бубнова –
Гальоркiна було використано 20 координатних функцiй. Наведенi результати свiдчать
про те, що при використаннi двох власних функцiй отримуємо перше власне значення
λ1 вихiдної задачi з помилкою, яка не перевищує 0, 11%, а при побудовi розв’язку за 20-
ма власними функцiями — граничне значення для кожного обчислюваного частотного
параметра, знайденого цим методом.
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Порiвняльний аналiз даних табл. 3 i 4 свiдчить про те, що помилка обчислення перших
п’яти частотних параметрiв λn системи „пластинка – рiдина”, отриманих на основi аналi-
тичного методу при M = 30, не перевищує 0, 0011%, при цьому знайдено чотири – шiсть
правильних значущих цифр значень λn. Розбiжнiсть в п’яти – семи знаках табл. 1 i 2, 3 i 4
зумовлена неточнiстю визначення κn для нижчих форм коливань на основi методу спря-
ження.

При iнших параметрах системи наведена збiжнiсть не порушується. При реалiзацiї
обох пiдходiв на ПЕОМ бiльш швидким є пiдхiд, який базується на аналiтичному розв’яз-
ку задачi, при умовi наявностi обчислених наближених значень µn, розв’язкiв задачi (17).

Графiки перших трьох форм коливань пластинки при значеннях параметрiв a = 0, 01
i D = 0, 02 (a) та D = 10−6 (б) зображено на рис. 4. На рис. 5, a зображено графiки
залежностi перших трьох власних значень задачi вiд безрозмiрного параметра глибини
h рiдини в резервуарi з осесиметричним дном при параметрах (62) i D = 0, 02 (суцiльнi
лiнiї), D = 0, 1 (штриховi лiнiї). При зростаннi висоти h у резервуарi з осесиметричним
дном шуканi власнi значення зростають i стають майже сталими, наближаючись до влас-
них значень, отриманих при розрахунках для резервуара з плоским дном, заповненого
рiдиною на висоту h. На рис. 5, б показано залежнiсть власних значень (чотирьох) вiд
висоти h в iншому масштабi осi λ.

а б

Рис. 4

а б

Рис. 5
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Таблиця 5

a 0,001 0,005 0,01 ζ, % 0,001 0,005 0,01 ζ, %
T = 0, 1 D = 0, 02

λ1
2,376
1,845

2,365
1,837

2,353
1,826

22,4
5,272
5,006

5,244
4,978

5,208
4,945

5,06

λ2
5,673
5,154

5,610
5,097

5,535
5,029

9,15
20,52
20,37

20,28
20,14

19,99
19,85

0,72

λ3
9,837
9,380

9,668
9,219

9,470
9,030

4,65
49,96
49,87

49,07
48,98

48,03
47,94

0,19

T = 0, 5 D = 0, 1

λ1
4,391
4,125

4,371
4,107

4,347
4,084

6,06
11,31
11,19

11,25
11,13

11,18
11,06

1,08

λ2
11,77
11,53

11,64
11,34

11,48
4,084

2,05
45,62
45,56

45,09
45,02

44,45
44,38

0,15

λ3
21,18
20,97

20,82
20,62

20,39
20,19

0,99
111,55
111,51

109,57
109,53

107,24
107,20

0,04

У деяких роботах з гiдропружностi розглядають задачу за вiдсутностi поля масових
сил (статичної складової тиску на пружну поверхню), а також безiнерцiйний пружний
елемент на вiльнiй поверхнi рiдини. Цим самим вводяться певнi додатковi припущення.

Для розв’язування задачi гiдропружностi за умови нехтування статичною складовою
тиску на пружну поверхню елемента вираз для безрозмiрного параметра δ слiд розгляда-
ти без доданка ε, а рiвняння (9) i (10) для прогинiв мембрани i пластинки — без доданка
εW (r). Для з’ясування впливу цього члена на розрахунок власних коливань розглядува-
ної системи в табл. 5 наведено першi частотнi параметри системи, отриманi за загальною
схемою розрахунку (верхнi рядки) i за схемою без врахування члена εW (нижнi рядки)
для рiзних значень параметрiв a i T (D). У стовпчиках ζ знаходяться максимальнi значен-
ня вiдносних похибок для кожного iз наведених власних значень, обчислених для рiзних
a та вiдповiдно фiксованих T або D.

Данi табл. 5 свiдчать про те, що нехтування статичною складовою тиску рiдини на по-
верхнi мембрани (пластинки) може призвести до iстотних помилок при обчисленнi зна-
чень частот зв’язаних коливань рiдини й мембрани (пластинки). При цьому цi помилки
практично не залежать вiд вiдносної товщини мембрани (пластинки) i iстотно залежать
вiд її натягу (жорсткостi). Так, у випадку мембрани максимальна вiдмiннiсть вiд „точ-
них” значень для першого власного значення при T = 0, 1 не перевищує 22,4%, а при
T = 0, 5 — 6,06%, вiдповiднi величини для третього власного значення при T = 0, 1 —
4,65%, а при T = 0, 5 — 0,99%. Аналогiчнi результати обчислення значень λ отримано
для гiдропружної системи „пластинка – рiдина”.

При цьому iз наведених результатiв випливає, що зi збiльшенням номера власної час-
тоти системи вiдносна похибка обчислення зменшується. Подiбний характер має i залеж-
нiсть вiдносної похибки вiд величини параметра натягу (жорсткостi). Iз табл. 5 випливає,
що при збiльшеннi T (D) вiдхилення вiд „точних” значень λ зменшується (вiдповiдно при
зменшеннi — збiльшується), a при досить малих значеннях параметрiв T = 0, 004 або
D = 0, 004 досягає значення 92%.

Для розв’язання задачi гiдропружностi при наявностi безiнерцiйного пружного еле-
мента на вiльнiй поверхнi рiдини у рiвняннях (9) i (10) у виразi для безрозмiрного пара-
метра δ слiд знехтувати алгебраїчним доданком γ2. При дослiдженнi коливань цiєї ме-
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ханiчної системи розбiжнiсть отриманих частот зв’язаних коливань з „точними” також
залежить вiд параметра натягу (жорсткостi) i з ростом номера частоти зменшується.

Висновки. В роботi запропоновано аналiтичний розв’язок задачi гiдропружностi про
власнi коливання iдеальної нестисливої рiдини в резервуарi у формi прямого кругово-
го цилiндра з довiльним осесиметричним дном i з пружною мембраною (пластинкою)
на вiльнiй поверхнi рiдини. Пiсля застосування методу розкладу за власними функцiя-
ми додатково введеної спектральної задачi з параметром у граничнiй умовi вихiдну зада-
чу гiдропружностi зведено до однорiдної граничної задачi для iнтегро-диференцiального
рiвняння вiдносно прогину мембрани або пластинки. Використовуючи метод декомпо-
зицiї областi меридiонального перерiзу резервуара, побудовано скiнченне число власних
функцiй i власних значень допомiжної спектральної задачi. На цiй основi знайдено точ-
ний розв’язок отриманого iнтегро-диференцiального рiвняння. В результатi знаходження
власних частот гiдропружної системи зведено до розв’язання трансцендентного рiвняння.
На конкретних прикладах для частково заповненого рiдиною резервуара, що має форму
прямого кругового цилiндра з пiвсферичним дном, наведено аналiз отриманих розв’язкiв
та результати розрахунку частот i форм коливань даної механiчної системи.
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