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We find conditions of existence of continuous bounded solutions for systems of nonlinear functional-dif-
ference equations and study properties of the solutions.

Установлены условия существования непрерывных ограниченных решений систем нелинейных
функционально-разностных уравнений и исследованы их свойства.

Функцiонально-рiзницевi рiвняння вигляду

x(t + 1) = Ax(t) + f(t, x(t), x(qt)), (1)

де A — деяка дiйсна (n × n)-матриця, q = const, f : R × Rn × Rn → Rn, були об’єктом
дослiдження багатьох математикiв i на даний час окремi їх типи досить добре дослiдженi.
Зокрема, в роботах [1 – 5] побудовано основи теорiї систем рiвнянь вигляду

x(t + 1) = A(t)x(t),

x(qt) = A(t)x(t)

у випадку, коли елементи матрицi A(t) є голоморфними функцiями в околi точки t =
= ∞, в роботах [6, 7] дослiджено структуру множини неперервних розв’язкiв системи
(1) у випадку, коли вектор-функцiя f(t, x, y) є лiнiйною вiдносно x i y, а в роботах [8 – 10]
отримано достатнi умови iснування неперервних перiодичних розв’язкiв систем вигляду
(1) i дослiджено їх властивостi. В продовження цих дослiджень у данiй роботi встановлено
умови iснування неперервних при t ∈ R+ (t ∈ R−) розв’язкiв нелiнiйних систем вигляду
(1) i вивчено структуру їх множини.

1. Розглянемо спочатку систему рiвнянь

x(t + 1) = Ax(t) + f(t, x(qt)), (2)

де f : R × Rn → Rn, q — деяка дiйсна стала, у припущеннi, що виконуються наступнi
умови:

1) det A 6= 0, a = |A| < 1, q > 0;
2) вектор-функцiя f(t, x) є неперервною i обмеженою при всiх t ∈ R, x ∈ Rn i задо-

вольняє умову
|f(t, x)− f(t, y)| ≤ l|x− y|,
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де l — деяка додатна стала така, що |A|+ l < 1;
3) sup

t
|f(t, 0)| = M < +∞.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1 – 3. Тодi при достатньо малому l система
рiвнянь (2) має єдиний неперервний i обмежений при t ∈ R розв’язок γ(t).

Доведення. Через C0 позначимо множину неперервних i обмежених при t ∈ R вектор-
функцiй x(t) i за допомогою спiввiдношення

ρ(x(t), y(t)) = ‖x(t)− y(t)‖ = sup
t
|x(t)− y(t)|

введемо в нiй метрику ρ. Тодi, очевидно, множина C0 iз метрикою ρ є повним метричним
простором.

Покажемо, що вiдображення S, яке визначається формулою

Sx(t) = Ax(t− 1) + f(t− 1, x(q(t− 1))), (3)

є вiдображенням стиску простору C0 у себе. Дiйсно, якщо x(t) ∈ C0, то на пiдставi (3)
i умов теореми вектор-функцiя Sx(t) є неперервною й обмеженою при t ∈ R i, отже,
вiдображення S переводить C0 у себе.

Нехай тепер x(t), y(t) ∈ C0. Тодi згiдно з (3) i умовами теореми знаходимо

|Sx(t)− Sy(t)| = |Ax(t− 1) + f(t− 1, x(q(t− 1)))−Ay(t− 1)− f(t− 1, y(q(t− 1)))| ≤

≤ |A| |x(t− 1)− y(t− 1)|+ l|x(q(t− 1))− y(q(t− 1))| ≤ (|A|+ l)‖x(t)− y(t)‖.

Звiдси випливає
ρ(Sx(t), Sy(t)) ≤ (|A|+ l)ρ(x(t), y(t)),

тобто S є вiдображенням стиску простору C0 у себе i, як вiдомо, має єдину нерухому
точку γ(t), що належить C0, i γ(t) = lim

m→∞
Smx∗(t), де x∗(t) — довiльна вектор-функцiя

iз C0.
Теорему 1 доведено.

Наслiдок 1. Якщо виконуються умови 1 – 3, q — цiле додатне число i вектор-функцiя
f(t, x) є T -перiодичною по t, то при достатньо малому l система рiвнянь (2) має єдиний
неперервний T -перiодичний розв’язок γ(t).

Дослiдимо тепер питання про iснування неперервних i обмежених при t ∈ R+ розв’яз-
кiв системи рiвнянь (2). Для цього виконаємо в (2) замiну змiнних

x(t) = y(t) + γ(t), (4)

де γ(t) — неперервний i обмежений при t ∈ R розв’язок системи (2). В результатi отри-
маємо систему рiвнянь для вектор-функцiї y(t) :

y(t + 1) = Ay(t) + F (t, y(qt)), (5)
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де F (t, y(qt)) = f(t, y(qt)+γ(qt))−f(t, γ(qt)), до того ж F (t, 0) ≡ 0 i вектор-функцiя F (t, y)
задовольняє умову 2.

Покажемо, що при деяких додаткових припущеннях система рiвнянь (5) має сiм’ю
неперервних при t ≥ 0 розв’язкiв.

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1, 2 i умови:
4) q > 1, ã aq < 1, де ã = |A−1|;

5)
ãl

1− ãaq
= ∆ < 1.

Тодi система рiвнянь (5) має сiм’ю неперервних i обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв у
виглядi ряду

y(t) =
∞∑
i=0

yi(t), (6)

де yi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi й обмеженi при t ∈ R+ вектор-функцiї, якi
задовольняють умову

lim
t→+∞

y(t) = 0. (7)

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть систем рiвнянь вигляду

y0(t + 1) = Ay0(t), (80)

y1(t + 1) = Ay1(t) + F (t, y0(qt)), (81)

yi(t + 1) = Ayi(t) + F

(
t,

i−1∑
l=0

yl(qt)

)
− F

(
t,

i−2∑
l=0

yl(qt)

)
, i = 2, 3, . . . , (8i)

i покажемо, що вони мають сiм’ї неперервних i обмежених при t ≥ 0 розв’язкiв, якi задо-
вольняють умови

|yi(t)| ≤ M̃∆iaqt, i = 0, 1, . . . , (9i)

де M̃ — деяка додатна стала.
Дiйсно, система рiвнянь (80) має сiм’ю неперервних розв’язкiв, що залежать вiд до-

вiльної неперервної при t ∈ [0, 1] вектор-функцiї ω(t) i задовольняють умову

|y0(t)| ≤ M̃at. (90)

Далi, пiдставляючи у (81) ряд

y1(t) = −
∞∑

j=0

A−(j+1)F (t + j, y0(q(t + j))), (101)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2009, т . 12, N◦ 4



544 Г. П. ПЕЛЮХ, О. А. СIВАК

можна переконатися, що вiн є її формальним розв’язком. Бiльш того, з огляду на (90) i
умови теореми отримуємо

|y1(t)| ≤
∞∑

j=0

ãj+1l |y0(q(t + j))| ≤ M̃ã l

∞∑
j=0

ãjaq(t+j) ≤ M̃ã l

∞∑
j=0

(ãaq)jaqt ≤

≤ M̃
ãl

1− ãaq
aqt ≤ M̃∆aqt.

Отже, системи рiвнянь (80), (81) мають сiм’ї неперервних при t ≥ 0 розв’язкiв, для кожно-
го з яких виконуються спiввiдношення (90), (91).

Враховуючи умови теореми i оцiнки (90), (91), можна послiдовно показати, що ряди

yi(t) = −
∞∑

j=0

A−(j+1)

[
F

(
t + j,

i−1∑
l=0

yl(q(t + j))

)
−

− F

(
t + j,

i−2∑
l=0

yl(q(t + j))

)]
, i = 2, 3, . . . , (10i)

рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R+ i є розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (8i),
i = 2, 3, . . . . Дiйсно, легко переконатися, що ряди (10i), i = 2, 3, . . . , є формальними
розв’язками систем рiвнянь (8i), i = 2, 3, . . . . Доведемо їх збiжнiсть. Справдi, оскiльки ряд
(101) рiвномiрно збiгається при t ∈ R+, то за iндукцiєю припустимо, що збiжнiсть ряду
(10i) доведено для деякого i ≥ 1, i покажемо, що ряд (10i+1) також рiвномiрно збiгається
при t ∈ R+ i виконується оцiнка (9i+1). На пiдставi (10i+1), (9i) отримуємо

|yi+1(t)| ≤
∞∑

j=0

|A−1|j+1

∣∣∣∣∣F
(

t + j,

i∑
l=0

yl(q(t + j))

)
− F

(
t + j,

i−1∑
l=0

yl(q(t + j))

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ ã l

∞∑
j=0

ãj |yi(q(t + j))| ≤ M̃ã l∆i
∞∑

j=0

ãjaq2(t+j) ≤ M̃ã l∆i
∞∑

j=0

(ãaq)jaqt ≤

≤ M̃∆i ãl

1− ãaq
aqt ≤ M̃∆i+1aqt.

Отже, системи рiвнянь (8i), i = 1, 2, . . . , мають розв’язки у виглядi рядiв (10i), i = 1, 2, . . . ,
що рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R+ до деяких неперервних вектор-функцiй yi(t),
i = 1, 2, . . . , якi задовольняють умови (9i), i = 1, 2, . . . .

Безпосередньо iз (9i), i = 0, 1, . . . , випливає, що ряд (6) рiвномiрно збiгається при всiх
t ∈ R+, виконується оцiнка

|y(t)| ≤ M̃

1−∆
at,

а отже, має мiсце спiввiдношення (7).
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Для завершення доведення теореми 2 достатньо, очевидно, показати, що ряд (6) задо-
вольняє систему рiвнянь (2), тобто виконується тотожнiсть

∞∑
i=0

yi(t + 1) ≡ A

∞∑
i=0

yi(t) + F

(
t,

∞∑
i=0

yi(qt)

)
.

Для цього, очевидно, досить довести, що ряд

F (t, y0(qt)) +
∞∑
i=2

[
F

(
t,

i−1∑
l=0

yl(qt)

)
− F

(
t,

i−2∑
l=0

yl(qt)

)]

рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R+ i його сумою є F (t,
∑∞

l=0 yl(qt)). А це, в свою чергу,
буде доведено, якщо вдасться показати, що при всiх t ∈ R+ має мiсце спiввiдношення

lim
i→∞

F

(
t,

i∑
l=0

yl(qt)

)
= F

(
t,

∞∑
l=0

yl(qt)

)
. (11)

Нехай ε — як завгодно мале додатне число. Тодi згiдно з умовами теореми 2 iснує
такий номер N, що виконується умова

M̃
l

1−∆
∆N+1 < ε.

Далi, з огляду на умови теорем 1, 2 i оцiнки (9i), i = 0, 1, . . . , знаходимо∣∣∣∣∣F
(

t,
∞∑
l=0

yl(qt)

)
− F

(
t,

i∑
l=0

yl(qt)

)∣∣∣∣∣ ≤ l
∞∑

l=i+1

|yl(qt)| ≤ l M̃∆i+1 1
1−∆

< ε

при всiх i ≥ N. Цим самим спiввiдношення (11) i теорему 2 доведено.
Розглянемо тепер систему рiвнянь (2) у випадку, коли умови 1 – 3 виконуються, але

0 < q ≤ 1. Зрозумiло, що в цьому випадку теорема 1 має мiсце, а теорема 2, взагалi ка-
жучи, нi. Тому далi основною нашою метою є встановлення додаткових умов на вектор-
функцiю F (t, x) i матрицю A, при виконаннi яких система рiвнянь (5) має сiм’ю неперерв-
них i обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв, якi задовольняють умову

lim
t→+∞

y(t) = 0.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3. Нехай виконуються умови:
1) det A 6= 0, a = |A| < 1, 0 < q ≤ 1;
2) |F (t, x)− F (t, y)| ≤ l p|t||x− y|, t ∈ R, де 0 < p < 1;

3) ãp < 1,
ãl

1− ãp
= ∆̃ < 1.

Тодi система рiвнянь (5) має сiм’ю неперервних i обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв у
виглядi ряду (6).
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Для доведення теореми достатньо, як i у випадку теореми 2, показати, що послiдов-
нiсть систем рiвнянь (8i), i = 0, 1, . . . , має неперервнi й обмеженi при t ∈ R+ розв’язки у
виглядi рядiв (10i), i = 1, 2, . . . , що задовольняють умови

|yi(t)| ≤ M̃∆̃iaqit, i = 1, 2, . . . . (12i)

Дiйсно, беручи до уваги умови теореми, легко переконатися, що ряд (101) рiвномiрно збi-
гається при всiх t ∈ R+ i задовольняє систему рiвнянь (81). Крiм того,

|y1(t)| ≤
∞∑

j=0

ãj+1l pt+j |y0(q(t + j))| ≤ M̃ãl
∞∑

j=0

ãjaqjpjaqt ≤ M̃ãl
∞∑

j=0

(ãp)jaqt ≤

≤ M̃
ãl

1− ãp
aqt = M̃∆̃aqt,

тобто умова (12i) виконується при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припустимо, що
оцiнку (12i) доведено для деякого i ≥ 1, i встановимо її для i+1. Справдi, на пiдставi умов
теореми, (10i+1) i (12i) отримуємо

|yi+1(t)| ≤
∞∑

j=0

|A−1|j+1

∣∣∣∣∣F
(

t + j,
i∑

l=0

yl(q(t + j))

)
− F

(
t + j,

i−1∑
l=0

yl(q(t + j))

)∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
j=0

ãj+1lpt+j |yi(q(t + j))| ≤ M̃ã l∆̃i
∞∑

j=0

ãjpjaqi+1(t+j) ≤

≤ M̃ã l∆̃i
∞∑

j=0

(ãp)jaqi+1t ≤ M̃∆̃i ã l

1− ãp
aqi+1t = M̃∆̃i+1aqi+1t.

Цим доведено, що умови (12i) виконуються при всiх i ≥ 1. Звiдси безпосередньо випли-
ває, що ряд (6) рiвномiрно збiгається при t ∈ R+ i його сума y(t) задовольняє умову (7).

Для завершення доведення теореми 3 достатньо, очевидно, встановити спiввiдношен-
ня (11) аналогiчно тому, як це було зроблено при доведеннi теореми 2.

2. Розглянемо тепер систему рiвнянь (2) у випадку, коли умови 2, 3 теореми 1 мають
мiсце, а замiсть умови 1 виконується умова:

1′) det A 6= 0, A = diag(A1, A2), де A1, A2 — деякi дiйснi (p × p)- i (r × r)-матрицi
(p + r = n), для яких виконуються спiввiдношення a1 = |A1| < 1, ã2 = |A−1

2 | < 1.

Запишемо систему (2) у виглядi

x̃(t + 1) = A1x̃(t) + f̃(t, x̃(qt), ˜̃x(qt)),
(13)˜̃x(t + 1) = A2

˜̃x(t) + ˜̃f(t, x̃(qt), ˜̃x(qt)),

де x̃ = (x1, . . . , xp), ˜̃x = (xp+1, . . . , xp+r), f̃ = (f1, . . . , fp),
˜̃
f = (fp+1, . . . , fp+r).
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При цьому виконуються умови:

2′) |f̃(t, x̃′, ˜̃x′)− f̃(t, x̃′′, ˜̃x′′)| ≤ l1(|x̃′− x̃′′|+ | ˜̃x′− ˜̃x′′|), |˜̃f(t, x̃′, ˜̃x′)− ˜̃f(t, x̃′′, ˜̃x′′)| ≤ l2(|x̃′−
−x̃′′| + | ˜̃x′ − ˜̃x′′|), де l1, l2 — деякi додатнi сталi, що залежать вiд l(l1 = l1(l), l2 = l2(l),
l1 → 0, l2 → 0 при l → 0).

Теорема 4. Нехай виконуються умови 1′, 2′, 3 i q > 0. Тодi система рiвнянь (13) має
єдиний неперервний i обмежений при t ∈ R розв’язок γ(t) = (γ̃(t), ˜̃γ(t)).

Доведення теореми 4 проводиться за тiєю ж схемою, що i доведення теореми 1. При
цьому вiдображення T = (T1, T2) простору C0 у себе визначається формулами

T1x̃(t) = A1x̃(t− 1) + f̃(t− 1, x̃(q(t− 1)), ˜̃x(q(t− 1))),

T2
˜̃x(t) = A−1

2
˜̃x(t + 1)−A−1

2
˜̃
f(t, x̃(qt), ˜̃x(qt)).

Наслiдок 2. Якщо виконуються умови теореми 4, вектор-функцiї f̃(t, x, y), ˜̃f(t, x, y)
є T -перiодичними по t i q — деяке цiле додатне число, то розв’язок γ(t) = (γ̃(t), ˜̃γ(t)) є
T -перiодичним.

Виконавши в (13) взаємно однозначну замiну змiнних

x̃(t) = ỹ(t) + γ̃(t),
(14)˜̃x(t) = ˜̃y(t) + ˜̃γ(t),

отримаємо систему рiвнянь

ỹ(t + 1) = A1ỹ(t) + F̃ (t, ỹ(qt), ˜̃y(qt)),
(15)˜̃y(t + 1) = A2

˜̃y(t) + ˜̃
F (t, ỹ(qt), ˜̃y(qt)),

де F̃ (t, ỹ(qt), ˜̃y(qt)) = f̃(t, ỹ(qt) + γ̃(qt), ˜̃y(qt) + ˜̃γ(qt))− f̃(t, γ̃(qt), ˜̃γ(qt)), ˜̃F (t, ỹ(qt), ˜̃y(qt)) =

= ˜̃
f(t, ỹ(qt)+γ̃(qt), ˜̃y(qt)+˜̃γ(qt))−˜̃f(t, γ̃(qt), ˜̃γ(qt)). Легко переконатися, що вектор-функцiї

F̃ (t, ỹ, ˜̃y), ˜̃F (t, ỹ, ˜̃y) задовольняють умову 2′ i F̃ (t, 0, 0) ≡ 0,
˜̃
F (t, 0, 0) ≡ 0.

Очевидно, що при виконаннi умов 1′, 2′ система рiвнянь (15) має єдиний неперервний
i обмежений при t ∈ R розв’язок ỹ(t) = 0, ˜̃y(t) = 0. Проте вона має нескiнченно багато
неперервних i обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв.

Теорема 5. Нехай виконуються умови 1′, 2′, q > 1, F̃ (t, 0, 0) ≡ 0,
˜̃
F (t, 0, 0) ≡ 0 i умови:

3′) ã1 aq
1 < 1, ã2 aq

1 < 1, де ã1 = |A−1
1 |, ã2 = |A−1

2 |;

4′) θ = max
{

2ã1l1
1− ã1 aq

1

,
2ã2l2

1− ã2 aq
1

}
< 1.
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Тодi система рiвнянь (15) має сiм’ю неперервних i обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв у
виглядi рядiв

ỹ(t) =
∞∑
i=0

ỹi(t),

(16)

˜̃y(t) =
∞∑
i=0

˜̃yi(t),

де ỹi(t), ˜̃yi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi й обмеженi при t ∈ R+ вектор-функцiї, що
задовольняють умови

lim
t→+∞

ỹ(t) = 0, lim
t→+∞

˜̃y(t) = 0. (17)

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть систем рiвнянь

ỹ0(t + 1) = A1ỹ0(t), ˜̃y0(t) ≡ 0, (180)

ỹi(t + 1) = A1ỹi(t) + F̃

(
t,

i−1∑
l=0

ỹl(qt),
i−1∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
− F̃

(
t,

i−2∑
l=0

ỹl(qt),
i−2∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
,

˜̃yi(t + 1) = A2
˜̃yi(t) + ˜̃

F

(
t,

i−1∑
l=0

ỹl(qt),
i−1∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
−

− ˜̃F (t,
i−2∑
l=0

ỹl(qt),
i−2∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
, i = 1, 2, . . . , (18i)

де ỹ−1(t) ≡ 0, ˜̃y−1(t) ≡ 0, i покажемо, що вони мають неперервнi й обмеженi при t ∈ R+

розв’язки (ỹi(t), ˜̃yi(t)), i = 0, 1, . . . , у виглядi рядiв

ỹi(t) = −
∞∑

j=0

A
−(j+1)
1

[
F̃

(
t + j,

i−1∑
l=0

ỹl(q(t + j)),
i−1∑
l=0

˜̃yl(q(t + j))

)
−

− F̃

(
t + j,

i−2∑
l=0

ỹl(q(t + j)),
i−2∑
l=0

˜̃yl(q(t + j))

)]
,

˜̃yi(t) = −
∞∑

j=0

A
−(j+1)
2

[˜̃
F

(
t + j,

i−1∑
l=0

ỹl(q(t + j)),
i−1∑
l=0

˜̃yl(q(t + j))

)
−

− ˜̃
F

(
t + j,

i−2∑
l=0

ỹl(q(t + j)),
i−2∑
l=0

˜̃yl(q(t + j))

)]
, i = 1, 2, . . . , (19i)
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для яких виконуються оцiнки

|ỹi(t)| ≤ Mθiat
1,

|˜̃yi(t)| ≤ Mθiat
1, i = 0, 1, . . . , (20i)

де M — деяка додатна стала.
Дiйсно, оскiльки система рiвнянь (180) має сiм’ю неперервних i обмежених при t ∈ R+

розв’язкiв (ỹ0(t), 0), що залежать вiд довiльної неперервної при t ∈ [0, 1] вектор-функцiї
ω(t) розмiрностi p i задовольняють умови

|ỹ0(t)| ≤ Mat
1, |˜̃y0(t)| ≤ Mat

1, (200)

то оцiнки (200) мають мiсце.
Безпосередньою пiдстановкою (19i) у (18i) можна переконатися, що ряди (19i), i =

= 1, 2, . . . , є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (18i), i = 1, 2, . . . . До-
ведемо справедливiсть оцiнок (20i), i = 1, 2, . . . . Справдi, беручи до уваги (191), (200) i
умови теореми, отримуємо

|ỹ1(t)| ≤
∞∑

j=0

ãj+1
1 l1(|ỹ0(q(t + j))|+ |˜̃y0(q(t + j))|) ≤ 2M ã1l1

∞∑
j=0

ãj
1 a

q(t+j)
1 ≤

≤ 2M ã1l1

∞∑
j=0

(ã1 aq
1)

jaqt
1 ≤ M

2ã1l1
1− ã1a

q
1

at
1 ≤ Mθat

1,

|˜̃y1(t)| ≤
∞∑

j=0

ãj+1
2 l2(|ỹ0(q(t + j))|+ |˜̃y0(q(t + j))|) ≤ 2M ã2l2

∞∑
j=0

ãj
2 a

q(t+j)
1 ≤

≤ 2M ã2l2

∞∑
j=0

(ã2 aq
1)

jaqt
1 ≤ M

2ã2l2
1− ã2a

q
1

at
1 ≤ Mθat

1.

Отже, оцiнки (20i) виконуються при i = 1. Розмiрковуючи за iндукцiєю, припустимо, що
оцiнки (20i) доведено для деякого i ≥ 1, i покажемо, що вони не змiняться при переходi
вiд i до i + 1. Дiйсно, на пiдставi (19i+1), (20i) i умов теореми отримуємо

|ỹi+1(t)| ≤
∞∑

j=0

ãj+1
1 l1(|ỹi(q(t + j))|+ |˜̃yi(q(t + j))|) ≤ 2Mθiã1l1

∞∑
j=0

ãj
1a

q(t+j)
1 ≤

≤ Mθi 2ã1l1
1− ã1a

q
1

at
1 ≤ Mθi+1at

1,
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|˜̃yi+1(t)| ≤
∞∑

j=0

ãj+1
2 l2(|ỹi(q(t + j))|+ |˜̃yi(q(t + j))|) ≤ 2Mθiã2l2

∞∑
j=0

ãj
2a

q(t+j)
1 ≤

≤ 2Mθiã2l2

∞∑
j=0

(ã2a
q
1)

jaqt
1 ≤ Mθi 2ã2l2

1− ã2a
q
1

at
1 ≤ Mθi+1at

1.

Таким чином, ряди (19i), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються до деяких неперервних
вектор-функцiй ỹi(t), ˜̃yi(t), i = 1, 2, . . . , що задовольняють вiдповiднi системи рiвнянь
(18i) i для яких виконуються оцiнки (20i), i = 1, 2, . . . . Звiдси безпосередньо випливає,
що ряди (16) рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R+ до деяких неперервних при t ∈ R+

вектор-функцiй ỹ(t), ˜̃y(t), якi задовольняють умови

|ỹ(t)| ≤ M

1− θ
at

1, |˜̃y(t)| ≤ M

1− θ
at

1,

а отже, й умови (17).
Тепер покажемо, що виконуються спiввiдношення

lim
i→+∞

F̃

(
t,

i∑
l=0

ỹl(qt),
i∑

l=0

˜̃yl(qt)

)
= F̃

(
t,

∞∑
l=0

ỹl(qt),
∞∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
,

(21)

lim
i→+∞

˜̃
F

(
t,

i∑
l=0

ỹl(qt),
i∑

l=0

˜̃yl(qt)

)
= ˜̃

F

(
t,

∞∑
l=0

ỹl(qt),
∞∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
.

Дiйсно, нехай ε — як завгодно мале додатне число i N — цiле додатне число, що задо-
вольняє умови

M
2l1

1− θ
θN+1 < ε, M

2l2
1− θ

θN+1 < ε

(за умовою 0 < θ < 1 таке число N завжди iснує). Тодi згiдно з умовами теореми i оцiн-
ками (20i), i = 0, 1, . . . , при всiх i ≥ N виконуються нерiвностi∣∣∣∣∣F̃

(
t,

∞∑
l=0

ỹl(qt),
∞∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
− F̃

(
t,

i∑
l=0

ỹl(qt),
i∑

l=0

˜̃yl(qt)

)∣∣∣∣∣ ≤ l1

∞∑
l=i+1

(|ỹl(qt)|+ |˜̃yl(qt)|) ≤

≤ l1

∞∑
l=i+1

(Mθlaqt
1 + Mθlaqt

1 ) ≤ 2Ml1θ
i+1 1

1− θ
< ε,

∣∣∣∣∣ ˜̃F
(

t,
∞∑
l=0

ỹl(qt),
∞∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
− ˜̃

F

(
t,

i∑
l=0

ỹl(qt),
i∑

l=0

˜̃yl(qt)

)∣∣∣∣∣ ≤ l2

∞∑
l=i+1

(|ỹl(qt)|+ |˜̃yl(qt)|) ≤

≤ l2

∞∑
l=i+1

(Mθlaqt
1 + Mθlaqt

1 ) ≤ 2M l2θ
i+1 1

1− θ
< ε,
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а отже, спiввiдношення (21) мають мiсце. Далi, очевидно,

F̃

(
t,

∞∑
l=0

ỹl(qt),
∞∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
≡

∞∑
i=0

(
F̃

(
t,

i∑
l=0

ỹl(qt),
i∑

l=0

˜̃yl(qt)

)
−F̃

(
t,

i−1∑
l=0

ỹl(qt),
i−1∑
l=0

˜̃yl(qt)

))
,

˜̃
F

(
t,

∞∑
l=0

ỹl(qt),
∞∑
l=0

˜̃yl(qt)

)
≡

∞∑
i=0

(˜̃
F

(
t,

i∑
l=0

ỹl(qt),
i∑

l=0

˜̃yl(qt)

)
− ˜̃F (t,

i−1∑
l=0

ỹl(qt),
i−1∑
l=0

˜̃yl(qt)

))
i, отже (на пiдставi (18i), i = 0, 1, . . .), ряди (16) — це сiм’я розв’язкiв системи рiвнянь (15),
що задовольняють умови (17).

Теорему 5 доведено.

Теорема 6. Нехай виконуються умови 1′, 2′, q > 1 i умови:
3′′) 0 < a1a

−q
2 < 1, 0 < a1−q

2 < 1, де a2 = |A2| > 1;

4′′) θ̃ = max
{

2l1
aq

2 − a1
,

2l2
aq

2 − a2

}
< 1.

Тодi система рiвнянь (15) має сiм’ю неперервних й обмежених при t ∈ R− розв’язкiв
у виглядi рядiв

ỹ(t) =
∞∑
i=0

yi(t),

(22)

˜̃y(t) =
∞∑
i=0

yi(t),

де yi(t), yi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервнi й обмеженi при t ∈ R− вектор-функцiї, що
задовольняють умови

lim
t→−∞

ỹ(t) = 0, lim
t→−∞

˜̃y(t) = 0. (23)

Доведення. Розглянемо послiдовностi систем рiвнянь

y0(t) = 0, y0(t + 1) = A2y0(t), (240)

yi(t + 1) = A1yi(t) + F̃

(
t,

i−1∑
l=0

yl(qt),
i−1∑
l=0

yl(qt)

)
− F̃

(
t,

i−2∑
l=0

yl(qt),
i−2∑
l=0

yl(qt)

)
,

yi(t + 1) = A2yi(t) + ˜̃
F

(
t,

i−1∑
l=0

yl(qt),
i−1∑
l=0

yl(qt)

)
−

− ˜̃F (t,
i−2∑
l=0

yl(qt),
i−2∑
l=0

yl(qt)

)
, i = 1, 2, . . . , (24i)
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i доведемо, що вони мають неперервнi й обмеженi при t ∈ R− розв’язки, що задовольня-
ють умови

|yi(t)| ≤ M θ̃iat
2, |yi(t)| ≤ M θ̃iat

2, i = 0, 1, . . . , (25i)

де M — деяка додатна стала.
Дiйсно, друга пiдсистема системи рiвнянь (240) має, як вiдомо, сiм’ю неперервних i

обмежених при t ∈ R− розв’язкiв y0(t) = y0(t, ω−(t)), що залежать вiд довiльної непе-
рервної при t ∈ [0, 1] вектор-функцiї ω−(t) розмiрностi r i задовольняють умови (250).

Далi, безпосередньою пiдстановкою в (24i), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що ряди

yi(t) =
∞∑

j=1

Aj−1
1

[
F̃

(
t− j,

i−1∑
l=0

yl(q(t− j)),
i−1∑
l=0

yl(q(t− j)) −

− F̃

(
t− j,

i−2∑
l=0

yl(q(t− j)),
i−2∑
l=0

yl(q(t− j))

)]
,

(26i)

yi(t) =
∞∑

j=1

Aj−1
2

[˜̃
F

(
t− j,

i−1∑
l=0

yl(q(t− j)),
i−1∑
l=0

yl(q(t− j))

)
−

− ˜̃
F

(
t− j,

i−2∑
l=0

yl(q(t− j)),
i−2∑
l=0

yl(q(t− j))

)]
, i = 1, 2, . . . ,

є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (24i), i = 1, 2, . . . . Доведемо, що
вони рiвномiрно збiгаються при t ∈ R− до деяких неперервних вектор-функцiй yi(t), yi(t),
i = 1, 2, . . . , якi задовольняють умови (25i), i = 1, 2, . . . . Справдi, беручи до уваги умови
теореми i (250), отримуємо

|y1(t)| ≤
∞∑

j=1

aj−1
1 l1(|y0(q(t− j))|+ |y0(q(t− j))|) ≤ l1

∞∑
j=1

aj−1
1 (Ma

q(t−j)
2 + M a

q(t−j)
2 ) ≤

≤ 2M l1a
−1
1

∞∑
j=1

(a1 a−q
2 )jaqt

2 ≤ M
2l1a

−1
1 a1a

−q
2

1− a1a
−q
2

at
2 ≤ Mθ̃at

2,

|y1(t)| ≤
∞∑

j=1

aj−1
2 l2(|y0(q(t− j))|+ |y0(q(t− j))|) ≤ l2

∞∑
j=1

aj−1
2 (Ma

q(t−j)
2 + M a

q(t−j)
2 ) ≤

≤ 2Ml2a
−1
2

∞∑
j=1

(a2 a−q
2 )jaqt

2 ≤ M
2l2a

−1
2 a2a

−q
2

1− a1−q
2

at
2 ≤ Mθ̃at

2.

Отже, ряди (261) рiвномiрно збiгаються при t ∈ R− до деяких неперервних вектор-функцiй
y1(t), y1(t), якi задовольняють умови (251). Розмiрковуючи за iндукцiєю, припустимо, що

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2009, т . 12, N◦ 4



НЕПЕРЕРВНI РОЗВ’ЯЗКИ НЕЛIНIЙНИХ ФУНКЦIОНАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ . . . 553

оцiнки (25i) доведено для деякого i ≥ 1, i покажемо, що вони зберiгаються при переходi
вiд i до i + 1. Дiйсно, згiдно з (26i+1), умовами теореми i (25i) знаходимо

|yi+1(t)| ≤
∞∑

j=1

aj−1
1 l1(|yi(q(t− j))|+ |yi(q(t− j))|) ≤ l1a

−1
1

∞∑
j=1

aj
1(Mθ̃ia

q(t−j)
2 +

+ Mθ̃ia
q(t−j)
2 ) ≤ 2Ma−1

1 l1θ̃
i
∞∑

j=1

(a1a
−q
2 )jaqt

2 ≤ Mθ̃i 2l1a
−1
1 a1a

−q
2

1− a1a
−q
2

at
2 ≤ Mθ̃i+1at

2,

|yi+1(t)| ≤
∞∑

j=1

aj−1
2 l2(|yi(q(t− j))|+ |yi(q(t− j))|) ≤ l2a

−1
2

∞∑
j=1

aj
2(Mθ̃ia

q(t−j)
2 +

+ Mθ̃ia
q(t−j)
2 ) ≤ 2Ml2a

−1
2

∞∑
j=1

(a2a
−q
2 )jaqt

2 ≤ Mθ̃i 2l2a
−1
2 a2a

−q
2

1− a1−q
2

at
2 ≤ Mθ̃i+1at

2.

Таким чином, ряди (26i) рiвномiрно збiгаються при t ∈ R− i всiх i ≥ 1 до деяких
неперервних вектор-функцiй yi(t), yi(t), i = 1, 2, . . . , якi задовольняють умови (25i), i =
= 1, 2, . . . . Звiдси безпосередньо випливає, що ряди (22) рiвномiрно збiгаються при t ∈
R− до деяких неперервних вектор-функцiй ỹ(t), ˜̃y(t), якi задовольняють умови

|ỹ(t)| ≤ M

1− θ̃
at

2, |˜̃y(t)| ≤ M

1− θ̃
at

2,

а отже, й умови (23).
Для завершення доведення теореми залишається показати, що ряди (22) задовольня-

ють систему рiвнянь (15). Для цього покажемо спочатку, що виконуються спiввiдношення

lim
i→+∞

F̃

(
t,

i∑
l=0

yl(qt),
i∑

l=0

yl(qt)

)
≡ F̃

(
t,

∞∑
l=0

yl(qt),
∞∑
l=0

yl(qt)

)
,

(27)

lim
i→+∞

˜̃
F

(
t,

i∑
l=0

yl(qt),
i∑

l=0

yl(qt)

)
≡ ˜̃

F

(
t,

∞∑
l=0

yl(qt),
∞∑
l=0

yl(qt)

)
.

Дiйсно, нехай ε — як завгодно мале додатне число i N — таке цiле додатне число, що
задовольняє умови

M
2l1

1− θ̃
θ̃N+1 < ε, M

2l2

1− θ̃
θ̃N+1 < ε

(оскiльки 0 < θ̃ < 1, то таке число N завжди iснує). Тодi на пiдставi умов теореми i оцiнок
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(25i), i = 0, 1, . . . , при всiх i ≥ N отримуємо∣∣∣∣∣F̃
(

t,

∞∑
l=0

yl(qt),
∞∑
l=0

yl(qt)

)
− F̃

(
t,

i∑
l=0

yl(qt),
i∑

l=0

yl(qt)

)∣∣∣∣∣ ≤ l1

∞∑
l=i+1

(|yl(qt)|+ |yl(qt)|) ≤

≤ l1

∞∑
l=i+1

(Mθ̃laqt
2 + Mθ̃laqt

2 ) ≤ M
2l1

1− θ̃
θ̃i+1 < ε,

∣∣∣∣∣ ˜̃F
(

t,

∞∑
l=0

yl(qt),
∞∑
l=0

yl(qt)

)
− ˜̃

F

(
t,

i∑
l=0

yl(qt),
i∑

l=0

yl(qt)

)∣∣∣∣∣ ≤ l2

∞∑
l=i+1

(|yl(qt)|+ |yl(qt)|) ≤

≤ l2

∞∑
l=i+1

(Mθ̃laqt
2 + Mθ̃laqt

2 ) ≤ M
2l2

1− θ̃
θ̃i+1 < ε,

тобто спiввiдношення (27) мають мiсце.
Таким чином, оскiльки згiдно з (27) мають мiсце тотожностi

F̃

(
t,

∞∑
l=0

yl(qt),
∞∑
l=0

yl(qt)

)
≡

∞∑
i=0

[
F̃

(
t,

i∑
l=0

yl(qt),
i∑

l=0

yl(qt)

)
−F̃

(
t,

i−1∑
l=0

yl(qt),
i−1∑
l=0

yl(qt)

)]
,

˜̃
F

(
t,

∞∑
l=0

yl(qt),
∞∑
l=0

yl(qt)

)
≡

∞∑
i=0

[˜̃
F

(
t,

i∑
l=0

yl(qt),
i∑

l=0

yl(qt)

)
− ˜̃F (t,

i−1∑
l=0

yl(qt),
i−1∑
l=0

yl(qt)

)]
,

де y−1(t) ≡ 0, y−1(t) ≡ 0, то, враховуючи (24i), i = 0, 1, . . . , знаходимо

∞∑
i=0

yi(t + 1) = A1

∞∑
i=0

yi(t) + F̃

(
t,

∞∑
l=0

yl(qt),
∞∑
l=0

yl(qt)

)
,

∞∑
i=0

yi(t + 1) = A2

∞∑
i=0

yi(t) + ˜̃
F

(
t,

∞∑
l=0

yl(qt),
∞∑
l=0

yl(qt)

)
,

що i потрiбно було показати.
Теорему 6 доведено.
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