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We substantiate the possibility of applying the total and partial averaging schemes for studying fuzzy
systems of differential equations containing a small parameter.

Обґрунтовано можливiсть застосування повної i часткової схем усереднення при дослiдженнi
систем нечiтких диференцiальних рiвнянь, що мiстять малий параметр.

1. Введение. Развитие теории многозначных отображений и дифференциальных уравне-
ний с многозначными решениями дали возможность рассмотреть аналогичные понятия
в теории нечетких множеств, которая начала свое развитие с работы L. A. Zadeh [1]. В
1983 г. M. L. Puri, D. A. Ralescu [2] ввели понятие H-производной и интеграла для нечет-
ких отображений, в котором использовался подход M. Hukuhara [3] и R. J. Aumann [4]
для α-срезок нечетких отображений. В 1987 г. O. Kaleva ввел в рассмотрение нечеткие
дифференциальные уравнения [5]. Впоследствии данные уравнения рассматривались в
работах O. Kaleva [6 – 8], V. Lakshmikantham [9, 10], J. Y. Park, H. K. Han [11, 12], S. Seikkala
[13, 14], T. A. Комлевой, А. В. Плотникова [15, 16] и др.

В данной работе обосновывается возможность использования некоторых схем усред-
нения [17 – 26] для такого типа уравнений, содержащих малый параметр.

2. Основные обозначения и определения. Введем в рассмотрение пространство En
отображений u : Rn → [0, 1], удовлетворяющих следующим условиям:

1) u полунепрерывно сверху, т. е. для любого ξ̃ ∈ Rn и любого ε > 0 существует
δ(ξ̃, ε) > 0 такое, что для всех ‖ξ − ξ̃‖ < δ выполняется неравенство u(ξ) < u(ξ̃) + ε;

2) u нормально, т. е. существует вектор ξ0 ∈ Rn такой, что u(ξ0) = 1;

3) u нечетко выпукло, т. е. для любых ξ1, ξ2 ∈ Rn и любого λ ∈ [0, 1] выполняется
неравенство u(λξ1 + (1− λ)ξ2) ≥ min{u(ξ1), u(ξ2)};

4) замыкание множества {ξ ∈ Rn : u(ξ) > 0} компактно.

Нулем в пространстве En является элемент 0̂(ξ) =

{
1, ξ = 0,
0, ξ ∈ Rn\0.

Обозначим

[u]α =

{
{ξ ∈ Rn : u(ξ) ≥ α}, 1 ≥ α > 0,
cl {ξ ∈ Rn : u(ξ) > 0}, α = 0.

Определим в пространстве En метрику D : En × En → [0,+∞), положив

D(u, v) = sup
0≤α≤1

h([u]α, [v]α).
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Пусть функция g : Rn × Rn → Rn, тогда согласно принципу L. A. Zadeh [1] можно
продолжить g на En × En → En соотношением

g(u, v)(z) = sup
z=g(x,y)

min{u(x), v(y)}.

При этом

[g(u, v)]α = g([u]α, [v]α)

для непрерывной функции g и всех u, v ∈ En, 0 ≤ α ≤ 1. В частности, для суммы и
умножения на скаляр имеем

[u+ v]α = [u]α + [v]α, [ku]α = k[u]α,

где u, v ∈ En, k ∈ R, 0 ≤ α ≤ 1.

Легко показать, что

D(u+ w, v + w) = D(u, v), D(ku, kv) = kD(u, v)

для всех u, v, w ∈ En и k ≥ 0.

Теорема 1 [27, 28]. Метрическое пространство (En, D) является полулинейным пол-
ным метрическим пространством.

Определение 1 [12]. Отображение f : [t0, T ] → En называется строго измеримым,
если для всех α ∈ [0, 1] многозначное отображение Fα(t) = [f(t)]α измеримо.

Определение 2 [12]. Отображение f : [t0, T ] → En называется слабо непрерывным
в точке t ∈ (t0, T ), если для всех α ∈ [0, 1] многозначное отображение Fα : [t0, T ] →
→ conv (Rn) непрерывно в точке t ∈ (t0, T ).

Определение 3 [12]. Отображение f(·) : [t0, T ] → En называется интегрально огра-
ниченным, если существует суммируемая функция h(·) такая, что ‖y‖ ≤ h(t) для всех
y ∈ F0(t).

Определение 4 [12]. Интегралом от отображения f : [t0, T ] → En на отрезке [t0, T ]

называется элемент g =

∫ T

t0

f(t) dt ∈ En такой, что [g]α =
T∫
t0

Fα(t) dt для всех α ∈ [0, 1],

где интеграл от Fα(·) понимается в смысле Ауманна [4].

Теорема 2 [12]. Если f : [t0, T ] → En строго измеримо и интегрально ограничено, то
f(·) интегрируемо на [t0, T ].

Определение 5 [12]. Отображение f : [t0, T ] → En называется дифференцируемым
в точке τ ∈ [t0, T ], если для любого α ∈ [0, 1] многозначное отображение Fα(t) диффе-
ренцируемо по Хукухаре [3] в точке τ и семейство {DHFα(τ) : α ∈ [0, 1]} определяет
некоторый элемент f ′(τ) ∈ En.

Если f : [t0, T ] → En дифференцируемо в точке τ ∈ [t0, T ], то элемент f ′(τ) будем
называть нечеткой производной от f(t) в точке τ.
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Определение 6. Отображение f(x) называется равномерно средним относительно
x для отображения f(t, x) в области Q{t ≥ 0, x ∈ P ⊂ En}, если для любого δ > 0
существует такое T (δ) > 0, не зависящее от x, что при любом τ ≥ T (δ) неравенство

D

1

τ

τ∫
0

f(t, x) dt, f(x)

 < δ

выполняется для всех x ∈ P.

3. Основной результат. Рассмотрим нечеткое дифференциальное уравнение с малым
параметром

x′ = εf(t, x), (1)

где x ∈ En, ε > 0 — малый параметр, f : R× En → En, t — время.

Определение 7 [11]. Отображение x : R → En называется решением системы (1)
с начальным условием x(0) = x0, если оно слабо непрерывно и удовлетворяет инте-
гральному уравнению

x(t) = x0 +

t∫
0

εf(s, x(s)) ds. (2)

Схема полного усреднения. Системе (1) поставим в соответствие усредненную систе-
му

y′ = εf(y), (3)

где

lim
T→0

D

 1

T

T∫
0

f(t, x)dt, f(x)

 = 0. (4)

Теорема 3. Пусть в области Q = {t ≥ 0, x ∈ P ⊂ En} выполнены условия:
1) отображение f(t, x) слабо непрерывно по t, равномерно ограничено и удовлетво-

ряет условию Липшица по x с постоянной λ, т. е.

F (f(t, x), 0̂) ≤ M, D(f(t, x1), f(t, x2)) ≤ λD(x1, x2);

2) равномерно относительно x ∈ P существует предел (4);
3) решение y(·) системы (3) с начальным условием y(0) = x0 ∈ P ′ ⊂ P определено

для всех t ≥ 0 и лежит вместе с ρ-окрестностью в области P.
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Тогда для любого η > 0 и L > 0 существует такое ε0(η, L) > 0, что для ε ∈ (0, ε0] и
t ∈ [0, Lε−1] выполняется неравенство

D(x(t), y(t)) ≤ η, (5)

где x(·) и y(·) — решения уравнений (1) и (3) соответственно, удовлетворяющие усло-
вию x(0) = y(0) ∈ P ′.

Доказательство. Легко показать, что отображение f(y) ограничено и удовлетворяет
условию Липшица. Действительно, в силу условия 2 для любого δ > 0 можно указать
такое T1(δ), что при всех T > T1 справедлива оценка

D(f(y1), f(y2)) ≤ D

f(y1),
1

T

T∫
0

f(t, y1) dt

+

+D

 1

T

T∫
0

f(t, y1) dt,
1

T

T∫
0

f(t, y2) dt

+

+D

 1

T

T∫
0

f(t, y2) dt, f(y2)

 ≤

≤ δ +
1

T

T∫
0

D(f(t, y1), f(t, y2)) dt ≤ δ + λD(y1, y2).

Поскольку значение δ произвольно, в пределе получаем

D(f(y1), f(y2)) ≤ λD(y1, y2).

Из условий 1, 2 и [11] следует, что системы (1) и (3) имеют единственные и продолжи-
мые при t ≥ 0 решения пока x(t) (соответственно y(t)) принадлежат множеству P.

Согласно определению решения

x(t) = x0 + ε

t∫
0

f(s, x(s)) ds, (6)

y(t) = x0 + ε

t∫
0

f(y(s)) ds. (7)

Из (6) и (7) имеем

D(x(t), y(t)) ≤ ελ

t∫
0

D(x(s), y(s)) ds+ εD

 t∫
0

f(s, y(s)) ds,

t∫
0

f(y(s)) ds

 . (8)
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Оценим на промежутке [0, Lε−1] последнее слагаемое в (8). Для этого разделим отре-

зок [0, Lε−1] на m равных частей точками t0 = 0, t1 =
L

εm
, . . . , ti =

iL

εm
, . . . , tm =

L

ε
и обозначим y(ti) = yi, i = 0,m. Предположим, что t ∈ (tk, tk+1) для некоторого k,
k = 0,m− 1.

Тогда

εD

 t∫
0

f(s, y(s)) ds,

t∫
0

f(y(s)) ds

 ≤ ε
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

D(f(τ, y(τ)), f(τ, yi)) dτ+

+ ε
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

D(f(yi), f(y(τ)))dτ + ε
k−1∑
i=0

D

 ti+1∫
0

f(τ, yi)dτ,

ti+1∫
0

f(yi)dτ

+

+ ε

k∑
i=1

D

 ti∫
0

f(τ, yi)dτ,

ti∫
0

f(yi)dτ

+D

 t∫
0

f(τ, yk)dτ,

t∫
0

f(yk)dτ

 ,

ε

k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

D(f(yi), f(y(τ)))dτ ≤ ML2λ

m
,

ε
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

D(f(τ, y(τ)), f(τ, yi))dτ ≤
ML2λ

m
.

В силу условия 2 существует такая монотонно убывающая функция ϕ(t), стремящаяся к
0 при t → ∞, что во всей области P выполняется неравенство

D

 t∫
0

f(τ, x)dτ,

t∫
0

f(x)dτ

 < tϕ(t).

Следовательно,

εD

 t∫
0

f(τ, x)dτ,

t∫
0

f(x)dτ

 < εtϕ(t) ≤ F (ε),

где F (ε) = supτ∈[0,L](τϕ(τ/ε)), τ = εt. Очевидно, что limε→0 F (ε) = 0.
Таким образом,

ε

k−1∑
i=0

D

 ti+1∫
0

f(τ, yi)dτ,

ti+1∫
0

f(yi)dτ

+ ε

k∑
i=1

D

 ti∫
0

f(τ, yi)dτ,

ti∫
0

f(yi)dτ

+

+D

 t∫
0

f(τ, yk)dτ,

t∫
0

f(yk)dτ

 ≤ 2mF (ε).
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Итак,

εD

 t∫
0

f(s, y(s)) ds,

t∫
0

f(y(s)) ds

 ≤ 2ML2λ

m
+ 2mF (ε). (9)

Из (8), (9) и леммы Гронуолла – Беллмана имеем

D(x(t), y(t)) ≤ εeλLD

 t∫
0

f(τ, y(τ))dτ,

t∫
0

f(y(τ))dτ

 ≤ eλL
2ML2λ

m
+ eλL2mF (ε).

Выберем число m так, чтобы выполнялось неравенство

eλL
λML2

m
≤ η/2. (10)

Теперь зафиксируем m и выберем ε0 так, чтобы при ε ∈ (0, ε0] выполнялось неравенство

eλL2mF (ε) ≤ η/2. (11)

Из неравенств (8), (10) и (11) следует неравенство (5).
Теорема 3 доказана.

Замечание 1. Если условие 3 не выполняется, то его можно заменить следующим
условием:

3′) решение y(·) системы (3) с начальным условием y(0) = x0 ∈ P при ε = 1 лежит
вместе с ρ-окрестностью в области P при t ∈ [0, T1].

Тогда для любых η > 0 и L ∈ [0, T1] существует такое ε0(η, L) > 0, что для ε ∈ (0, ε0]
и t ∈ [0, Lε−1] выполняется неравенство (5).

Теорема 4. Пусть в области Q выполняются следующие условия:
1) отображение f(t, x) строго измеримо по t, слабо непрерывно по x и существует

суммируемая функция M(t) такая, что

D(f(t, x), 0̂) ≤ M(t),

t2∫
t1

M(t)dt ≤ M0(t2 − t1), M0 = const;

2) существует суммируемая функция N(t) такая, что

D(f(t, x1), f(t, x2)) ≤ N(t)D(x1, x2), |N(t)| ≤ N0 = const;

3) равномерно отоносительно x в области Q существует предел (4), причем

D(f(x1), f(x2)) ≤ ϑD(x1, x2);

4) решение y(·), y(0) = x(0) уравнения (3) определено для всех t ≥ 0 и лежит в обла-
сти P с некоторой ρ-окрестностью.
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Тогда для любых η > 0 и L > 0 можно указать такое ε0(η, L) > 0, что для ε ∈ (0, ε0]
и t ∈ [0, Lε−1] выполняется неравенство

D(x(t), y(t)) < η,

где x(·) и y(·) — решения уравнений (1) и (3) соответственно, удовлетворяющие усло-
вию x(0) = y(0) ∈ P ′.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3, только существование реше-
ний систем (1) и (3) следует из условий 1 – 3 теоремы 4 и [15, 16].

Схема частичного усреднения. Пусть существует такое отображение f̃(t, x), для ко-
торого

lim
T→∞

1

T
D

 T∫
0

f(t, x) dt,

T∫
0

f̃(t, x) dt

 = 0. (12)

Тогда системе (1) поставим в соответствие систему

y′ = εf̃(t, y) (13)

и назовем ее частично усредненной.
Рассмотрим вопрос о близости решений систем (1) и (13) на конечном промежутке.

Теорема 5. Пусть в области Q выполняются следующие условия:
1) отображения f(t, x) и f̃(t, x) слабо непрерывны по t, ограничены постоянной M и

удовлетворяют условию Липшица по переменной x с постоянной λ;
2) равномерно по отношению к x в области P существует предел (12);
3) решение y(·), y(0) = x(0) ∈ P ′ ⊂ P системы (13) при t ≥ 0 для всех ε ∈ (0, σ]

лежит с некоторой ρ-окрестностью в области P.
Тогда для любых η > 0 и L > 0 можно указать такое ε0(η, L) ∈ (0, σ], что для

ε ∈ (0, ε0] и t ∈ [0, Lε−1] выполняется неравенство

D(x(t), y(t)) ≤ η,

где x(·) и y(·) — решения систем (1) и (13) соответственно, удовлетворяющие условию
x(0) = y(0) ∈ P ′.

Доказательство. Из (1), (13), [11] и определения 7 имеем

D(x(t), y(t))≤ εD

 t∫
0

f(τ, x(τ))dτ,

t∫
0

f(τ, y(τ)) dτ

+εD

 t∫
0

f(τ, y(τ))dτ,

t∫
0

f̃(τ, y(τ))dτ

 .

Следовательно,

D(x(t), y(t)) ≤ ε

t∫
0

λD (x(τ), y(τ)) dτ + εD

 t∫
0

f(τ, y(τ))dτ,

t∫
0

f̃(τ, y(τ))dτ

 .
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По лемме Гронуолла – Беллмана

D(x(t), y(t)) ≤ εeλL sup
0≤t≤Lε−1

εD

 t∫
0

f(τ, y(τ))dτ,

t∫
0

f̃(τ, y(τ))dτ

 .

Разделим отрезок [0, Lε−1] на m равных частей и положим y(ti) = yi, ti =
iL

εm
, i =

= 0,m. Предположим, что t ∈ (tk, tk+1] для некоторого k, 4k = 0,m− 1. После неслож-
ных выкладок получаем оценки

εD

 t∫
0

f(τ, y(τ))dτ,

t∫
0

f̃(τ, y(τ))dτ

 ≤ ε

k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

D(f(τ, y(τ)), f(τ, yi))dτ+

+ ε
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

D(f̃(τ, y(τ)), f̃(τ, yi)) dτ + ε
k−1∑
i=0

D

 ti+1∫
0

f(τ, yi)dτ,

ti+1∫
0

f̃(τ, yi) dτ

+

+ ε

k∑
i=1

D

 ti∫
0

f(τ, yi) dτ,

ti∫
0

f̃(τ, yi) dτ

+ εD

 t∫
0

f(τ, yk)dτ,

t∫
0

f̃(τ, yk)dτ

 ,

ε
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

D(f̃(τ, y(τ)), f̃(τ, yi)dτ ≤
ML2λ

m
,

ε
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

D(f(τ, y(τ)), f(τ, yi)dτ ≤
ML2λ

m
.

В силу условия 2 существует такая монотонно убывающая функция φ(t), стремящаяся
к 0 при t → ∞, что во всей области P выполняется неравенство

D

 t∫
0

f(τ, y)dτ,

t∫
0

f̃(τ, y)dτ

 < tφ(t).

Следовательно,

εD

 t∫
0

f(τ, y)dτ,

t∫
0

f̃(τ, y)dτ

 < εtφ(t) ≤ F (ε),

где F (ε) = supτ∈[0,L]

[
τf
(τ
ε

)]
, τ = εt. Очевидно, что limε→0 F (ε) = 0.
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Таким образом,

ε
k−1∑
i=0

D

 ti+1∫
0

f(τ, yi) dτ,

ti+1∫
0

f̃(τ, yi)dτ

+ ε
k∑
i=1

D

 ti∫
0

f(τ, yi) dτ,

ti∫
0

f̃(τ, yi) dτ

+

+ εD

 t∫
0

f(τ, yk)dτ,

t∫
0

f̃(τ, yk)dτ

 ≤ 2mF (ε).

Итак,

εD

 t∫
0

f(τ, y(τ))dτ,

t∫
0

f̃(τ, y(τ))dτ

 ≤ 2ML2λ

m
+ 2mF (ε) ≡ a(ε,m).

Выбирая достаточно большое m и малое ε, можно сделать a(ε,m) сколь угодно ма-
лым.

Значит, на отрезке [0, Lε−1] имеет место оценка

D(x(t), y(t)) ≤ a(ε,m)eλL.

Полагая a(ε,m) < min{ρ, η}e−λL, получаем утверждение теоремы.
Теорема 4 доказана.

Замечание 2. Данные результаты обобщают результаты M. Kisielewicz [29],
А. В. Плотникова [24] для дифференциальных уравнений с производной Хукухары и
В. А. Плотникова [22], А. Н. Филатова, Л. В. Шаровой [30], М. М. Хапаева [31] для обыкно-
венных дифференциальных уравнений.

Проиллюстрируем полученые результаты следующим примером.

Пример. Рассмотрим схему усреднения для линейной задачи Коши нечетких диффе-
ренциальных уравнений вида

x′ = ε(A(t)x+B(t)), x(0) = x0, (14)

где x : R → E2, A : R → R2×2, B : R → E2, A(t) =

(
cos(t) 1
−1 sin(t)

)
, B(t) таково, что

[B(t)]α = K40(1−α)‖ sin(t)‖

(
10 sin(t)
10 cos(t)

)
,

x0(ξ) =


√

1− (ξ1 − 1)2 − (ξ2 − 1)2, ξ ∈ S1
(

1
1

)
,

0, ξ /∈ S1
(

1
1

)
,

Ka(b) = {(k1, k2) : |ki − bi| ≤ a, i = 1, 2}.
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Задаче (14) поставим в соответствие усредненную задачу

x̄′ = ε(Ax̄+ B̄), x̄(0) = x0,

где Ā =

(
0 1
−1 0

)
, B̄ таково, что [B̄]α = K 40

π
(1−α)

(
0
0

)
.

На рис. 1 приведены графики решений x(t) и x̄(t), а на рис. 2 показано, как „плава-
ющий” характер свободного члена исходной задачи проявляется на графике динамики
α-срезок.

Рис. 1. Решения задач при ε = 0, 01, T = 10.

Рис. 2. Динамика α-срезок при α = 0, 5, ε = 0, 01.
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