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We consider weakly nonlinear multifrequency autonomous differential system with small parameter in
the right-hand side provided that the unperturbed system has a quasiperiodic general solution. System is
reduced to a simpler form through averaging and splitting. We find sufficient conditions for preservation
of an invariant torus under a small perturbation.

Рассматривается слабонелинейная многочастотная автономная система дифференциальных
уравнений с малым параметром в правой части при условии, что невозмущенная система имеет
квазипериодическое общее решение. С помощью усреднения и расщепления система приведена
к более простому виду. Найдены достаточные условия сохранения инвариантного тора при
малом возмущении.

1. Вступ. Будемо розглядати систему рiвнянь

dx

dt
= λHx+ εX(x, ϕ),

dϕ

dt
= µ+ εF (x, ϕ), (1)

де λH та µ — сталi матриця та вектор, X(x, ϕ) та F (x, ϕ) — достатньо гладкi по x ∈ R2n1

та ϕ ∈ Rn2 2π-перiодичнi по ϕ дiйснозначнi функцiї, ε > 0 — малий параметр.
Припускаємо, що

λH = diag (λ1H1, . . . , λn1Hn1),

λν > 0, Hν =
[
aν bν
cν −aν

]
, a2

ν + bνcν + 1 = 0, ν = 1, n1.

Тодi ±iλν , ν = 1, n1, — власнi числа матрицi λH, а загальний розв’язок системи (1) при
ε = 0 є квазiперiодичним.

Тематика даної роботи знаходиться в межах загального методу асимптотичного iнте-
грування нелiнiйних систем, який викладено у [1, 2]. Система (1) зводиться до простiшої
завдяки усередненню, введенню полярних координат та розщепленню, до того ж права
частина перетвореної системи залежить лише вiд повiльних змiнних.

За вiдсутностi резонансу в наборi частот λ, µ (та в деяких резонансних випадках) вiд-
щеплюються амплiтуднi рiвняння. Останнi мають певнi властивостi, завдяки яким зна-
ходяться достатнi умови збереження iнварiантного тора для малих ε. При цьому вико-
ристовуються iдеї роботи А. М. Самойленка [3], де в такому контекстi було розглянуто
систему

dx

dt
= λHx+ εX(x).
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2. Асимптотичний метод. Через Tk будемо позначати k-вимiрний тор (C1)k, де C1 =
= R/[0; 2π] — коло одиничного радiуса.

Для чисел λ1, . . . , λn1 , µ1, . . . , µn2 введемо базис частот ω такий, що

η =
[
λ
µ

]
=
[
K1 K0 O
O N0 N2

] ω1

ω0

ω2

 = Kω, (2)

або

λ = K10ω
10 = K1ω

1 +K0ω
0, µ = N20ω

20 = N2ω
2 +N0ω

0,
(3)

ων0 = colon (ων , ω0), ν = 1, 2,

де Kν та Nν — цiлочисловi матрицi розмiру вiдповiдно n1 ×mν та n2 ×mν ,

rankK = m, rankK10 = m10, rankN20 = m20,

(4)
mj0 = mj +m0, j = 1, 2, m = m1 +m0 +m2, n = n1 + n2,

елементи ω лiнiйно незалежнi над полем рацiональних чисел.
Спочатку розглянемо випадок, коли X(x, ϕ) та F (x, ϕ) — квазiполiноми, тобто полi-

номи по x ∈ R2n1 i тригонометричнi полiноми по ϕ ∈ Tn2 , i застосуємо до системи (1)
загальний метод асимптотичного iнтегрування нелiнiйних систем, викладений у [1, 2].

Асимптотичний розклад розв’язку x = x(t, ε), ϕ = ϕ(t, ε) шукаємо таким чином:

x = y +
∑
ν≥1

ενuν(y, θ), ϕ = θ +
∑
ν≥1

ενvν(y, θ),

де y = yt(y, θ), θ = θt(y, θ) задовольняють усереднену систему

dy

dt
= λHy +

∑
ν≥1

ενYν(y, θ),
dθ

dt
= µ+

∑
ν≥1

ενΦν(y, θ). (5)

Тут uν та vν — розв’язки системи рiвнянь

L1 uν ≡ Luν − λHuν = Xν(y, θ)− Yν(y, θ), L2 vν ≡ Lvν = Fν(y, θ)− Φν(y, θ),
(6)

Lu ≡ ∂u

∂y
λHy +

∂u

∂θ
µ,

що задовольняють умови

S1 uν(y, θ) = 0, S2 vν(y, θ) = 0,

де S1 та S2 — усереднюючi оператори;

X1(y, θ) = X(y, θ), F1(y, θ) = F (y, θ),
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Xν(y, θ) = −
ν−1∑
j=1

[
∂uν−j(y, θ)

∂y
Yj(y, θ) +

∂uν−j(y, θ)
∂θ

Φj(y, θ)
]

+

+
1

(ν − 1)!
dν−1

dεν−1
X

(
y +

ν−1∑
i=1

εiui(y, θ), θ +
ν−1∑
i=1

εivi(y, θ)

)∣∣∣∣∣
ε=0

,

Fν(y, θ) = −
ν−1∑
j=1

[
∂vν−j(y, θ)

∂y
Yj(y, θ) +

∂vν−j(y, θ)
∂θ

Φj(y, θ)
]

+

+
1

(ν − 1)!
dν−1

dεν−1
F

(
y +

ν−1∑
i=1

εiui(y, θ), θ +
ν−1∑
i=1

εivi(y, θ)

)∣∣∣∣∣
ε=0

,

ν = 2,∞,

Yν(y, θ) = S1Xν(y, θ), Φν(y, θ) = S2Fν(y, θ), ν = 1,∞.

Оператори S1 та S2 дiють таким чином:

S1X(y, θ) = lim
T→∞

1
T

T∫
0

e−λHτX
(
eλHτy, µτ + θ

)
dτ,

(7)

S2F (y, θ) = lim
T→∞

1
T

T∫
0

F
(
eλHτy, µτ + θ

)
dτ.

Обернення операторiв L1 та L2 для визначення розв’язкiв рiвнянь (6) вiдбувається згiдно
з формулами

L−1
1 [X(y, θ)− S1X(y, θ)] = − lim

T→∞

1
T

T∫
0

s∫
0

[
e−λHτX

(
eλHτy, µτ + θ

)
− S1X(y, θ)

]
dτds,

(8)

L−1
2 [F (y, θ)− S2 F (y, θ)] = − lim

T→∞

1
T

T∫
0

s∫
0

[
F
(
eλHτy, µτ + θ

)
− S2F (y, θ)

]
dτds.

Як видно з (7), (8), вибiр за формулою (2) пари (K,ω) не впливає на асимптотичний
алгоритм.

Врахувавши (3), (4), застосуємо до (7) формулу середнього значення квазiперiодичної
функцiї:

S1X(y, θ) =
1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−HK10ψ10
X
(
eHK10ψ10

y,N20ψ
20 + θ

)
dψ,
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S2F (y, θ) =
1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHK10ψ10

y, N20ψ
20 + θ

)
dψ, (9)

ψ = colon (ψ1, ψ0, ψ2), ψj 0 = colon (ψj , ψ0), j = 1, 2, ψν ∈ Tmν , ν = 0, 1, 2.

Далi розглянемо (8). Тодi з урахуванням (3), (9) отримаємо

s∫
0

[
e−λHτX

(
eλHτy, µτ + θ

)
− S1X(y, θ)

]
dτ =

=

s∫
0

[
e−HK10ω10τX

(
eHK10ω10τ y, N20ω

20τ + θ
)
− S1X(y, θ)

]
dτ =

=

s∫
0

∑
k 6=0

Xk(y, θ)ei(k,ω)τdτ =
∑
k 6=0

Xk(y, θ)
i(k, ω)

[
ei(k,ω)s − 1

]
, (10)

де

Xk(y, θ) =
1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−HK10ψ10
X
(
eHK10ψ10

y,N20ψ
20 + θ

)
e−i(k,ψ) dψ, k ∈ Zm. (11)

Згiдно з (8), (10), (11) маємо

L−1
1 [X(y, θ)− S1X(y, θ)] =

∑
k 6=0

Xk(y, θ)
i(k, ω)

.

Аналогiчно

L−1
2 [F (y, θ)− S2F (y, θ)] =

∑
k 6=0

Fk(y, θ)
i(k, ω)

,

де

Fk(y, θ) =
1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHK10ψ10

y,N20ψ
20 + θ

)
e−i(k,ψ)dψ, k ∈ Zm.

Оскiльки розглядуванi функцiї є дiйсними, то

L−1
1 [X(y, θ)− S1X(y, θ)] =

∑
k 6=0

X1
k(y, θ)
(k, ω)

, L−1
2 [F (y, θ)− S2F (y, θ)] =

∑
k 6=0

F 1
k (y, θ)
(k, ω)

,

X1
k(y, θ) = ImXk(y, θ) = − 1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−HK10ψ10
X
(
eHK10ψ10

y,N20ψ
20 + θ

)
sin(k, ψ) dψ,
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F 1
k (y, θ) = ImFk(y, θ) = − 1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHK10ψ10

y,N20ψ
20 + θ

)
sin(k, ψ) dψ, k ∈ Zm.

3. Перетворення усередненої системи. Має мiсце така теорема.

Теорема 1. У будь-якiй областi, що не перетинається з гiперплощинами y2j−1 =
= y2j = 0, j = 1, . . . , n1, усереднена система (5) рiвносильна системi типу

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενVν(h, ψ),
dψ

dt
=
∑
ν≥1

ενWν(h, ψ),
dθ

dt
= ω +

∑
ν≥1

ενZν(h, ψ), (12)

де h ∈ Rn1 , colon(ψ, θ) ∈ Tn, а функцiї Vν , Wν та Zν мають у областi таку ж гладкiсть,
що й Yν та Φν .

Перехiд вiд системи (5) до (12) вiдбувається шляхом введення полярних координат
та їх лiнiйного перетворення.

Доведення. Визначимо γν з рiвнянь

aν cos 2γν =
bν + cν

2
sin 2γν , ν = 1, n1,

i покладемо

Bν =
[

sin γν
cos γν

]
, B+

ν = BT
ν , ν = 1, n1.

B = diag (B1, . . . , Bn1), B+ = BT , H = diag (H1, . . . ,Hn1),

eHψ = diag (eH1ψ1 , . . . , eHn1ψn1 ).

Згiдно з [3] маємо

H2 = −E, B+HB = 0, B+B = E, eHψ = H sinψ + E cosψ, (13)

де E — одинична матриця вiдповiдного розмiру.
Згiдно з [1] Yν ∈ KerL1, Φν ∈ KerL2 i, отже, мають мiсце рiвностi

Yν(y′, θ′) = e−λHtYν(eλHty′, µt+ θ′), Φν(y′, θ′) = Φν(eλHty′, µt+ θ′). (14)

У квазiперiодичних функцiях рiвностi (14) перейдемо до границi при |t| → ∞ i з ура-
хуванням (3) отримаємо

Yν(y′, θ′) = e−HK10
eψ10
Yν(eHK10

eψ10
y′, N2ψ̃

2 +N0ψ̃
0 + θ′),

(15)

Φν(y′, θ′) = Φν

(
eHK10

eψ10
y′, N2ψ̃

2 +N0ψ̃
0 + θ′

)
,

де ψ̃ ∈ Tm, θ′ ∈ Tn2 , y
′ ∈ R2n1 є довiльними.
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Введемо полярнi координати (ψ, h) :

y = eHψBh, h ∈ Rn1 , ψ ∈ Tn2 . (16)

З (16) виразимо dy/dt через ψ, h та їхнi похiднi, пiдставимо отриманий вираз у (5) i,
врахувавши (13), отримаємо систему, що рiвносильна (5) (за винятком гiперплощин hj =
= 0, j = 1, n1):

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+e−HψYν(eHψBh, θ),

dψ

dt
= λ−

∑
ν≥1

ενB+He−HψYν(eHψBh, θ)/h, (17)

dθ

dt
= µ+

∑
ν≥1

ενΦν(eHψBh, θ).

Пiд дiленням векторiв розумiємо покоординатне дiлення.
У нерезонансному випадку (m = n) рiвнiсть (15) має простий вигляд

Yν(y′, θ′) = e−HψYν(eHψy′, θ + θ′), Φν(y′, θ′) = Φν(eHψy′, θ + θ′). (18)

Покладемо у (18) y′ = Bh, θ′ = 0 i пiдставимо (18) у (17):

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+Yν(Bh, 0),

dψ

dt
= λ−

∑
ν≥1

ενB+HYν(Bh, 0)/h, (19)

dθ

dt
= µ+

∑
ν≥1

ενΦν(Bh, 0).

Тут вiдокремлено перше рiвняння з повiльною змiнною h, бо права частина системи не
залежить вiд ψ та θ.

У резонансному випадку за допомогою (3), (4) продовжимо перетворення систе-
ми (17).

Для будь-якої матрицi A розмiру p1 × p2 за умов p2 < p1 та rankA = p2 введемо
псевдообернену до неї матрицю A+ за формулою

A+ = [ATA]−1AT .

При цьому, очевидно, має мiсце рiвнiсть

A+A = E.
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Виберемо цiлочисловi матрицi K3 та N3 вiдповiдно порядкiв n1 × (n1 − m10) та n2 ×
×(n2 −m20) з умов

KT
10K3 = 0, NT

20N3 = 0, rankK3 = n1 −m10, rankN3 = n2 −m20. (20)

Це можна зробити, взявши, наприклад, за K3 та N3 матрицi, що складаються вiдповiдно
з n1 −m10 та n2 −m20 лiнiйно незалежних стовпчикiв матриць

d1(E −K10K
+
10) та d2(E −N20N

+
20),

де d1 та d2 — деякi цiлi числа.
Виконаємо замiну змiнних

ψ = K10ψ
10 +K3ψ

3 = K1ψ
1 +K0ψ

0 +K3ψ
3, ψ10 = K+

10ψ, ψ3 = K+
3 ψ,

(21)

θ = N20θ
20 +N3θ

3 = N2θ
2 +N0θ

0 +N3θ
3, θ20 = N+

20θ, θ3 = N+
3 θ.

У (15) покладемо

y′ = eHK3ψ3
Bh, θ′ = N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3, ψ̃0 = ψ0, ψ̃1 = ψ1, ψ̃2 = θ2,

тодi N2ψ̃
2 +N0ψ̃

0 + θ′ = θ i згiдно з (15) та (21) маємо

e−HψYν(eHψBh, θ) = e−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
,

(22)

Φν(eHψBh, θ) = Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
.

За допомогою (20), (21) та (22) перетворимо систему (17):

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+e−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
,

dψ3

dt
= −

∑
ν≥1

ενK+
3 B

+He−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
/h,

dθ3

dt
=
∑
ν≥1

ενN+
3 Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
, (23)

dψ10

dt
= ω10 −

∑
ν≥1

ενK+
10B

+He−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
/h,

dθ20

dt
= ω20 +

∑
ν≥1

ενN+
20Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
.
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Продовжимо розщеплення системи (23). Для цього позначимо

ξ0 = θ0 − ψ0 (24)

i, врахувавши (3), (21) та (24), два останнiх рiвняння (23) запишемо у виглядi

dψ0

dt
= ω0 − J0

∑
ν≥1

ενK+
10B

+He−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h,

dθ0

dt
= ω0 + P0

∑
ν≥1

ενN+
20Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

(25)
dψ1

dt
= ω1 − J1

∑
ν≥1

ενK+
10B

+He−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h,

dθ2

dt
= ω2 + P2

∑
ν≥1

ενN+
20Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

де Ji та Pj — блочнi матрицi вiдповiдного розмiру, що складаються з горизонтально роз-
ташованих одиничної та нульової матриць.

У (25) замiсть першого (або другого) рiвняння вiзьмемо рiзницю другого й першого
рiвнянь та долучимо до (25) три перших рiвняння (23). З урахуванням (24) отримаємо
розщеплену систему з повiльними змiнними h, ψ3, θ3 та ξ0 :

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+e−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

dψ3

dt
= −

∑
ν≥1

ενK+
3 B

+He−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h,

dθ3

dt
=
∑
ν≥1

ενN+
3 Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

dξ0

dt
=
∑
ν≥1

εν
{
P0N

+
20Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]

+

+ J0K
+
10B

+He−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h
}
,

dθ0

dt
= ω0 +

∑
ν≥1

ενP0N
+
20Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

dψ1

dt
= ω1 −

∑
ν≥1

ενJ1K
+
10B

+He−HK3ψ3
Yν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h,
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dθ2

dt
= ω2 + P2

∑
ν≥1

ενN+
20Φν

[
eHK3ψ3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

що й потрiбно було довести.
Теорему 1 доведено.
Нарештi, вкажемо замiну, що зводить систему (5) до отриманого вище вигляду. Вра-

ховуючи (16), (21) та (24), маємо

y = eK1ψ1+K0(θ0−ξ0)+K3ψ3
Bh, θ = N2θ

2 +N0θ
0 +N3θ

3.

4. Аналiз усередненої системи у нерезонансному випадку. Розглянемо випадок, коли
m = n. Тодi Yν(y, θ) та Φν(y, θ), що фiгурують у системi (19), не залежать вiд θ.

Для зручностi запишемо змiнну y у виглядi

y = colon
(
y1, . . . , yn1

)
, yj =

[
y2j−1

y2j

]
, j = 1, n1.

Тодi система (5) набере вигляду

dyj

dt
= λjHjy

j +
∑
ν≥1

ενY j
ν

(
y1, . . . , yn1

)
, j = 1, n1,

(26)
dθk
dt

= µk +
∑
ν≥1

ενΦk
ν

(
y1, . . . , yn1

)
, k = 1, n2.

Диференцiюючи (18) по ψj для компоненти Y j
ν i покладаючи ψ = 0, доводимо, що гiпер-

площина
yj = 0

є iнварiантною при j = 1, n1 для системи (5), до того ж в околi гiперплощини

yj = 0, j = 1, n′, n′ 6 n1,

система (26) рiвносильна наступнiй:

dyj

dt
= λjHjy

j +
∑
ν≥1

ενHj

∂Y j
ν

(
y1, . . . , yn

′
, Bn′+1hn′+1, . . . , Bn1hn1

)
∂yj

Hjy
j , j = 1, n′,

dhp
dt

= −
∑
ν≥1

ενB+
p Hp

∂Y p
ν

(
y1, . . . , yn

′
, Bn′+1hn′+1, . . . , Bn1hn1

)
∂yp

HpBphp,

(27)

dψp
dt

= λp +
∑
ν≥1

ενB+
p

∂Y p
ν

(
y1, . . . , yn

′
, Bn′+1hn′+1, . . . , Bn1hn1

)
∂yp

HpBp, p = n′ + 1, n1,

dθk
dt

= µk +
∑
ν≥1

ενΦk
ν

(
y1, . . . , yn

′
, Bn′+1hn′+1, . . . , Bn1hn1

)
, k = 1, n2.
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Згiдно з [3] матрицi рiвнянь у варiацiях, що вiдповiдають положенням рiвноваги

hj = 0, j = 1, n′, hp = h0
p > 0, p = n′ + 1, n1,

та

yj = 0, j = 1, n′, hp = h0
p > 0, p = n′ + 1, n1, (28)

амплiтудних рiвнянь вiдповiдно систем (19) та (27), мають вигляд

 diag

{∑
i≥1

εiαji

}
O∑

i≥1
εiC

(2)
i

∑
i≥1

εiCi

 та

 diag

{∑
i≥1

εiαjiE + (λj +
∑
i≥1

εiβji )Hj

}
O∑

i≥1
εiC

(1)
i

∑
i≥1

εiCi

 ,
(29)

де αji та βji — деякi сталi, Ci, C
(1)
i та C(2)

i — деякi сталi матрицi.
Тому множини дiйсних частин власних чисел цих двох матриць збiгаються. Така сама

властивiсть має мiсце, зокрема, для перших наближень вiдповiдно систем (19) та (27). Тодi
ряди в (29) обiрвуться на першому доданку.

5. Збереження iнварiантного тора. Узагальнимо задачу, взявши X(x, ϕ) та F (x, ϕ) з
ширшого класу функцiй. За умови iснування та гладкостi u1(y, θ) i v1(y, θ), визначених
за формулами (8), зберiгаються в першому наближеннi всi властивостi асимптотичного
методу.

Теорема 2. Нехай права частина системи така, що:
1) для деяких цiлих s та l, 2 6 s 6 l, та для деякої областi D̃ ⊂ R2n1 X (x, ϕ) ∈

∈ C l(D), F (x, ϕ) ∈ C l(D), а також iснують визначенi за формулами (8)

u1(y, θ) = L−1
1 [X(y, θ)− S1X(y, θ)] ∈ Cs(D), v1(y, θ) = L−1

2 [F (y, θ)− S2F (y, θ)] ∈ Cs(D),

де D = D̃ × Tn2 ;
2) для Y1(y, θ) = S1X(y, θ) та Φ1(y, θ) = S2F (y, θ), визначених за формулами (9),

мають мiсце рiвностi

Y1(y′, θ′) = e−HψY1(eHψy′, θ + θ′), Φ1(y′, θ′) = Φ1(eHψy′, θ + θ′); (30)

3) система, складена з амплiтудних рiвнянь першого наближення системи (19),

dh

dt
= εU(h),

має таке положення рiвноваги

h = h0 > 0 : U(h0) = 0,
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що тор x = g(ψ̃), заданий рiвностями

xjk = 0, k = 1, n′,
(31)

xjk = eHjk
ψjkBjkh

0
jk
, ψjk ∈ T1, k = n′ + 1, n1,

де n′ — кiлькiсть нульових координат вектора h0, jk, k = n′ + 1, n1, — iндекси ненульо-
вих координат вектора h0, ψ̃ = (ψj1 , . . . , ψjn1−n′ ), належить областi D, а власнi числа
матрицi

Ũ =
∂U(h0)
∂h

(32)

не мають нульових дiйсних частин.
Тодi можна вказати таке число ε0 > 0, що для всiх 0 6 ε 6 ε0 система рiвнянь (1)

має (n− n′)-вимiрний iнварiантний тор

x = f(ψ̃, ϕ, ε),

де f ∈ Cs−2
Lip (Tn−n′).

Цей тор задовольняє умову

lim
ε→0

‖f(ψ̃, ϕ, ε)− g(ψ̃)‖s−2 = 0 (33)

i є експоненцiально стiйким, якщо дiйснi частини власних чисел матрицi (32) вiд’ємнi,
та експоненцiально дихотомiчним, якщо є власнi числа матрицi (32) як iз вiд’ємними,
так i з додатними дiйсними частинами.

Доведення. Обмежимося стислою схемою мiркувань.
Використавши замiну

x = y + εu1(y, θ), ϕ = θ + εv1(y, θ), (34)

отримаємо систему, права частина якої мiстить аналогiчнi до (5) доданки при ε0 та ε1, а
також додатковий залишок при ε2, який у загальному випадку залежить вiд усiх змiнних
та вiд ε.

Оскiльки мають мiсце рiвностi (30), тобто (18) для ν = 1, то для першого наближення
усередненої системи виконуються всi властивостi, дослiдженi для нерезонансного випад-
ку, в тому числi й щодо власних чисел матриць (29).

За умовами теореми нам вiдомi знаки дiйсних чисел матрицi рiвнянь у варiацiях вiдпо-
вiдно до (28).

Використавши, наприклад, iдею [4], пiсля нескладних лiнiйних перетворень для отри-
маної системи за допомогою послiдовних наближень та теореми Асколi – Арцела можна
довести iснування iнварiантного тора як нерухомої точки iнтегрального оператора. Оцiн-
ка його гладкостi погiршується внаслiдок пiдстановки (34) у (1), а також у момент засто-
сування теореми Асколi – Арцела.
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Отриманий у процесi доведення вигляд iнварiантного тора для перетвореної системи,
а також (34) свiдчать про виконання границi (33).

Питання стiйкостi та дихотомiї iнварiантного тора можна дослiдити, наприклад, за-
стосувавши мiркування з доведення леми III гл. V монографiї [5], де за допомогою теоре-
ми Банаха про нерухому точку знаходяться вiдповiднi односторонньо iнварiантнi множи-
ни.

Теорему 2 доведено.
Зауважимо, що умова 2 теореми 2 автоматично виконується у нерезонансному ви-

падку, а тор (31) є iнварiантним многовидом першої пiдсистеми вихiдної системи (1) при
ε = 0.

Якщо (30) не виконується, то для розщепленої усередненої системи загального вигля-
ду (25) можна застосувати загальну теорiю збурення iнварiантних торiв [6].

6. Частинний резонансний випадок. Знайдемо умови, з яких випливає виконання умо-
ви 2 теореми 2 у випадку, коли може мати мiсце резонанс.

Легко бачити, що з рiвностей

Y1(y, θ) =
1

(2π)n

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−Hψ1X
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
dψ,

(35)

Φ1(y, θ) =
1

(2π)n

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
dψ, ψ1 ∈ Tn1 , ψ2 ∈ Tn2 ,

випливає виконання (30).
Позначимо

X̃k(y, θ) =
1

(2π)n

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−Hψ1X
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
e−i(k,ψ)dψ,

F̃k(y, θ) =
1

(2π)n

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
e−i(k,ψ)dψ, k ∈ Zn,

ψ1 ∈ Tn1 , ψ2 ∈ Tn2 .

Тодi

e−Hψ1X
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
=
∑
k∈Zn

X̃k(y, θ)ei(k,ψ),

(36)

F
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
=
∑
k∈Zn

F̃k(y, θ)ei(k,ψ).

Для матрицi K з (2) позначимо

Q =
{

KerKT
⋂

Zn
}
\{0}.
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Iз (36) та (9) отримуємо

S1X(y, θ) =
∑

(k,η)=0

X̃k(y, θ) = X̃0(y, θ) +
∑
k∈Q

X̃k(y, θ),

(37)

S2F (y, θ) =
∑

(k,η)=0

F̃k(y, θ) = F̃0(y, θ) +
∑
k∈Q

F̃k(y, θ).

Рiвностi (35) у нових позначеннях набирають вигляду

Y1(y, θ) = X̃0(y, θ), Φ1(y, θ) = F̃0(y, θ). (38)

Взявши до уваги [3], легко показати, що перехiд у (3) вiд базиса ω до ω1 (або навiть
перехiд вiд η до η1) не змiнює вигляд (37) усереднюючих операторiв, якщо

K1 = KR, R = K+K1, detR 6= 0.

Позначимо

Ql = {k ∈ Q||k| 6 l}.

Нехай X(x, ϕ) — квазiполiном:

X(x, ϕ) =
∑

|r|6M1,|k|6M2

Xrkx
rei(k,ϕ).

Тодi e−Hψ1X(eHψ1y, ψ2 + θ) є тригонометричним полiномом по ψ, що мiстить гармонiки
ei(k,ϕ) з |k| 6 M1 +M2 + 1. Тому перший ряд (37) зводиться до суми

S1X(y, θ) =
∑

(k,η)=0

X̃k(y, θ) = X̃0(y, θ) +
∑

k∈QM1+M2+1

X̃k(y, θ). (39)

Аналогiчно для квазiполiнома F (x, ϕ) маємо

S2F (y, θ) =
∑

(k,η)=0

F̃k(y, θ) = F̃0(y, θ) +
∑

k∈QM1+M2

F̃k(y, θ). (40)

Якщо при цьому

QM1+M2+1 = ∅,

то згiдно з (39), (40) маємо (38), тобто виконується умова 2 теореми 2.
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