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We obtain constructive conditions for existence of solutions of an autonomous Noether weakly nonlinear
boundary-value problem for a system of ordinary differential equations in the critical case, and construct
a modified iteration procedure for finding the solutions.

Одержано конструктивнi умови iснування та побудовано модифiковану iтерацiйну процедуру
для знаходження розв’язкiв автономної нетерової слабконелiнiйної крайової задачi для системи
звичайних диференцiальних рiвнянь у критичному випадку.

1. Постановка задачи. Исследуем задачу о построении решения

z(t, ε) = col
(
z(1)(t, ε), . . . , z(n)(t, ε)

)
, z(i)(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)],

z(i)(t, ·) ∈ C[0, ε0], i = 1, 2, . . . , n,

системы обыкновенных дифференциальных уравнений

dz

dt
= Az + f + εZ(z, ε), (1)

удовлетворяющих краевому условию [1, 2]

`z(·, ε) = α + εJ(z(·, ε), ε). (2)

Решение нетеровой (m 6= n) задачи (1), (2) ищем в малой окрестности решения

z0(t) = col
(
z
(1)
0 (t), . . . , z(n)

0 (t)
)

, z
(i)
0 (·) ∈ C1[a, b∗], b∗ = b(0),

порождающей задачи
dz0

dt
= Az0 + f, `z0(·) = α. (3)

Здесь A− постоянная (n×n)-мерная матрица, f — постоянный вектор-столбец, Z(z, ε) —
нелинейная вектор-функция, непрерывно дифференцируемая по неизвестной z в малой
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окрестности решения порождающей задачи и по малому параметру ε на отрезке [0, ε0];
`z(·, ε) — линейный и J(z(·, ε), ε) — нелинейный векторный функционалы

`z(·, ε), J(z(·, ε), ε) : C[a, b(ε)] → Rm,

причем второй функционал непрерывно дифференцируем по неизвестной z и по мало-
му параметру ε в малой окрестности решения порождающей задачи и на отрезке [0, ε0].
Предположим, что в критическом (PQ∗ 6= 0) случае выполнено условие

PQ∗
d
{α− `K[f ](·)} = 0;

при этом порождающая задача (3) имеет r-параметрическое семейство решений

z0(t, cr) = Xr(t)cr + G [f ;α] (t), cr ∈ Rr.

Здесь Q = `X(·) — (m×n)-матрица, rank Q = n1 ≤ min(m,n), n−n1 = r, PQ∗ — (m×m)-
матрица-ортопроектор PQ∗ : Rm → N(Q∗), X(t)− нормальная (X(a) = In) фундамен-
тальная матрица однородной части дифференциальной системы (3); (d×m)-мерная мат-
рица PQ∗

d
составлена из d = m− n1 линейно независимых строк матрицы-ортопроектора

PQ∗ , Xr(t) — (n × r)-мерная матрица, составленная из r линейно независимых столбцов
матрицы X(t),

G [f ;α] (t) = X(t)Q+ {α− `K[f ](·)}+ K[f ](t)

— обобщенный оператор Грина задачи (3), Q+ — псевдообратная матрица по Муру –
Пенроузу [1],

K[f ](t) = X(t)

t∫
a

X−1(s) f ds

— оператор Грина задачи Коши для дифференциальной системы (3), In — единичная
(n× n)-матрица.

Задача (1), (2) существенно отличается от аналогичных неавтономных краевых задач
[3]; в отличие от последних правый конец b(ε) промежутка [a, b(ε)], на котором ищем ре-
шение задачи (1), (2), неизвестен и подлежит определению в процессе построения самого
решения; будем искать его в виде

b(ε) = b∗ + ε (b∗ − a) β(ε).

Функция β(ε) непрерывна на отрезке [0, ε0]; положим β(0) = β∗. Выполняя в задаче (1),
(2) замену независимой переменной [4]

t = a + (τ − a) (1 + εβ(ε)) , (4)

приходим к задаче об отыскании решения

z(τ, ε) = col
(
z(1)(τ, ε), . . . , z(n)(τ, ε)

)
, z(i)(·, ε) ∈ C1[a, b∗],
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z(i)(τ, ·) ∈ C[0, ε0], i = 1, 2, . . . , n,

системы дифференциальных уравнений

dz

dτ
= Az + f + ε {β(ε)A (z(τ, ε) + f) + (1 + εβ(ε))Z(z(τ, ε), ε)} , (5)

удовлетворяющих краевому условию

`z(·, ε) = (1 + εβ(ε))
(
α + εJ̃(z(·, ε), ε)

)
. (6)

Здесь `z(·, ε) — линейный и J̃(z(·, ε), ε) — нелинейный векторные функционалы

`z(·, ε), J̃(z(·, ε), ε) : C[a, b∗] → Rm.

Действительно, линейный векторный функционал `(z(·, ε), ε) на C[a, b(ε)] представим с
помощью интеграла Римана – Стильтьеса в виде

`(z(·, ε), ε) =

b(ε)∫
a

dΩ(t)z(t, ε),

где Ω(t) — (m × n)-матрица, элементы которой — функции ограниченной на [a, b(ε)] ва-
риации. Замена переменной (4) приводит последний интеграл к виду

b(ε)∫
a

dΩ(t)z(t, ε) = (1 + εβ(ε))

b∗∫
a

dΩ(τ)z(τ, ε).

Полученное таким образом равенство

`(z(·, ε), ε) = (1 + εβ(ε)) `z(·, ε)

определяет вид краевого условия (6). Решение

z(τ, ε) = z0(τ, cr) + x(τ, ε)

задачи (5), (6) ищем в окрестности решения z0(τ, cr) порождающей задачи (3). Для нахо-
ждения возмущения x(τ, ε) получаем задачу

dx

dτ
= Ax + ε {β(ε)(A(z0 + x) + f) + (1 + εβ(ε))Z(z0 + x, ε)} , (7)

`x(·, ε) = εαβ(ε) + ε[1 + εβ(ε)]J̃(z0(·, cr) + x(·, ε), ε). (8)

Необходимое и достаточное условие разрешимости задачи (7), (8) имеет вид

PQ∗
d

{
αβ(ε) + [1 + εβ(ε)]J̃(z0(·, cr) + x(·, ε), ε) −

− `K {β(ε)[A(z0 + x) + f ] + [1 + εβ(ε)]Z(z0 + x, ε)} (·)} = 0. (9)
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Обозначая

ϕ0(c∗) = αβ∗ + J(z0(·, c∗r), 0), f0(s, c∗) = β∗ [Az0(s, c∗r) + f ] + Z(z0(s, c∗r), 0),

аналогично [4] приходим к необходимому условию разрешимости задачи (7), (8).

Лемма. Если краевая задача (1), (2) в критическом случае (PQ∗ 6= 0) имеет решение

z(t, ε) = col
(
z(1)(t, ε), . . . , z(n)(t, ε)

)
, z(i)(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)],

z(i)(t, ·) ∈ C[0, ε0], i = 1, 2, . . . , n,

при ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) = z0(t, c∗r), то вектор c∗ = col (c∗r , β
∗) ∈

∈ Rr+1 удовлетворяет уравнению

F0(c∗) = PQ∗
d
{ϕ0(c∗)− `K[f0(s, c∗)](·)} = 0. (10)

Первые r компонент c∗r ∈ Rr корня c∗ ∈ Rr+1 уравнения (10) определяют амплиту-
ду порождающего решения z0(t, c∗r), в малой окрестности которого может существовать
искомое решение исходной задачи (1), (2). Кроме того, из уравнения (10) может быть
найдена величина β∗ ∈ R1, определяющая первое приближение b1(ε) = b∗ + ε(b∗ − a)β∗

к длине отрезка b(ε), на котором определено искомое решение. Если же уравнение (10)
не имеет действительных корней, то исходная задача (1), (2) не имеет искомых решений.
Предположим, что уравнение (10) имеет действительные корни. Фиксируя одно из реше-
ний c∗ ∈ Rr+1 уравнения (10), приходим к задаче об отыскании решения задачи (1), (2)

z(τ, ε) = z0(τ, c∗r) + x(τ, ε)

в окрестности порождающего решения

z0(τ, c∗r) = Xr(τ)c∗r + G[f ;α](τ).

Используя непрерывную дифференцируемость функции Z(z, ε) по первому аргументу в
окрестности порождающего решения и по второму аргументу в малой положительной
окрестности нуля, разлагаем эту функцию в окрестности точек x = 0 и ε = 0 :

Z(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) = Z(z0(τ, c∗r), 0)+

+ A1(τ)x(τ, ε) + εA2(z0(τ, c∗r)) + R1(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε),

где

A1(τ) =
∂Z(z, ε)

∂z

∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

,
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A2(z0(τ, c∗r)) =
∂Z(z, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r),
ε=0

.

Остаток R1(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) разложения функции Z(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) имеет более
высокий порядок малости по x и ε в окрестности точек x = 0 и ε = 0, чем два первых
члена разложения, поэтому

R1(z, ε)

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

≡ 0,
∂R1(z, ε)

∂z

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

≡ 0,

∂R1(z, ε)
∂ε

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

≡ 0.

Аналогично, используя непрерывную дифференцируемость (в смысле Фреше) вектор-
ного функционала J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) по первому и второму аргументам, выделяем ли-
нейные части этого функционала

`1x(·, ε) =
∂J̃(z(·, ε), ε)

∂x

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

,

ε `2(z0(·, c∗r)) = ε
∂J̃(z(·, ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

и член J(z0(·, c∗r), 0) = J(z(·, 0), 0) нулевого порядка по ε в окрестности точек x = 0 и
ε = 0 :

J̃(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε) = J(z0(·, c∗r), 0)+`1x(·, ε)+ε`2(z0(·, c∗r))+J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε). (11)

Остаток J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε) разложения функционала J(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε) имеет более
высокий порядок малости по x и ε в окрестности точек x = 0 и ε = 0, чем два первых
члена разложения, поэтому

J1(z(·, ε), ε)

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

= 0,
∂J1(z(·, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

= 0,

∂J1(z(·, ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

= 0.
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С учетом разложений нелинейностей задача (7), (8) принимает вид

dx(τ, ε)
dτ

= Ax(τ, ε) + ε {f0(τ, c∗) + β∗Ax(τ, ε) +

+ β̄(ε) [A(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε)) + f ] + A1(τ)x(τ, ε) + εA2(z0(τ, c∗r))+

+ R1(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) + εβ(ε)Z(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε)} , (12)

`x(·, ε) = ε
{
ϕ0(c∗) + αβ̄(ε) + `1x(·, ε) + ε`2(z0(·, c∗r)) +

+ J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) + εβ(ε)J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)} . (13)

Здесь β̄(ε) = β(ε)− β∗ — неизвестная непрерывная скалярная функция.
Решение задачи (12), (13) представимо в виде

x(τ, ε) = Xr(τ)cr(ε) + x(1)(τ, ε),

где

x(1)(τ, ε) = εG{f0(τ, c∗) + β∗Ax(τ, ε)+

+ β̄(ε)[A(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε)) + f ] + A1(τ)x(τ, ε) + εA2(z0(τ, c∗r))+

+ R1(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) + εβ(ε)Z(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε),

ϕ0(c∗) + αβ̄(ε) + `1x(·, ε) + ε`2(z0(·, c∗r))+

+ J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) + εβ(ε)J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε}(τ).

Неизвестная cr = cr(ε) ∈ Rr — непрерывная в малой положительной окрестности нуля
вектор-функция малого параметра. Используя представление решения задачи (12), (13),
преобразуем эту задачу к виду

dx(τ, ε)
dτ

= Ax(τ, ε) + ε
{
f0(τ, c∗) + Ā1(z0(τ, c∗r))c(ε) + R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε)

}
, (14)

`x(·, ε) = ε
{
ϕ0(c∗) + ¯̀

1(z0(·, c∗r))c(ε) + J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)
}

. (15)

Здесь
Ā1(z0(τ, c∗r)) = {[β∗A + A1(s)]Xr(s); Az0(τ, c∗r) + f} ,

¯̀
1 (z0(·, c∗r)) = [`1Xr(·);α]

— (n× (r + 1))- и (m× (r + 1))-мерные матрицы и остатки

R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) = β∗Ax(1)(τ, ε) + β̄(ε)Ax(τ, ε) + A1(τ)x(1)(τ, ε)+
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+εA2(z0(τ, c∗r)) + R1(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) + εβ(ε)Z(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε),

J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) = `1x
(1)(·, ε) + ε `2(z0(·, c∗r))+

+ J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) + εβ(ε)J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε).

Условие разрешимости задачи (14), (15)

PQ∗
d

{
ϕ0(c∗) + ¯̀

1 (z0(·, c∗r)) c(ε) + J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) −

− `K
[
f0(τ, c∗) + Ā1 (z0(τ, c∗r)) c(ε) + R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε)

]
(·)

}
= 0

упрощает равенство F0(c∗) = 0 :

PQ∗
d

{ ¯̀
1 (z0(·, c∗r)) c(ε) + J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) −

− `K
[
Ā1 (z0(τ, c∗r)) c(ε) + R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε)

]
(·)

}
= 0.

Обозначая (d× (r + 1))-матрицу

B0 = PQ∗
d

{ ¯̀
1 (z0(·, c∗r))− `K

[
Ā1 (z0(τ, c∗r))

]
(·)

}
,

приходим к операторной системе, равносильной задаче о нахождении решений системы
(7), удовлетворяющих краевому условию (8):

x(τ, ε) = Xr(τ)cr(ε) + x(1)(τ, ε),

B0 c(ε) = −PQ∗
d
{J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− `K [R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε)] (·)} , (16)

x(1)(τ, ε) = εG
{
f0(τ, c∗) + Ā1 (z0(τ, c∗r)) c(ε) + R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) ;

ϕ0(c∗) + ¯̀
1 (z0(·, c∗r)) c(ε) + J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

}
(τ).

Здесь I1 = col (Ir, 0) — постоянная (r × (r + 1))-мерная матрица.
При условии PB∗

0
= 0 общее решение второго уравнения операторной системы (16)

имеет вид

c(ε) = −B+
0 PQ∗

d
{J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− `K [R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε)] (·)}+ PB0 c̄,

где c̄ ∈ Rr+1 — произвольный вектор.
Пусть rankPB0 = ρ, PB0 : Rr+1 → N(B0) — ((r + 1)× (r + 1))-матрица-ортопроектор,

PB∗
0

— ((r+1)× (r+1))-мерная матрица-ортопроектор: Rr+1 → N(B∗
0). Обозначим через

Pρ ((r + 1) × ρ)-матрицу, составленную из ρ линейно независимых столбцов матрицы-
ортопроектора PB0 ; при этом вектор-функция

c(ε) = −B+
0 PQ∗

d
{J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− `K [R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε)] (·)}+ Pρ cρ
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зависит от произвольного вектора

cρ = col
(
c(1)
ρ (ε), . . . , c(ρ)

ρ (ε)
)

, c(i)
ρ (ε) ∈ C[0, ε∗0], c(i)

ρ (0) = 0, i = 1, 2, . . . , ρ.

Таким образом, при условии PB∗
0

= 0 общее решение краевой задачи (7), (8) определяет
операторная система

x(τ, ε) = Xr(τ)I1c(ε) + x(1)(τ, ε),

c(ε) = −B+
0 PQ∗

d
{J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− `K [R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε)] (·)}+ Pρcρ,

(17)

x(1)(τ, ε) = εG
{
f0(τ, c∗) + Ā1 (z0(τ, c∗r)) c(ε) + R5(z0(τ, c∗r) + x(τ, ε), ε) ;

ϕ0(c∗) + ¯̀
1 (z0(·, c∗r)) c(ε) + J5(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

}
(τ),

эквивалентная задаче о построении решения системы уравнений (7), удовлетворяющих
краевому условию (8). Операторная система (17) принадлежит классу систем, для реше-
ния которых применим метод простых итераций [1, 2]. Этот метод отличают простота
и численная устойчивость, однако построение приближенных решений с применением
метода простых итераций связано с быстро увеличивающейся от итерации к итерации
сложностью вычислений. Целью данной работы является построение приближенных ре-
шений краевой задачи (7), (8) аналогично [6] с использованием модифицированной ите-
рационной процедуры.

Первое приближение x1(τ, ε) = ξ1(τ, ε) к решению

ξ1(τ, ε) = Xr(τ)I1c1 + ξ
(1)
1 (τ, ε)

операторной системы (17) ищем, как решение краевой задачи первого приближения к
задаче (7), (8):

dx1

dτ
= Ax1 + εf0(τ, c∗),

(18)
`x1(·, ε) = εϕ0(c∗).

Здесь

ξ
(1)
1 (τ, ε) = εG [f0(s, c∗);ϕ0(c∗)] (τ).

Решение краевой задачи первого приближения существует в силу выбора вектора c∗, яв-
ляющегося корнем уравнения (10).

Второе приближение

x2(τ, ε) = ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)

к решению

ξ2(τ, ε) = Xr(τ)I1c2(ε) + ξ
(1)
2 (τ, ε)
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операторной системы (17) ищем, как решение краевой задачи второго приближения к
задаче (7), (8):

dx2

dτ
= Ax2 + ε

{
f0(τ, c∗) + Ā1 (z0(τ, c∗r)) c1(ε) + R5(z0(τ, c∗r) + ξ

(1)
1 (τ, ε), ε)

}
,

`x2(·, ε) = ε
{

ϕ0(c∗) + ¯̀
1 (z0(·, c∗r)) c1(ε) + J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε)

}
.

С учетом задачи первого приближения приходим к краевой задаче

dξ2

dτ
= Aξ2 + ε

{
Ā1 (z0(τ, c∗r)) c1(ε) + R5(z0(τ, c∗r) + ξ

(1)
1 (τ, ε), ε)

}
,

`ξ2(·, ε) = ε
{

¯̀
1 (z0(·, c∗r)) c1(ε) + J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε)

}
.

Здесь

ξ
(1)
2 (τ, ε) = εG

[
Ā1(s)cr1 + R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
1 (s, ε), ε);

¯̀
1 (z0(·, c∗r)) c1(ε) + J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε)

]
(τ).

Условие разрешимости краевой задачи второго приближения приводит к уравнению

B0 c1(ε) = −PQ∗
d

{
J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε)− `K

[
R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
,

разрешимому при условии PB∗
0

= 0; при этом последнее уравнение имеет по меньшей
мере одно решение

c1(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε)− `K

[
R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρcρ.

Третье приближение

x3(τ, ε) = ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

к решению операторной системы (17) ищем, как решение краевой задачи третьего при-
ближения к задаче (7), (8):

dx3

dτ
= Ax3 + ε

{
f0(τ, c∗) + Ā1 (z0(τ, c∗r)) c2(ε) + R5(z0(τ, c∗r) + ξ

(1)
2 (τ, ε), ε)

}
,

`x2(·, ε) = ε
{

ϕ0(c∗) + ¯̀
1 (z0(·, c∗r)) c2(ε) + J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
2 (·, ε), ε)

}
.

С учетом задачи первого и второго приближений вектор ξ3(τ, ε) ищем, как решение

ξ3(τ, ε) = Xr(τ)I1c3(ε) + ξ
(1)
3 (τ, ε)
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краевой задачи

dξ3

dτ
= Aξ3 + ε

{
Ā1 (z0(τ, c∗r)) (c2(ε)− c1(ε)) +

+ R5(z0(τ, c∗r) + ξ
(1)
2 (τ, ε), ε)−R5

(
z0(τ, c∗r) + ξ

(1)
1 (τ, ε), ε

)}
,

`ξ3(·, ε) = ε
{ ¯̀

1 (z0(·, c∗r)) (c2(ε)− c1(ε)) +

+ J5(z0(·, c∗r) + ξ
(1)
2 (·, ε), ε)− J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε)

}
.

Здесь

ξ
(1)
3 (τ, ε) = εG

[
Ā1(s) (c2(ε)− c1(ε)) +

+ R5(z0(s, c∗r) + ξ
(1)
2 (s, ε), ε)−R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
1 (s, ε), ε);

¯̀
1 (z0(·, c∗r)) (c2(ε)− c1(ε)) + J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
2 (·, ε), ε)+

− J5(z0(·, c∗r) + ξ
(1)
1 (·, ε), ε)

]
(τ).

Условие разрешимости краевой задачи третьего приближения приводит к уравнению

B0 c2(ε) = −PQ∗
d

{
J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
2 (·, ε), ε)− J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε) −

− `K
[
R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
2 (s, ε), ε)−R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
,

разрешимому при условии PB∗
0

= 0; при этом последнее уравнение имеет по меньшей
мере одно решение

c2(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
2 (·, ε), ε)− J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε) −

− `K
[
R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
2 (s, ε), ε)−R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρ cρ.

Структура последующих приближений не отличается от структуры третьего приближе-
ния к решению операторной системы (17).

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема. Для каждого простого (PB∗
0

= 0) корня c∗ = col (c∗r , β
∗) уравнения F0(c∗) =

= 0 задача (5), (6) имеет по меньшей мере одно решение, при ε = 0 обращающееся в по-
рождающее z(τ, 0) = z0(τ, c∗r). Это решение можно определить с помощью сходящегося
при ε ∈ [0, ε∗] итерационного процесса

x1(τ, ε) = ξ1(τ, ε), ξ1(τ, ε) = Xr(τ)I1c1(ε) + ξ
(1)
1 (τ, ε),
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ξ
(1)
1 (τ, ε) = εG [f0(s, c∗);ϕ0(c∗)] (τ),

c1(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
1 (·, ε), ε)− `K

[
R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρcρ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xk+2(τ, ε) = ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + . . . + ξk+2(τ, ε), (19)

ξk+2(τ, ε) = Xr(τ)I1ck+2(ε) + ξ
(1)
k+2(τ, ε),

ξ
(1)
k+2(τ, ε) = εG

[
Ā1(s) (ck+1(ε)− ck(ε)) +

+ R5(z0(s, c∗r) + ξ
(1)
k+1(s, ε), ε)−R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
k (s, ε), ε);

¯̀
1 (z0(·, c∗r)) (ck+1(ε)− ck(ε)) + J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
k+1(·, ε), ε)−

− J5(z0(·, c∗r) + ξ
(1)
k (·, ε), ε) ] (τ),

ck+2(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
k+2(·, ε), ε)− J5(z0(·, c∗r) + ξ

(1)
k+1(·, ε), ε) −

− `K
[
R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
k+2(s, ε), ε)−R5(z0(s, c∗r) + ξ

(1)
k+1(s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρ cρ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

С учетом замены независимой переменной (4) задача (1), (2) имеет по меньшей мере
одно решение, которое может быть найдено с помощью итерационного процесса (19)
по формуле zk(t, ε) = z0(t, c∗r)+xk(t, ε), k = 1, 2, . . . . Величина βk(ε) представляет собой
последнюю компоненту вектора ck(ε).

Итерационная процедура (19) отличается от схемы [4] учетом производных A2(z0(τ,
c∗r)) и `2(z0(·, c∗r)) нелинейностей исходной краевой задачи (1), (2). Учет производных
A2(z0(τ, c∗r)) и `2(z0(·, c∗r)), вообще говоря, снимает дополнительные требования

∂ Z(z, ε)
∂ε

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

≡ 0,
∂J̃(z(·, ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣z=z0(τ,c∗r)
ε=0

= 0,

используемые при построении итерационной процедуры [4]. Схема (19) использует пред-
ставление искомого решения в виде суммы последовательности возмущений

x1(t, ε) = ξ1(t, ε), x2(t, ε) = x1(t, ε) + ξ2(t, ε), x3(t, ε) = x2(t, ε) + ξ3(t, ε), . . . ,

не является разложением искомого решения по степеням малого параметра и не пред-
полагает разложений нелинейностей по степеням решения задачи (1), (2). Правые части
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уравнений итерационной процедуры (19) в отличие от традиционной схемы [4] не содер-
жат повторяющихся слагаемых, поэтому точность приближенных вычислений возраста-
ет. Найти оценку ε∗ длины отрезка [0, ε∗], на котором сохраняется сходимость итераци-
онной процедуры (19), можно по формуле [7].
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