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ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ IМПУЛЬСНОЇ СИСТЕМИ
З ДВОМА ТОЧКАМИ РОЗРИВУ

О. В. Iващук

Київс. нац. ун-т iм. Т. Шевченка
Україна, 01601, Київ, вул. Володимирська, 64

We obtain conditions for existence of a 2π-periodic solution of an impulsive system that has two break
points in non-fixed times.

Получены условия существования 2π-периодического решения импульсной системы с двумя
точками разрыва в нефиксированные моменты времени.

Уперше метод усереднення було застосовано при дослiдженнi рiвняння з iмпульсною
дiєю М. М. Криловим та М. М. Боголюбовим [1]. Згодом у роботах А. М. Самойленка [2,
3] iдея застосування асимптотичного методу Крилова – Боголюбова була розвинена i по-
ширена на широкий клас систем з iмпульсною дiєю. Цi роботи започаткували активне
дослiдження коливних процесiв в iмпульсних системах.

Питання про iснування перiодичних розв’язкiв iмпульсних систем розглядалося в ро-
ботах [2 – 4] та iн. Зокрема, було розглянуто питання про iснування граничного розрив-
ного циклу iмпульсної системи з однiєю точкою розриву та обґрунтовано використання
методу усереднення Крилова – Боголюбова при дослiдженнi iмпульсних систем.

Основний результат даної роботи полягає в тому, що для iмпульсної системи з дво-
ма точками розриву в нефiксованi моменти часу встановлено умови на коефiцiєнти та
функцiї системи, при яких дана система має 2π-перiодичнй розв’язок. При дослiдженнi
використано метод усереднення Крилова – Боголюбова та результати з теорiї чисельно-
аналiтичних методiв дослiдження перiодичних розв’язкiв [5].

Розглянемо систему

ẋ = λHx+ εX(x), ‖x‖ 6= r0, (1)

з умовою

∆‖x‖
∣∣∣
‖x‖=r0

=


εI1, x2 ≤ 0,

εI2, x2 > 0,
(2)

та

x(t0) = x0, (3)

де x =

(
x1
x2

)
: R → R2, H =

(
0 1
−1 0

)
, X(x) =

(
X1(x1, x2)
X2(x1, x2)

)
: R2 → R2,

x0 =

(
x01
x02

)
, I1 · I2 > 0.
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Нехай для X1(x, y), X2(x1, x2) в областi D = BR(0), R > r0, виконуються наступнi
умови:

A) |X1(x1, x2)| ≤ M1, |X2(x1, x2)| ≤ M2;
B) функцiї X1(x1, x2), X2(x1, x2) є неперервними та задовольняють умову Лiпшиця зi

сталими K1, K2 вiдповiдно.
Розв’язки системи рiвнянь (1), (2) можуть бути такими:
1. Розв’язки, якi не зазнають iмпульсної дiї при t ≥ 0. Це розв’язки системи (1), якi

задовольняють умову ‖x‖ 6= r0 ∀t ≥ 0.
2. Розв’язки, якi зазнають iмпульсної дiї при t ≥ 0 скiнченну кiлькiсть разiв. Це розв’яз-

ки системи (1), для яких ‖x‖ = r0 лише для скiнченної кiлькостi значень t ≥ 0.
3. Розв’язки, якi зазнають iмпульсної дiї при t ≥ 0 нескiнченну кiлькiсть разiв. Це

розв’язки системи (1), для яких ‖x‖ = r0 для нескiнченної кiлькостi значень t ≥ 0.
Розв’язки перших двох видiв або прямують до нескiнченностi при t → ∞, або притягу-

ються до циклiв системи (1). Розв’язки третього виду або прямують до нескiнченностi при
t → ∞, або притягуються до розривних циклiв системи (1), (2), якi не є циклами системи
(1), i породжують перiодичнi траєкторiї з двома iмпульсними збуреннями за перiод.

Наша задача — вказати умови на коефiцiєнти системи рiвнянь (1) – (3), при яких по-
роджуються 2π-перiодичнi розв’язки цiєї системи.

Виконавши замiну

x1 = r cosϕ,
(4)

x2 = −r sinϕ,

з (1) одержимо

ṙ = εX1(r cosϕ,−r sinϕ) cosϕ− εX2(r cosϕ,−r sinϕ) sinϕ,

−rϕ̇ = −λr + εX1(r cosϕ,−r sinϕ) sinϕ+ εX2(r cosϕ,−r sinϕ) cosϕ.

Позначивши

F (r, ϕ) = X1(r cosϕ,−r sinϕ) cosϕ−X2(r cosϕ,−r sinϕ) sinϕ,

G(r, ϕ) = −1

r
(X1(r cosϕ,−r sinϕ) sinϕ+X2(r cosϕ,−r sinϕ) cosϕ),

отримаємо систему

ṙ = εF (r, ϕ),

ϕ̇ = λ+ εG(r, ϕ),

вiд якої перейдемо до рiвняння

dr

dϕ
=

εF (r, ϕ)

λ+ εG(r, ϕ)
, r 6= r0. (5)
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Умова (2) пiсля замiни набере вигляду

∆r
∣∣∣
r=r0

=

{
εI1, ϕ ∈ [2πn, π + 2πn],
εI2, ϕ ∈ (π + 2πn, 2π + 2πn), n ∈ Z. (6)

Початкова умова (3) приводить до системи

r(t0) cosϕ(t0) = x01,
(7)

−r(t0) sinϕ(t0) = x02.

Позначивши r0 = r(t0), ϕ
0 = ϕ(t0), отримаємо початкову умову для розв’язку систе-

ми (5), (6)

r(ϕ0) = r0, (8)

де r0 =
√

(x01)
2 + (x02)

2, а ϕ0 визначається з системи

sinϕ0 = − x02√
(x01)

2 + (x02)
2
,

cosϕ0 =
x01√

(x01)
2 + (x02)

2
.

Припустимо, що система (5), (6), (8) має 2π-перiодичний розв’язок r = r(ϕ). Тодi цей
розв’язок на [0, 2π] має рiвно два виходи на коло r = r0 в моменти ϕ = ϕ1 ∈ [0, π] та
ϕ = ϕ2 ∈ (π, 2π). Це означає, що на вiдрiзку [0, 2π] 2π-перiодичний розв’язок системи (5),
(6) складається з трьох частин:

1) при ϕ ∈ [0, ϕ1] r = r(ϕ, 0, C) — розв’язок рiвняння (5) з початковими даними r(0) =
= C, який в момент ϕ = ϕ1 набуває значення r = r0;

2) при ϕ ∈ (ϕ1, ϕ2] r = r(ϕ,ϕ1, r0 + εI1) — розв’язок рiвняння (5) з початковими
даними r(ϕ1) = r0 + εI1, який в момент ϕ = ϕ2 набуває значення r = r0;

3) при ϕ ∈ (ϕ2, 2π] r = r(ϕ,ϕ2, r0 + εI2) — розв’язок рiвняння (5) з початковими
даними r(ϕ2) = r0 + εI2, який в момент ϕ = 2π набуває значення r = C.

Тобто 2π-перiодичний розв’язок системи (5), (6), якщо вiн iснує, повинен задовольняти
умови:

a) ∃ϕ1 ∈ [0, π] : r(ϕ1, 0, C) = r0,

b) ∃ϕ2 ∈ (π, 2π) : r(ϕ2ϕ1, r0 + εI1) = r0,

c) r(2π, ϕ2, r0 + εI2) = C.

Отже, для знаходження моментiв ϕ1, ϕ2 потрiбно знайти розв’язок рiвняння (5). Для
цього в рiвняннi (5) виконаємо замiну

r = ρ+
ε

λ
F̃ (ρ, ϕ), (9)
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де F̃ (ρ, ϕ) — розв’язок рiвняння
∂

∂ϕ
F̃ (ρ, ϕ) = F (ρ, ϕ) − F (ρ, ϕ), F (ρ, ϕ) = F0(ρ) =

=
1

2π

∫ 2π

0
F (ρ, ϕ) dϕ. В результатi отримаємо

dρ

dϕ
+
ε

λ

(
F (ρ, ϕ)− F0(ρ) +

∂

∂ρ
F̃ (ρ, ϕ)

dρ

dϕ

)
=

ε
λF
(
ρ+ ε

λ F̃ (ρ, ϕ), ϕ
)

1 + ε
λG
(
ρ+ ε

λ F̃ (ρ, ϕ), ϕ
)×

× dρ

dϕ

(
1 +

ε

λ

∂

∂ρ
F̃ (ρ, ϕ)

)
+
ε

λ

(
F (ρ, ϕ)− F0(ρ)

)
=

=
ε

λ

(
F (ρ, ϕ) +

ε

λ

∂

∂ρ
F (ρ, ϕ)F̃ (ρ, ϕ) +

ε2

λ2
∂2

∂ρ2
F (ρ, ϕ)F̃ 2(ρ, ϕ) +

ε3

λ3
. . .

)
×

×
(

1− ε

λ
G
(
ρ+

ε

λ
F̃ (ρ, ϕ), ϕ

)
+
ε2

λ2
G2
(
ρ+

ε

λ
F̃ (ρ, ϕ), ϕ

)
− ε3

λ3
. . .

)
.

Використавши розклад по степенях ε функцiї G
(
ρ+

ε

λ
F̃ (ρ, ϕ), ϕ

)
, будемо мати

dρ

dϕ
=

(
ε

λ
F0(ρ) +

ε2

λ2

(
∂

∂ρ
F (ρ, ϕ)F̃ (ρ, ϕ)− F (ρ, ϕ)G(ρ, ϕ)

)
+
ε3

λ3
. . .

)
×

×
(

1 +
ε

λ

∂

∂ρ
F̃ (ρ, ϕ)

)−1
,

dρ

dϕ
=

(
ε

λ
F0(ρ) +

ε2

λ2

(
∂

∂ρ
F (ρ, ϕ)F̃ (ρ, ϕ)− F (ρ, ϕ)G(ρ, ϕ)

)
+
ε3

λ3
. . .

)
×

×

(
1− ε

λ

∂

∂ρ
F̃ (ρ, ϕ) +

(
ε

λ

∂

∂ρ
F̃ (ρ, ϕ)

)2

− ε3

λ3
. . .

)
.

Тодi одержимо рiвняння

dρ

dϕ
=

ε

λ
F0(ρ) +

ε2

λ2

(
∂

∂ρ
F (ρ, ϕ)F̃ (ρ, ϕ) −

− F (ρ, ϕ)G(ρ, ϕ)− ∂

∂ρ
F̃ (ρ, ϕ)F0(ρ)

)
+
ε3

λ3
. . . . (10)

Розв’язок рiвняння (10) можна шукати у виглядi

ρ(ϕ) = ρ0 + εu1(ϕ) + ε2u2(ϕ) + ε3u3(ϕ) + ε4 . . . . (11)

Пiдставивши (11) у рiвняння (10), розклавши праву частину по степенях ε i прирiвнявши
коефiцiєнти при вiдповiдних степенях ε, отримаємо систему для знаходження функцiй
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ui(ϕ), i ∈ N :

u̇1(ϕ) =
1

λ
F0(ρ0),

(12)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Будемо вимагати, щоб функцiї ui(ϕ), i ∈ N, задовольняли умову ui(ϕ0) = 0, i ∈ N. Розв’я-
завши систему (12), знайдемо розв’язок рiвняння (10):

ρ(ϕ,ϕ0, ρ0) = ρ0 +
ε

λ
F0(ρ0)(ϕ− ϕ0) + ε2 . . . .

Повернувшись до замiни (9), отримаємо

r = ρ0 +
ε

λ
F0(ρ0)(ϕ− ϕ0) + ε2 . . .+

ε

λ
F̃
(
ρ0 +

ε

λ
F0(ρ0)(ϕ− ϕ0) + ε2 . . . , ϕ

)
.

Розкладемо отриманий розв’язок по степенях ε :

r = ρ0 +
ε

λ

(
F0(ρ0)(ϕ− ϕ0) + F̃ (ρ0, ϕ)

)
+ ε2 . . . . (13)

Виходячи з означення, F̃ (ρ, ϕ) можна взяти у виглядi

F̃ (ρ, ϕ) =

ϕ∫
ϕ0

F (ρ, τ)dτ − F0(ρ)(ϕ− ϕ0).

Тодi, повернувшись до зображення розв’язку (13), одержимо

r = (ϕ,ϕ0, ρ0) = ρ0 +
ε

λ

ϕ∫
ϕ0

F (ρ0, τ)dτ + ε2 . . . . (14)

Отже, ми знайшли r = r(ϕ,ϕ0, ρ0) вигляду (14) — однопараметричну сiм’ю розв’язкiв
рiвняння (5).

Пiдкоривши знайдений розв’язок умовам a) – c), отримаємо систему рiвнянь, пiсля
розв’язання якої знайдемо значення ϕ1, ϕ2 та умову на коефiцiєнти системи (5), (6):

C +
ε

λ

ϕ1∫
0

F (C, τ)dτ + ε2 . . . = r0,

r0 + εI1 +
ε

λ

ϕ2∫
ϕ1

F (r0 + εI1, τ)dτ + ε2 . . . = r0, (15)

r0 + εI2 +
ε

λ

2π∫
ϕ2

F (r0 + εI2, τ)dτ + ε2 . . . = C.
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З останнього рiвняння видно, що C можна подати у виглядi розкладу по степенях ε :

C = r0 +
+∞∑
k=1

Ckε
k.

Звiдси, розклавши по степенях ε пiдiнтегральнi функцiї (15), одержимо

C1 +
1

λ

ϕ1∫
0

F (r0, τ)dτ + ε . . . = 0,

I1 +
1

λ

ϕ2∫
ϕ1

F (r0, τ)dτ + ε . . . = 0, (16)

− C1 + I2 +
1

λ

2π∫
ϕ2

F (r0, τ)dτ + ε . . . = 0.

Розглянемо систему (16) при ε = 0 :

C1 +
1

λ

ϕ1∫
0

F (r0, τ)dτ = 0,

I1 +
1

λ

ϕ2∫
ϕ1

F (r0, τ)dτ = 0, (17)

− C1 + I2 +
1

λ

2π∫
ϕ2

F (r0, τ)dτ = 0.

Виключивши ϕ1, ϕ2, наприклад, iз другого рiвняння системи (17), отримаємо додаткову

умову I1 + I2 +
1

λ

∫ 2π

0
F (r0, τ)dτ = 0 на коефiцiєнти системи (1), (2) i систему рiвнянь

C1 +
1

λ

ϕ1∫
0

F (r0, τ)dτ = 0,

(18)

− C1 + I2 +
1

λ

2π∫
ϕ2

F (r0, τ)dτ = 0.

Оскiльки рiвняння (16) є неперервними по ϕ1, ϕ2, ε, то для iснування розв’язкiв сис-
теми рiвняння (16) при малих ε достатньо, щоб система рiвнянь (18) мала розв’язок ϕ1 ∈
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∈ [0, π], ϕ2 ∈ (π, 2π) i цей розв’язок не перетворював на нуль якобiан функцiй, що утво-
рюють правi частини рiвнянь системи (18), тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂

∂ϕ1

ϕ1∫
0

F (r0, τ)dτ 0

0
∂

∂ϕ2

2π∫
ϕ2

F (r0, τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (19)

Остання умова рiвносильна наступнiй:

F (r0, ϕ1) 6= 0,
(20)

F (r0, ϕ2) 6= 0.

Умову I1 + I2 +
1

λ

∫ 2π

0
F (r0, τ)dτ = 0 на коефiцiєнти системи (1), (2) можна записати у

виглядi

I1 + I2
2π

+
1

λ
F0(r0) = 0. (21)

Таким чином, отримали умову

C)
I1 + I2

2π
+

1

λ
F0(r0) = 0.

Для знаходження значення Ck, k ≥ 1, скористаємося початковою умовою (8). Розгля-
немо наступнi випадки:

Випадок 1. x02 < 0 ⇒ ϕ0 ∈ (0, π).

a) Припустимо, що 0 < ϕ0 < ϕ1 < π, тодi r(ϕ0, 0, C) = r0. Маємо

r0 + εC1 +
ε

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ + ε2 . . . = r0. (22)

Звiдси випливає, що r0 можна подати у виглядi

r0 = r0 + a(ε) = r0 +
+∞∑
k=1

akε
k.

Пiдставивши зображення r0 у (22), отримаємо рiвняння

−a1 + C1 +
1

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ + ε . . . = 0. (23)
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Прирiвнявши коефiцiєнти при вiдповiдних степенях ε, одержимо систему рiвнянь для зна-
ходження Ck, k ∈ N :

− a1 + C1 +
1

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ = 0,

(24)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Отже, при 0 < ϕ0 < ϕ1 < π маємо C1 = a1 −
1

λ

∫ ϕ0

0
F (r0, τ) dτ.

b) Припустимо, що 0 < ϕ1 < ϕ0 < π, тодi r(ϕ0, ϕ1, r0 + εI1) = r0. Маємо

r0 + εI1 +
ε

λ

ϕ0∫
ϕ1

F (r0, τ)dτ + ε2 . . . = r0. (25)

Звiдси випливає, що r0 можна подати у виглядi

r0 = r0 + a(ε) = r0 +
+∞∑
k=1

akε
k.

Пiдставивши зображення r0 у (25), одержимо рiвняння

−a1 + I1 +
1

λ

ϕ0∫
ϕ1

F (r0, τ)dτ + ε . . . = 0. (26)

Додавши до останнього рiвняння почленно перше рiвняння системи (16), будемо мати

−a1 + C1 + I1 +
1

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ + ε . . . = 0. (27)

Прирiвнявши коефiцiєнти при вiдповiдних степенях ε, отримаємо систему рiвнянь для
знаходження Ck, k ∈ N :

− a1 + C1 + I1 +
1

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ = 0,

(28)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Отже, при 0 < ϕ1 < ϕ0 < π маємо C1 = a1 − I1 −
1

λ

∫ ϕ0

0
F (r0, τ)dτ.
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Провiвши аналогiчнi мiркування, одержимо значення C1 i в iнших випадках.

Випадок 2. x02 > 0 ⇒ ϕ0 ∈ (π, 2π).

a) C1 = a1 − I1 − 1
λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ при π < ϕ0 < ϕ2 < 2π,

b) C1 = a1 − I1 − I2 −
1

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ при π < ϕ2 < ϕ0 < 2π.

Випадок 3. x02 = 0 ⇒ ϕ0 = 0 або ϕ0 = π.
a) x01 > 0, тодi ϕ0 = 0 i C1 = a1,

b) x01 < 0, тодi ϕ0 = π i C1 = a1 − I1 −
1

λ

π∫
0

F (r0, τ)dτ.

Таким чином, значення C1 знаходимо залежно вiд початкових даних:

C1 =



a1, ϕ0 = 0,

a1 −
1

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ, 0 < ϕ0 < ϕ1 < π,

a1 − I1 −
1

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ, 0 < ϕ1 < ϕ0 < ϕ2 < 2π,

a1 − I1 − I2 −
1

λ

ϕ0∫
0

F (r0, τ)dτ, π < ϕ2 < ϕ0 < 2π.

(29)

Отже, якщо виконується умова (21) та iснують ϕ1 ∈ [0, π], ϕ2 ∈ (π, 2π) — розв’язки
системи (18) i F (r0, ϕ1) 6= 0, F (r0, ϕ2) 6= 0, то iснують близькi до них розв’язки систе-
ми (16).

Знайшовши таким чином наближенi значення ϕ1, ϕ2, можна вiд умови (6) перейти до
умови

∆r
∣∣
r=r0

=

{
εI1, ϕ = ϕ1 + 2πn,
εI2, ϕ = ϕ2 + 2πn, n ∈ Z. (30)

2π-Перiодичний розв’язок системи (5), (30) буде розв’язком системи (5), (6).
Вiд задачi (5), (30) перейдемо до рiвняння

dr

dϕ
=

εF (r, ϕ)

λ+ εG(r, ϕ)
+

+∞∑
k=−∞

εI1δ(ϕ− ϕ1 − 2πk) +
+∞∑

k=−∞
εI2δ(ϕ− ϕ2 − 2πk).

Використавши формулу

+∞∑
k=−∞

δ(ϕ+ 2πk) =
1

π

(
1

2
+

+∞∑
k=0

cos kϕ

)
,
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останнє рiвняння зведемо до вигляду

dr

dϕ
= ε

(
F (r, ϕ)

λ+ εG(r, ϕ)
+
I1
π

(
1

2
+

+∞∑
k=0

cos k(ϕ− ϕ1)

)
−

− I2
π

(
1

2
+

+∞∑
k=0

cos k(ϕ− ϕ2)

))
, ϕ 6= ϕi + 2πk, i = 1, 2, k ≥ 1. (31)

Виконавши у рiвняннi (31) замiну

r = ρ+ ε

(
I1
π

+∞∑
k=0

sin k(ϕ− ϕ1)

k
− I2
π

+∞∑
k=0

sin k(ϕ− ϕ2)

k
+

1

λ
F̃ (ρ, ϕ)

)
,

отримаємо рiвняння

dρ

dϕ
= ε

(
1

λ
F0(ρ) +

I1 + I2
π

)
+ ε2F1(ρ, ϕ, ε), ϕ 6= ϕi + 2πk, i = 1, 2, k ≥ 1. (32)

Тут F1(ρ, ϕ, ε) — неперервна по ρ i кусково-неперервна по ϕ функцiя з точками розриву
першого роду в ϕ = ϕi + 2πk, i = 1, 2, k ≥ 1.

Рiвняння першого наближення для (32) має вигляд

dρ

dϕ
= ε

(
1

λ
F0(ρ) +

I1 + I2
π

)
. (33)

Кожен розв’язок рiвняння (32) буде знаходитися в ε-околi деякого розв’язку рiвняння (33).
Якщо рiвняння (33) має 2π-перiодичний розв’язок, то i (32) теж має близький до нього 2π-
перiодичний розв’язок.

Для дослiдження (33) застосуємо чисельно-аналiтичний метод. Накладемо на функ-
цiю F (r, ϕ) додаткову умову:

D) F ′0(r0) 6= 0.
Тодi, згiдно з [5], при виконаннi умов A –D iснує ε0 > 0 таке, що для будь-якого ε < ε0

рiвняння (33) має 2π-перiодичний розв’язок. У даному випадку таким розв’язком є ρ = r0,
а отже, перше наближення 2π-перiодичного розв’язку системи (5), (6) має вигляд

r = r0 + εC1 +
ε

λ

 ϕ∫
ϕ0

F (r0, τ)dτ +
I1
π

+∞∑
k=0

sin k(ϕ− ϕ1)

k
− I2
π

+∞∑
k=0

sin k(ϕ− ϕ2)

k

 .

Отже, можна сформулювати наступну теорему.

Теорема 1. Нехай для системи

ẋ = λHx+ εX(x), ‖x‖ 6= r0,

x(t0) = x0,
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∆‖x‖
∣∣∣
‖x‖=r0

=

{
εI1, x2 ≤ 0,
εI2, x2 > 0,

де x =

(
x1
x2

)
: R → R2, H =

(
0 1
−1 0

)
, X(x) =

(
X1(x1, x2)
X2(x1, x2)

)
, x0 =

(
x01
x02

)
, I1 · I2 > 0,

в деякiй областi D = {x|α < ‖x‖ < β} виконуються наступнi умови:
1) X1(x1, x2), X2(x1, x2) є неперервними, обмеженими та задовольняють умову Лiп-

шиця по x1, x2;

2)
1

λ
F0(r0) +

I1 + I2
π

= 0, де

F0(r) =

2π∫
0

(X1(r cosϕ,−r sinϕ) cosϕ−X2(r cosϕ,−r sinϕ) sinϕ) dϕ;

3)
d

dr
F0(r0) 6= 0;

4) iснують ϕ1 ∈ [0, π] та ϕ2 ∈ (π, 2π) — розв’язки системи рiвнянь

C1 +
1

λ

ϕ1∫
0

F (r0, τ)dτ = 0,

− C1 + I2 +
1

λ

2π∫
ϕ2

F (r0, τ)dτ = 0,

де F (r, ϕ) = X1(r cosϕ,−r sinϕ) cosϕ−X2(r cosϕ,−r sinϕ) sinϕ, а сталаC1 визначається
формулою (29);

5) F (r0, ϕ1) 6= 0, F (r0, ϕ2) 6= 0.
Тодi iснує ε0 > 0 таке, що для будь-якого ε < ε0 система має 2π-перiодичний розв’язок.

Як приклад розглянемо рiвняння Ван дер Поля з iмпульсною дiєю

d2x

dx2
+ x = ε(1− x2)dx

dt
, ‖x‖ 6= 1, (34)

x(0) = 1− 3

4
ε, ẋ(0) = 0,

∆‖(x, ẋ)‖
∣∣∣
‖(x,ẋ)‖=1

=


−επ

2
, ẋ ≤ 0,

−επ
4
, ẋ > 0.

(35)

Виконавши в (34) замiну x = x1,
dx

dt
= x2, перейдемо до системи

ẋ1 = x2,
(36)

ẋ2 = −x1 + εx2(1− x21), ‖x‖ 6= 1,
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∆‖x‖
∣∣∣
‖x‖=1

=


−επ

2
, x2 ≤ 0,

−επ
4
, x2 > 0,

(37)

x1(0) = 1− 3

4
ε, x2(0) = 0.

Для (36), (37) X1(x, y) = 0, X2(x1, x2) = x2(1 − x21) i для будь-якого R > r0 в областi
D = BR(0)виконуються умови A, B.

Пiсля замiни (4) отримаємо систему

ṙ = ε

(
r(4− r2)

8
− r

2
cos 2ϕ+

r3

8
cos 4ϕ

)
,

(38)

ϕ̇ = 1 + ε

(
2− r2

4
sin 2ϕ− r2

8
sin 4ϕ

)
.

Вiд системи (38) перейдемо до рiвняння

dr

dϕ
=
ε
(
r(4−r2)

8 − r
2 cos 2ϕ+ r3

8 cos 4ϕ
)

1 + ε
(
r(2−r2)

4 sin 2ϕ− r3

8 sin 4ϕ
) , r 6= 1. (39)

Умова (37) пiсля замiни набере вигляду

∆r
∣∣∣
r=1

=


−επ

2
, ϕ ∈ [0, π],

−επ
4
, ϕ ∈ (π, 2π).

(40)

Початкова умова x1(0) = 1− 3

4
ε, x2(0) = 0 пiсля замiни набере вигляду

r(0) = 1− 3

4
ε.

Отже, пiсля замiни отримаємо рiвняння (39) з умовою (40). Для знаходження моментiв
ϕ = ϕ1 ∈ [0, π] та ϕ = ϕ2 ∈ (π, 2π) виходу розв’язку задачi (39), (40) на коло r = r0
потрiбно знайти розв’язок рiвняння (39). Для цього виконаємо у (39) замiну

r = ρ+ ε

(
−ρ

4
sin 2ϕ+

ρ3

32
sin 4ϕ

)
= ρ+ εu(ρ, ϕ).

Розклавши праву частину отриманого рiвняння по степенях ε, отримаємо

ρ̇ = ε
ρ(4− ρ2)

8
+ ε2 . . . .
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Нехтуючи доданками порядку ε2, одержуємо рiвняння першого наближення для знаходжен-
ня ρ

ρ̇ = ε
ρ(4− ρ2)

8
.

Розв’язок останнього рiвняння, розкладений по степенях ε, має вигляд

ρ = ρ0 + ε
ρ0(4− ρ20)

8
(ϕ− ϕ0) + ε2 . . . .

Цей розв’язок повинен задовольняти умови:

a) ∃ϕ1 ∈ [0, π] : r

(
ϕ1, 0, 1−

3

4
ε

)
= 1;

b) ∃ϕ2 ∈ (π, 2π) : r
(
ϕ2, ϕ1, 1−

π

2
ε
)

= 1;

c) r
(

2π, ϕ2, 1−
π

4
ε
)

= 1− 3

4
ε.

Система рiвнянь для знаходження моментiв ϕ = ϕ1 ∈ [0, π] та ϕ = ϕ2 ∈ (π, 2π) виходу
розв’язку задачi (39), (40) на коло r = 1 має вигляд

−3

4
+

3

8
ϕ1 −

1

4
sin 2ϕ1 +

1

32
sin 4ϕ1 = 0,

−π
4

+
3

8
(2π − ϕ2) +

1

4
sin 2ϕ2 −

1

32
sin 4ϕ2 = −3

4
.

Її розв’язком будуть ϕ1 ≈ 1, 735, ϕ2 ≈ 5, 537.
Отже, виконуються всi умови теореми i система (36), (37) має 2π-перiодичний розв’я-

зок, перше наближення якого можна подати у виглядi

r(ϕ) =



1 + ε

(
−3

4
+

3

8
ϕ− 1

4
sin 2ϕ+

1

32
sin 4ϕ

)
, ϕ ∈ [0, ϕ1),

1 + ε

(
−3

4
− π

2
+

3

8
ϕ− 1

4
sin 2ϕ+

1

32
sin 4ϕ

)
, ϕ ∈ [ϕ1, ϕ2),

1 + ε

(
−3

4
− 3π

4
+

3

8
ϕ− 1

4
sin 2ϕ+

1

32
sin 4ϕ

)
, ϕ ∈ [ϕ2, 2π].
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