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ПРО ПЕРМАНЕНТНIСТЬ ПЕРIОДИЧНИХ СИСТЕМ ХИЖАК-ЖЕРТВА
З ВIКОВОЮ СТРУКТУРОЮ ТА IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

Ю. М. Мисло, В. I. Ткаченко

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3

We find permanence conditions for a periodic predator-prey system with a stage structure, an impulsive
effect, and a Beddington – DeAngelis functional response.

Получены условия перманентности периодической системы хищник-жертва с возрастной струк-
турой жертвы, импульсным воздействием и функцией влияния Беддингтона – Деангелиса.

Вступ та основнi результати. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

ẋ1 = a1(t)x2 − b1(t)x1 − c1(t)x2
1 −

h1(t)x1y

k1(t) +m1(t)x1 + n1(t)y
, (1)

ẋ2 = a2(t)x1 − b2(t)x2 − c2(t)x2
2 −

h2(t)x2y

k2(t) +m2(t)x2 + n2(t)y
, (2)

ẏ = y

(
−q(t)− g(t)y(t) +

h3(t)x1

k1(t) +m1(t)x1 + n1(t)y
+

h4(t)x2

k2(t) +m2(t)x2 + n2(t)y

)
(3)

при t 6= tk з iмпульсною дiєю

x1(tk + 0) = (1 + d1k)x1(tk), (4)

x2(tk + 0) = (1 + d2k)x2(tk), (5)

y(tk + 0) = (1 + d3k)y(tk) (6)

у моменти часу tk, k ∈ Z.
Припускаємо, що виконуються наступнi умови:
C1) функцiї aj(t), bj(t), cj(t), kj(t), mj(t), nj(t), q(t), g(t), j = 1, 2, hk(t), k = 1, . . . , 4,

кусково-неперервнi T -перiодичнi та додатнозначнi;
C2) послiдовнiсть точок iмпульсної дiї {tk}k∈Z задовольняє умову перiодичностi tk+p−

−tk = T, k ∈ Z, з деяким натуральним числом p;
C3) dj,k+p = djk, djk ∈ (−1, d ], для всiх j = 1, 2, 3, k ∈ Z.
Позначимо aL = inft∈R a(t), aM = supt∈R a(t). Вважаємо, що розв’язки системи непе-

рервнi злiва.
Система рiвнянь (1) – (6) описує еволюцiю бiологiчної системи хижак-жертва з вiко-

вою структурою жертви. Тут через y(t) позначено щiльнiсть популяцiї хижакiв (тобто
кiлькiсть особин, що припадає на одиницю площi) в момент часу t. Популяцiя жертв
складається з незрiлих особин iз щiльнiстю x1(t) та зрiлих iз щiльнiстю x2(t). Перiодичнi
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функцiї в системi мають наступне бiологiчне значення. Народжуванiсть у популяцiї не-
зрiлих жертв задається a1(t)x2, тобто приймається пропорцiйною до iснуючої популяцiї
зрiлих жертв з коефiцiєнтом пропорцiйностi a1(t). Iнтенсивнiсть переходiв вiд незрiлих
iндивiдiв до зрiлих припускається пропорцiйною до iснуючої популяцiї незрiлих жертв з
коефiцiєнтом пропорцiйностi a2(t). Показники смертностi незрiлої та зрiлої популяцiй
задаються виразами b1(t)x1 +c1(t)x2

1 i b2(t)x2 +c2(t)x2
2 вiдповiдно. Припускаємо, що функ-

цiї впливу мають форму Беддiнгтона – Деангелiса [1, 2]. Якщо популяцiї зазнають корот-
котривалих змiн iз певною перiодичнiстю, наприклад збiр врожаю чи риболовля, то цi
змiни моделюються у формi iмпульсiв (4) – (6).

Означення 1. Система рiвнянь (1) – (6) називається перманентною, якщо iснують
додатнi сталi m i M такi, що для кожного розв’язку (x1(t), x2(t), y(t)) з додатними по-
чатковими значеннями iснує момент часу t1 такий, що

m ≤ x1(t) ≤ M, m ≤ x2(t) ≤ M, m ≤ y(t) ≤ M

для всiх t ≥ t1.

Системи хижак-жертва з вiковою структурою, починаючи з [3], дослiджувались у ро-
ботах [4 – 9]. У роботах [6, 7, 9] вивчалася наступна система хижак-жертва з вiковою стру-
ктурою:

ẋ1 = a1(t)x2 − b1(t)x1 − c1(t)x2
1 − p(t)φ(t, x1)x1y, (7)

ẋ2 = a2(t)x1 − c2(t)x2
2, (8)

ẏ = y(−q(t)− h(t)φ(t, x1)x1) (9)

з додатними неперервними T -перiодичними функцiями у правiй частинi i рiзними видами
функцiї впливу φ(t, x1).

У роботi [5] доведено, що система (7), (8) при y ≡ 0 має єдиний додатний перiодичний
розв’язок (x∗1(t), x

∗
2(t)), глобально асимптотично стiйкий вiдносно додатного квадранта

R2
+ = {(x1, x2) : x1 > 0, x2 > 0}. Очевидно, що така система є перманентною. Цей факт

дозволив отримати необхiдну та достатню умову перманентностi системи хижак-жертва
(7) – (9): цiєю умовою є додатнiсть середнього значення

T∫
0

(−g(t) + h(t)φ(t, x∗1(t))x
∗
1(t)) dt > 0

(див. вказанi вище роботи).
У випадку системи з iмпульсною дiєю пiдсистема, яка описує динамiку жертви (рiвнян-

ня (1), (2), (4), (5) при y ≡ 0) може мати значно складнiшу поведiнку. Тому спочатку ми
дослiдимо таку двовимiрну систему з iмпульсами i знайдемо умови її перманентностi та
умови iснування єдиного додатного глобально стiйкого перiодичного розв’язку.

Сформулюємо тепер умови перманентностi системи рiвнянь (1) – (6).
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Теорема 1. При виконаннi умови

T∫
0

A1(ξ)dξ +
p∑

k=1

ln(1 + pk) > 0, (10)

деA1(t) = min
{
a2(t)− b1(t)−

h1(t)
n1(t)

, a1(t)− b2(t)−
h2(t)
n2(t)

}
, pk = min{d1k, d2k}, iснує δ1 >

> 0 таке, що для всiх додатнозначних розв’язкiв (x1(t), x2(t), y(t)) виконується

lim inf
t→∞

x1(t) ≥ δ1, lim inf
t→∞

x2(t) ≥ δ1. (11)

Якщо, крiм того, виконується нерiвнiсть

T∫
0

(
−q(t) +

h3(t)δ1
k1(t) +m1(t)δ1

+
h4(t)δ1

k2(t) +m2(t)δ1

)
dt+

p∑
k=1

ln(1 + d3k) > 0,

то iснує δ2 > 0 таке, що для y(t) виконується оцiнка

lim inf
t→∞

y(t) ≥ δ2.

Якщо пiдсистема (1), (2), (4), (5) при y ≡ 0 має глобально стiйкий перiодичний розв’я-
зок, отримуємо необхiдну та достатню умову перманентностi системи (1) – (6), аналогiчну
наведенiй вище умовi для системи без iмпульсiв.

Теорема 2. Нехай пiдсистема (1), (2), (4), (5) (при y ≡ 0) має єдиний додатнозначний
глобально експоненцiально стiйкий T -перiодичний розв’язок (x∗1(t), x

∗
2(t)).

Cистема (1) – (6) перманентна тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

T∫
0

(
−q +

h3x
∗
1

k1 +m1x∗1
+

h4x
∗
2

k2 +m2x∗2

)
dt+

p∑
k=1

ln(1 + d3k) > 0. (12)

Допомiжнi результати.

Лема 1. Додатний конус K = {x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, y ≥ 0} є додатно iнварiантним
вiдносно системи (1) – (6).

Доведення. На межi конуса K векторне поле, утворене системою, направлене всере-
дину конуса. Тому в точках неперервностi траєкторiя системи не може вийти за межi
конуса. Оскiльки величини 1 + djk додатнi, в точках iмпульсної дiї невiд’ємнi траєкторiї
системи також залишаються в конусi.

Лему доведено.
У подальшому нам будуть потрiбнi наступнi допомiжнi рузультати.
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Розглянемо логiстичне рiвняння з iмпульсною дiєю

ż = az(b− z), t 6= tk,
(13)

z(tk + 0) = z(tk)λk(z(tk)), k ∈ Z,

де z ∈ R+, a i b — додатнi сталi, строго зростаюча послiдовнiсть {tk}k∈Z задовольняє
умову tk+1 − tk ≥ θ > 0. Позначимо

A =
b

1− e−abθ
, B = max

k∈Z
max

z∈[0,A]
λk(z), C = max(A,B).

Лема 2 [11]. Всi розв’язки z(t), z(0) = z0 > 0, рiвняння (13) задовольняють оцiнки
0 < z(t) ≤ C при t ≥ θ.

Розглянемо тепер логiстичне рiвняння з перiодичними коефiцiєнтами та iмпульса-
ми [10]:

ẋ = α(t)x− β(t)x2, t 6= tk,
(14)

x(tk + 0) = (1 + bk)x(tk),

де α(t) = α(t+ T ), β(t) = β(t+ T ), β(t) > 0, tk+p = tk + T, 1 + bk > 0, bk = bk+p, k ∈ Z.

Лема 3. Припустимо, що виконується нерiвнiсть

p∏
k=1

1
1 + bk

e−
R T
0 α(ξ)dξ < 1.

Тодi рiвняння (14) має єдиний кусково-неперервний T -перiодичний розв’язок x∗(t), який
глобально асимптотично стiйкий:

lim
t→∞

|x(t, x0)− x∗(t)| = 0, x(0, x0) = x0 > 0.

Доведення. Пiсля замiни змiнних x = 1/y у рiвняннi (14) отримаємо лiнiйне неодно-
рiдне рiвняння

ẏ = −α(t)y + β(t), t 6= tk,
(15)

y(tk + 0) =
1

1 + bk
y(tk).

Згiдно з результатами робiт [12, 13], єдиний перiодичний розв’язок рiвняння (15) має виг-
ляд

y∗(t) =

T∫
0

G(t, s)β(s)ds, (16)
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де
G(t, s) = X(t+ T )(I −X(T ))−1X−1(s),

X(t) =
∏

0≤tk<t

1
1 + bk

e−
R t
0 α(ξ)dξ

— фундаментальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння. Легко перевiрити, що
GL ≤ |G(t, s)| ≤ GM з деякими додатними сталими GL та GM . Тодi з (16) отримаємо

TGLβ
L ≤ |y∗(t)| ≤ TGMβ

M .

Лему доведено.

Наслiдок 1. Додатнозначний перiодичний розв’язок рiвняння (14) задовольняє оцiн-
ки

1
TGMβM

≤ |x∗(t)| ≤
1

TGLβL
.

Дослiдження системи двох рiвнянь. Розглянемо систему двох рiвнянь з iмпульсами

ẋ1 = a1(t)x2 − b1(t)x1 − c1(t)x2
1, (17)

ẋ2 = a2(t)x1 − b2(t)x2 − c2(t)x2
2, t 6= tk, (18)

x1(tk + 0) = (1 + d1k)x1(tk), (19)

x2(tk + 0) = (1 + d2k)x2(tk), (20)

де x1, x2 ∈ R, правi частини системи задовольняють умови C1 –C3.
Аналогiчно лемi 1 отримуємо наступне твердження.

Лема 4. Додатний квадрант {x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} додатно iнварiантний вiдносно систе-
ми (17) – (20).

Лема 5. При виконаннi умов cL1 > 0, cL2 > 0, всi додатнозначнi розв’язки системи
фiнально рiвномiрно обмеженi, тобто iснує додатна стала M така, що

lim sup
t→∞

x1(t) ≤ M, lim sup
t→∞

x2(t) ≤ M

для всiх додатнозначних розв’язкiв.

Доведення. Використовуючи нерiвностi

ẋ1 ≤ aM
1 x2 − bL1 x1 − cL1 x

2
1,

ẋ2 ≤ aM
2 x1 − bL2 x2 − cL2 x

2
2, t 6= tk,

отримуємо

d(x1 + x2)
dt

≤ a(x1 + x2)−
c

2
(x1 + x2)2,

(x1 + x2)(tk + 0) ≤ [max{1 + d1k, 1 + d2k}](x1 + x2)(tk),

де c = min{cL1 , cL2 }, a = max{aM
2 − bL1 , a

M
1 − bL2 }.
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За лемою 2 всi розв’язки системи фiнально рiвномiрно обмеженi.
Лему доведено.

Лема 6. При виконаннi умов

T∫
0

A(ξ)dξ +
p∑

k=1

ln(1 + pk) > 0, (21)

деA(t) ≤ min{(a2(t)−b1(t)), (a1(t)−b2(t))}, B(t) ≥ max{c1(t), c2(t)}, pk ≥ min{d1k, d2k}, всi
додатнозначнi розв’язки системи (17) – (20) фiнально рiвномiрно вiдокремленi вiд нуля:

lim inf
t→∞

x1(t) ≥ δ > 0, lim inf
t→∞

x2(t) ≥ δ > 0.

Доведення. Розглянемо суму рiвнянь (17) i (18):

d(x1 + x2)
dt

= (a2(t)− b1(t))x1 + (a1(t)− b2(t))x2 − c1(t)x2
1 − c2(t)x2

2.

Тодi отримаємо нерiвнiсть x1 + x2 ≥ z, де

ż = A(t)z −B(t)z2,
(22)

z(tk + 0) = (1 + pk)z(tk).

За лемою 2 при виконаннi умови

p∏
k=1

1
1 + pk

e−
R T
0 A(ξ)dξ < 1

(що еквiвалентно (21)) рiвняння (22) має єдиний додатнозначний глобально асимпто-
тично стiйкий перiодичний розв’язок z∗(t), який задовольняє оцiнки

1
TḠMBM

≤ |z∗(t)| ≤
1

TḠLBL
,

де

Ḡ(t, s) =

1− e−
R T
0 A(ξ)dξ

∏
0≤tk<T

(1 + pk)−1

−1

e−
R t+T

s A(ξ)dξ
∏

s≤tk<t+T

(1 + pk)−1,

ḠL ≤ |Ḡ(t, s)| ≤ ḠM .

Звiдси випливає, що для кожного додатного розв’язку (x1(t), x2(t)) системи (17) – (20),
починаючи з деякого моменту часу, справджується оцiнка

x1(t) + x2(t) ≥ δ =
1

2TḠMBM
.
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Пiдставивши x2(t) ≥ δ − x1(t) у рiвняння (17), отримаємо

ẋ1 = a1(t)δ − a1(t)x1 − b1(t)x1 − c1(t)x2
1,

x1(ti + 0) = (1 + d1k)x1(tk).

Позначимо a = mint{a1(t)δ}, b = maxt{a1(t)+b1(t)}, c = maxt{c1(t)}, тодi x1(t) ≥ x(t),
де x(t) — розв’язок рiвняння

ẋ = a− bx− cx2, (23)

x(tk + 0) = (1 + d1k)x(tk). (24)

Рiвняння (23) має розв’язок

x(t, x0) =
x0(x10 − x20E(t))− x10x20(1− E(t))

x0(1− E(t))− (x20 − x10E(t))
, x(0, x0) = x0,

де
E(t) = exp(−t

√
b2 + 4ac),

x10 =
1
2c

(−b+
√
b2 + 4ac), x20 =

1
2c

(−b−
√
b2 + 4ac).

Оскiльки x10 > 0, x20 < 0, E(t) > 0, t > 0, то

x(t, x0) =
x0(x10 − x20E(t))− x10x20(1− E(t))

x0(1− E(t))− (x20 − x10E(t))
≥ −x10x20(1− E(t))

−x20 + x10E(t)
=
a(1− E(t))√
b2 + 4ac

.

Тому при t ≥ θ/2 виконується оцiнка

x(t, x0) ≥
a(1− E(θ/2))√

b2 + 4ac
= δ1 > 0.

Враховуючи вiдокремленiсть iмпульсiв tk − tk−1 ≥ θ, отримуємо x(tk, x0) ≥ δ1 i x(tk +
+0, x0) ≥ δ1(1 + d̄) для всiх x0 > 0 i k ≥ 1, де d̄ = mink d1k.

Пiдставляючи x1(t) ≥ δ−x2(t) у рiвняння (18), аналогiчно отримуємо вiдокремленiсть
розв’язку x2(t) вiд нуля.

Лему доведено.

Лема 7. Припустимо, що:
i) система (17) – (20) перманентна: iснують додатнi сталim iN такi, що для кожно-

го додатного розв’язку (x1(t), x2(t)) системи, починаючи з деякого моменту часу, справ-
джуються оцiнки

m ≤ x1(t) ≤ N, m ≤ x2(t) ≤ N ;

ii) виконується нерiвнiсть

TλM +
p∑

k=1

ln(1 + pk) < 0,
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де λM — найбiльше власне значення матрицi −2bL1 − 4cL1m aM
1 + aM

2

aM
1 + aM

2 −2bL2 − 4cL2m

 .

Тодi система (17) – (20) має єдиний глобально асимптотично стiйкий строго додат-
ний кусково-неперервний T -перiодичний розв’язок.

Доведення. Розглянемо два додатнозначних розв’язки (x(t), y(t)) i (x0(t), y0(t)) систе-
ми (17) – (20) та функцiю

V (t) = (x(t)− x0(t))2 + (y(t)− y0(t))2.

Її похiдна в силу системи

dV (t)
dt

= 2(x− x0)(a1y − b1x− c1x
2 − a1y0 + b1x0 + c1x

2
0)+

+ 2(y − y0)(a2x− b2y − c2y
2 − a2x0 + b2y0 + c2y

2
0) =

≤ 2
(
(x− x0)2(−bL1 − 2cL1m) + (y − y0)2(−bL2 − 2cL2m) +

+ |x− x0| |y − y0|(aM
1 + aM

2 )
)
≤

≤ λM

(
(x(t)− x0(t))2 + (y(t)− y0(t))2

)
= λMV (t).

Використовуючи нерiвностi

V (tk+1) ≤ V (tk + 0) exp(λM (tk+1 − tk))

i

V (tk + 0) = (1 + d1k)2(x(tk)− x0(tk))2 + (1 + d2k)2(y(tk)− y0(tk))2 ≤ (1 + dk)2V (tk),

оцiнюємо змiну функцiї на перiодi

V (t+ T ) ≤ K∗V (t) ≤ eTλM

p∏
k=1

(1 + pk)V (t).

З умови ii) випливає K∗ < 1, а тому V (t) → 0, t → ∞.
Лему доведено.

Доведення основних результатiв.

Лема 8. При виконаннi умов cL1 > 0, cL2 > 0, gL > 0 всi додатнозначнi розв’язки
системи (1) – (6) фiнально рiвномiрно обмеженi:

lim sup
t→∞

x1(t) ≤ M, lim sup
t→∞

x1(t) ≤ M, lim sup
t→∞

y(t) ≤ M.
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Доведення. Спочатку розглянемо два перших рiвняння системи. Скористаємося не-
рiвностями

ẋ1 ≤ aM
1 x2 − bL1 x1 − cL1 x

2
1,

(25)

ẋ2 = aM
2 x1 − bL2 x2 − cL2 x

2
2, t 6= tk.

За лемою 5 всi невiд’ємнi розв’язки (x1, x2) системи (25) з iмпульсною дiєю (19), (20) фi-
нально рiвномiрно обмеженi.

Для y(t) справджується оцiнка y(t) ≤ z(t), де z(t) — розв’язок рiвняння

ż = z

(
−qL +

hM
3

mL
1

+
hM

4

mL
2

− gLy

)
,

z(tk + 0) = (1 + d3k)z(tk).

За лемою 2 всi розв’язки останнього рiвняння фiнально рiвномiрно обмеженi.
Лему доведено.

Доведення теореми 1. Оскiльки для додатних x1, x2, y виконується

hixiy

ki +mixi + niy
≤ hixi

ni
, i = 1, 2,

то додатнозначнi розв’язки системи (1) – (6) задовольняють нерiвностi

ẋ1 ≥ a1(t)x2 −
(
b1(t) +

h1(t)
n1(t)

)
x1 − c1(t)x2

1,

ẋ2 = a2(t)x1 −
(
b2(t) +

h2(t)
n2(t)

)
x2 − c2(t)x2

2, t 6= tk,

x1(tk + 0) = (1 + d1k)x1(tk),

x2(tk + 0) = (1 + d2k)x2(tk).

Тому виконання нерiвностей (11) при умовi (10) доводиться аналогiчно лемi 6.
Враховуючи нерiвностi x1(t) ≥ δ1, x2(t) ≥ δ1 i рiвностi

h3δ1
k1 +m1δ1 + n1y

=
h3δ1

k1 +m1δ1
− h3δ1n1y

(k1 +m1δ1 + n1y)(k1 +m1δ1)
,

h4δ1
k2 +m2δ1 + n2y

=
h4δ1

k2 +m2δ1
− h4δ1n2y

(k2 +m2δ1 + n2y)(k2 +m2δ1)
,

отримуємо оцiнку y(t) ≥ z(t), де z(t) — розв’язок рiвняння

ż = z

(
−q(t) +

h3δ1
k1 +m1δ1

+
h4δ1

k2 +m2δ1
− z

(
g(t) +

δ1n1h3

(k1 +m1δ1)2
+

δ1n2h4

(k2 +m2δ1)2

))
,
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z(tk + 0) = (1 + d3k)z(tk).

За лемою 3 останнє рiвняння при виконаннi умови леми має єдиний додатний асимптотич-
но стiйкий перiодичний розв’язок.

Теорему доведено.

Доведення теореми 2 розiб’ємо на кiлька крокiв. Скористаємося iдеями роботи [6].

Крок 1. Доведемо, що iснує ∆y таке, що

lim sup
t→+∞

y(t) ≥ ∆y (26)

для кожного розв’язку (x1(t), x2(t), y(t)) з додатними початковими даними.
Позначимо

ψε(t) = −q(t) +
h3(x∗1 − ε)

k1 +m1(x∗1 − ε) + n1ε
+

h4(x∗2 − ε)
k2 +m2(x∗2 − ε) + n2ε

− εg(t).

За умовою (12) iснує ε0 > 0 таке, що при ε ≤ ε0

T∫
0

ψε(t)dt+
p∑

k=1

ln(1 + d3k) > 0. (27)

Оскiльки за умовою теореми перiодичний розв’язок (x∗1(t), x
∗
2(t)) експоненцiально стiй-

кий, то iснує ε1 > 0 таке, що при ε ≤ ε1 система

ż1 = a1(t)z2 − b1(t)z1 − c1(t)z2
1 −

h1(t)ε
k1(t)

z1,

ż2 = a2(t)z1 − b2(t)z2 − c2(t)z2
2 −

h2(t)ε
k2(t)

z2, (28)

z1(tk + 0) = (1 + d1k)z1(tk), z2(tk + 0) = (1 + d2k)z2(tk)

має єдиний експоненцiально стiйкий перiодичний розв’язок (x∗1ε(t), x
∗
2ε(t)) такий, що

(x∗1ε(t), x
∗
2ε(t)) → (x∗1(t), x

∗
2(t)), ε → 0.

Тому для ε0/2 iснує ε2 > 0 таке, що при ε ≤ ε2 виконується

|(x∗1ε(t)− x∗1(t))|+ |(x∗2ε(t)− x∗2(t))| ≤
ε0
2
, t ∈ R. (29)

Припустимо, що умова (26) не виконується. Тодi для

ε ≤ min(ε0, ε1, ε2) = ε∗ (30)
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iснують розв’язок (x1(t), x2(t), y(t)) системи (1) – (6) та момент часу T1 > 0 такi, що при
t ≥ T1

ẋ1 ≥ a1(t)x2 − b1(t)x1 − c1(t)x2
1 −

h1(t)ε
k1(t)

x1,

ẋ2 ≥ a2(t)x1 − b2(t)x2 − c2(t)x2
2 −

h2(t)ε
k2(t)

x2,

y(t) ≤ ε, y(tk + 0) = (1 + d3k)y(tk),

x1(tk + 0) = (1 + d1k)x1(tk), x2(tk + 0) = (1 + d2k)x2(tk).

Розглянемо розв’язок системи (28) з початковими умовами z1(T1) = x1(T1), z2(T1) =
= x2(T1). Система квазiмонотонна, тому x1(t) ≥ z1(t), x2(t) ≥ z2(t) при t ≥ T1. Оскiльки
перiодичний розв’язок (x∗1ε(t), x

∗
2ε(t)) асимптотично стiйкий, то для ε0/2 iснує T2 > 0 таке,

що

z1(t) ≥ x∗1ε(t)−
ε0
2
, z2(t) ≥ x∗2ε(t)−

ε0
2
, t ≥ T2.

З урахуванням (29) отримуємо

x1(t) ≥ x∗1(t)− ε0, x2(t) ≥ x∗2(t)− ε0, t ≥ T2.

З останнiх нерiвностей випливає оцiнка для y(t) :

ẏ ≥ y

(
−q(t) +

h3(x∗1 − ε0)
k1 +m1(x∗1 − ε0) + n1ε0

+
h4(x∗2 − ε0)

k2 +m2(x∗2 − ε0) + n2ε0
− ε0g(t)

)
,

y(tk + 0) = (1 + d3k)y(tk).

З огляду на (27) робимо висновок, що y(t) → ∞. Отримали суперечнiсть з припущен-
ням y(t) ≤ ε.

Крок 2. Доведемо, що iснує додатна стала δy така, що для кожного додатного розв’яз-
ку (x1(t), x2(t), y(t)) системи (1) – (6) виконується

lim inf
t→∞

y(t) ≥ δy. (31)

Припустимо, що (31) не виконується. Тодi для кожного m iснує розв’язок y(t, zm),
y(0, zm) = zm, такий, що

lim inf
t→∞

y(t, zm) <
∆y

(1 +m)2
.

Оскiльки за першим кроком доведення lim supt→∞ y(t, zm) ≥ ∆y, то iснують двi послiдов-
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ностi чисел s(m)
n та t(m)

n , якi задовольняють умови

0 < s
(m)
1 < t

(m)
1 < s

(m)
2 < t

(m)
2 < . . . < s(m)

n < t(m)
n < . . . , (32)

s(m)
n → ∞, t(m)

n → ∞, n → ∞, (33)

y(s(m)
n , zm) >

∆y

m+ 1
, y(t(m)

n , zm) <
∆y

(m+ 1)2
, (34)

y(t(m)
n , zm) ≤ y(t, zm) ≤ y(s(m)

n , zm), t ∈ (s(m)
n , t(m)

n ). (35)

За лемою 8 для розв’язку y(t, zm) iснує T (m)
1 > 0 таке, що y(t, zm) ≤ M для t ≥ T

(m)
1 .

Тому розв’язок y(t, zm) задовольняє нерiвнiсть з iмпульсною дiєю

ẏ ≥ y(−q(t)− g(t)M),

y(tk + 0) = (1 + d3k)y(tk).

Звiдси отримуємо

y(t(m)
n , zm) ≥ y(s(m)

n , zm) exp

 t
(m)
n∫

s
(m)
n

(−q(t)− g(t)M)dt

 ∏
s
(m)
n ≤tj<t

(m)
n

(1 + d3j),

exp

 t
(m)
n∫

s
(m)
n

(q(t) + g(t)M)dt

 ∏
s
(m)
n ≤tj<t

(m)
n

(1 + d3j)−1 ≥ y(s(m)
n , zm)

y(t(m)
n , zm)

≥ (m+ 1).

Оскiльки функцiя (q(t) + g(t)M) обмежена, точки iмпульсної дiї вiдокремленi, а кое-
фiцiєнти 1 + d3j рiвномiрно вiдокремленi вiд нуля, то t(m)

n − s
(m)
n → ∞, m → ∞.

Виберемо таке m, що
∆y

m+ 1
< ε∗, де ε∗ задається умовою (30). Тодi для t ∈ [s(m)

n , t
(m)
n ]

виконується y(t, zm) < ε∗ i x1(t, zm) ≥ z1(t), x2(t, zm) ≥ z2(t), де z1(t), z2(t) — розв’язки
системи (28) при ε = ε∗ i zi(s

(m)
n , zm) = xi(s

(m)
n , zm), i = 1, 2. Система (28) має єдиний пе-

рiодичний розв’язок (x∗1ε∗(t), x
∗
2ε∗(t)), рiвномiрно асимптотично стiйкий вiдносно областi

перманентностi для цiєї системи. Тому для ε0 iснує T0 > 0 таке, що

z1(t) ≥ x∗1ε∗(t)−
ε0
2
, z2(t) ≥ x∗2ε∗(t)−

ε0
2
, t ≥ T0 + s(m)

n .

З урахуванням неперервної залежностi перiодичних розв’язкiв x∗1ε(t) → x∗1(t), x
∗
2ε(t) →

→ x∗2(t) отримуємо

z1(t) ≥ x∗1(t)− ε0, z2(t) ≥ x∗2(t)− ε0, t ≥ T0 + s(m)
n ,

i вiдповiдно
x1(t) ≥ x∗1(t)− ε0, x2(t) ≥ x∗2(t)− ε0, t ≥ T0 + s(m)

n .
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З останнiх оцiнок випливає нерiвнiсть для y(t) :

ẏ(t, zm) ≥ ψε0(t)y(t, zm),

y(tk + 0, zm) = (1 + d3k)y(tk, zm).

Iнтегруючи, одержуємо оцiнку

y(t(m)
n , zm) ≥ y(s(m)

n + T ′, zm) exp

 t
(m)
n∫

s
(m)
n +T ′

ψε0(t)dt

 ∏
s
(m)
n ≤tk<t

(m)
n

(1 + d3k).

Тому для деякого T ′ ≥ T0

∆y

(m+ 1)2
≥ ∆y

(m+ 1)2
exp

 t
(m)
n∫

s
(m)
n +T ′

ψε0(t)dt

 ∏
s
(m)
n ≤tk<t

(m)
n

(1 + d3k) >
∆y

(m+ 1)2
.

Прийшли до суперечностi.

Крок 3. Доведемо необхiднiсть умови теореми. Припустимо, що

T∫
0

(
−q(t) +

h3x
∗
1

k1 +m1x∗1
+

h4x
∗
2

k2 +m2x∗2

)
dt+

p∑
k=1

ln(1 + d3k) ≤ 0.

Перевiримо, що тодi lim inft→∞ y(t) = 0 для кожного додатного розв’язку (x1(t), x2(t), y(t))
системи (1) – (6).

Для цього достатньо показати, що для кожного ε > 0 iснує послiдовнiсть точок tεn →
→ ∞, n → ∞, таких, що y(tεn) < ε.

Для ε > 0 iснують ε1 > 0 i ε2 > 0 такi, що

T∫
0

ψ̃(t, ε1, ε)dt+
p∑

k=1

ln(1 + d3k) ≤
T∫

0

h3(k1ε1 − x∗1n1ε)dt
(k1 +m1(x∗1 + ε1) + n1ε)(k1 +m1x∗1)

+

+

T∫
0

h4(k2ε1 − x∗2n2ε)dt
(k2 +m2(x∗2 + ε1) + n2ε)(k2 +m2x∗2)

− ε

T∫
0

g(t)dt ≤ −ε2,

де

ψ̃(t, ε1, ε) = −q(t) +
h3(x∗1 + ε1)

k1 +m1(x∗1 + ε1) + n1ε
+

h4(x∗2 + ε1)
k2 +m2(x∗2 + ε1) + n2ε

− εg(t).

Розв’язок (x1(t), x2(t)) задовольняє нерiвностi (25). Тому для ε1 iснує T3 > 0 таке, що
x1(t) ≤ x∗1(t) + ε1, x2(t) ≤ x∗2(t) + ε1 при t ≥ T3.
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Припустимо, що y(t) ≥ ε при t ≥ T3. Тодi

ε ≤ y(t) ≤ exp

 t∫
T3

ψ̃(s, ε1, ε)ds

 ∏
T3≤tk<t

(1 + d3k) → 0, t → ∞.

Прийшли до суперечностi.
Теорему доведено.
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