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We construct and substantiate an approximate control in a feedback form for an approximate bounded
synthesis problem, with a semi-definite quality criterion, for a parabolic equation containing a nonlinear
term that regularly depends on a small parameter.

Для задачи приближенного ограниченного синтеза для параболического уравнения с полуопре-
деленным критерием качества, где уравнение содержит нелинейное слагаемое, регулярно зави-
сящее от малого параметра, построено и обосновано приближенное управление в форме обрат-
ной связи.

В теорiї оптимального керування iснують двi форми оптимального керування: програмне
керування, тобто керування, що залежить лише вiд часу i початкових умов, та синтезо-
ване, або керування за принципом зворотного зв’язку, тобто керування, яке у поточний
момент часу залежить вiд значення фазової змiнної в даний момент часу. Зрозумiло, що
така форма керування має певнi переваги у порiвняннi з програмною, оскiльки дає змогу
врахувати можливi вiдхилення поведiнки системи вiд наперед заданого закону, що зумов-
ленi, наприклад, зовнiшнiми збуреннями або неточнiстю вимiру початкових даних. Таким
чином, керування у формi зворотного зв’язку дозволяє здiйснювати бiльш гнучке управ-
лiння системою, враховуючи її поточне положення.

Однак, незважаючи на актуальнiсть i важливiсть, задача побудови оптимального обме-
женого синтезу для нескiнченновимiрних систем ще далека вiд свого остаточного розв’я-
зання. Видiлимо наступнi напрямки дослiджень у цiй галузi.

Ж.-Л. Лiонсом [1] за допомогою методу варiацiйних нерiвностей фактично було ство-
рено теорiю оптимального керування лiнiйними системами з квадратичним функцiона-
лом. Разом зi строгiстю цей метод виявився достатньо гнучким при врахуваннi обмежень
i побудовi рiзноманiтних апроксимуючих методiв. Узагальненню цих методiв на нелiнiй-
нi системи присвячено монографiю [2]. На жаль, використаний у цих роботах пiдхiд хоч i
дозволяє виписувати ефективнi необхiднi умови оптимальностi, що можуть бути основою
рiзноманiтних (в тому числi й наближених) методiв побудови оптимальних керувань, але,
як правило, не дозволяє отримати оптимальнi керування у замкненiй формi навiть для
лiнiйних систем.

У класичних монографiях [3, 4] метод динамiчного програмування Р. Беллмана бу-
ло поширено на системи з розподiленими параметрами, при цьому виникала потреба
в дослiдженнi iнтегро-диференцiальної крайової задачi типу Рiккатi. Проте для кожної
конкретної задачi оптимального керування розподiленою системою згадана крайова за-
дача типу Рiккатi має певнi властивостi, використовуючи якi, iнодi вдається побудува-
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ти її розв’язок. Подiбнi дослiдження для параболiчного рiвняння з пiслядiєю проведенi
В. О. Капустяном [5], задачi оптимальної стабiлiзацiї систем, що описуються параболiч-
ними рiвняннями, розглянуто у роботах [6 – 11]. Крiм того, в роботах [10, 11] наведено
кiлька прикладiв побудови синтезу задач оптимального керування хвильовими процеса-
ми. Рiзноманiтнi задачi оптимального керування, в яких системи описуються гiперболiч-
ними рiвняннями i немає обмежень на керування, детально розглянуто в роботах [12,
13]. В усiх цих роботах iстотною є лiнiйнiсть задачi та вiдсутнiсть обмежень на керу-
вання.

У данiй роботi для задачi оптимального керування параболiчним рiвнянням з напiввиз-
наченим критерiєм якостi, де рiвняння мiстить нелiнiйний доданок, що регулярно зале-
жить вiд малого параметра, запропоновано й обґрунтовано наближене керування у фор-
мi зворотного зв’язку, побудоване на базi оптимального синтезу для вiдповiдної лiнiйної
задачi.

Нехай Ω ⊂ Rn — обмежена область з гладкою межею. Для ε ∈ (0, 1) у цилiндрi Q̄T =
= [0, T ]× Ω̄ розглянемо наступну задачу оптимального керування:

yε
t (x, t) = ∆yε(x, t)− εf(yε(x, t)) + g(x)v(t), (t, x) ∈ QT ,

yε(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (1)

yε(x, 0) = yε
0(x), x ∈ Ω̄,

v(·) ∈ U = {v ∈ L2([0, T ]) : |v(t)| ≤ ξ майже скрiзь на [0;T ]}, (2)

Jε(v) =

 ∫
Ω

q(x)yε(x, T )dx

2

+ γ

T∫
0

v2(t)dt → inf, (3)

де g, yε
0, q ∈ L2(Ω), γ > 0, ε — малий параметр.

Нехай f ∈ C(R) i знайдуться такi сталi C1, C2 > 0, α > 0 та p ≥ 2, що для всiх y ∈ R
справджуються оцiнки

|f(y)| ≤ C1

(
1 + |y|p−1

)
, yf(y) ≥ α|y|p − C2.

Тодi [14] для кожного значення параметра ε ∈ (0, 1), довiльного керування v(·) ∈ U i
початкової функцiї yε

0 ∈ L2(Ω) крайова задача (1) має розв’язок yε = yε(x, y), до того ж

yε ∈ W T = L2([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ Lp([0, T ];Lp(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).

Лема. Для довiльного ε ∈ (0, 1) задача оптимального керування (1) – (3) має розв’я-
зок.

Доведення. Нехай {vn}∞n=1 ⊂ U — мiнiмiзуюча послiдовнiсть, {yn}∞n=1 ⊂ U — вiдпо-
вiднi розв’язки крайової задачi (1). Тодi d = inf

v∈U
J(v) = lim

n→∞
J(vn), а тому послiдовнiсть
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{vn}∞n=1 ⊂ U обмежена в L2([0, T ]). Отже, з точнiстю до пiдпослiдовностi, vn → ṽ, n → ∞
слабко в L2([0, T ]) i ṽ ∈ U.

Тодi маємо наступнi збiжностi при n → ∞ по деякiй пiдпослiдовностi [14]:

yn → ỹ слабко в L2([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ Lp([0, T ];Lp(Ω)),

yn → ỹ сильно в L2([0, T ];L2(Ω)),
yn(t) → ỹ(t) сильно в L2(Ω) для довiльного t ∈ [δ, T ], де 0 < δ < T,
yn(t) → ỹ(t) слабко в L2(Ω) для довiльного t ∈ [0, T ],
yn(x, t) → ỹ(x, t) майже скрiзь в QT ,

де ỹ(x, t) — розв’язок крайової задачi (1) з керуванням ṽ.
Звiдси, використовуючи слабку напiвнеперервнiсть знизу квадрата норми, отримуємо

lim
n→∞

J(vn) = lim
n→∞

(q, yn(T ))2 + γ

T∫
0

v2
n(t)dt

 ≥

≥ (q, ỹ(T )) 2 + γ lim
n→∞

T∫
0

v2
n(t)dt ≥ (q, ỹ(T ))2 + γ

T∫
0

ṽ2(t)dt = J(ṽ)

(тут i далi (·, ·) — скалярний добуток у просторi L2(Ω)), але

lim
n→∞

J(vn) = lim
n→∞

J(vn) = inf
v∈U

J(v) = d,

тому ṽ — оптимальне керування.
Лему доведено.
Таким чином, для кожного ε ∈ (0, 1) задача оптимального керування (1) – (3) має

розв’язок v̂ ε(t) i вiдповiдну оптимальну траєкторiю ŷ ε(x, t).
Нехай yε

0 → y0 слабко в L2(Ω) при ε → 0.
Тодi має мiсце така теорема.

Теорема 1. Нехай {v̂ ε, ŷ ε} — деякий оптимальний процес задачi оптимального керу-
вання (1) – (3) при ε ∈ (0, 1). Тодi маємо наступнi збiжностi при ε → 0 :

J(v̂ ε) → J(v̂),
ŷ ε → ŷ в C([δ, T ];L2(Ω)) ∀ δ > 0,
v̂ ε → v̂ в L2([0, T ]),

де {v̂, ŷ} — оптимальний процес задачi оптимального керування (1) – (3) при ε = 0.

Доведення. Нехай {v̂ ε, ŷ ε} — деякий оптимальний процес задачi оптимального керу-
вання (1) – (3). Тодi з (1) неважко отримати оцiнку для ŷ ε (тут i далi ‖ · ‖ = ‖ · ‖L2(Ω))

‖ŷ ε(t)‖2 +

t∫
0

‖ŷ ε(s)‖2
H1

0 (Ω)ds + 2εα

t∫
0

‖ŷ ε(s)‖p
Lp(Ω)ds ≤

≤ ‖ŷ ε(0)‖2 + C3

t∫
0

(‖g‖2|v̂ ε(s)|+ 1)ds. (4)
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Таким чином,

{ŷ ε} обмежена в L2([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ L∞([0, T ];L2(Ω)),{

ε
1
p ŷ ε

}
обмежена в Lp([0, T ];Lp(Ω)),

(5)

але тодi для
1
p

+
1
q

= 1

{
ε

1
q f(ŷ ε)

}
обмежена в Lq([0, T ];Lq(Ω))

i, отже,

{ŷ ε
t } обмежена в L2([0, T ];H−1(Ω)) + Lq([0, T ];Lq(Ω)) ⊂ Lq([0, T ];H−s(Ω)),

де s ≥ max
{

1,

(
1
2
− 1

p

)
n

}
.

Тепер за лемою про компактнiсть по пiдпослiдовностi при ε → 0

ŷ ε → ŷ слабко в L2([0, T ];H1
0 (Ω)),

ŷ ε → ŷ сильно в L2([0, T ];L2(Ω)),
ŷ ε(t) → ŷ(t) слабко в L2(Ω) при кожному t ∈ [0, T ].

(6)

Звiдси ŷ ε(x, t) → ŷ(x, t) майже скрiзь в QT , а тому i f(ŷ ε(x, t)) → f(ŷ(x, t)) майже скрiзь.
Нам потрiбно перейти до границi при ε → 0 у спiввiдношеннi

−
T∫

0

(ŷ ε, w)ηtdt +

T∫
0

(ŷ ε, w)H1
0 (Ω)ηdt + ε

T∫
0

(f(ŷ ε), w)ηdt−
T∫

0

(gv̂ ε, w)ηdt = 0 (7)

при фiксованих w ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω) i η ∈ C∞0 ([0, T ]).

Оскiльки {v̂ ε} ⊂ U, то v̂ ε → v̂ слабко в L2([0, T ]), крiм того,

ε

T∫
0

(f(ŷ ε), w)ηdt ≤ ε
1
p ‖ε

1
q f(ŷ ε)‖Lq([0,T ];Lq(Ω)) ‖wη‖Lp([0,T ];Lp(Ω)) → 0, ε → 0.

Отже, пiсля переходу до границi в (7) отримуємо, що ŷ(x, t) — розв’язок крайової
задачi

yt(x, t) = ∆y(x, t) + g(x)v(t), (t, x) ∈ QT ,

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (8)

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω̄.
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При цьому для J(v̂ ε) маємо

lim
ε→0

J(v̂ ε) = lim
ε→0

(q, ŷ ε(T ))2 + γ

T∫
0

(v̂ ε(t))2 dt

 ≥

≥ lim
ε→0

(q, ŷ ε(T ))2 + γ lim
ε→0

T∫
0

(v̂ ε(t))2 dt = (q, ŷ(T ))2 + lim
ε→0

γ

T∫
0

(v̂ ε(t))2 dt ≥

≥ (q, ŷ(T ))2 + γ

T∫
0

v̂ 2(t)dt = J(v̂).

З iншого боку, оскiльки {v̂ ε, ŷ ε} — оптимальний процес в (1) – (3), то для довiльного
керування v ∈ U i будь-якого розв’язку yε крайової задачi (1) з цим керуванням маємо

J(v̂ ε) ≤ (q, yε(T ))2 + γ

T∫
0

v2(t)dt.

Повторюючи попереднi мiркування, переконуємось, що yε → y в сенсi збiжностей (6), де
y — розв’язок задачi (8) з керуванням v. Отже,

lim
ε→0

J(v̂ ε) ≤ (q, y(T ))2 + γ

T∫
0

v2(t)dt = J(v).

Таким чином,

J(v̂) ≤ lim
ε→0

J(v̂ ε) ≤ lim
ε→0

J(v̂ ε) ≤ J(v).

Звiдси J(v̂) ≤ J(v) для всiх керувань v ∈ U, отже, {v̂, ŷ} — оптимальний процес в (1) – (3)
при ε = 0.

Крiм того, при v = v̂ з попереднiх мiркувань маємо

J(v̂) ≤ lim
ε→0

J(v̂ ε) ≤ lim
ε→0

J(v̂ ε) ≤ J(v̂),

отже, iснує границя lim
ε→0

J(v̂ ε) = J(v̂) i внаслiдок єдиностi оптимального керування задачi

(1) – (3) при ε = 0 збiжнiсть вiдбувається по всiй послiдовностi ε → 0 (а не по пiдпослi-
довностi). При цьому з [14] випливає, що ŷ ε → ŷ в C([δ, T ];L2(Ω)) для довiльного малого
δ > 0 та v̂ ε → v̂ в L2([0, T ]).

Теорему доведено.
Вiдомо (аналогiчно до [1]), що при ε = 0 задача оптимального керування (1) – (3) має

єдиний розв’язок.
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У роботi [15] при додаткових припущеннях на параметри задачi у випадку ε = 0 побу-
довано оптимальне керування задачi (1) – (3) у формi зворотного зв’язку. А саме, позна-
чимо

b(t) =
∞∑
i=1

e(λi)
2(t−T )qigi ∈ C([0, T ]),

<(x, t) =
∞∑
i=1

qie
(λi)

2(t−T )Xi(x) ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

де gi = (g,Xi), qi = (q, Xi), {(λi)2}∞i=1 та {Xi(x)}∞i=1 ⊂ H1
0 (Ω) — вiдповiдно власнi значен-

ня i власнi функцiї оператора −∆.
Нехай виконано наступнi припущення.

Припущення 1. Функцiя b(t) додатна i строго монотонно зростає на [0;T ].

Припущення 2. Виконується система нерiвностей

|(<(0), y0)| b(0)

γ +
∫ T
0 b2(s)ds

< ξ,

|(<(0), y0)| b(T )

γ +
∫ T
0 b2(s)ds

> ξ,

(<(0), y0) + ξ

T∫
0

b(s)ds < 0.

Тодi оптимальний синтез задачi (1) – (3) у випадку ε = 0 має вигляд

u[t, y] =

 −
(<(t), y(t)) + ξ

∫ T
τ b(s)ds

γ +
∫ τ
t b2(s)ds

b(t), t ∈ [0, τ ],

ξ, t ∈ [τ, T ],
(9)

де точка перемикання τ визначається з рiвняння

(<(0), y0) + ξ
∫ T
τ b(s)ds

γ +
∫ τ
0 b2(s)ds

b(τ) = −ξ. (10)

Основною метою даної роботи є доведення того факту, що формула (9) задає набли-
жений синтез вихiдної задачi оптимального керування (1) – (3).

Тепер розглянемо крайову задачу

yε
t (x, t) = ∆yε(x, t)− εf(yε(x, t)) + g(x)uε[t, yε], (t, x) ∈ QT ,

yε(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (11)

yε(x, 0) = yε
0(x), x ∈ Ω̄,
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де uε[t, ·] задається формулою (9) з точкою перемикання τ = τ ε, яка є розв’язком рiв-
няння

(<(0), yε
0) + ξ

∫ T
τε b(s)ds

γ +
∫ τε

0 b2(s)ds
b(τ ε) = −ξ. (12)

Теорема 2. Крайова задача (11) має розв’язок yε ∈ W T i на цьому розв’язку J(uε[t,
yε]) → J(v̂), ε → 0.

Доведення. За виглядом uε[t, ·] аналогiчно [14] можна показати, що для кожного ε >
> 0 iснує розв’язок yε = yε(x, t) крайової задачi (11). Крiм того, справджується оцiнка

‖yε(t)‖2 + 2

t∫
0

‖yε(s)‖2
H1

0 (Ω)ds + 2εα

t∫
0

‖yε(s)‖p
Lp(Ω)ds ≤

≤ ‖yε(0)‖2 + C4 + C5

t∫
0

‖yε(s)‖ds. (13)

З (13) за лемою Гронуолла – Беллмана

‖yε(t)‖2 ≤ (‖yε(0)‖2 + C4)eC5T . (14)

Зокрема, |uε[t, yε]| ≤ C̃. Звiдси також маємо, що для {yε} справедливi обмеження (5), що
отримуються, як i при доведення теореми 1 (оцiнка типу (4) нами встановлена — це (13)
з урахуванням (14) i yε → y у сенсi збiжностей (6).

Звiдси випливає, що для кожного t ∈ [0, T ] uε[t, yε] → u[t, y] при ε → 0, де u[t, y] має
форму (9) з точкою перемикання τ = lim

ε→0
τ ε, яка є розв’язком рiвняння (10), до того ж

збiжнiсть точок перемикання випливає з єдиностi розв’язку рiвнянь (10), (12) [15], а y —
це розв’язок (11) з керуванням u[t, y]. Але крайова задача

zt(x, t) = ∆z(x, t) + g(x)u[t, z], (t, x) ∈ QT ,
z(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ],
z(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω̄,

має єдиний розв’язок, отже, y = ŷ i u[t, y] = v̂ — оптимальний процес у (1) – (3) при ε = 0.
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