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ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ РIЗНИЦЕВОГО РIВНЯННЯ,
ЩО ЗАЛЕЖИТЬ ВIД ДВОХ IНДЕКСIВ

М. Я. Бойко

Київ. нац. ун-т iм. Т. Шевченка
Україна, 30680, Київ, просп. Акад. Глушкова, 2, корп. 7

We prove a criterion for existence of a unique periodic solution for a linear two-parameter difference
equation in a Banach space.

Получен критерий существования единственного периодического решения для линейного дву-
параметрического разностного уравнения в банаховом пространстве.

1. Вступ. Нехай (B, ‖ · ‖) — комплексний банахiв простiр; L(B) — банахiв простiр усiх
лiнiйних обмежених операторiв, що дiють iз B в B; E — замкнений оператор, що дiє в
B, з областю визначення D ⊂ B. Зазначимо, що D — комплексний банахiв простiр з
нормою |x| := ‖x‖+ ‖Ex‖. Зафiксуємо натуральнi числа p, q.

Означення 1. Послiдовнiсть {ym,n : m,n ∈ Z} елементiв з B будемо називати (p, q)-
перiодичною, якщо для всiх m, n ∈ Z виконуються рiвностi ym+p,n = ym,n = ym,n+q.

Мета цiєї статтi — дослiдити умови, при виконаннi яких для довiльної (p, q)-перiодичної
послiдовностi {ym,n} ⊂ B рiзницеве рiвняння

Exm,n =
∑
k∈Z

∑
l∈Z

Ek,lxm+k,n+l + ym,n, m, n ∈ Z, (1)

має єдиний (p, q)-перiодичний розв’язок {xm,n} ⊂ D. Тут {Ek,l : k, l ∈ Z} — такий фiксо-
ваний набiр операторiв з L(B), що

∑
k∈Z

∑
l∈Z ‖Ek,l‖ < +∞.

Про iснування перiодичних розв’язкiв рiзницевих рiвнянь у банаховому просторi, що
залежать вiд одного параметра, див. [1, 2].

2. Формулювання основного результату. Внаслiдок (p, q)-перiодичностi рiвняння (1)
можна подати у виглядi лiнiйної системи зi скiнченним числом невiдомих:

ym,n = Exm,n −
∑
k∈Z

∑
l∈Z

Ek,lxm+k,n+l =
p∑

µ=1

q∑
ν=1

Hµ,νxm+µ,n+ν , (2)

де

Hµ,ν = δµpδνqE −
∑
k∈Z

∑
l∈Z

Eµ+pk,ν+ql, 1 ≤ m ≤ p, 1 ≤ n ≤ q, δrs =
{

1, r = s,
0, r 6= s.

Систему (2) можна переписати у виглядi матричного рiвняння

y = Tx, (3)
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в якому

y =


y(1)

y(2)

. . .

y(p−1)

y(p)

 , x =


x(1)

x(2)

. . .

x(p−1)

x(p)

 , T =


Tp T1 T2 . . . Tp−2 Tp−1

Tp−1 Tp T1 . . . Tp−3 Tp−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
T2 T3 T4 . . . Tp T1

T1 T2 T3 . . . Tp−1 Tp

 ,

до того ж для кожного 1 ≤ m ≤ p

y(m) =


ym,1

ym,2

. . .
ym,q−1

ym,q

 , x(m) =


xm,1

xm,2

. . .
xm,q−1

xm,q

 ,

Tm =


Hm,q Hm,1 Hm,2 . . . Hm,q−2 Hm,q−1

Hm,q−1 Hm,q Hm,1 . . . Hm,q−3 Hm,q−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Hm,2 Hm,3 Hm,4 . . . Hm,q Hm,1

Hm,1 Hm,2 Hm,3 . . . Hm,q−1 Hm,q

 .

У рiвняннi (3) y ∈ Bpq, x ∈ Dpq, де Bpq, Dpq — декартовi добутки pq екземплярiв B та D
вiдповiдно. У цих декартових добутках визначимо норми таким чином:

‖y‖pq = max
1≤i≤p,1≤j≤q

‖yi,j‖, y = {yi,j : 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q} ∈ Bpq,

|x|pq = max
1≤i≤p,1≤j≤q

‖xi,j‖+ max
1≤i≤p,1≤j≤q

‖Exi,j‖, x = {xi,j : 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q} ∈ Dpq.

Тодi (Bpq, ‖ · ‖pq) i з урахуванням замкненостi оператора E (Dpq, | · |pq) — комплекснi бана-
ховi простори, а T : Dpq → Bpq — лiнiйний обмежений оператор.

Позначимо через Θ множину всiх наборiв операторiв {Fk,l : 1 ≤ k ≤ p, 1 ≤ l ≤ q} ,
якi задовольняють такi умови:

1) ∀ 1 ≤ k ≤ p ∀ 1 ≤ l ≤ q : Fk,l : B → D, E Fk,l ∈ L(B);
2) на B виконуються рiвностi

p∑
k=1

q∑
l=1

Hk,lFm−k+1,n−l+1 = δpmδqnI, 1 ≤ m ≤ p, 1 ≤ n ≤ q; (4)

3) на D виконуються рiвностi

p∑
k=1

q∑
l=1

Fm−k+1,n−l+1Hk,l = δpmδqnI, 1 ≤ m ≤ p, 1 ≤ n ≤ q. (5)
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Покладемо

C =


C1 C2 C3 . . . Cp−1 Cp

Cp C1 C2 . . . Cp−2 Cp−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
C3 C4 C5 . . . C1 C2

C2 C3 C4 . . . Cp C1

 , (6)

де

Cm =


Fm,1 Fm,2 Fm,3 . . . Fm,q−1 Fm,q

Fm,q Fm,1 Fm,2 . . . Fm,q−2 Fm,q−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Fm,3 Fm,4 Fm,5 . . . Fm,1 Fm,2

Fm,2 Fm,3 Fm,4 . . . Fm,q Fm,1

 , 1 ≤ m ≤ p. (7)

Також для спрощення записiв далi вважатимемо, що для довiльних m, n ∈ Z

Fm,n = Fm+p,n = Fm,n+q, Hm,n = Hm+p,n = Hm,n+q,

i покладемо wp := exp
{

i2π

p

}
, wq := exp

{
i2π

q

}
.

Теорема 1. Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) iснує такий набiр операторiв {Fk,l : 1 ≤ k ≤ p, 1 ≤ l ≤ q} ∈ Θ, що визначений за

допомогою цього набору та спiввiдношень (6), (7) оператор C дiє з Bpq в Dpq, є лiнiйним
i неперервним, а також для кожного y ∈ Bpq рiвняння (1) має розв’язок x = C y;

2) для довiльних 1 ≤ µ ≤ p, 1 ≤ ν ≤ q оператор

Dµ,ν =
p∑

k=1

q∑
l=1

Hk,lw
kµ
p wlν

q (8)

дiє з D в B i є лiнiйним, неперервним та неперервно оборотним;
3) оператор T неперервно оборотний.

3. Доведення теореми 1. Iмплiкацiя 1) ⇒ 3) випливає з того, що матриця C обернена
до T за побудовою внаслiдок спiввiдношень (4), (5).

Перевiримо, що 1) ⇒ 2). Будемо доводити, що Dµ,ν має обернений оператор D−1
µ,ν ∈

∈ L(B,D). У спiввiдношеннi (4) вираз з H1,1Fm,n домножимо на wmµ
p wnν

q . Отриманi рiв-
ностi пiдсумуємо по m, n i отримаємо

p∑
m=1

q∑
n=1

p∑
k=1

q∑
l=1

Hk,lFm−k+1,n−l+1w
mµ
p wnν

q =

=
p∑

k=1

q∑
l=1

Hk,lw
kµ
p wlν

q

(
p∑

m=1

q∑
n=1

Fm−k+1,n−l+1w
(m−k)µ
p w(n−l)ν

q

)
=

= Dµ,ν

(
p∑

r=1

q∑
s=1

Fr,sw
(r−1)µ
p w(s−1)ν

q

)
= I
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на B. Аналогiчно з рiвняння (5) знаходимо(
p∑

r=1

q∑
s=1

Fr,sw
(r−1)µ
p w(s−1)ν

q

)
Dµ,ν = I

на D.

З останнiх двох спiввiдношень випливає, що оператор Dµ,ν має неперервний оберне-
ний оператор

D−1
µ,ν =

p∑
r=1

q∑
s=1

Fr,sw
(r−1)µ
p w(s−1)ν

q . (9)

Доведемо iмплiкацiю 2) ⇒ 1). Задамо Fr,s таким чином:

Fr,s =
1
pq

p∑
µ=1

q∑
ν=1

D−1
µ,νw

(p−r+1)µ
p w(q−s+1)ν

q . (10)

Тодi

p∑
k=1

q∑
l=1

Hk,lFm−k+1,n−l+1 =
1
pq

p∑
µ=1

q∑
ν=1

(
p∑

k=1

q∑
l=1

Hk,lw
kµ
p wlν

q

)
D−1

µ,νw
(p−m)µ
p w(q−n)ν

q =

=
1
pq

p∑
µ=1

q∑
ν=1

w(p−m)µ
p w(q−n)ν

q I = δpmδqnI,

а отже, рiвностi (4) виконуються. Перевiрка рiвностей (5) проводиться аналогiчно. Iмп-
лiкацiю 3) ⇒ 2) будемо доводити вiд супротивного. Нехай Dµ,ν не має оберненого. З
теореми Банаха про обернений оператор випливає, що виконується одна з умов:

а) iснують y ∈ B та x1, x2 ∈ D такi, що x1 6= x2, Dµ,νx1 = y, Dµ,νx2 = y;
б) iснує y ∈ B таке, що рiвняння Dµ,νx = y не має розв’язкiв.
При виконаннi умови а) покладемо u := x1 − x2 ∈ D. Тодi

Dµ,νu =
p∑

k=1

q∑
l=1

Hk,lw
kµ
p wlν

q u = 0

i для

u := (u1,1, u1,2, . . . , u1,q, u2,1, u2,2, . . . , u2,q, . . . , up,1, up,2, . . . , up,q)
T , uk,l = wkµ

p wlν
q u,

(Tu)(r−1)q+s =
p∑

k=1

q∑
l=1

Hk,lw
(k+r)µ
p w(l+s)ν

q u = wrµ
p wsν

q Dµ,ν(u) = 0, 1 ≤ r ≤ p, 1 ≤ s ≤ q.

Отже, Tu = 0, до того ж u 6= 0. Це суперечить твердженню 3 теореми 1.
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При виконаннi умови б) розглянемо y з компонентами ym,n = wmµ
p wnν

q y, 1 ≤ m ≤ p,
1 ≤ n ≤ q. Рiвняння Tx = y має єдиний розв’язок. Тому для довiльних m, n ∈ Z

p∑
k=1

q∑
l=1

Hk,lxm+k,n+lw
−mµ
p w−nν

q =
p∑

k=1

q∑
l=1

Hk,lw
kµ
p wlν

q xm+k,n+lw
(−m−k)µ
p w(−n−l)ν

q = y. (11)

Вiд рiвностi (11) з m = m0 + r, n = n0 + s вiднiмемо рiвнiсть (11) з m = m0, n = n0.
Дiстанемо

p∑
k=1

q∑
l=1

Hk,lw
kµ
p wlν

q um0+k,n0+l = 0, m0, n0 ∈ Z, (12)

де
um0,n0 = xm0+r,n0+sw

(−m0−r)µ
p w(−n0−s)ν

q − xm0,n0w
−m0µ
p w−n0ν

q .

Тим же методом, що й при доведеннi леми 1 з роботи [2], можна довести, що

xr,s = xp,qw
rµ
p wsν

q , r, s ∈ Z.

Тому внаслiдок (11) дiстанемо

p∑
k=1

q∑
l=1

Hk,lw
kµ
p wlν

q (xp,qw
(m+k)µ
p w(n+l)ν

q )w(−m−k)µ
p w(−n−l)ν

q =

=
p∑

k=1

q∑
l=1

Hk,lw
kµ
p wlν

q xp,q = Dµ,ν(xp,q) = y,

що суперечить умовi б).
Теорему доведено.
Оскiльки

Dµ,ν = E −
∑
k∈Z

∑
l∈Z

Ek,l exp
{

i2πkµ

p

}
exp

{
i2πlν

q

}
,

то справджується такий наслiдок.

Наслiдок 1. Для того щоб для довiльної (p, q)-перiодичної послiдовностi {ym,n} ⊂ B
рiвняння (1) мало єдиний (p, q)-перiодичний розв’язок {xm,n} ⊂ D, необхiдно i достат-
ньо, щоб для довiльних λ1, λ2 ∈ C таких, що λp

1 = 1, λq
2 = 1, оператор g(λ1, λ2) :=

:= E −
∑
k∈Z

∑
l∈Z

Ek,lλ
k
1λ

l
2 був неперервно оборотним.

4. Приклади. Приклад 1. Система лiнiйних рiвнянь

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)k+l (iπ)2k+1

(2k + 1)!
1

(2l)!
x2k+1+m,2l+n + ym,n = 0, m, n ∈ Z,

має для довiльної (p, q)-перiодичної послiдовностi комплексних чисел {ym,n} єдиний (p, q)-
перiодичний розв’язок {xm,n} для довiльних натуральних p, q таких, що p не дiлиться на 4.
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Справдi, поклавши B = C, E := 0,

E2k+1,2l := (−1)k+l (πi)2k+1

(2k + 1)!
1

(2l)!

для невiд’ємних k, l ∈ Z i Em,n := 0 для решти iндексiв m,n ∈ Z, дiстанемо g(λ1, λ2) =
= sin(πiλ1) cos λ2 = 0, тому твердження прикладу 1 випливає з наслiдку 1.

Приклад 2. Нехай B = C([0, 1]), D = {x ∈ C1([0, 1]) : x(0) = 0}, замкнений оператор
E : D → B визначається за правилом Ex(t) := x′(t), t ∈ [0, 1]. Нехай для невiд’ємних

k, l ∈ Z оператор Ek,l : B → B задається формулою Ek,lx(t) :=
1
k!

1
l!

x(t), t ∈ [0, 1], а для

решти k, l ∈ Z оператор Ek,l є нульовим. Скориставшись наслiдком 1, дiстанемо, що для
довiльних натуральних p, q злiченна система диференцiальних рiвнянь

x′m,n(t)−
∞∑

k=0

∞∑
l=0

1
k!l!

xk+m,l+n(t) + ym,n(t), t ∈ [0, 1], m, n ∈ Z,

має для довiльної (p, q)-перiодичної послiдовностi функцiй {ym,n} ⊂ B єдиний (p, q)-пе-
рiодичний розв’язок {xm,n} ⊂ D.

Дiйсно, для цього прикладу g(λ1, λ2)x(t) = x′(t)−eλ1+λ2x(t), t ∈ [0, 1], а отже, оператор
g(λ1, λ2) є неперервно оборотним для довiльних λ1, λ2 ∈ C.
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