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We obtain a criterion for existence of solutions to linear inhomogeneous boundary-value problems in a
Banach space. We also find conditions for normal solvability of such problems and consider particular
cases, e.g., countably dimensional boundary-value problems.

Получен критерий существования решений линейных неоднородных краевых задач в банахо-
вом пространстве. Найдены условия нормальной разрешимости таких задач и рассмотрены их
частные случаи, а именно, счетномерные краевые задачи.

1. Постановка задачi. Розглянемо у банаховому просторi B1 диференцiальне рiвняння

dx

dt
= A(t) x(t) + f(t), (1)

де вектор-функцiя f(t) дiє з вiдрiзка [a; b] у банахiв простiр B1 : f(t) ∈ C ([a; b],B1) :=
:=

{
f(·) : [a; b] → B1, ‖f‖ = supt∈[a;b] |f(t)|

}
, C ([a; b],B1) — банахiв простiр неперервних

на [a; b] вектор-функцiй; оператор-функцiя A(t), що дiє з банахового простору B1 в себе,
є сильно неперервною [1, c. 141] з нормою |‖A‖| = supt∈[a;b] ‖A(t)‖ < ∞. Тодi розв’язок
x(t) рiвняння

x(t) = x0 +

t∫
a

(A(s) x(s) + f(s)) ds

є неперервно диференцiйовним у кожнiй точцi t ∈ [a; b] i задовольняє рiвняння (1) скрiзь
на [a; b]. Отже, розв’язок x(t) рiвняння (1) будемо шукати у просторi C1 ([a; b],B1) непе-
рервно диференцiйовних на [a; b] функцiй зi значеннями у банаховому просторi B1.

Разом з операторним рiвнянням (1) розглянемо крайову умову

`x(·) = α, (2)
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де оператор ` є лiнiйним неперервним на [a; b] векторним функцiоналом, що дiє з просто-
ру C[a; b] у банахiв простiр B2 : ` : C[a; b] → B2; α — елемент простору B2. В залеж-
ностi вiд вигляду (2) оператора ` отримаємо рiзнi крайовi задачi, деякi аспекти теорiї
яких вивчались ранiше. Знайдемо умови iснування та структуру розв’язкiв неоднорiдної
крайової задачi (1), (2). Вирiшенню цiєї проблеми у випадку B1 = Rn, B2 = Rm при-
свячено роботи [2 – 4], а для злiченновимiрних некритичних крайових задач — моногра-
фiю [5].

2. Основний результат. Використовуючи апарат теорiї узагальнено-обернених опера-
торiв [3, 4], знайдемо необхiднi та достатнi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) у
банаховому просторi. Позначимо через U(t, τ) еволюцiйний оператор [1, с. 147], який за-
довольняє операторне рiвняння

dU(t, τ)
dt

= A(t) U(t, τ);

U(τ, τ) = I — одиничний оператор, оператор U(t, τ) можна знайти у виглядi рiвномiрно
збiжного за операторною нормою ряду методом послiдовних наближень [1, 6]. Загальний
розв’язок операторного рiвняння має вигляд [1, с. 147]

x(t) = U(t) x0 + x(t), U(t) = U(t, a), (3)

де x0 = x(a) — елемент банахового простору B1, а x(t) — частинний розв’язок неодно-
рiдного рiвняння (1), який можна записати у виглядi

x(t) =

b∫
a

K(t, τ)f(τ) dτ,

де K(t, τ) = U(t) U−1(τ) при τ ≤ t i K(t, τ) = 0 при τ > t.

Пiдставимо (3) у крайову умову (2) та отримаємо наступне рiвняння вiдносно елемен-
та x0 банахового простору B1 :

Qx0 = α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ, (4)

де Q = `U(·) — оператор, отриманий пiдстановкою в крайову умову (2) еволюцiйного
оператора U(t). Будемо припускати, що оператор Q : B1 → B2 є узагальнено-оборотним
[3, c. 39]. Тодi, як показано у [7], вiн є нормально розв’язним i iснують обмеженi проектори
PN(Q) : B1 → N(Q) та PY : B2 → Y, якi iндукують разбиття B1 i B2 у прямi топологiчнi
суми замкнених пiдпросторiв

B1 = N(Q)⊕X,

B2 = Y ⊕R(Q).
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Внаслiдок нормальної розв’язностi оператора Q рiвняння (4) є розв’язним [8] тодi i тiльки
тодi, коли його права частина задовольняє умову

PN(Q∗)

α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

 = 0, (5)

де PN(Q∗) — проектор на ядро оператора Q∗, спряженого до оператора Q. При умовi (5),
i тiльки при нiй, операторне рiвняння (4) має множину розв’язкiв вигляду

x0 = PN(Q) c + Q−

α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

 , (6)

де c — довiльний елемент банахового простору B1 : c ∈ B1; Q− : B2 → B1 —
узагальнено-обернений оператор до оператора Q [3]. Пiдставивши x0 у вираз (3), отри-
маємо загальний розв’язок крайової задачi (1), (2) у виглядi

x(t) = U(t)PN(Q) c + U(t)Q−α + (Gf)(t), (7)

де (Gf)(t) — узагальнений оператор Грiна задачi (1), (2), який дiє на вектор-функцiю
f(t) ∈ C ([a; b],B1) таким чином:

(Gf)(t) :=

b∫
a

K(t, τ)f(τ)dτ − U(t)Q−`

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ. (8)

Отже, критерiй розв’язностi крайової задачi (1), (2) у банаховому просторi можна
сформулювати таким чином.

Теорема. Якщо оператор Q = `U(·), що дiє з банахового простору B1 у банаховий
простiр B2, є узагальнено-оборотним, то неоднорiдна задача (1), (2) розв’язна для тих
i лише тих неоднорiдностей f(t) ∈ C ([a; b],B1) та α ∈ B2, якi задовольняють умову
(5), i при цьому загальний розв’язок крайової задачi має вигляд (7).

3. Злiченновимiрнi крайовi задачi. Розглянемо можливi частиннi випадки крайових за-
дач, якi випливають з теореми 1, а саме, розглянемо злiченновимiрнi крайовi задачi [5].
Якщо за оператор-функцiю A(t) взяти злiченновимiрну матрицю, то отримаємо злiчен-
новимiрну крайову задачу

dx

dt
= A(t) x(t) + f(t), (9)

`x(·) = α, (10)

де розв’язок x(t) будемо шукати у виглядi злiченновимiрного вектора-стовпчика: x(t) =
= col (x1(t), x2(t), . . . , xn(t), . . .) , a оператор ` є лiнiйним неперервним на [a; b] векторним
функцiоналом, що дiє з простору C([a; b]) у банахiв простiр B2, ` : C[a; b] → B2.
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Наслiдок 1 (нормально розв’язнi задачi). Якщо Q = `U(·) — узагальнено-оборотний
оператор i розмiрностi ядра Q та спряженого ядра Q∗ є нескiнченними, то однорiдна
крайова задача має злiченну кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв. Неоднорiдна за-
дача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли f(t) ∈ C ([a; b],B1 = `p) , α ∈ B2 = `p
задовольняють злiченну кiлькiсть лiнiйно незалежних умов (5); при цьому задача має
злiченну кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв у виглядi (7).

Наслiдок 2 (n-нормально розв’язнi задачi). Якщо Q = `U(·) — узагальнено-оборот-
ний оператор i розмiрнiсть ядра Q є скiнченною, а розмiрнiсть спряженого ядра Q∗ —
нескiнченною, то однорiдна крайова задача має скiнченну кiлькiсть лiнiйно незалежних
розв’язкiв (n = dim ker Q). Неоднорiдна задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi,
коли f(t) ∈ C ([a; b],B1 = `p) та α ∈ B2 = Rm задовольняють злiченну кiлькiсть лi-
нiйно незалежних умов (5); при цьому задача має скiнченну кiлькiсть лiнiйно незалежних
розв’язкiв у виглядi (7). Наприклад, такий випадок завжди буде мати мiсце, коли опера-
тор ` задає скiнченну кiлькiсть крайових умов, тобто B2 = Rm.

Наслiдок 3 (d-нормально розв’язнi задачi). Якщо Q = `U(·) — узагальнено-оборот-
ний оператор i розмiрнiсть ядра Q є нескiнченною, а розмiрнiсть спряженого ядра Q∗

— скiнченною, то однорiдна крайова задача має злiченну кiлькiсть лiнiйно незалежних
розв’язкiв. Неоднорiдна задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли f(t) ∈
∈ C ([a; b],B1 = `p) , α ∈ B2 = `p задовольняють скiнченну кiлькiсть лiнiйно незале-
жних умов (5); при цьому задача має злiченну кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв
у виглядi (7). Наприклад, такий випадок завжди буде мати мiсце, коли диференцiальну
систему (1) задано в Rn, тобто B1 = Rn.

Наслiдок 4 (нетеровi задачi). Якщо Q = `U(·) — узагальнено-оборотний оператор
i розмiрностi ядра Q та спряженого ядра Q∗ є скiнченними, то однорiдна крайова за-
дача має n лiнiйно незалежних розв’язкiв (n = dim kerQ). Неоднорiдна задача (1), (2)
розв’язна тодi i тiльки тодi, коли f(t) ∈ C ([a; b],B1 = `p) , α ∈ B2 = `p задоволь-
няють d(d = dim kerQ∗) лiнiйно незалежних умов (5); при цьому задача має n лiнiйно
незалежних розв’язкiв (7). Наприклад, такий випадок завжди має мiсце, коли B1 = Rn

та B2 = Rm [2, 4]. Якщо d = n, то має мiсце фредгольмiв випадок.
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