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ДЛЯ ВИРОДЖЕНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

В. П. Яковець, М. Б. Вiра

Нiжин. ун-т
Україна, 16600, Нiжин Чернiгiвської обл., вул. Крапив’янського, 2

We consider the question of existence of a solution for a two-point boundary-value problem for degenerate
singularly perturbed linear differential systems, and give asymptotic formulae for such a solution.

Рассматривается вопрос о существовании решения двухточечной краевой задачи для выро-
жденных сингулярно возмущенных линейных систем дифференциальных уравнений. Получены
асимптотические формулы для такого решения.

Розглянемо крайову задачу

εhB(t)
dx

dt
= A(t, ε)x+ f(t, ε), (1)

Mx(0, ε) +Nx(1, ε) = d, (2)

в якiй x(t, ε) — шуканий n-вимiрний вектор, t ∈ [0; 1], ε ∈ (0; ε0) — малий параметр, h ∈
∈ N, A(t, ε), B(t) — (n×n)-матрицi, d— p-вимiрний вектор-стовпець, f(t, ε) — n-вимiрний
вектор-стовпець; M, N — матрицi зi сталими елементами розмiрностi p× n.

Нехай виконуються наступнi умови:
1) матриця A(t, ε) i вектор f(t, ε) допускають на вiдрiзку [0; 1] рiвномiрнi асимптотичнi

розвинення за степенями малого параметра ε, тобто

A(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkAk(t), f(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkfk(t); (3)

2) коефiцiєнти Ak(t), fk(t) розвинень (3) i матриця B(t) нескiнченно диференцiйовнi
на вiдрiзку [0; 1];

3) detB(t) = 0 ∀t ∈ [0; 1].
Крайовi задачi типу (1), (2) для випадку B(t) = E, де E — одинична матриця, дослiд-

жувались у роботах [1 – 5]. При цьому в [1, 2] для побудови асимптотики їх розв’язкiв було
використано метод регуляризацiї, а в [3, 4] — метод примежових функцiй. У роботi [5] для
знаходження асимптотики розв’язку крайової задачi використано iдею зведення лiнiйної
системи до майже дiагонального вигляду, а в [6] — i до системи з виродженою матрицею
при похiднiй. У роботi [7] запропоновано спосiб асимптотичного iнтегрування сингуляр-
но збуреної лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь з нетеровими крайовими умовами
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i матрицею B(t, ε) при похiднiй, яка вироджується з прямуванням малого параметра до
нуля, залишаючись неособливою при ε > 0.

У данiй статтi вивчається можливiсть побудови асимптотичного розв’язку крайової
задачi (1), (2) з використанням результатiв асимптотичного аналiзу загального розв’язку
системи (1), проведеного в роботах [8, 9]. При цьому розглядаються стiйкий та напiвстiй-
кий випадки.

Дослiдимо випадок регулярної [10] в’язки матриць

A0(t)− λB(t); (4)

при цьому будемо вважати, що для всiх t ∈ [0; 1] зберiгається кронекерова структура
в’язки.

Розглянемо випадок, коли в’язка граничних матриць (4) має лише простi елементарнi
дiльники, а саме, n− 1 скiнченних елементарних дiльникiв λ− λ1(t), . . . , λ− λn−1(t) i один
нескiнченний. Тодi [9, c. 32] матрицяA0(t) матиме n−1 власних векторiв ϕi(t), i = 1, n− 1,
вiдносно матрицi B(t), що вiдповiдають власним значенням λi(t), i = 1, n− 1, а матриця
B(t) — один власний вектор ϕ̃(t), який вiдповiдає її нульовому власному значенню. Якщо
ψi(t), i = 1, n− 1 — нулi матриць (A0 − λiB)∗, а ψ̃(t) — нуль матрицi B∗(t), то їх можна
визначити так, щоб виконувалися спiввiдношення

(Bϕi, ψi) = 1, i = 1, n− 1, (5)

(A0ϕ̃, ψ̃) = 1. (6)

Будемо вважати, що вектори ψi(t), i = 1, n− 1, ψ̃(t) визначено саме так.
Дослiдимо асимптотику розв’язку крайової задачi при p = n− 1. Формальний розв’я-

зок крайової задачi (1), (2) будемо шукати у виглядi

x(t, ε) =
n−1∑
i=1

ui(t, ε) exp

ε−h

t∫
αi

λi(t, ε)dt

+ ṽ(t, ε), (7)

де αi, i = 1, n− 1 — числа, якi буде визначено нижче; ui(t, ε), i = 1, n− 1; ṽ(t, ε) — n-
вимiрнi вектор-функцiї; λi(t, ε), i = 1, n− 1 — скалярнi функцiї, що зображаються фор-
мальними розвиненнями за степенями малого параметра:

ui(t, ε) =
∞∑

k=0

εku
(i)
k (t), λi(t, ε) =

∞∑
k=0

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1, (8)

ṽ(t, ε) =
∞∑

k=0

εkṽk(t). (9)

Покажемо, що коефiцiєнти розвинень (8), (9) можна визначити так, щоб вектор (7)
формально задовольняв систему (1) та крайову умову (2). Пiдставивши вектор (7) у систе-
му (1) i прирiвнявши вирази при однакових експонентах та вирази без експонент, будемо
мати

εhB(t)(us(t, ε))′ + λs(t, ε)B(t)us(t, ε) = A(t, ε)us(t, ε), s = 1, n− 1, (10)
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εhB(t)(ṽ(t, ε))′ = A(t, ε)ṽ(t, ε) + f(t, ε). (11)

Кожне з цих рiвнянь розв’яжемо методом iз [11]. Врахувавши розвинення (8) та при-
рiвнявши в (10) коефiцiєнти при однакових степенях ε, дiстанемо

(A0(t)− λ
(s)
0 (t)B(t))u(s)

0 (t) = 0, (12)

(A0(t)− λ
(s)
0 (t)B(t))u(s)

k (t) = b
(s)
k (t), k = 1, 2, . . . , s = 1, n− 1, (13)

де

b
(s)
k (t) = λ

(s)
k (t)B(t)u(s)

0 (t) + g
(s)
k (t), k = 1, 2, . . . , s = 1, n− 1, (14)

g
(s)
k (t) = B(t)(u(s)

k−h(t))′ +
k−1∑
i=1

λ
(s)
i (t)B(t)u(s)

k−i(t)−
k∑

i=1

Ai(t)u
(s)
k−i(t).

З рiвняння (12) знайдемо

u
(s)
0 (t) = c

(s)
0 ϕs(t), λ

(s)
0 (t) = λs(t), s = 1, n− 1. (15)

За виконання умови розв’язностi — ортогональностi векторiв b(s)k (t) до вектора ψs(t) — з
рiвнянь (13) отримаємо

u
(s)
k (t) = Hs(t)b

(s)
k (t) + c

(s)
k ϕs(t), s = 1, n− 1, (16)

де Hs(t) = (A0(t)−λ(s)
0 (t)B(t))− — матриця, напiвобернена до матрицi A0(t)−λ(s)

0 (t)B(t),
а c(s)k — сталi множники, якi пiдлягають визначенню з крайових умов. Пiдставляючи (15),

(16) у (14), вираз для векторiв b(s)k (t) перетворимо до вигляду

b
(s)
k (t) =

k−1∑
i=0

c
(s)
i b̃

(s)
k−i,

b̃
(s)
k (t) = λ

(s)
k (t)B(t)ϕs(t) +m

(s)
k (t),

m
(s)
k (t) = B(t)δh,kϕ

′
s(t) +

k−1∑
i=1

B(t)δh,i(Hs(t)̃b
(s)
k−i)

′ +
k−1∑
i=1

λ
(s)
i (t)B(t)Hs(t)̃b

(s)
k−i−

−Ak(t)ϕs(t)−
k−1∑
i=1

Ai(t)Hs(t)̃b
(s)
k−i, s = 1, n− 1, k = 1, 2, . . . .

Тодi, взявши до уваги (5), з умови розв’язностi дiстанемо

λ
(s)
k (t) = −(m(s)

k (t), ψs(t)), s = 1, n− 1. (17)
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Нарештi, наклавши умову

detA0(t) 6= 0 ∀t ∈ [0; 1], (18)

iз (11) знайдемо рекурентнi спiввiдношення для визначення коефiцiєнтiв ṽk(t), k = 0, 1, . . . :

ṽ0(t) = −A−1
0 (t)f0(t),

ṽk(t) = A−1
0 (t)

[
B(t)(ṽk−h(t))′ −

k∑
i=1

Ai(t)ṽk−i(t)− fk(t)

]
, k = 1, 2, . . . . (19)

Розглянемо тепер m-те наближення, обiрвавши ряди (8), (9) на m-му членi

u(k)
m (t, ε) =

m∑
j=0

u
(k)
j (t)εj , λ(k)

m (t, ε) =
m∑

j=0

λ
(k)
j (t)εj , k = 1, n− 1,

(20)

ṽm(t, ε) =
m∑

j=0

ṽj(t)εj .

Дослiдимо два випадки:
1) стiйкий, коли

Reλ(i)
m (t, ε) < 0, i = 1, n− 1, ∀t ∈ [0; 1], (21)

2) умовно стiйкий, коли

Reλ(i)
m (t, ε) < 0, i = 1, l, Reλ(j)

m (t, ε) > 0, j = l + 1, n− 1. (22)

У першому випадку наближений розв’язок задачi (1), (2) запишемо у виглядi

xm(t, ε) =
n−1∑
i=1

u(i)
m (t, ε) exp

ε−h

t∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+ ṽm(t, ε). (23)

Пiдставивши цей вираз у крайову умову (2), дiстанемо

M

n−1∑
i=1

u(i)
m (0, ε) +Mṽm(0, ε) +N

n−1∑
i=1

u(i)
m (1, ε) exp

ε−h

1∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+Nṽm(1, ε) = d.

(24)

Оскiльки згiдно з (21)

exp

ε−h

t∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

 = o(εm+1), i = 1, n− 1, (25)
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то, знехтувавши вiдповiдними доданками, замiсть (24) розглянемо рiвняння

M

n−1∑
i=1

u(i)
m (0, ε) +Mṽm(0, ε) +Nṽm(1, ε) = d, (26)

з якого визначимо сталi множники c(k)
i , i = 1, n− 1, k = 0,m.

Прирiвнявши у (26) коефiцiєнти при однакових степенях малого параметра з ураху-
ванням (20), отримаємо

M

n−1∑
i=1

u
(i)
k (0) +Mṽk(0) +Nṽk(1)− δk,0d = 0, k = 0,m,

де δk,0 — символ Кронекера. Пiдставивши в цi рiвняння вирази (16), (19), будемо мати

M
n−1∑
j=1

(
k−1∑
i=0

c
(j)
i Hj(0)̃b(j)k−i(0) + c

(j)
k ϕj(0)

)
+

+MA−1
0 (0)

[
B(0)(ṽk−h(0))′ −

k∑
i=1

Ai(0)ṽk−i(0)− fk(0)

]
+

+NA−1
0 (1)

[
B(1)(ṽk−h(1))′ −

k∑
i=1

Ai(1)ṽk−i(1)− fk(1)

]
− δk,0d = 0, (27)

k = 0,m.

Введемо позначення

ck = col (c(1)
k , c

(2)
k , . . . , c

(n−1)
k ), k = 0, 1, . . . ,

U0 = (ϕ1(0), ϕ2(0), . . . , ϕn−1(0)),

Φk = (H1(0)̃b(1)
k (0),H2(0)̃b(2)k (0), . . . ,Hn−1(0)̃b(n−1)

k (0)), k = 1, 2, . . . ,

lk = MA−1
0 (0)

[
B(0)(ṽk−h(0))′ −

k∑
i=1

Ai(0)ṽk−i(0)− fk(0)

]
+

+NA−1
0 (1)

[
B(1)(ṽk−h(1))′ −

k∑
i=1

Ai(1)ṽk−i(1)− fk(1)

]
− δk,0d, k = 0, 1, . . . .

Припустимо, що

detMU0 6= 0. (28)
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Тодi рiвняння (27) можна записати у виглядi

M
k∑

i=1

Φick−i +MU0ck + lk = 0, k = 0,m.

Звiдси однозначно визначаються вектори ck :

c0 = −(MU0)−1l0,
(29)

ck = −(MU0)−1

(
lk +M

k∑
i=1

Φick−i

)
, k = 1,m.

Покажемо, що побудований в такий спосiб вираз (23) є асимптотичним зображенням
точного розв’язку крайової задачi (1), (2). Пiдставивши (23) у диференцiальний оператор

L(x) = εhB(t)
dx

dt
−A(t, ε)x− f(t, ε),

одержимо

L(xm) =
n−1∑
i=1

[
εhB(t)(u(i)

m (t, ε))′ + λ(i)
m (t, ε)B(t)u(i)

m (t, ε)−A(t, ε)u(i)
m (t, ε)

]
×

× exp

ε−h

t∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+ [εhB(t)(ṽm(t, ε))′ −A(t, ε)ṽm(t, ε)− f(t, ε)].

Згiдно з наведеним вище алгоритмом визначення функцiй λm(t, ε) та вектор-функцiй
u

(i)
m (t, ε), ṽm(t, ε) вирази у квадратних дужках є величинами порядку O(εm+1). Отже,

L(xm) =
n−1∑
i=1

εm+1ai(t, ε) exp

ε−h

1∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+ εm+1b(t, ε),

де ai(t, ε), i = 1, n− 1, b(t, ε) — n-вимiрнi вектор-функцiї, рiвномiрно обмеженi на [0; 1].
Взявши до уваги (21), цю рiвнiсть запишемо у виглядi

L(xm) = εm+1a(t, ε),

де a(t, ε) — вектор-функцiя, рiвномiрно обмежена на [0; 1] при ε → 0.
Нехай x(t, ε) — точний розв’язок задачi (1), (2). Позначимо

ym(t, ε) = xm(t, ε)− x(t, ε). (30)
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Тодi вектор ym(t, ε) буде розв’язком крайової задачi

εhB(t)
dym

dt
= A(t, ε)ym + εm+1a(t, ε), (31)

Mym(0, ε) +Nym(1, ε) = εm+1b(ε), (32)

де b(ε) — деякий обмежений (n− 1)-вимiрний вектор. Помножимо систему (31) на ε−h :

B(t)
dym

dt
= Ã(t, ε)ym + εm+1−ha(t, ε), (33)

де

Ã(t, ε) = ε−hA(t, ε).

Поряд iз крайовою задачею (32), (33) розглянемо вiдповiдну однорiдну задачу

B(t)
dx

dt
= Ã(t, ε)x, (34)

Mx(0, ε) +Nx(1, ε) = 0, (35)

а також систему, спряжену з (34),

d

dt
B∗(t)x = −Ã∗(t, ε)x. (36)

Згiдно з [9] фундаментальна матриця однорiдної системи (34) у даному випадку має
вигляд

Xn−1(t, ε) = (Um(t, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

t∫
0

Λm(t, ε)dt

 ,

де Λm = diag {λ(1)
m (t, ε), . . . , λ(n−1)

m (t, ε)}, Um(t, ε) =
∑m

k=0 ε
kUk(t), а матрицi Uk(t) склада-

ються з векторiв-стовпцiв, якi визначаються за формулами (16), в яких c(s)0 = 1, c(s)i = 0,
i = 1, n− 1.

Аналогiчну структуру має i фундаментальна матриця спряженої системи (36):

Yn−1(t, ε) = (Ûm(t, ε) +O(εm+1)) exp

−ε−h

t∫
0

Λ∗
m(t, ε)dt

 ,

де Ûm(t, ε) — матриця, елементи якої визначаються за тим же алгоритмом, що i елементи
матрицi Um(t, ε), Λ∗ — матриця, комплексно спряжена з Λm. Тодi, використавши [9, с. 67],
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загальний розв’язок системи (33) запишемо у виглядi

ym(t, ε) = (Um(t, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

t∫
0

Λm(t, ε)dt

 c+

+

t∫
0

(Um(t, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

t∫
τ

Λm(t, ε)dt

×
× (Û∗

m(τ, ε) +O(εm+1))q(τ, ε)dτ − ϕ̃(t)(ψ̃∗(t)L̃ϕ̃(t))−1ψ̃∗(t)q(t, ε),

де

q(t, ε) = εm−h+1a(t, ε),
(37)

L̃(t) = A(t)− εhB(t)
d

dt
.

Визначивши вектор c iз крайової умови (32) i взявши до уваги (21), (25), отримаємо
асимптотичний розв’язок неоднорiдної крайової задачi (32), (33):

ym(t, ε) = (Gq)(t, ε) + (Um(t, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

t∫
0

Λm(t, ε)dt

×
× ([MUm(0, ε)]−1 +O(εm+1))εm+1b(ε), (38)

де (Gq)(t, ε) — оператор Грiна крайової задачi (31), (32), тобто розв’язок напiводнорiдної
крайової задачi (33), (35). Другий доданок виразу (38) — розв’язок напiводнорiдної задачi
(32), (34). Оператор Грiна у даному випадку має вигляд

(Gq)(t, ε) =

1∫
0

G0(t, τ, ε)q(τ, ε)dτ + (Um(t, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

t∫
0

Λm(t, ε)dt

×
× ([MUm(0, ε)]−1 +O(εm+1))(Mξ(0, ε) +Nξ(1, ε))− ξ(t, ε),

де

ξ(t, ε) = ϕ̃(t)(ψ̃∗(t)L̃ϕ̃(t))−1ψ̃∗(t)q(t, ε), (39)
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G0(t, τ, ε) — матриця Грiна однорiдної крайової задачi (34), (35), яка має таку структуру:

G0(t, τ, ε) =



−(Um(t, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

t∫
0

Λm(t, ε)dt

×
×([MUm(0, ε)]−1 +O(εm+1))N(Um(1, ε) +O(εm+1))×

× exp

ε−h

1∫
τ

Λm(s, ε)ds

 (Û∗
m(τ, ε) +O(εm+1)),

якщо 0 ≤ t < τ ≤ 1,

(Um(t, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

t∫
τ

Λm(s, ε)ds

×
×(Û∗

m(τ, ε) +O(εm+1))− (Um(t, ε) +O(εm+1))×

× exp

ε−h

t∫
0

Λm(t, ε)dt

 ([MUm(0, ε)]−1 +O(εm+1))×

×N(Um(1, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

1∫
τ

Λm(s, ε)ds

×
×(Û∗

m(τ, ε) +O(εm+1)),

якщо 0 ≤ τ ≤ t ≤ 1.

Перейшовши в рiвностi (38) до оцiнок за нормою, дiстанемо

‖ym(t, ε)‖ ≤
1∫

0

‖G0(t, τ, ε)‖ ‖q(τ, ε)‖dτ+

+ ‖Um(t, ε) +O(εm+1)‖

∥∥∥∥∥∥exp

ε−h

t∫
0

Λm(t, ε)dt

∥∥∥∥∥∥×
× ‖(MUm(0, ε))−1 +O(εm+1)‖ ‖Mξ(0, ε) +Nξ(1, ε)‖+

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2010, т . 13, N◦ 2



ПРО ПОБУДОВУ АСИМПТОТИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ДВОТОЧКОВИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ . . . 281

+ εm+1(‖Um(t, ε) +O(εm+1)‖)

∥∥∥∥∥∥exp

ε−h

t∫
0

Λm(t, ε)

 dt

∥∥∥∥∥∥×
× ‖(MUm(0, ε))−1 +O(εm+1)‖ ‖b(ε)‖+ ‖ξ(t, ε)‖. (40)

Взявши до уваги формули (37), (39) i врахувавши умову (21) та обмеженiсть усiх
матричних i векторних функцiй, якi мiстяться в (40), матимемо

‖ym(t, ε)‖ ≤ εm−h+1c,

де c — деяка стала, що не залежить вiд ε. Повернувшись до замiни (30), отримаємо оста-
точну оцiнку

‖xm(t, ε)− x(t, ε)‖ ≤ εm−h+1c. (41)

Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема 1. Якщо в’язка граничних матриць (4) має на вiдрiзку [0; 1] n−1 простих скiн-
ченних елементарних дiльникiв та один нескiнченний i виконуються умови (18), (21),
(28), то при досить малих ε крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок, який виража-
ється асимптотичною формулою

x(t, ε) =
n−1∑
i=1

u(i)
m (t, ε) exp

ε−h

t∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+ ṽm(t, ε) +O(εm−h+1),

де u(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; ṽm(t, ε) — n-вимiрнi вектор-функцiї; λ(i)

m (t, ε), i = 1, n− 1 —
скалярнi функцiї, що зображаються у виглядi розвинень (20), коефiцiєнти яких визна-
чаються за допомогою рекурентних формул (16), (17), (19), (29).

Наближений розв’язок задачi (1), (2) в умовно стiйкому випадку шукаємо у виглядi

xm(t, ε) =
l∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp

ε−h

t∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+

+
n−1∑

i=l+1

u(i)
m (t, ε) exp

−ε−h

1∫
t

λ(i)
m (t, ε)dt

+ ṽm(t, ε). (42)
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Пiдставивши (42) у крайову умову (2), дiстанемо

M
l∑

i=1

u(i)
m (0, ε) +M

n−1∑
i=l+1

u(i)
m (0, ε) exp

−ε−h

1∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+

+Mṽm(0, ε) +N
l∑

i=1

u(i)
m (1, ε) exp

ε−h

1∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+

+N
n−1∑

i=l+1

u(i)
m (1, ε) +Nṽm(1, ε) = d. (43)

Взявши до уваги (22) i знехтувавши величинами порядку o(εm+1), замiсть (43) розгля-
немо рiвняння

M
l∑

i=1

u(i)
m (0, ε) +Mṽm(0, ε) +N

n−1∑
i=l+1

u(i)
m (1, ε) +Nṽm(1, ε) = d,

з якого визначимо сталi множники c
(k)
i , i = 1, n− 1, k = 0,m. Прирiвнявши в ньому

коефiцiєнти при однакових степенях ε з урахуванням (20), отримаємо систему рiвнянь

M

l∑
s=1

u
(s)
k (0) +Mṽk(0) +N

n−1∑
s=l+1

u
(s)
k (1) +Nṽk(1) = δk,0d, k = 0,m.

Врахувавши (16), запишемо її у виглядi

M
l∑

s=1

(
k−1∑
i=0

c
(s)
i Hs(0)̃b(s)k−i(0) + c

(s)
k ϕs(0)

)
+N

n−1∑
s=l+1

(
k−1∑
i=0

c
(s)
i Hs(1)̃b(s)k−i(1) + c

(s)
k ϕs(1)

)
=

= δk,0d−Mṽk(0)−Nṽk(1), k = 0,m. (44)

Припустимо, що

det(Mϕ1(0),Mϕ2(0), . . . ,Mϕl(0), Nϕl+1(1), . . . , Nϕn−1(1)) 6= 0. (45)

Введемо позначення

l̃k = Mṽk(0) +Nṽk(1)− δk,0d, k = 0, 1, . . . ,

Ũ0 = (Mϕ1(0),Mϕ2(0), . . . ,Mϕl(0), Nϕl+1(1), . . . , Nϕn−1(1)),

ck = col (c(1)k , c
(2)
k , . . . , c

(n−1)
k ),

Φ̃k = (MH1(0)̃b(1)
k (0), . . . ,MHl(0)̃b(l)k (0),
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NHl+1(1)̃b(l+1)
k (1), . . . , NHn−1(1)̃b(n−1)

k (1)).

Тодi рiвняння (44) наберуть вигляду

k∑
i=1

Φ̃ick−i + Ũ0ck + l̃k = 0, k = 0,m,

звiдки

c0 = −Ũ−1
0 l̃0,

ck = −Ũ−1
0

(
l̃k +

k∑
i=1

Φ̃ick−i

)
, k = 1,m. (46)

Для виведення асимптотичної оцiнки наближеного розв’язку (41), як i в попередньо-
му випадку, розглянемо рiвняння (33) з крайовою умовою (32), яке задовольняє вектор
нев’язки

ym(t, ε) = x(t, ε)− xm(t, ε).

У даному випадку фундаментальну матрицю однорiдної системи (34) виразимо асимпто-
тичною формулою

X(t, ε) = [Um(t, ε)+O(εm+1)] diag

exp

ε−h

t∫
0

Λ(1)
m (t, ε)dt

 , exp

−ε−h

1∫
t

Λ(2)
m (t, ε)dt

 ,

де

Λ(1)
m = diag {λ(1)

m (t, ε), . . . , λ(l)
m (t, ε)},

Λ(2)
m = diag {λ(l+1)

m (t, ε), . . . , λ(n−1)
m (t, ε)},

Um(t, ε) =
∑m

k=0 ε
kUk(t), a матрицi Uk(t) складаються з векторiв-стовпцiв, якi визнача-

ються за формулами (16), в яких c(s)0 = 1, c(s)i = 0, i = 1, n− 1 [8, 9]. Аналогiчно зобража-
ється i фундаментальна матриця спряженої системи (36):

Y (t, ε) = [Ûm(t, ε)+O(εm+1)]diag

exp

−ε−h

t∫
0

Λ(1)∗
m (t, ε)dt

, exp

ε−h

1∫
t

Λ(2)∗
m (t, ε)dt

,
де Ûm(t, ε) — прямокутна матриця вiдповiдних розмiрiв.

Введемо позначення

Y (1)
m (t, ε) = diag

exp

ε−h

t∫
0

Λ(1)
m (t, ε)dt

 , 0

 ,
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Y (2)
m (t, ε) = diag

0, exp

−ε−h

1∫
t

Λ(2)
m (t, ε)dt

 ,

де нульовi блоки мають розмiрностi (n− l − 1)× (n− l − 1) та l × l вiдповiдно. Тодi

X(t, ε) = X1(t, ε) +X2(t, ε),

де

Xi(t, ε) = [Um(t, ε) +O(εm+1)]Y (i)
m (t, ε), i = 1, 2,

i загальний розв’язок системи (33) можна записати у виглядi

ym(t, ε) = X(t, ε)c+

t∫
0

X1(t, ε)Y ∗(τ, ε)q(τ, ε)dτ+

+

t∫
1

X2(t, ε)Y ∗(τ, ε)q(τ, ε)dτ−

− ϕ̃(t)(ψ̃∗(t)L̃ϕ̃(t))−1ψ̃∗(t)q(t, ε).

Визначивши сталий вектор c iз крайової умови (32) i взявши до уваги умову (22), для
розв’язку задачi (33), (32) отримаємо вираз

ym(t, ε) = (Gq)(t, ε) + εm+1X(t, ε)([MU (1)
m (0, ε);NU (2)

m (1, ε)] +O(εm+1))−1b(ε). (47)

Тут U (1)
m (t, ε) — прямокутна матриця розмiрностi n× l, стовпцями якої є вектори u(i)

m (t, ε),
i = 1, l, а U (2)

m (t, ε) — матриця розмiрностi n×(n−l−1), стовпцями якої є вектори u(i)
m (t, ε),

i = l + 1, n− 1 :

(Gq)(t, ε) =

1∫
0

G0(t, τ, ε)q(τ, ε)dτ+

+X(t, ε) + ([MU (1)
m (0, ε);NU (2)

m (1, ε)]−1+

+O(εm+1))(Mξ(0, ε) +Nξ(1, ε))− ξ(t, ε), (48)

де

ξ(t, ε) = ϕ̃(t)(ψ̃∗(t)L̃ϕ̃(t))−1ψ̃∗(t)q(t, ε),
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G0(t, τ, ε) — матриця Грiна крайової задачi (34), (35), яка має таку структуру:

G0(t, τ, ε) =



(U (1)
m (t, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

t∫
τ

Λ(1)
m (s, ε)ds

×
×[Û (1)∗

m (τ, ε) +O(εm+1)] +Km(t, τ, ε),

якщо 0 ≤ τ < t ≤ 1,

(U (2)
m (t, ε) +O(εm+1)) exp

−ε−h

τ∫
t

Λ(2)
m (s, ε)ds

×
×(Û (2)∗

m (τ, ε) +O(εm+1)) +Km(t, τ, ε),

якщо 0 ≤ t ≤ τ ≤ 1.

Тут

Km(t, τ, ε) = (Um(t, ε) +O(εm+1))(Y (1)
m (t, ε) + Y (2)

m (t, ε))×

× ([MU (1)
m (0, ε);NU (2)

m (1, ε)] +O(εm+1))−1×

×

(MU (2)
m (0, ε) +O(εm+1)) exp

−ε−h

τ∫
0

Λ2(s, ε)ds

(Û (2)∗
m (τ, ε) +O(εm+1)) −

−(NU (1)
m (1, ε) +O(εm+1)) exp

ε−h

1∫
τ

Λ1(s, ε)ds

(Û (1)∗
m (τ, ε) +O(εm+1))

 .
Виходячи з умов (22), (45), неважко переконатися, що всi матричнi i векторнi функцiї,

якi мiстяться в (47), (48), рiвномiрно обмеженi при всiх t ∈ [0; 1] i досить малих ε. Тому,
перейшовши в (47) до оцiнок за нормою, дiстанемо асимптотичну оцiнку вигляду (41).

Отже, доведено таку теорему.

Теорема 2. Якщо в’язка матриць (4) має на вiдрiзку [0; 1] n − 1 простих скiнченних
елементарних дiльникiв та один нескiнченний i виконуються умови (18), (22), (45), то
при досить малих ε крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок, який зображається
асимптотичною формулою

x(t, ε) =
l∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp

ε−h

t∫
0

λ(i)
m (t, ε)dt

+

+
n−1∑

i=l+1

u(i)
m (t, ε) exp

−ε−h

1∫
t

λ(i)
m (t, ε)dt

+ ṽm(t, ε) +O(εm+1−h),
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де u(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; ṽm(t, ε) — n-вимiрнi вектор-функцiї; λ(i)

m (t, ε), i = 1, n− 1 —
скалярнi функцiї, що зображаються у виглядi розвинень (20), коефiцiєнти яких визна-
чаються за допомогою рекурентних формул (16), (17), (19), (46).
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