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СХЕМА ПОБУДОВИ АСИМПТОТИЧНОГО
РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI
ПРИ ДОСЛIДЖЕННI ДВОЧАСТОТНИХ
РЕЖИМIВ КОЛИВАНЬ В СИСТЕМАХ
З РОЗПОДIЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ

Ю. Б. Мосєєнков

Нац. ун-т iм. Т. Шевченка,
Україна, 252033, Київ, вул. Володимирська, 64

We consider a nonlinear oscillatory system with distributed parameters. In the presence of instantaneous
perturbations at the initial time exciting in the system a mode of natural normal oscillations close to two-
frequency oscillations as well as in the presence of distributed periodic perturbations whose resonance
frequencies are close the frequencies of natural normal oscillations, it is necessary to study the two-
frequency of oscillations with solution of the corresponding Cauchy problem. For this purpose, we use the
asymptotic methods of Bogoliubov and Mitropolsky. As a result, for the properly posed Cauchy problem,
we suggest the procedure of construction of the asymptotic solution in the first and second improved
approximations.

При наявностi в нелiнiйнiй коливнiй системi з розподiленими параметрами миттєвих збу-
рень в початковий момент, якi збуджують в нiй близький до двочастотного режим власних
нормальних коливань, а також розподiлених перiодичних збурень з резонансними частота-
ми, близькими до частот власних нормальних коливань, виникає потреба дослiдження двоча-
стотного режиму коливань з необхiднiстю розв’язання задачi Кошi. В цiй статтi для розв’я-
зання останньої застосовуються асимптотичнi методи Боголюбова − Митропольського. В
результатi для поставленої вiдповiдним чином задачi Кошi розроблена схема побудови асимп-
тотичного розв’язку в першому та першому покращеному наближеннях.

У тих випадках, коли в нелiнiйнiй коливнiй системi початковi збурення у виглядi функцiй,
що входять у правi частини початкових умов, апроксимуються з точнiстю до величин по-
рядку малого параметра декiлькома власними функцiями (наприклад, k) незбуреної сис-
теми (незбуреної крайової задачi), у збуренiй нелiнiйнiй системi можливий близький до
багаточастотного (k-частотного) режим коливань. Зокрема, при k = 2 режим нелiнiйних
коливань близький до двочастотного.

Крiм названих збурень миттєвого характеру в розглядуванiй системi припускається

наявнiсть розподiлених 2π-перiодичних по θ1 i θ2 малих збурень, частоти яких
dθi
dt

=

= νi(τ), i = 1, 2, близькi до власних частот ωi, i = 1, 2, незбуреної системи, що призводить
у збуренiй системi до розвинення (в бiльшостi до зростання) дослiджуваного двочастот-
ного режиму коливань у вiдповiдних формах динамiчної рiвноваги Xi(x), i = 1, 2.

Перейдемо тепер до постановки нелiнiйної змiшаної крайової задачi з урахуванням
зазначених вище обох типiв збурень для одного досить вiдомого [1] класу систем з роз-
подiленими параметрами. Отже, розглянемо для цього класу змiшану нелiнiйну крайову
задачу, яка описується квазiхвильовим рiвнянням з нелiнiйними крайовими умовами та
вiдповiдними початковими умовами.
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Припустимо, що квазiхвильове рiвняння має вигляд

∂2U

∂t2
− b2∂

2U

∂x2
= εf

(
x,
∂U

∂x
,
∂2U

∂x2
, τ, θ1, θ2, ε

)
(1)

при заданих квазiлiнiйних крайових умовах[
∂U

∂x
+ hU

] ∣∣∣∣
x=0

= εη
[
U (0, t)

]
,

[
∂U

∂x
+ h1U

] ∣∣∣∣
x=1

= εω
[
U (l, t)

] (2)

та певних (вiдповiдних дослiдженням двочастотного режиму коливань) початкових умо-
вах

U |t=0 =
2∑
i=1

piXi(x) + εY (x) ,
∂U

∂t

∣∣∣
t=0

=
2∑
i=1

qiXi(x) + εZ (x) , (3)

де pi та qi, i = 1, 2, дiйснi числа, а Xi(x), i = 1, 2, першi двi власнi функцiї незбу-
реної системи (крайової задачi (1), (2) при ε = 0). Цим власним функцiям Xi(x) вiдповi-
дають головнi коливання незбуреної системи з частотами ωi = bλi, де λi власнi числа
(див. [1]).

В розглядуванiй задачi (1) (3), яка називається збуреною, ε > 0 малий параметр,
τ = εt повiльний час, b, h, h1 дiйснi числа, l довжина (струни чи пружини).

Слiд зауважити, що всi функцiї задачi (1) (3) вважаємо достатньо гладкими, якi за-
довольняють всi необхiднi в подальшому вимоги. Сама ж задача, її рiвняння та додатковi
умови мають певний фiзичний змiст.

Розглянемо тепер схему розв’язання сформульованої задачi Кошi, згiдно з (1) (3), за
допомогою асимптотичних методiв Боголюбова−Митропольського. Поклавши в збуре-
нiй системi (1) (3) ε = 0, одержимо незбурену лiнiйну змiшану крайову задачу вiдносно
U0(x, t). Тодi розглянемо незбурену крайову задачу вiдносно U0(x, t) ((1), (2) при ε = 0),
застосовуючи метод Фур’є. Пiсля вiдомих викладок [1] знаходимо власнi попарно орто-
гональнi на вiдрiзку [0, l] функцiї

Xn(x) = C
(n)
1 cosλnx+ C

(n)
2 sinλnx , (4)

де C(n)
i , i = 1, 2, вiдомi сталi, а λn власнi числа.

Пiсля цього, записуючи загальний розв’язок незбуреної крайової задачi i використо-
вуючи початковi умови вiдносно U0(x, t), знаходимо розв’язок задачi Кошi для незбуреної
системи

U0(x, t) =
2∑
i=1

a0iXi(x) cos(bλi + ϕ0i) , (5)

де a0i та ϕ0i визначаються за формулами

a0i =

√
pi +

q2
i

b2λ2
i

, ϕ0i = −arctg
qi

pibλi
, i = 1, 2 . (6)
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Виходячи iз загальних iдей асимптотичних методiв нелiнiйної механiки стосовно роз-
гляду як одночастотних, так i k-частотних режимiв нелiнiйних коливань [1 4], послiдов-
но викладемо метод побудови асимптотичного розв’язку в першому наближеннi розгля-
дуваної збуреної змiшаної крайової задачi (1) (3) неавтономного типу при дослiдженнi
двочастотних режимiв нестацiонарних коливань. Враховуючи, що в розглядуванiй нелi-

нiйнiй системi можливi головнi резонанси
(dθi
dt

= νi(τ) ≈ ωi = bλi, i = 1, 2
)

, частинний

чотирьохпараметричний розв’язок шукаємо у виглядi асимптотичного розвинення

U (x, t) =
2∑
i=1

aiXi(x) cos(θi + ψi)+

+ εU1(x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2) + ε2 . . . ,

(7)

де Ui(x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2) 2π-перiодичнi функцiї по θi + ψi та θi, i =
= 1, 2, а величини ai та ψi, i = 1, 2, визначаються iз системи амплiтудно-фазових рiвнянь
4-го порядку:

dai
dt

= εA
(i)
1 (a1, a2, τ, ψi) + ε2 . . . ,

dψi
dt

= bλi − νi(τ) + εB
(i)
1 (a1, a2, τ, ψi) + ε2 . . . ,

(8)

в якiй A(i)
1 (a1, a2, τ, ψi), B(i)

1 (a1, a2, τ, ψi), i = 1, 2, 2π-перiодичнi функцiї по ψ1 та ψ2.

Таким чином, для функцiй U1, A(i)
1 , B(i)

1 , i = 1, 2, необхiдно пiдiбрати такi вирази, щоб
розвинення (7) (перших два його члени), в яке замiсть ai та ψi, i = 1, 2, будуть пiдстав-
ленi функцiї часу, що визначенi з амплiтудно-фазових рiвнянь першого наближення (iз
системи (8) при εk ≈ 0, k = 2, 3, . . .), було розв’язком першого наближення розкладуваної
нелiнiйної змiшаної крайової задачi (1) (3), тобто задовольняло останню з точнiстю до
величин порядку ε. Як вiдомо, визначення коефiцiєнтiв вказаних асимптотичних розви-
нень (7) та (8) не викликає принципових труднощiв.

Перейдемо до визначення коефiцiєнтiв розвинень (7) та (8), тобто U1, A(i)
1 , B(i)

1 ,
i = 1, 2, якi необхiднi для побудови першого i першого покращеного наближень розв’яз-
ку i вiдповiдних амплiтудно-фазових рiвнянь першого наближення. Для цього пiдстави-
мо шуканий розв’язок (7) з урахуванням розвинень (8) у вихiдне рiвняння (1) i додатковi
умови (2) та (3) i проведемо ототожнення одержаних рiвностей з точнiстю до величин
першого степеня ε (з точнiстю першого наближення). Пiсля ряду необхiдних викладок та
зрiвнювання коефiцiєнтiв при ε в лiвiй i правiй частинах рiвняння (1) одержимо вiдносно
невiдомих коефiцiєнтiв розвинень U1, A(i)

1 , B(i)
1 , i = 1, 2, рiвняння, записане в операторнiй

формi:[
bλ1

∂

∂(θ1 + ψ1)
+ bλ2

∂

∂(θ2 + ψ2)
+ ν1(τ)

∂

∂θ1
+ ν2(τ)

∂

∂θ2

]2

U1 − b2
∂2U1

∂x2
=

= f0(x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2)+
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+
2∑
i=1

Xi(x)

{[
(bλi − ν1(τ))

∂B
(i)
1

∂ψi
+ 2bλiA

(i)
1

]
sin(θi + ψi)−

−
[
(bλi − ν2(τ))

∂A
(i)
1

∂ψi
− 2bλiaiB

(i)
1

]
cos(θi + ψi)

}
, (9)

де

f0(x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2) =

= f

(
x,

2∑
i=1

ai cos(θi + ψi)
dXi(x)
dx

,

2∑
i=1

ai cos(θi + ψi)
d2Xi(x)
dx2

, τ, θ1, θ2, 0

)
. (10)

Слiд зауважити, що рiвняння (9) має основну невiдому функцiю U1, вiдносно якої i
складене. Разом з тим в це рiвняння входять i допомiжнi функцiї A(i)

1 , B(i)
1 , i = 1, 2, якi

вiдповiдним чином визначаються.
Далi, зрiвнюючи коефiцiєнти при ε в крайових умовах (2), останнi запишемо вiдносно

U1 у виглядi[
∂U1

∂x
+ hU1

]∣∣∣∣
x=0

= η∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) ,

[
∂U1

∂x
+ h1U1

]∣∣∣∣
x=l

= ω∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) ,

(11)

η∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) = η

[
2∑
i=1

aiXi(0) cos(θi + ψi)

]
, (12)

ω∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) = ω

[
2∑
i=1

aiXi(l) cos(θi + ψi)

]
. (13)

Нарештi, при визначеннi початкових умов вiдносно U1 початковi значення невiдомих ве-
личин ai та ψi, i = 1, 2, в розвиненнях (7) та (8) вiзьмемо рiвними a0i та ϕ0i, i = 1, 2, тобто
рiвними початковим значенням цих величин (6) незбуреної системи (отже, при t = 0 ве-
личини τ = ν1(τ) = ν2(τ) = θ1 = θ2 = 0). Тодi, пiсля проведення необхiдних викладок,
зрiвнявши коефiцiєнти при ε в лiвих i правих частинах умов (3), дiстанемо початковi умо-
ви вiдносно U1:

U1(x, a10, a20, 0, ϕ10, ϕ20, 0, 0) = Y (x) ,
(14)

2∑
i=1

bλi
∂2U1(x, a10, a20, 0, ϕ10, ϕ20, 0, 0)

∂(θi + ψi)
=

= Z(x)−
2∑
i=1

Xi(x)
[
A

(i)
1 (0, a10, a20, ϕi0)

pi
a0i

+B
(i)
1 (0, a10, a20, ϕi0)

qi
bλi

]
.
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Далi припускаємо, що нелiнiйностi в збуренiй змiшанiй крайовiй задачi (1) (3) мають
полiномiальний характер i перiодичнi збурення зображенi скiнченними сумами Фур’є.
Крiм того, позбавимось нелiнiйностей в крайових умовах (11) i разом з тим забезпечимо
широке використання вiдомої системи ортогональних власних функцiй незбуреної кра-
йової задачi (задачi (1), (2) при ε = 0) вигляду (4). З цiєю метою шукаємо U1 у виглядi
суми

U1 = V1 +W1 , (15)

де V1 нова шукана функцiя, а W1 пiдбираємо так, щоб крайовi умови вiдносно V1 були
такими, як i для функцiї U0 (тобто мали вигляд (2) при ε = 0).

Пiдставляючи (15) у крайовi умови (11) i вибираючи W1 iз умов[
∂W1

∂x
+ hW1

]∣∣∣∣
x=0

= η∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) ,[
∂W1

∂x
+ hW1

]∣∣∣∣
x=1

= ω∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) ,
(16)

дiстаємо крайовi умови потрiбного вигляду[
∂V1

∂x
+ hV1

]∣∣∣∣
x=0

= 0 ,[
∂V1

∂x
+ h1V1

]∣∣∣∣
x=1

= 0 .
(17)

Функцiя W1 однозначно i просто визначається [1] як частинний розв’язок рiвняння

∂2W1

∂x2
= 0 , (18)

що задовольняє умови (16). Дiйсно, як видно iз правих частин умов (16), шукана фун-
кцiя має вигляд W1(x, a1, a2, θ1 +ψ1, θ2 +ψ2) i задовольняє рiвняння (18). Отже, загальний
розв’язок останнього визначається виразом

W1(x, a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) = C1(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2)x+

+C2(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) . (19)

Довiльнi функцiї C1, i = 1, 2, розв’язку (19) визначаються однозначно iз умов (16). Вони,
як легко пересвiдчитись, мають вигляд

C1 =
1

h1 − h(1 + h1l)

[
h1η
∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2)−

−hω∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2)
]
, (20)

C2 =
1

h1 − h(1 + h1l)

[
ω∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2)−

− (1 + h1l)η∗(a1, a2, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2)
]

(21)

i є 2π-перiодичними функцiями по (θi + ψi), i = 1, 2.
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Тепер пiдставимо вираз (15) в диференцiальне рiвняння (9) i врахуємо при цьому (18).
В результатi одержимо наступне рiвняння:

[
bλ1

∂

∂(θ1 + ψ1)
+ bλ2

∂

∂(θ2 + ψ2)
+ ν1(τ)

∂

∂θ1
+ ν2(τ)

∂

∂θ2

]2

V1 − b2
∂2V1

∂x2
=

= f∗0 (x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2) +

+
2∑
i=1

Xi(x)

{[
(bλi − νi(τ)) ai

∂B
(i)
1

∂ψi
+ 2bλiA

(i)
1

]
sin(θi + ψi)−

−

[
(bλi − νi(τ))

∂A
(i)
1

∂ψi
− 2bλiaiB

(i)
1

]
cos(θi + ψi)

}
, (22)

де

f∗0 = f0 − b2λ2
1

∂2W1

∂(θ1 + ψ1)2
− 2bλ1λ2

∂2W1

∂(θ1 + ψ1)∂(θ2 + ψ2)
− b2λ2

2

∂2W1

∂(θ2 + ψ2)2
(23)

i є 2π-перiодичною функцiєю по (θi + ψi) i θi, i = 1, 2.
З урахуванням виразу (15) початковi умови (14) вiдносно шуканої функцiї

V1(x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2) набирають вигляду

V1(x, a10, a20, 0, ϕ10, ϕ20, 0, 0) = Y (x)−W1(x, a10, a20, ϕ10, ϕ20) ≡ Y ∗(x) ,
(24)

2∑
i=1

bλi
∂V1(x, a10, a20, 0, ϕ10, ϕ20, 0, 0)

∂(θi + ψi)
=

= Z(x)−
2∑
i=1

Xi(x)
[
A

(i)
1 (0, a10, a20, ϕi0)

pi
a0i

+B
(i)
1 (0, a10, a20, ϕi0)

qi
bλi

]
−

−
2∑
i=1

bλi
∂W1(x, a10, a20, ϕ10, ϕ20)

∂(θi + ψi)
≡ Z∗(x) ,

де через Y ∗(x) i Z∗(x) позначенi вiдомi правi частини вказаних умов при вiдповiдному
визначеннi функцiй A(i)

1 (a1, a2, τ, ψi), B(i)
1 (a1, a2, τ, ψi), i = 1, 2.

Переходячи до знаходження V1, використаємо рiвняння (22), крайовi умови (17) i по-
чатковi умови (24). Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (22) вiдносно
V1 шукаємо у виглядi суми

V1(x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2) = V ∗1 (x, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2)+

+V ∗∗1 (x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2) , (25)

де V ∗1 загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння
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[
bλ1

∂

∂(θ1 + ψ1)
+ bλ2

∂

∂(θ2 + ψ2)

]2

V ∗1 − b2
∂2V ∗1
∂x2

= 0 , (26)

а V ∗∗1 частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (22).
Для розв’язання рiвняння (26) з початковими умовами вигляду (17) застосуємо метод

Фур’є. В результатi одержимо загальний розв’язок

V ∗1 (x, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2) =
∞∑
k=1

Xk(x) bk cos

[
1
2

2∑
i=1

λk
λi(θi + ψi)

+ dk

]
, (27)

де bk i dk довiльнi сталi, λk i Xk власнi числа i власнi функцiї незбуреної крайової
задачi ((1), (2) при ε = 0).

Пiсля цього перейдемо до знаходження частинного розв’язку V ∗∗1 рiвняння (22) i при
вимозi скiнченностi його прийдемо до вiдповiдних рiвнянь визначення невiдомих функцiй
A

(i)
1 , B(i)

1 , i = 1, 2. Як вiдомо, умовами скiнченностi V ∗∗1 є вiдсутнiсть в його складi перших
гармонiк по (θk + ψk) (у вiдповiдних формах коливань Xk(x), k = 1, 2.

Для цього розвинемо вiдому функцiю f∗0 в ряд за власними функцiями Xn(x) виг-
ляду (4)

f∗0 =
∞∑
k=1

f
(0)
k (a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2)Xk(x) (28)

i шуканий розв’язок V ∗∗1 зобразимо рядом за власними функцiями Xi(x), i = 1, 2, . . .:

V ∗∗1 =
∞∑
k=1

V
(1)
k (a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2)Xk(x) (29)

з невiдомими коефiцiєнтами V
(1)
k , k = 1, 2, . . ., що забезпечує виконання крайових

умов (17).
Пiдставляючи вирази (28) i (29) в рiвняння (22) i прирiвнюючи коефiцiєнти при вла-

сних (фундаментальних) функцiях Xk(x), k = 1, 2, . . . , одержуємо такi рiвняння вiдносно
коефiцiєнтiв розвинень V (1)

k , k = 1, 2, . . . :[
bλ1

∂

∂(θ1 + ψ1)
+ bλ2

∂

∂(θ2 + ψ2)
+ ν1(τ)

∂

∂θ1
+ ν2(τ)

∂

∂θ2

]2

V
(1)
k − b2λ2

kV
(1)
k =

= f
(0)
k +

[[(
bλk − νk(τ)

)
ak
∂B

(k)
1

∂ψk
+ 2bλkA

(k)
1

]
sin(θk + ψk)−

−

[(
bλk − νk(τ)

) ∂A(k)
1

∂ψk
− 2bλkakB

(k)
1

]
cos(θk + ψk)

]
, k = 1, 2, (30)

[
bλ1

∂

∂(θ1 + ψ1)
+ bλ2

∂

∂(θ2 + ψ2)
+ ν1(τ)

∂

∂θ1
+ ν2(τ)

∂

∂θ2

]2

V
(1)
k −

− b2λ2
kV

(1)
k = f

(0)
k , k = 3, 4, 5, . . . . (31)
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В правих частинах рiвнянь (30) i (31) знаходяться вiдомi 2π-перiодичнi функцiї по (θk+
+ψk) та θk, k = 1, 2, якi визначаються рiвностями

f
(0)
k =

1∫
0

f∗0Xk(x) dx

1∫
0

X2
k(x) dx

. (32)

Розв’язки рiвнянь (30) i (31) будемо шукати вiдомим прийомом методу невизначених
коефiцiєнтiв. Для цього скористаємось розвиненнями 2π-перiодичних функцiй по (θi+ψi)
та θi, i = 1, 2, в кратнi суми Фур’є. Отже, вiдомi функцiї f (0)

k i шуканi V (1)
k , k = 1, 2, . . . ,

запишемо у виглядi кратних сум Фур’є в комплекснiй формi:

V
(1)
k =

∑
nj ,mj

(j=1,2)

V (1k)
pqrs (a1, a2, τ) exp

i 2∑
j=1

[
njθj +mj(θj + ψj)

] , (33)

f
(0)
k =

∑
nj ,mj

(j=1,2)

f (0k)
pqrs(a1, a2, τ) exp

i 2∑
j=1

[
njθj +mj(θj + ψj)

] , (34)

p = n1, q = n2, r = m1, s = m2,

де

f (0k)
pqrs(a1, a2, τ) =

1
16π4

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

f
(0)
k (a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2)×

× exp

−i 2∑
j=1

[
njθj +mj(θj + ψj)

] d(θ1 + ψ1) d(θ2 + ψ2) dθ1dθ2 . (35)

Пiдставивши вирази (33) i (34) в рiвняння (30) i (31), одержимо∑
nj ,mj

(j=1,2)

{
b2λ2

k −
[
m1bλ1 +m2bλ2 + n1ν1(τ) + n2ν2(τ)

]2}
V (1k)
pqrs (a1, a2, τ)×

× exp

i 2∑
j=1

[
njθj +mj(θj + ψj)

] =
∑
nj ,mj

(j=1,2)

f (0k)
pqrs(a1, a2, τ)×

× exp

i 2∑
j=1

[
njθj +mj(θj + ψj)

]+ fk, k = 1, 2, 3, . . . , (36)

p = n1, q = n2, r = m1, s = m2,
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де

fk =

[(
bλk − νk(τ)

)
ak
∂B

(k)
1

∂ψk
+ 2bλkA

(k)
1

]
sin(θk + ψk)−

−

[(
bλk − νk(τ)

) ∂A(k)
1

∂ψk
− 2bλkakB

(k)
1

]
cos(θk + ψk), k = 1, 2, (37)

fk ≡ 0 , k = 3, 4, 5, . . . . (38)

Для забезпечення скiнченностi V ∗∗1 , як зазначалось вище, потрiбно, щоб в умовах ре-
зонансiв (νi(τ) ≈ bλi, i = 1, 2) в складi цiєї функцiї не було перших гармонiк, тобто

2∑
j=1

[
njθj +mj(θj + ψj)

]
6= ±(θk + ψk) + pkψk , k = 1, 2 . (39)

Умови (39) будуть виконанi, якщо V
(lk)
ijlp = 0, i = n1, j = n2, l = m1, p = m2, при таких

спiввiдношеннях:

n1 +m1 ± 1 = 0, n2 = m2 = 0 при k = 1,

n2 +m2 ± 1 = 0, n1 = m1 = 0 при k = 2 .
(40)

А це, в свою чергу, забезпечується вибором A
(k)
1 , B(k)

1 , k = 1, 2, в рiвняннях (36). Маємо

∑
nj ,mj∈ (40)

(j=1,2)

f (0k)
pqrs(a1, a2, τ) exp

i 2∑
j=1

[
njθj +mj(θj + ψj)

]+

+

[(
bλk − νk(τ)

)
ak
∂B

(k)
1

∂ψk
+ 2bλkA

(k)
1

]
sin(θk + ψk)−

−

[(
bλk − νk(τ)

) ∂A(k)
1

∂ψk
− 2bλkakB

(k)
1

]
cos(θk + ψk) = 0 , (41)

k = 1, 2; p = n1, q = n2, r = m1, s = m2 .

Звiдси, з урахуванням виразiв f (0k)
ijlp , i = n1, j = n2, l = m1, p = m2, k = 1, 2, порiвняно

легко дiстаємо системи рiвнянь вiдносно A(k)
1 , B(k)

1 , k = 1, 2 :

(
bλk − νk(τ)

) ∂A(k)
1

∂ψk
− 2bλkakB

(k)
1 =

=
1

2π2

∑
σk

exp(iσkψk)

2π∫
0

2π∫
0

f
(0)
k exp(−iσkψ∗k) cos(θk + ψk) d(θk + ψk) dθk ,

(42)(
bλk − νk(τ)

)
ak
∂B

(k)
1

∂ψk
+ 2bλkA

(k)
1 =
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= − 1
2π2

∑
σk

exp(iσkψk)

2π∫
0

2π∫
0

f
(0)
k exp(−iσkψ∗k) sin(θk + ψk) d(θk + ψk) dθk ,

ψ∗k = [(θk + ψk)− θk] , k = 1, 2 .

Для правих частин систем (42) пiдсумовування ведеться для всiх σk, k = 1, 2 (як додат-
них, так i вiд’ємних), для яких iнтеграли будуть вiдмiннi вiд нуля. Пiсля цього, враховуючи
(20) i (33) та визначаючи V (lk)

ijlp (τ, a1, a2) iз рiвнянь (36), знаходимо вираз скiнченного час-
тинного розв’язку V ∗∗1 :

V ∗∗1 =
1

16π4

∞∑
k=1

Xk(x)
∑
nj ,mj

(nk+mk±1 6=0,
k=1,2)

exp

(
i

2∑
j=1

[njθj +mj(θj + ψj)]

)
b2λ2

k − [m1bλ1 +m2bλ2 + n1ν1(τ) + n2ν2(τ)]2
×

×
2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

f
(0)
k exp

−i 2∑
j=1

[
njθj +mj(θj + ψj)

] d(θ1 + ψ1) d(θ2 + ψ2) dθ1dθ2 . (43)

Далi, визначаючи iз системи (42) для k = 1, 2 частинний перiодичний розв’язок мето-
дом невизначених коефiцiєнтiв, пiсля елементарних викладок знаходимо

A
(k)
1 (a1, a2, τ, ψk) =

=
1

2π2

∑
σk

exp(iσkψk)
iσk(bλk − νk(τ))Φk(a1, a2, τ)− 2bλkFk(a1, a2, τ)

4b2λ2
k − (bλk − νk(τ))2σ2

k

, (44)

B
(k)
1 (a1, a2, τ, ψk) =

= − 1
2π2

∑
σk

exp(iσkψk)
iσk(bλk − νk(τ))Fk(a1, a2, τ) + 2bλkΦk(a1, a2, τ)

ak

[
4b2λ2

k − (bλk − νk(τ))2σ2
k

] , (45)

де

Φk(a1, a2, τ) =

2π∫
0

2π∫
0

f
(0)
k exp(−iσkψ∗k) cos(θk + ψk) d(θk + ψk) dθk , (46)

Fk(a1, a2, τ) =

2π∫
0

2π∫
0

f
(0)
k exp(−iσkψ∗k) sin(θk + ψk) d(θk + ψk) dθk , (47)

ψ∗k = (θk + ψk)− θk , k = 1, 2 .
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Тодi перше наближення збуреної змiшаної крайової задачi UI(x, t), згiдно з асимпто-
тичними розвиненнями (7) та (8), береться у виглядi

UI(x, t) =
2∑

k=1

akXk(x) cos (θk + ψk) , (48)

де величини ak i ψk визначаються iз системи рiвнянь першого наближення:

dak
dt

= εA
(k)
1 (a1, a2, τ, ψk) , k = 1, 2,

dψk
dt

= bλk − νk(τ) + εB
(k)
1 (a1, a2, τ, ψk) ,

(49)

правi частини яких виражаються формулами (44) (47).
Iнтегруючи систему рiвнянь (49), одержуємо систему перших iнтегралiв або ж загаль-

ний розв’язок вигляду

ak = pk(t, C1, C2, C3, C4) , ψk = qk(t, C1, C2, C3, C4) , k = 1, 2 ,

де Ci, i = 1, 2, 3, 4, довiльнi сталi. Останнi визначаються iз початкових умов збуреної
змiшаної крайової задачi, тобто при t = 0, ak = a0k, ψk = ϕ0k, k = 1, 2. Таким чином, у
першому наближеннi задача Кошi розв’язана.

Можна далi продовжити розгляд розв’язання задачi Кошi при побудовi асимптотично-
го розв’язку в першому покращеному наближеннi. З цiєю метою запишемо функцiю V1,
враховуючи формули (25), (27) та (29), у виглядi

V1 =
∞∑
k=1

Xk(x)

{
bk cos

[
1
2

2∑
i=1

λk(θi + ψi)
λi

+ dk

]
+

+ V
(1)
k (a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2)

}
. (50)

Для остаточного визначення функцiї V1, а отже, i для визначення U1, знайдемо до-
вiльнi сталi bk та dk. Для цього пiдставимо вираз (50) в початковi умови (24), попередньо
розвинувши функцiї Y ∗(x) i Z∗(x) в ряди за власними функцiями Xn(x) „незбуреної” си-
стеми, i в одержаних рiвностях зрiвняємо коефiцiєнти при них. В результатi знайдемо
такi рiвностi:

bk cos

[
1
2

2∑
i=1

λkϕ0i

λi
+ dk

]
= Y ∗k − V

(1)
k (a1, a2, 0, ϕ01, ϕ02, 0, 0) ,

bk sin

[
1
2

2∑
i=1

λkϕ0i

λi
+ dk

]
=

2∑
i=1

bλi
∂V

(1)
k (a10, a20, 0, ϕ01, ϕ02, 0, 0)

∂(θi + ψi)
− Z∗k ,

(51)

де

Y ∗k =

l∫
0

Y ∗(x)Xk(x) dx

l∫
0

X2
k(x) dx

, Z∗k =

l∫
0

Z∗(x)Xk(x) dx

l∫
0

X2
k(x) dx

. (52)
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Позначивши правi частини рiвностей (51) вiдповiдно через γk i δk, iз останнього одер-
жимо

bk =
√
γ2
k + δ2

k , dk = arctg
δk
γk
− 1

2

2∑
i=1

λkϕ0i

λi
, k = 1, 2, . . . . (53)

Отже, шукана функцiя V1 повнiстю визначається виразом (50), де довiльнi сталi bk та
dk, k = 1, 2, знаходяться за формулами (53).

Функцiя U1, яка визначається виразами (15), (50) i (19) (21), дозволяє побудувати
покращене перше наближення асимптотичного розв’язку:

UI покр(x, t) =
2∑

k=1

akXk(x) cos (θk + ψk) +

+ εU1(x, a1, a2, τ, θ1 + ψ1, θ2 + ψ2, θ1, θ2) , (54)

де ak та ψk, k = 1, 2, визначаються, як вiдомо, iз амплiтудно-фазових рiвнянь першого
наближення (49).

Iнтегруючи останнi i використовуючи вказанi вище початковi значення a0k та ϕ0k,
k = 1, 2, завершуємо розв’язання поставленої задачi Кошi.
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