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By using the averaging method, we prove the solvability of boundary-value problems for nonlinear
oscillation systems. The deviation of solutions of original and averaged problems is estimated.

Доведена розв’язність крайових задай для нелінійних коливних систем за допомогою методу
усереднення. Встановлено оцінки відхилення розв’язків вихідних і усереднених задач.

Нехай задано типову для багатьох задач нелінійної механіки [1] систему звичайних ди

ференціальних рівнянь з повільними та швидкими змінними вигляду

dx dip ш(т) , . /чЧ
^ = c ( x , V ,r). _ = _ + 6(*,V>,r), ( 1)

де і Є Н С R n, <р Є R m, т Є [0,L], et — т — „повільний час” , є Є (0, Єц] — малий
додатний параметр, функції а, b, и>гладкі по х, (р,т і 27г-періодичні по кожній із координат

<р„, v = 1, 77і, вектора <р, D — обмежена область, Д 7, j = п, тп, — j -вимірний дійсний 

евклідів простір. Згідно з прийнятою термінологією змінні х = (жі ,...,хп) називаються

повільними, а <р — (у>і,...,у>т ) — швидкими.

Задамо для рівнянь (1) крайові умови

Ф (х, <р) = (ФЦх, <р), Ф2(х , ф )) = (d 1,d 2),

вяких Фх і Ф2 — відповідно ті- і т-вимірні функціонали, di і е?2 — сталі вектори. Нехай

L L

Ф і{х,<р) = J f (x , i p , r )d r , ф2(х,<р) = f [A ( x , T ) c p +  g(x,(p,T)\dT,

о о

де f i g — 27г-періодичні по <р„, v = 1, тп, вектор-функції, А(х,т ) — тпхтп -матриця, тобто

інтегральні крайові умови можна подати у вигляді

L

J f (x ,<P,r )\dT =  du (2 .1 )

о

L

J[A(x,T)<p +  g(x ,<p,T )\dr = d2. (2 .2)

о
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Розв ’язати задачу (1), (2.1), (2.2) — означає знайти такий неперервно диференці- 

йовний по т Є [0,1/] розв’язок (х(т ,є),ір(т ,є) ) системи (1), що для будь-якого є Є (0,Єо] 
мають місце тотожності

L

J f ( x (г, є ) , ір(т,є ) , r )d r = d i,

о

L

J [А (х (т ,є),т )(р (т ,є)) + д (х(т ,є),ір{т ,є),т )№ т = d2.

о

Зауважимо, що теорія крайових задач для звичайних диференціальних рівнянь досить

повна і змістовна. Різні аспекти цієї теорії та обширна бібліографія наведені в моно

графіях [2, 3]. В даній роботі для вивчення умов існування та єдиності розв’язку задачі

(1), (2.1), (2.2) використаємо метод усереднення по всіх швидких змінних <р. Зазначимо,

що питання обгрунтування різних схем усереднення в деяких крайових задачах досліджу

вались у роботах [4 -7 ] .

Для того щоб метод усереднення правильно описував еволюцію розв’язків (х ,ф ) си

стеми ( 1) на часовому відрізку [0,L ], потрібно накласти певні обмеження на функцію 

F (x ,< p ,r ) = (а(х,<р,т), Ь(х,<р,т), /(х ,ір ,т ), д(х,<р,т )) і частоти о;(г) = (а;і(т),..., и>т(т))

[6]. Вважатимемо, що F ( x ,<p , t ) має неперервні частинні похідні по ж, <р, т до другого

порядку включно, а ї ї коефіцієнти Ф ур ’є Fk = Pfc(p), р = (® )Т) = (р і, ••■іРп-t-і)» задоволь
няють нерівність

sup ||F0||+ sup 1 ^ 1 + Е  sup Ц І Л І + E [l|k|lsuP llF*ll+

в якій супремум береться по всіх р Є D X [0,L]. Тут і далі під нормою матриці будемо 

розуміти суму модулів ї ї елементів.

Припустимо, що при деякому натуральному І > m справджуються умови

« W e C j i j , d e t (W f ( r ) n j ( r ) ) > 0 Vr Є [0, £-], (4)

де через W i(t) і W J (т) позначено відповідно матрицю

( & < < ,

і транспоновану до неї. При виконанні умов (4) для кожної неперервно диференційовної

на [0, L \функції у(т) справедлива рівномірна оцінка осциляційного інтеграла [6]:

| / » ( г ) е х р { і / ( * , Ц г ) ) * - } А - | < ^ [ т к І І і / М І І + і т и І ^ І ] (5)

V(r, є) Є [0, L ] х (0,єо)
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і цілочислових векторів к = (к і, . . . ,к т) ф 0 із сталою сто, яка залежить від u>(r), але не 

залежить від у(т), к і є. Тут і = — уявна одиниця, (к, w (r ) ) — скалярний добуток

векторів к і и>(т), Єо — досить мале.

Поряд з вихідною розглянемо усереднену по (р задачу

L

—^ = а(ж, r ) , J f ( x , r ) d T =  d1, (6 .1 )

о

L

^ _ = Щ і + ц - т̂ J [ A ( x , T)<p + g(x,T )\dT = d2, (6.2)

о

де F ( x , t ) — середнє значення функції F (x ,c p ,T ):

2тг 2тг

F (x , т) = (2тг)_ т / ” · / F (x ,  ip, r )d (p i. . . d<pm. (7)

о о

Задача (6.1), (6.2) розпадається на дві задачі, кожна з яких, очевидно, значно

простіша, ніж (1), (2.1), (2.2), в першу чергу, тому, що задача (6.1) не залежить від 

швидких змінних ір і для ї ї розв’язання можна використовувати чисельні методи із значно

більшим кроком або чисельно-аналітичні методи [2, 3]. Якщо х = х (т ,х °), ж(0, ж0) = ж0,

є розв’язком задачі (6.1), який належить D для всіх т Є [0, L], то розв’язок (р = ф(т, ж0,

<р°, є), <р(0, ж0, <р° , є) = ір° задачі (6.2) при

L

det U ф 0, U = J A (x (r , x ° ) , T )d T , (8)

о

задається формулою

ір(т, ж0,р ° ,є ) = <р° + ^ J [ат(г) + є і(х (т , ж°),г)]б?т, (9)
о

Де

L

ір° = и ~ 1^ 2 - J (А (х (т , X°)),т )(р(т, ж0, 0, є) + д{х(т , ж0), r ) jd r , (10)

о

||у>°Ц < сіє- 1, сі = const.

Таким чином, справедлива наступна лема.

Лема 1. Я кщо існує єдиний р о з в ’язок ж= ж(т, ж0) задачі (6 .1), який належит ь D при

будь-якому т€ [0, L\, і виконується нерівніст ь (8 ), то задача (6 .2 ) має єдиний р о з в ’язок

(9), в якому (р° справдж ує умови (10).

Наступна теорема дає відповідь на питання про існування розв’язку вихідної крайової 

задачі.
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Теорема 1. Нехай:

1) функція Р(х,<р,т ) = (а ,Ь ,/ ,д ) — д віч і неперервно диференційовна на м нож ині

Б х Дт х [0,Х], 2п-періодична по <ри, V = 1 ,т , о « коефіцієнти Ф у р ’є задовольняють

нерівніст ь (3 );

2) виконуються умови (4 ) і умови леми 1;

3) А (х ,т ) і — А(ж ,г) — неперервні по х, т, причому
о х

І|Л(*,г)|| + ||^А(ж ,т)|| < Сі У(ж ,г) Є £> х [0 ,£ ];

4) матриця

, і д Д і ( т , х ° ) , т ) д х ( т , х ° )

5 = У д і д . ~ іт
о

невироджена.

Т о д і при досить малому єо > 0 для к ож н ого є Є (0,Єо] існують р о з в ’язок (х (г , є ),

<р(т, є )) задачі (1 ), (2.1), (2 .2 ) і функція ф {є), які задовольняють нерівност і

||ж(г,£г) - ж(г, ж°)|| + Цір{т,є) - <р{т,х°,ср°,є) - ф(є)|| < с2єт,

||ф(є)|| < с 'є 1 "1 У (т ,є ) є [0, 1 ] х (0,ео] (П )

з і сталими с2 і с?2, незалежними від є.

Д о в е д е н н я . Розв ’язок задачі (1), (2.1), (2.2) шукаємо у вигляді

ж(т, є) = ж(т, ж0 + у, <р° + ф, є ), ж(0,є) = ж0 + у,

<р(т, є) = ір(т, х ° + у, <р° + ф, є ) , ір (0 ,є) = <р° + ф,

а невідомі параметри у Є Я п і ф Є Л т визначаємо із крайових умов. На підставі умови

(2.1) дістанемо рівність

ь ь

У = _ 5 _ 1 { /*■ ^ Г^ Т +  / [ ^ ~ ^
о о

_ 9 ) і т ) 9 х ^ 0х ^ у ] д т + І ф(х,<р,т)(1т^ =  м 1{у ,ф ,є ) , (1 2 )

о

де ж= ж(т,ж° + у, <р° + ф ,є), <р = <р(т, х ° + у,ір ° + ф ,є ) , х = ж(т, ж°+ у), /(ж, <р, т) = /(ж, <р,

т ) - ф ( х ,т ) .
Оскільки середнє по <р в кубі періодів функції /(ж,<р,т) тотожно дорівнює нулю, то із

оцінок (3), (5) одержуємо нерівність

I У / (ж ,  <̂5,т) гігІ < Е I / / * ( * »  г ) в*(м )е сгт|| < С70сі(1 +  С і)єт, (13)
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в якій

9 = 9 ~ \ І ш^ Ат·
о

Зазначимо, що із (3), (5) випливає також нерівність [6]

||Дх|| + ||Д<р|| + Ц д х Ц + ||^Лу|| + І ^ Д х Ц + |А д „ | < (14)

де стала <т не залежить від є , Аж = ж—ж, А<р = ір — <р, <р = <р(т, жо + у, То + ф, є) , тому

ь

| У [/ (ж ,г ) — /(ж, т)]сУт| < СіСТІ£-Т. (15)

о

Оскільки

ж(т, ж0 + у) = ж(т, ж0) + дх^ 0 ^У + Х (г ’ У) ’

о

||ДГ(г,гіЦ < Ь п \ , е ^ ь Ь \\\|” (^ + » | < п е «£ ,

то другий із інтегралів у правій частині рівності (12) можна оцінити зверху величиною

сзІМІ2, де

с3 = Тп2сі(1 + Ь е СіЬ)е 3сіЬ.

Об’єднуючи нерівності (13), (15), із (12) отримуємо оцінку

\\Мі(у,ф,є)\\ < І ^ 1!! [(ст0(1 + с і)с і + сісгі)єТ + с3||у||2] , ( 16)

з якої випливає, що М і при кожних ф Є Дт і є Є (0,Єо] відображає множину К\ = {у :

у Є Д", ІІуЦ < с4£Т}, с4 = 2||5-1||сі(стД + <т0(1 + с4) ) в себе при умові

є0 < (2 с зС4||5-1||)-/.

Покажемо, що М : К\ —>■К\ є відображенням стиску. Для цього із (12) дістанемо співвід

ношення

о

- ^ ) і
о

Д а/(ж ,т) д х д / (х (т ,х ° ),т )д х {т ,х ° )-\ 1

У І аж аж° аж д х ° \ у
о
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За допомогою нерівностей (3), (5), (14) легко одержати оцінку

< И Я - Ч К ^ с Ц і + ^ ^ Ц -

+ сг0 (1 + с і ) с 2 (1 + Ь )п е СіЬ]є~г +  сіп2Т2е3с і і||у||},

з якої з урахуванням умови ||у|| < с4єт випливає

для всіх у Є К і, ф Є Я т і є Є (0,£о] при досить малому Єо > 0. Таким чином, існує єдиний 
розв’язок у = у(ф, є ) Є К\ рівняння (12), який неперервно залежить від ф.

Підставимо знайдене значення у = у (ф ,є ) в умову (2.2), внаслідок чого отримаємо

рівняння для знаходження ф:

ь ь

Ф = - и ~ ' | J [А(ж, т)р - А(ж, т)ф](1т + ^ [у(ж, <р, т) - д (ж, т)]<1т-

0 о

- J  А(х,т)ф(1т^ = м 2{ф ,є), (17)

о

в якому ж = ж(г,ж° + у, ір° + ф ,є), <р = <р(т,х° + у, <р° + ф ,є), х = ж(т,ж°), ір(т, Ж°, Ір°,

е )у = у(ф, є). Як і при доведенні оцінки (16), легко встановити, що

||М2(ф,є)|| < ч є т - 1 + с 6єт\\ф\\ (18)

для всіх (ф ,є) Є Дт х (0, є0], де

ь

с5 = (с і + У И г ) | И г ) Сб + СіТ||7/-1| У с г + р ^ Тіі + 2(1 + сгТ ) ) ,

с6 = сіТ||С/_1||(сг + пс4еСіЬ).

На підставі нерівності (18) робимо висновок, що М 2(ф ,є ) відображає множину К 2 =

= {ф : ф Є Дт , ІІ^Ц < 2с5£гТ—1} в себе для будь-якого є Є (0, є0] при Єо < (2с6)~ 1. Крім
того, відображення М 2(ф, є ) неперервне по ф, тому, згідно з теоремою Брауера [8], існує 

розв’язок ф = ф (е) Є К 2 рівняння (17), тобто існує розв’язок

ж(т, є) = ж(т , Ж° + у (ф (є ),є ),(р °  + ф (є ),є ),

<р(т,є) = (р(т, х ° + у (ф (є),є),< р ° + ф (є ),є )

крайової задачі ( 1), (2.1), (2.2), для якого

\\УІФ(є),є)\\ < с4є ? , IIФ{є)\\ < 2С5ЄТ-1 Чє Є (0,єо]. (19)

56 Нелінійні коливання, 1998, №-1



Легко бачити, що нерівності (11) із сталими с2 = 2<т + пс^еСіЬ(1 + С\Б) і с!2 = 2с5

випливають із нерівностей

||*(г,є) - ж(т, ж°)||<||ж(г,є) - ж(г, х ° + у(^(е),е))|| + ||2(т, х ° + у {ф (є ),є )) - ж(г, ж°)||,

І И Г.®) - <р ( т, х° . </>о,є)|| < \\<р{т, є ) - <р(т, х ° + у (Ф (є ),є ),

<р° + ф (є ),є)Ц + І j \Ь(х(т, х 0 + у(ф (є),є),т ) - Ь(х(т, ж°), т)]сіт||
о

і оцінок (14), (19).

На завершення доведення теореми накладемо обмеження с2є^ < - р і , в якому додатна

стала рі визначається умовою, що крива ж = ж(т, ж0) належить Б разом із своїм рі-

околом при т Є [0,£]. Це обмеження гарантує, що розв’язок (ж (т,г), уДт, є )) крайової

задачі визначений для всіх т € [0, Б], є Є (0,Єо] і не виходить для вказаних т, є із Б X Я,171.

Теорему доведено.
Зазначимо, що відсутність властивості стиску неперервного відображення М 2 визна

чає лише існування розв’язку задачі (1), (2.1), (2.2), але не його єдиність. Крім того,

аналіз нерівностей (11) в теоремі 1 вказує на ефективну оцінку відхилення тільки по

вільних компонент розв’язків вихідної та усередненої задач: ||ж— ж|| < с2єт. Для швид

ких компонент ця оцінка з урахуванням обмеження на ф (є) набуває вигляду \\(р — ф|| <

< с2єт-1 —>■ оо при £: —>■ 0, в зв ’язку з чим виникає потреба вводити поправку ф (є).

Виявляється, що цього можна уникнути для крайової задачі, в якій матриця А(ж ,г) не 

залежить від ж, тобто А (ж, т ) = А (т ).

Теорема 2. Якщо А (ж ,г ) = А (г ) і виконуються умови теореми 1, то для кож н ого

є Є (0,£о] (єо — досить мале) існує єдиний р о з в ’язок (х (т ,є), <р(т,є)) задачі (1 ), (2.1),

(2.2), який справдж ує нерівніст ь

І|ж(-г,е) —ж(т, ж°)|| + ||<^(г,е) — <̂ (-г, ж0, < °̂,е)|| < с7єТ (20)

для всіх т Є [0, Ь\, є Є (0,Єо], де стала с7 не залеж ит ь від є.

Д о в е д е н н я . Розглянемо єдиний розв’язок у = у (ф ,є ) Є К\ рівняння (12), який можна 

визначити методом послідовних наближень:

у { ф ,є )= У т ^ у Д ф ,є),У ї+ х{ф ,е) = М Д у Д ф ,є ),ф ,є ), у > 0; уо (ф ,є ) = 0.

На підставі рівності (12) обчислимо частинні похідні функції у^+\ = у ^ Д ф , є) по змін

них ф:

д уі+1 = _ с - і Г [ \ д / Ґ д ( х - х ) д у і д ( х - х ) \ дф ґ д (< р -< р )д у і

дф І У [ д х \ дуі дф дф ) др>\ дуj дф

дф )\ 1 [д<р д ір д у о д ф д х д у ,д ф \
о

ЬГ \ д ]{ х , т ) д х 0/(ж (г,ж °),7-) дж(г,ж°)1 дуі

+ У І д х д х ° д х д х ° \ дф +
о
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[ Ш ( х , т ) д / (х , т Ц д х д уі\

+ У [ д х д х \ д х ° д ф ) '
о

Тут / = ґ(х ,(р ,т ), / = / - / (Х,т), х = х (т ,х ° + Уз, <р° + ф ,є ) , х = х ( г , ж°+ уД, <р =

= <р(т, х ° + у і , (р° + ф , є ), <р = <р(т, х ° + Уз , (р° + ф ,є ) , Уз = У з {ф ,є ) . З урахуванням

нерівностей (3), (5), (14) дістанемо оцінку

Ч ( ф , є ) Є І І т х (0 ,Є о ], і > 0, (21)

в якій

С8 = ||5_1 ||[2І.а + оц сЦ і + с і ) (1 + Ь ) п е СіЬ + 2 Ь (г п 2еСіь + с\с4І ? п 2егсхЬ]с\,

с9 = ||5_1 ||[2ісг + ст0с і(1 + с і ) ] .

Нерівності (21) досить [9], щоб гранична функція у (ф ,є ) задовольняла умову Ліпшіца

Цу (ф ,є ) - у(ф,є)\\ < 2с9єт\\ф- ф\\ (22)

для всіх є Є (0,Єо]і де ф і ф — довільні точки простору Дт , а додатне Єо справджує

нерівність с8£о < 7̂ ·

У випадку А {х ,т ) = А(т) рівняння (17) набуває вигляду

ь - і 1
ф = - ( ^ І  А(т)дт^ | !  А{т )[р{т ,х0 + у, <р° + ф, є ) - (р{т,х°, + ф,є)\<1т+

о о

+ ~ 9 ( х ,т)](1т^ = М 3(ф ,є ), (23)

о

з якого випливає нерівність ||Мз(ф,є)|| < СщєТ для всіх ф Є Я ш і є Є (0 ,£Гц] зі сталою

Ь - і 1

Сю = || ( / ^ ( т " ) ^ 1") |  [ ^  +  ІС іС4  ̂ / І И Г) ІИГ +  а ° с і  (1 + Сі) + Ь п с і с 4еС і і | .

Таким чином, для кожного є € (0,Єо] М 3 відображаємножину К 3 = {ф : ф ЄЯт , ||̂|| <

< Сю£Л} в себе. Доведемо тепер властивість стиску відображення М 3. Маємо

1 - і 1
ІМ 3(ф,є) - М 3(ф,є)|| < II^ У А(т )(1т̂ І Л уА { т )[(ір - Ф) - { Ф - ^ )]^||+

о о

ь

+|| У Ь(£, <Р, т) - д (х , ф, т)]гіг| |, (24)

о
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де х = х(т, х° + у, ір° + ф ,є), ер = <р(т, ж° + у, ір° + ф ,є), у = у (ф ,є ), х — х(т, х ° + У, ір°+

+ ф, є), <Р= <р(т, х ° + У, <р° + Ф ,є ), У = у (ф ,є ). Оскільки

I I * - *|| < ( 8и р | | ^ ( * - * )| | + 8ир||^|Р||у -у||+8ир||^||||^-іі&||<

< (а є Т + п е СіЬ)\\у - У\\ +  оєТ\\ф - ф\\

і виконується нерівність (22), то

\ \ х -х \ \ < с и єт\\ф-ф\\ Чф, ф Є І І т, т Є [0,£], є є (0 ,£ о ], (25)

деСц(<7+ пеСіЬ)2сс, + а.

Аналогічно доводиться оцінка

р - ^ І І < С12І|^-^||, с12 = ст+ п + (<т + Ь п с1еСіЬ). (26)

Із нерівності (25) випливає

ь

I / [£ (£ , £, г ) -у (ж ,£ ,г )]«гг| < Ь с іСц є Ц ф - ф\\. (27)

Позначимо далі

в = (р - ^J ш(т)Нт, в = < Р -^ £ ш(т)(1т.

о о

На підставі нерівностей (25), (26) і

|е« (м ) _ е<(к,£) |< рине _ £ |[ = р ііц ^ _^||,

\ { к ' § у к ’~ - - 6 ( * і ^ і г ) і і +

+ Р | | 2с і | | ^ - ^ | | < Р | | 22 с 1( Р - ж || + | | ^ - ^ | |

з оцінки (5) осциляційного інтеграла одержимо

ь і*

I /[$(*><Р, т) - д (х , £, г)]Ж-| < 53 IУ*Я*(*.т)[еІ(к'в)-

і(к,Є) І /(кМт))*т II і ~
- е ~ ]е 0 йг < С і з є т р - ^||, (28)
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де сіз = Сі(1 + 2сі)<7о(сц + с і 2). Враховуючи нерівності (3), (5) і (25), із рівнянь для

швидких змінних легко отримати оцінку

Ь т

\\(<Р-Ч>) - (Ф ~Ф )\\ < с і і \\х - X \\йт+ Е І [ Ьк(х,т) \еФкА )_

о ~ к* ° "о ~

і (М )1 І Іт(к,ш(т))<іт и , „
-Є ~ J е о сТг < ( Т с іС ц + С і з ) є ‘ \\ф— ф ||.

Із останньої оцінки з урахуванням (24), (27) і (28) одержуємо

1 - і 1
||мз(ф,є) - М 3(ф,є)|| < ||(У А{т)(1т^ І (у ||А(г)||(їт + 1 ^ (Т с іс п + сі3)х

о о

хє^ ||ф- т/’Ц< і ||ф- ф|| Ч ф ,ф є В ,т, єЄ (0 ,є о ]

при досить малому Єо > 0. Отже, існує єдиний розв’язок ф = ф (є) Є К 3 рівняння (23),

тобто єдиний розв’язок

х(т ,є) = х(т, х ° + у (ф (є ),є ),< р ° + ф (є ),є ) ,

(р(т ,є) = <р(т, х ° + у (ф (є),є),< р ° + ф (є ),є )

крайової задачі (1), (2.1), (2.2) з А (х ,т ) = А (т ), для якого

||у(#г),є )||<с4є*, ||у(є)|| < сюєт Ч є є ( 0 , є о]. (29)

Оцінка (20) зі сталою с7 = 2сг + сю + {Ь с і + 1)п е СіЬс4 випливає із нерівностей (14) і (29).

Теорему доведено.

Розглянемо частинний випадок усередненої задачі (6.1), (6.2), коли

а (х,т ) = РД т )х + г і(т ), І {х ,т ) = Р 2( т ) х + г 2(т), А (ж ,г ) = А (т ), (ЗО)

причому Р і, Р 2, Гі і г 2 — неперервні на відрізку [0,Т].

Позначимо через нормальну фундаментальну матрицю розв’язків лінійної си

стеми — = Р А т )г. Легко бачити, що в цьому випадку розв’язок задачі (6.1) задається
ат

формулою

х(т, х °) = С)(т, 0)ж° + J Q { τ ,t )r 1(t)dt, (31)

о

Де

Ь -1 1 т
Х ° = Р Д т Ю У ^ г '} |сЇ2 - У [р2(г ) У + (32)

0 0 0
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а розв’язок задачі (6.2) — формулою (9), в якій <р° визначається рівністю (10) при

І

и = І  А{т)дт.

о

Отже, стосовно припущення (ЗО) теорему 2 можна переформулювати таким чином. 

Теорема 3. Нехай:

1) виконуються умови (3 ), (4 ) і нерівност і

ь ь

сієї J Р2(т )С)(т , 0)йг ф 0, сієї J А(т )дг ф 0;
о о

2) крива (31), (3 2 ) належит ь Б Чт Є [0,1 ].

Тоді мож на вказати такі ст алі є* > 0 і щ4 > 0, що для кож н ого є Є (0,Єо]? £о < є*
крайова задача (1 ), (2 .1 ), (2 .2 ) має єдиний р о з в ’язок (х (т ,є), <р(т,є)), який задовольняє

оцінку

||ж(г,є)-ж (г,ж0)|| + ||^ (г ,є )-^ (г ,ж 0,^ 0,є)|| < сі4єт у (г ,є ) Є [0, Ь ] х (0 ,єо],

дех(т ,х°) і <р(т,х°,ір°,є) визначаються формулами відп овідн о (31), (3 2 ) і (9 ), (10).

Задамо тепер для рівнянь (1) крайові умови

і

I  /{х,ір,т,р)(1т = с11, х |т=0 = *°, (33)

о

ь

1[А(т )<р +  д(х,<р,т,р)](1т = й2, (34)

о

де х = (жп_ г+і , . . . , х п) — вектор, координатами якого є г останніх координат ж-

компоненти розв’язку {х,<р) системи ( 1), ж0 = (ж°_г+1, . . .,ж°) — заданий вектор, р =

= (рі,...,р г) — невідомі параметри, р Є Є С Я г ((7 — обмежена область). Згідно з

прийнятою термінологією [2, 3], задача (1), (33), (34) називається крайовою задачею з

параметрами і розв’язати ї ї — означає знайти такий розв’язок (х,<р) системи ( 1) і па

раметри р і, . . . , р г , які справджують умови (33), (34). Для розв’язання цієї задачі також

використаємо метод усереднення по всіх швидких змінних ір. Усереднена задача має 

вигляд

Ь

~^ = а (х ,т ), J /(ж, т,р)Нт = сії, *Іт=о = аЛ (35)

о

^ +  ^(*>г )> ! [А (т )їр +  д(х,т,р)\<1т = <12, (36)

о

де /(ж, г, р ) і у (ж, т, р ) —  середні значення функцій /(ж, <р, т, р ) і д (ж, <р, т, р ) в кубі періодів

0< < 2тг, V = 1, т , які визначаються формулою (7).
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Позначимо через Б о множину тих точок у , для яких крива х = ж(т,у) належить Б для

всіх т Є [0, Б]. Нехай Б 0 ф 0.

Л ем а 2. Якщ о існує єдиний р о з в ’язок (х ° ,р ° ) рівняння

ь

J /(ж(т, ж°),т, р°)дт = сії, 

о

для якого ж° = (ж0,ж0) Є Бо, р ° Є (7, і матриця

Ь

и = І  А {г)д т

о

нєвироджена, то крайова задача (35), (3 6 ) має єдиний р о з в ’язок (ж(т, ж°),

Щт, х °, <р°, є ) , р ° ) .
Д о в е д е н н я . Очевидно, що (ж (т, ж°), р ° ) є розв’язком задачі (35), тому досить по

будувати ф-компоненту усередненої задачі. Із (36) легко встановити, що (<р (т, ж°, ір°, є) 

визначається формулою (9), в якій

Ь Ь т

ір° = и ~ 11^2- J  І(х(т , х°),т,р°)<1т - і J А(т) ![ и ( т ) +  єЬ{х(т ,х°),т ]дт йт у

о о о

Лему доведено.

Припустимо, що функція Р {х,<р,т ,р) = (а (х ,(р ,Т ), 6(Ж, (р, т), /(ж, ір, т, р ), у(ж, у>, г,

д )) двічі неперервно диференційовна в 27 X 2?т X [0, Б\ X Є, 27г-періодична по <р„, и — 1, то,

а ї ї коефіцієнти Ф ур ’є 2Д = Р Д р ), р = (ж, т, р ) = (рі, ...,рп+г+і) справджують оцінку

гарІІІЬІІ + « р | ^ | + 2 П р | ^ А | + ^ [ | Ч а .р | Д | +

в якій супремум береться по р Є Б х [0, Б] х (7.

Т еорема 4. Нехай виконуються умови леми 2, нерівніст ь (3 7 ) і матриця

? ( ді(т,х°)0/ (х (г ,х ° ),г ,/ і° )\

ві = У І Т х----------вР- ’ --------дР°-------)
0 х '

нєвироджена. Т о д і існують такі ст алі є і > 0 і С15 > 0, що для ко ж н ого є Є (0, Єц],

Єо < Єї, крайова задача (1 ), (34), (3 5 ) має єдиний р о з в ’язок (ж(т ,є), <р(т,є), р {є )), який

для будь-яких (т,є) Є [0,27] х (0, Єц] задовольняє нерівніст ь

||ж(г,є) - ж(г, ж°)|| + II(р(т ,є) - <р{т, ж°,у>°,є)|| + ||р (є ) - р°\\ < с15є Т (38)
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Д о ве д е н н я . Позначимо

52 = ^ (А (т ) У дЬ (* (т > ж°)>г ) д х (ті х ° ) іт + ^ (ж (г , х°),т ,р °) ^

0 О

Х ^ ] № М ) , Г, 0 = ( * £ ) ,

де 0 — нуль-матриця. При зроблених припущеннях

беї <3 = беї 5 і беї и ф 0.

Скористаємось далі схемою доведення теореми 1. Невідомі параметри у = (у, 0) Є Д",

у ЄДп_г, ф Є і?”\ б, Є і?г розв’язку

(ж(г, є ) , <у5(г, є ) , р (є )) = (ж(т, ж° + у, у>° + ф,є),<р(т, х ° + у, <р° + ф ,є ),р ° + /і) (39)

крайової задачі (1), (33), (34) визначаємо із крайових умов (33), (34). Якщо позначити

(у,Ь) = г, ( г,ф ) = у, то одержимо рівняння

Ь

V = —<3- 1со11 У [/ (ж (г, ж° + у) + Дж ,т,д° + /і) - /(ж(г, ж°), г, д ° )]б г+

о

£ Ь ь т

+ У /(х,ір,т,р)с!т -  5і2, у А(г)Д</?бт+ J А (т )! \Ь(х(т,х° + у ),т )~

0 0 0 0

ь

- 6(ж(г, Ж °), т ) ] б т б г + У [у(ж(г, Ж° + у ) + Дж, Т, / і ° + / і ) -

0

ь

-д (х (т , х °), г, д °)]б г + У у(ж, </?, г, р)Нт - 52г| = М 4(щ є), (40)

вякому ж= ж(т, є), = у>(т, є), р = д (є), а Дж і Ду? мають той жезміст, що і у формулі

(14). На підставі нерівностей (5), (14) і (37) із (40) для будь-якого є Є(0, Єо]отримуємо

оцінку

І|М4К є )| | < с 16|М|2+ с17ет,

Де

ь

С іб = ||<3_ 1||сігг2е2сіІ' ^ і + с і і е Сі1'^ ^2 + У т||А(г)||бгУ

о

Сіт = 2||<2 -1 \\^сісгЬ 4- (1 +  с і)с і <70 + СГУ ||А(г)||бг|.

о
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Звідси випливає, що М 4 відображає множину К 4 = {и : V Є І2п+т , ||п|| < 2 сп Є ‘ } в

себе при

Єо < (4сі6с17) _/.

Крім того, використовуючи (40), легко встановити, що

№ = _ е -1с о1{ / ( М » ї ( ^ , М0) , т „ (5і , о ) ,
0

^ ( м -\ 1 д Ь (х(т ,х° +  у ),т ) д х (т ,х ° +  у) _ ду(ж, г, у ) дх(т, х ° + у)

У Г ( Т ) У ^ 5 ’
о о

м , о ) * _ (52,0)} -0- . с о1{ / ( м ^ ^ + а
0

дж(т, ж° + у) д/(х,<р,т, р ) д(р д / (х ,ір ,т ,р ) д / (х ,(р , г, р ) д А х

Х ду ^ д<р д у ' дН ’ д х дф

, д / (х ,с р ,т ,р )д< р \ ;_ Ь[ ( д А у д д {х , <р,т, р ) д А х ,

д<̂ д ф ) ’ У \ ду дж ду
о

ду(ж ,у ,г,д )дж (г,ж ° + у) дд(х,ір,т , р ) д<р ду(ж,у?,г, у )

дж ду д<р ду ’ д/г. ’

^ + Й М ^ + 2 Й !^ П ! і ^ ) 4 (41)

де V = (у, /і, ^>), 0 — нуль-матриця. Згідно із зробленими припущеннями, перший доданок 

у правій частині (41) оцінюється зверху величиною сі8||и||+ с і9є~г, де

ь

с18 = І'С1п2е2сіІ'(3 + І«сіеСіІ')||<3-1|| ^1 + І Ц А (г )ІИ г ),

о

С19 = 2 Ь с іо (1 + тгесі£')||д_1||,

а другий — величиною с2о£т , де

с20 = ^о(1 + сі )[2 + пеСіЬ( 1 + сі + Сі2/)]||<3 г||.

Отже,

1 ^ 1 < Сі8І|и||+ (сщ + С20)еТ,
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звідки з урахуванням умови ||и|| < 2с і7є ( одержуємо нерівність

И- .¥ А ? '.Є1 1 < (2 с і7Сі8 + С19 +  С2о)Є(5 < ^

для всіх v Є К 4 і £ Є (0,Єо] при досить малому Єо > 0· Тому існує єдиний розв’язок

v = u(ej = (у (є ), Ь (є ), ф {є)) Є К 4 рівняння (40), а значить, і єдиний розв’язок (39) 

крайової задачі (1), (33), (34), для якого

II2/(011 + 11*011 + IIф(є)\\ < 2с17еТ, у (є ) = (0 (6 ), 0)· (42)

Оцінка (38) зі сталою

Сі5 = 2[а + с17+ c17neClL( l + CiL)]

випливає із нерівностей (14), (42). Нарешті, накладемо обмеження 

cis^o < ^ min {p i, /о2},

в якому стала р і означена при доведенні теореми 1, а р2 — відстань від точки р ° до межі 

області G.
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