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Using Lyapunov’s functions, conditions of unlimited duration of solutions of usually differential equa
tions systems with random right sides and random impulsive influence in fixed moments of time then
t > 0.

Метод функцій Ляпунова застосовано для знаходження умов необмеженої продовжуваності
розв’язків системи звичайних диференціальних рівнянь з випадковою правою частиною та ви
падковою імпульсною дією у фіксовані моменти часу при t > 0.

Розглянемо систему звичайних диференціальних рівнянь з випадковою правою частиною
і випадковою імпульсною дією у фіксовані моменти часу вигляду

^ = F ( t , x ) + < T (t,x )C {t), і ф и ,
dt (і)

Д х = і і (х ) + J (ж) ці(ш) , t = t i ,

де функціїF і а також матриці a, J розміру п X k визначені та неперервні по t > 0,
х € Rn, С(0 — fc-вимірний випадковий процес, гц — А:-вимірні випадковівеличини,
задані на ймовірнісному просторі (£l,F ,P ).

Будемо вивчати умови необмеженої продовжуваності розв’язків системи (1) при t > 0.

Ці умови наведемо в термінах функції Ляпунова вкороченої детермінованої системи

~П = F  ( t , x ) , Ь ф и ,
dt (2)

Дж = /,(ж ), t = t { .

d (1) , ч rf(°)
Позначимо через оператор Ляпунова для системи (1), а через — оператор Ля

пунова для системи (2). (Визначення оператора Ляпунова див., наприклад, в [1, с. 22].)

Припустимо також, що послідовність імпульсних моментів { t i } не має скінченних гранич
них точок.

Перед тим, як сформулювати основну теорему, доведемо лему, яка дає оцінку опера-

d(0)
тора для функції Ляпунова в силу системи (1) через відповідний оператор —— .

a t
Будемо говорити, що невід’ємна функція Ляпунова належить класу Со, якщо вона

абсолютно неперервна при і > 0 і задовольняє глобальну умову Ліпшіца по ж Є її " з
константою В.
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Л ем а. Якщо V (t , х ) Є Co, то для майже всіх t з імовірністю 1 виконуються спів
відношення

d W V ( t ,x ) d (° )V (t ,x ) , Ч111, , л|
Л < Л + В \\(г (t, ж )|| | С ( і ) | при г ф и ,

V (U, х + 7 , (ж ) +  Ji(x) rji(u)) < V (ti, х + 7 ,-(ж)) + В \т,і\\\Ji(x)\\.

Д овед ен ня . Перше із співвідношень (3) випливає з відповідного твердження з [1,

с. 28].
Друге твердження випливає із наступних міркувань:

V (U, х + і і (х ) + J i(x) тн(и)) < V (ti, х + Іфх) + J i(x) тн) - V (і,·, х + /,·(*))+

+ У (ti, X + / ,· ( * ) ) < У (и ,х + Іі(х)) + В \тц\| | Д ,( ж ) | | .

Доведемо тепер теорему про умови необмеженої продовжуваності розв’язків системи
(1) вправо.

Теорем а. Нехай випадковий процес £ (і) з імовірністю 1 є абсолютно інтегровним
на будь-якому скінченному інтервалі півосі t > 0, вектор F та матриця о задовольня

ють локальну по х умову Ліпшіца, причому F (t, 0) є локально абсолютно інтегровним і

sup {||сг (t, а?)||} < С і ,

\\Ji(x)\\ < L V ( t i , x ) , L = const, L > 0 , x Є Rn , i > 0 .

Припустимо, що для системи (2) існує функція Ляпунова V (t ,x ) Є Со, для якої викону
ються умови:

Vr = _ inf V (t, ж) —> оо при R —ї о о , (5)
uRx{t>t0}

де Ur — зовнішність кулі радіуса R ;

d ^ V
Л Г < С і У ( і , ж ) ,
d t (6)

V (ti, х + /,·(ж)) - У (ti, ж) < C3v (ti, ж),

де С і, С 3 — деякі додатні сталі, t > t0, х Є Rn .
Тоді р о з в ’язок задачі Коші для системи (1) з початковими умовами ж(to) = *o(w)

((ж оН ) — випадкова величина) існує і є кусково абсолютно неперервним випадковим

процесом при i > io·
Д овед ен ня . В умовах теореми, очевидно, справедливі умови локального існування

і потраєкторної єдиності розв’язків системи (1). Нехай ж (t, жо) — розв’язок системи

(1) такий, що ж (to, жо) = хо(^). Покажемо, що він необмежено продовжуваний вправо

при t > to.Із умов теореми випливає, що функція V (t, ж (t, жо))кусково абсолютно

неперервна по і. Не втрачаючи загальності, будемо вважати, щоto = 0.Згідно з [1,

с. 28], на інтервалі [0,іі] маємо оцінку для майже всіх t, и :

+ В II <7((,* ((, *о))ІІ Ш І < C ,V (<, + В С ,т \ ■ (7)
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При і = іі на підставі другої нерівності (6) отримуємо

У(іі,ж(і,ж0) + /і(ж (іі,ж 0)) + Л(ж (іі,ж 0)) ш И ) <

< У(іі,ж (і,ж 0) + 7і(ж(7і,ж0))) + В|т?і| ||«/і(ж(7і,ж0))|| <

< У (іі,ж (іі,ж 0) + /і(ж(7і, жо))) + Д £ У (іі,ж (іь ж0) ) М <

< (С3 + 1 )У (іі ,* (іі,* о )) + ВХУ(«і,*(«і,*о))|»7і|. (8)

Із нерівності (7), згідно з лемою з [1, с. 23], маємо

У(і, ж(і, Жо)) < |у (і0>Жо) + ВСг І  |С(«)| ^ | , і Є [0, і , ] .

Тому

V (іі + 0, ж(іі + 0, жо)) < (Сз + 1 + ВЬ |т/і|) V  (іі, ж(7х, жо)) <

< (С3 + 1 + В І М ) ес 2<1 ^У (0, жо) + ВС2УС («) ^ · (9)

Таким чином, на [іі, £г] Для будь-якого і справедлива оцінка

V (£, ж(£, ж0)) < еС2(<_<і) [(С3 + 1 + В Ц т \)ес^ ( У (0, ж0)+

+вс21 С(в)^+ВСіІ ' (10)

Звідси

У (̂ 2 + 0 , ж(І2 + 0 , жо)) < (Сз + 1 + ВЬ\гі2\)У(І2і ж(іг, Жо)) <

< (Сз + 1 + •ВІ|?72І)ес^ І2~<1> [(С3 + 1 + ВЬ\тц\)ес '*1х

х ^У(0,ж о) + В С21 С ( в ) ^ + В С г І  С(в)*| .

Отже, при І Є [І2)*з] одержуємо

У (і, ж(і, жо)) < е с * - * '\ С з + 1 + В Ц т \) еСа(«а-*і) |(С3 + 1 + В Ц гц\)е°л  X

<1 <2 *

х (у(0, ж0) + ВС21 < ( * ) * ) + ^ С і І ( { 8)(І8 + ВСх І С(«)*«] · (11)

О <1 *2
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Міркуючи аналогічно, при п > 1 маємо

У(і,ж (і,ж 0)) < еС2(<- <")|(С'3 + 1 + ВЦт)п\)ес ^ - ^ х

х [(Сз + 1 + В В І ^ - х Ц е ^ " - 1- * " - 2) ( . . ,еСі<1 (у(0, ж0) + В С 2 ]  С (в ) * ) +

о

<2 <

+ВСх І  ф ) д в . . .  + ВС і І  <(в)<ів. . . ) ] } V і Є[£„, іп+і]. (12)

<1 *„

Праву частину нерівності (12) позначимо через С (і), а розв’язок рівняння

С (гд) = Уя (13)

— через тл(и>). Оскільки ф(і) є локально абсолютно інтегровним, а число імпульсів на

будь-якому скінченному інтервалі часу скінченне, то з умови (5) випливає, що тд —>· оо
при Д —> оо з імовірністю 1.

Отже, враховуючи (5), маємо

іпґ {|ж (і, ж0)| > Д } > тц —> оо , Д —» оо . (14)

Із співвідношення (14) випливає доведення теореми.
Як приклад розглянемо збурене рівняння Льєнара з імпульсною дією вигляду

ж" + /(ж )ж ' + У (ж) = <г(ж,ж')С(0> і ф и ,

(15)

А х ' = 7,(ж, ж') + «/,·(ж, ж') г]і(и>), £ = £,·.

Воно описує процес „на вході” багатьох реальних радіотехнічних систем, на вхід яких

надходить випадковий процес і які в процесі еволюції зазнають впливу імпульсних ви
падкових сил. Зокрема, при

/ (ж) = 1 — ж2 , д (ж) = ж, о (ж, х') = 1

одержимо відоме рівняння Ван-дер-Поля. Нехай функція /(ж ) обмежена знизу і виконані
умови

|ст(ж,ж')| < С і , | ~ ~ | < ^ 2 , 7?(ж,у) < Д(ж2 + у2) .

Введемо функцію Ляпунова У(ж, у) = ф х2 + у2 Є Со. Якщо |</,(ж,у)| < Ь ф х2 + у2, то
дана функція задовольняє умови теореми.

Дійсно, перейшовши в (15) до еквівалентної системи, одержимо

(їх . . .

(Ц ~ У ’ Ф і '

Л = - f ( x ) У - ^ ( x ) + <J(x 'У )С (0 . і ф и , ^

. А у = І і (х ,у ) + Лі(х,у)т)і(и), £ = £,·.
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Тоді

й°У _ ху уу' _ х

м \ДФ7у) + \Д ж 7у) V х2 + у2 У+

+ у ± Ш ^ « ( .) ) 1 ^ 7 7  + с и + С ,х „ ,
\/ж2 + у2 2 ¥ ^/ж2 4- у

отже, перша з нерівностей виконана.
Для виконання другої нерівності достатньо встановити, що при деякому Сз > 0

^ х 2 + (у + І і ( х ,у ) )2 - у/х2 + у 2 < Сзу/х2 + у2 . (17)

Нерівність (17) рівносильна такій:

* 2 + (у + / г)2 < ( С + і ) 2(ж2 + у2) .

Але

ж2 + у2 + 2уД + /? < ж2 + 2у2 + 212 < х 2 + 2у2 + 2Д(ж2 + у2) <

< (1 + 2Л')ж2 + (2 + 2К )у 2 < (2 + 2 К )(х 2 + у2)

і якщо ( С + І)2 > (2 + 2К) , або С > л/2 + 2А’ — 1, то виконана і друга нерівність (6). А
тому, застосовуючи теорему, одержуємо, що процес, визначений рівнянням (15), існує
при всіх і > ІО) якщо £(£) — абсолютно локально інтегровний випадковий процес.

1. Хасьминский Р.З. Устойчивость систем дифференциальных уравнений при случайных возмущениях
их параметров. - М.: Наука, 1969. - 368 с.

Одержано 21.04-98


