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Problem of existence of T-periodic solution of the nonlinear scalar differential equations of the form

x f(t) — + g ( m ax x(u) j -f p(t), t , x £ R
\ u e [ t - h , t ] J

is investigated.

Розглядається питання про існування T -періодичних розв ’язків суттєво нелінійних скалярних
диференціальних рівнянь з максимумами вигляду

x f( t ) = f ( x ( t ) ) + g \ m ax х(и) ) + p{t), t , x £ R .
\ u € [ t - h , t ] J

Будемо розглядати Т-періодичне скалярне рівняння вигляду

x'(t) — f[x(t)) + g ( max x(u) j + p(t), t , x Є R ) (1)
\ u e [ t - h }t] J

з неперервними функціями в правій частині. Встановимо умови існування Г-періодичних
розв’язків цього функціонально-диференціального рівняння з запізненням. Одержані тут
результати, зокрема, узагальнюють та посилюють деякі теореми із [1 - 4, 6]. Зауважимо,
що на відміну від попередніх робіт ми не накладаємо умови підлінійного росту на функцію 
д(х) . У припущенні локальної ліпшіцевості функцій f (x) та д(х) сформулюємо основний 
результат роботи.

Теорема. Припустимо, що функція p(t) є Т-періодичною і f (x) задовольняє умову
підлінійного росту

V \ f (x )\ < СіМ + с2 \/х Є R, сі , с2 > 0  
та виконується одна з умов

2а) Ііш = +оо;
х —>-dzoo X

2Ь) lim ^М = -о о .
X —>-±оо X
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Нехай, крім того, існує таке с Є R, що рівняння д(х) = с має єдиний розв ’язок х —и.
Тоді існує хоча б один Т-періодичний розв’язок рівняння (1).
Доведення . Припустимо, що умова теореми виконується для с = 0. Розглянемо

спочатку сім’ю рівнянь вигляду

x'(t) = ef(x(t))  + g (maxx(u) )+ єр(і), є Є [0,1]. (2)
\u€[<—h,t] J

Зауважимо, що при є = 1 рівняння (2) співпадає з (1), а при є = 0 воно набуває вигляду

x ' ( t )=g[ max aTu)). (3)
v ' * \ue[t-h,t] v V

Зафіксуємо p(t) Є CP t{R ) та визначимо множини Вє = {ж Є Д | 3£* Є [0,Г] : є/(ж )+
+g(x) + єр(£*) = 0}. Нехай inf Вє = ає і supi?5 = /Зє. Покажемо, що Вє ф 0 Ve та існують
а, /З Є R : а < ає < /Зє < /З Ує Є [0,1].

Дійсно, в силу виконання умов 1 та 2 функція дє(х) = д(х) + s f ( x ) має таку ж асим
птотичну поведінку при х —>±оо, що і д(х), тому при довільному фіксованому і Є [0, Т]
рівняння дє(х) = —єр(і)) очевидно, має не менше одного розв’язку.

Далі, в силу умови 2 множина L = {\х\ > 1 : \д(х)\ < А|ж|}, де А = с\ +С2 + |р|ос>; ІРІоо =
= sup |p(i)| с обмеженою, і тому можна вказати а, (3 : |а |, \/3\ > 1 такі, що L С [а, /?].

ІЄЯ
Покажемо, що Вє С [а, /3]. Справді, якщо z Є Вє і \z\ < 1, то, очевидно, z Є [а, /3].

Якщо ж Є Вє і \z\ > 1, то таке z при деякому £ Є [0,Т] задовольняє рівняння

g(f) _ _ / g/(*) + р(і) \

звідки « М < + < Л , т о 6 т о г € І С [ а , Ч .
Z Z Z

Доведемо рівномірну відносно є Є [0,1] обмеженість зверху всіх Т-періодичних
розв’язків x*{t,e) сім’ї (2). Справді, нехай smax — точка абсолютного максимуму

Т-періодичного розв’язку x*(t,e) : x*{smax,e) = М. Тоді ------------— = 0, шах ж*(гл,
(It гіб[5—h,s]

е) = x*(smax,e) і є / (М )+ д{М)+ sp(t) — 0, звідки М Є Вє С Т, тому а < М < (3. На
жаль, подібна техніка не працює при оцінюванні мінімуму. У цьому випадку доведення 
рівномірної відносно є Є [0,1] обмеженості знизу всіх Т-періодичних розв’язків системи
(2) дещо складніше. Нехай smin > smax — точка абсолютного мінімуму функції x*(t,e).
Для оцінювання |£*(smim є) \ застосуємо до диференціального рівняння із запізненням (2)
метод кроків на інтервалі [smax, smin]; при цьому зауважимо, що число кроків не переви-

ГТ1 і
щує — + 1 .

Розглянемо інтервал [smax, smax + h\ = 11. На ньому функція x*(t,e) є розв’язком
задачі Коші:

x'(t)= ef(x(t)) + д ( М ) + є p(t),x{smax) =

Тому

t

| z ( i ) | < | M | + J (£c1\x(t)\ + £c2+ \g{M)\ + £\p\00)dt,
Smax
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звідки, використовуючи нерівність Гронуолла - Беллмана, одержуємо

І*(0І < {\M\+£c2h + h\g{M)\ + eh\p\00) e ^ h <

< (|М| + c2h + % ( М ) | + Л|р|oo)eCl/l Vi Є /і-

Таким чином,

|a*(t,e)| < i/i(Af, Л) Mt Є / ь

Припустимо тепер, що

|ж*(і,е)| < Uk{M,h) Vi Є 4 = [«max + h(k l) , s max +

і покажемо, що знайдеться додатна константа гд,+і (М, h), яка неперервно залежить лише 
від М т а / і така, що

\x*(t,e)\< vk+1(M ,h )Vi Є 4+1.

Справді, на інтервалі Ік+\функція x*(t,s) є розв’язком наступної задачі Коші:

ж'(0 = є/ОКО) + 9І max х*(и,є)) + p(t),
u £ [t—h>t]

*̂ (̂ max Т hk) —х (smax 4~ hk^s).

При цьому, очевидно, що М > max ж*(гг,є) > £*(smax 4- hk,e) Mt Є h+h і тому
u £ [t -h ,t ]

def
max ж*(^,є) < max{|M |, ^ ( М , /і)} = ^ ( М , h) = vk Mt Є h+i-

u£z[t—h,t\

Таким чином,

t

\x(t)\ < vk(M,h) +[ (ci|x(i)| + c2 + bloo + max \g(u Vi Є 4
J \u\£uk

5ma

звідки

И О І < i n + (c2 + \p\oo)h+ max 4(гі)|)еСіЛ =f i/fc+i (|M |, /г),
М є^*

ГТ1
що і треба було довести. Оскільки, sm\n Є / 7 при деякому j < — 4- 1, то ми тим самим

l h і
довели рівномірну обмеженість всіх Т-періодичних функцій |ж*(£,е)| константою, яка не
залежить від є Є [0,1].

Покажемо тепер, що рівняння

x'{t)= д( max х ( и ) \ h > 0, а Є [0,1], (4)
\ u(z[t—(rh,t] J

має єдиний періодичний розв’язок x(t) — и для будь-якого t. Нехай z(t) — довільний
інший періодичний розв’язок рівняння (4), причому К — max z(t). Тоді д(К) = 0, звідки

tЄЯ

випливає z(t) < К = ш. Розглянемо випадок, коли д(х) < 0 при < Оскільки z'(t) =

— діmax z (u ) )< 0, функція z(t)є незростаючою, а тому за необхідністю ) =
\ u £ [ t —crh,t] J
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= const. В результаті z(t) = x(t) = u — єдиний періодичний розв’язок рівняння (4).
Випадок, коли д{х) > 0 для х > о;, розглядається аналогічно.

Розглянемо сім’ю рівнянь вигляду

x'(t) = ef(x(t)) + д ( max x (u))+ep( t ) , (5)

де e Є [0,1], а Є [0,1]. Зауважимо, що при а = 1,є = 1 рівняння (5) співпадає з (1), а при
а = 0,є = 0 воно набуває вигляду

x'(t) =g(x( t)) . (6)

Зафіксуємо параметр а — 1 і будемо змінювати параметр є від 1 до 0, а потім, зафік
сувавши є = 0, таким же чином будемо змінювати параметр а від 1 до 0. В ре
зультаті ми „гомотопіюємо” рівняння (1) в рівняння (6). При цьому вище ми пока
зали рівномірну обмеженість всіх періодичних розв’язків x*(t) рівнянь (5) константою

max{\u>\,u[T/h]+1(M, h)}+ 1 =f *r.
Зауважимо, що існування Т-періодичного розв’язку кожного з цих рівнянь при h < Т

зводиться до питання про існування нерухомих точок Ф(я, а, є) = х цілком неперерв
ного відображення Пуанкаре Ф(ж, <т, є) для рівняння (5). Розглянемо кулю Ux — {х Є

Є С d= С ([—/і,0],І2) : \x(t)\ < х}. Відмітимо, що цілком неперервне поле Ф(ж,<т,є) —х не
має нулів на границі кулі Ux для всіх а Є [0,1] при є = 0 та всіх є Є [0,1] при (7 = 1
на підставі першої частини доведення. Оскільки Ф(ж,<т,є) неперервне за сукупністю ар
гументів, обертання 7 векторних полів Ф(ж,1 ,1) —х та Ф(ж,0,0) —х на Ux співпадають. 
Підрахуємо індекс 7 (Ф(я,0,0) —ж, Ux). Оскільки рівняння, що асоційоване з Ф(ж,0,0), є
скалярним звичайним диференціальним рівнянням, то цілком неперервне поле Ф(ж,0,0) є
також скінченновимірним (скалярним). Тому, по суті, нам необхідно знайти обертання
для одновимірного відображення Пуанкаре для рівняння (6) (див. § 20, п. 20.1 [5]). Умова 
2 теореми гарантує існування додатного числа г > х такого, що права частина (5) є
знакосталою на множинах I - (R) = [0,Т]х (—оо;R] та /+ (й ) = [0,Т]х [Д;+оо), і має там
протилежні знаки. Можна вказати таке гі > г, що сегмент І\ = [—П, гі] а^о строго
покриває образ Ф([—гі,гі],0,0), або строго міститься в ньому. Це означає відповідно, що
або 7 (Ф(ж,0,0) - х , І\) = - 1 , або 7 (Ф(ж,0,0) - x j i ) = +1 (див. §3, [5]). Але 7(Ф(ж,0,0) - х ,
І г) = 7 (Ф(ж,0,0) - х Д х ) завдяки тому, що на множині Д \ Ux поле Ф(ж,0,0) —х неви-
роджене. Підсумовуючи, зауважимо, що рівність |7 (Ф(ж,1 ,1) —хД х ) \ — 1 забезпечує
існування хоча б однієї особливої точки у відображення Ф(я,1 ,1) —х: С -4 С , тобто іс
нування Т-періодичного розв’язку рівняння (1). Розглянемо тепер випадок h > Т. Нехай
x*(t) — Т-періодичний розв’язок рівняння (1). Оскільки max z*(?z) = max я*(гЦ,

u£[t —T,t] u£.[t —h,t\

функція x*(t) буде також і розв’язком (1). Відмітимо, що випадок довільного с Є R зво
диться до випадку, який розглядався, якщо покласти д\(х) = д(х) - с т а f i{x) = f (x) + с.
Теорему доведено.

Приклад. Розглянемо рівняння вигляду

/ \2n4-l
х1(t) = -Sx( t ) +р[maxх(и)) + f(t), (7)

\ u e [ t - h , t ] J

де G й , n Є N U 0. При n = 0 це рівняння детально розглядалось в роботі [5],
де було доведено існування періодичного розв’язку при р ф 5. Із основного результату

4 Нелінійні коливання, 1998, №-1



цієї роботи випливає, що рівняння (7) має не менше одного Т-періодичного розв’язку
при довільних р, S за умови, що вони одночасно не дорівнюють нулю. Зрозуміло, що

2п / \ з
при додаванні суми вигляду J2 рА шах х(и) ) , рк Є R, у праву частину рівняння (7)

j =о \ u e [ t - h , t ] J

твердження про існуванння Т-періодичного розв’язку у (7) залишається справедливим.
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