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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
С ЛИНЕЙНО ПРЕОБРАЗОВАННЫМ АРГУМЕНТОМ

Д. В. Бельский

Ин-т математики НАН Украины
Украина, 01601, Киев, ул. Терещенковская, 3

We find new properties of solutions of the differential-functional equation x′(t) = ax(t) + bx(t − r) +
+cx′(t− r) + px(qt) + hx′(qt) in a neighbourhood of the singular point t = +∞.

Встановлено новi властивостi розв’язкiв диференцiально-функцiонального рiвняння x′(t) =
= ax(t) + bx(t− r) + cx′(t− r) + px(qt) + hx′(qt) в околi особливої точки t = +∞.

В данной работе рассматривается уравнение

x′(t) = ax(t) + bx(t− r) + cx′(t− r) + px(qt) + hx′(qt), (1)

где {a, b, c, p, h} ⊂ R, r > 0, 0 < q < 1, которое было предметом исследований многих
математиков (см. работы [1 – 14] и приведенную в них библиографию). При этом осо-
бое внимание уделялось изучению вопросов существования различного рода решений
таких уравнений и исследованию их свойств. В частности, при исследовании асимптоти-
ческих свойств решений уравнения (1) в [12] доказана следующая теорема (все обозначе-
ния, используемые в этой статье, взяты также из [12]).

Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) α0 < 0;
2) параметры α, ν ∈ R и j ∈ N ∪ {0} удовлетворяют неравенствам α0 < α < 0,
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Тогда существует константа K ≥ 0 такая, что для j + 1 раз непрерывно диффе-
ренцируемых решений x(t) уравнения (1) имеет место оценка
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при любом t ∈ [qt0,+∞).
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В настоящей статье продолжается исследование асимптотических свойств решений
уравнения (1), начатое в [9]. Основным ее результатом является следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполняются условия:
1) α0 < 0, p 6= 0;
2) параметры α ∈ R и j ∈ N ∪ {0} удовлетворяют неравенствам α0 < α < 0,(
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.

Тогда существует константа l ≥ 0 такая, что для j +2 раз непрерывно дифферен-
цируемых решений x(t) уравнения (1) имеет место оценка
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при любом t ∈ [qt0,+∞).

Доказательство. Выполнив замену переменных x(t) = tνy(t) при t ≥ qt0, получим
уравнение

y′(t) = ay(t) + by(t− r) + cy′(t− r) + pqνy(qt) + g(t), (2)

где
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Поскольку при достаточно больших t имеет место соотношение
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, n ≥ 1, то слагаемые выражения g(t) являются вели-

чинами порядка
1
t
y(t) и y′(t). Следовательно, доказав ограниченность этих функций при

некотором ν, мы докажем ограниченность функции g(t). В силу теоремы 1 для
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при достаточной гладкости решения функции t−νx′(t) и t−ν−1x(t) ограничены в окрест-
ности точки t = +∞. Для доказательства следует, очевидно, лишь последовательно при-
менить это утверждение к уравнению (1) и

x′′(t) = ax′(t) + bx′(t− r) + cx′′(t− r) + pqx′(qt) + hqx′′(qt).

Иными словами, для некоторого параметра ν ∈ R, удовлетворяющего неравенству (3), и
для параметра j ∈ N ∪ {0} из второго условия теоремы j + 2 раза непрерывно диффе-
ренцируемые решения x(t) уравнения (1) удовлетворяют оценкам
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при любом t ∈ [qt0,+∞), где K — некоторая константа.

Из равенств x(t) = tνy(t) и x′(t) = νtν−1y(t) + tνy′(t) следует ограниченность
1
t
y(t) и

y′(t), а следовательно, и ограниченность g(t).
Запишем уравнение (2) в интегральной форме

y(t) = −pqν(a + b)−1y(qt) + X(t− t0)(y(t0)− cy(t0 − r)) + pqνW (t− t0)y(qt0)+
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Поскольку

|F (t)| ≤ Lmax

{
sup

s∈[qt0,t0]
|x(s)| , sup

s∈[qt0,t0]

∣∣x′(s)∣∣ , . . . , sup
s∈[qt0,t0]

∣∣∣x(j+2)(s)
∣∣∣} = M1, t ≥ t0,

где L ≥ 1 — некоторая константа, то при qnt ∈ [qt0, t0) получаем
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qt0 ≤ qnt ⇒ q−n ≤ 1
qt0

⇒ n ≤ 1
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t
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.

Заметим, что согласно выбору ν имеем d =
∣∣∣∣ pqν

a + b

∣∣∣∣ > 1, и тогда оценку y(t) можно

уточнить
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Отсюда находим

|x(t)| = tν |y(t)| ≤ t
1

ln q−1 ln| p
a+b |M4, t ≥ t0.
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