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We obtain a criterion for solutions of a linear discrete Volterra system with operator coefficients to be
bounded or pth power summable.

Получен критерий ограниченности или суммируемости со степенью p решений линейной дис-
кретной системы Вольтерра с операторными коэффициентами.

1. Формулювання основного результату. Нехай B — комплексний банахiв простiр з нор-
мою ‖ · ‖ та нульовим елементом 0; L(B) — банахiв простiр усiх лiнiйних обмежених опе-
раторiв, що дiють iз B в B; I — одиничний, O — нульовий оператори в B. Покладемо

l∞(B) :=
{

x = {xn : n ≥ 0} ⊂ B|‖x‖∞ := sup
n≥0

‖xn‖ < ∞
}

,

а також при p ∈ [1,∞)

lp(B) :=

x = {xn : n ≥ 0} ⊂ B|‖x‖p :=

( ∞∑
n=0

‖xn‖p

)1/p

< ∞

 .

Зазначимо, що для кожного p ∈ [1;∞] lp(B) — комплексний банахiв простiр з покоорди-
натним додаванням елементiв та множенням на комплексне число i нормою ‖ · ‖p.

Нехай {Vn : n ≥ 1} — така послiдовнiсть операторiв з L(B), що

∞∑
n=1

‖Vn‖ < ∞. (1)

Основним результатом цiєї статтi є наступна теорема.

Теорема. Наведенi нижче твердження є еквiвалентними:
i1 ) для деякого p ∈ [1;∞] дискретна система Вольтерри

x0 = y0, xn = Vnx0 + Vn−1x1 + . . . + V1xn−1 + yn, n ≥ 1, (2)

має для довiльного y = {yn : n ≥ 0} ∈ lp(B) єдиний розв’язок x = {xn : n ≥ 0} у
просторi lp(B);
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i2 ) для кожного z ∈ C, |z| ≤ 1, оператор V (z) := I −
∞∑

n=1
Vnzn є неперервно обо-

ротним;
i3 ) для кожного p ∈ [1;∞] дискретна система Вольтерри (2) має єдиний розв’язок

x у просторi lp(B) для довiльного y ∈ lp(B).

Для випадку обмежених числових послiдовностей (тобто p = ∞, B = C) аналогiчний
результат отримано в роботi [1]. Про застосування дискретної системи Вольтерри див. [2].

2. Допомiжнi твердження. У подальшому будемо використовувати наведенi нижче ле-
ми.

Нехай {En : n ≥ 0} — така послiдовнiсть операторiв з L(B), що

CE :=
∞∑

n=0

‖En‖ < ∞. (3)

Лема 1. Якщо для кожного z ∈ C, |z| ≤ 1, оператор E(z) :=
∞∑

n=0
Enzn є неперерв-

но оборотним, то iснує така послiдовнiсть операторiв {Gn : n ≥ 0} ⊂ L(B), що
∞∑

n=0
‖Gn‖ < ∞ i (E(z))−1 =

∞∑
n=0

Gnzn для кожного z ∈ C, |z| ≤ 1.

Лема 1 є безпосереднiм наслiдком теореми 3 з роботи [3] i узагальнює теорему Вiнера
про абсолютно збiжнi ряди Фур’є.

Лема 2. Нехай p ∈ [1;∞], x ∈ lp(B),

Wx :=

{
n∑

k=0

En−kxk : n ≥ 0

}
. (4)

Тодi Wx ∈ lp(B), ‖Wx‖p ≤ CE‖x‖p.

Для доведення леми 2 досить застосувати твердження задачi 598 [4, c. 252] до числових
послiдовностей {‖En‖ : n ≥ 0} та {‖xn‖ : n ≥ 0}.

Нехай p ∈ [1;∞), T : lp(B) → lp(B) — лiнiйний обмежений оператор, який визнача-
ється за правилом

T x =


T00 T01 . . . T0n . . .
T10 T11 . . . T1n . . .
T20 T21 . . . T2n . . .
. . . . . . . . . . . . . . .




x0

x1

x2

. . .

 , x ∈ lp(B), (5)

де {Tij : i, j ≥ 0} — фiксований набiр операторiв з L(B). Для довiльного k ∈ Z покладе-
мо

dT (k) := sup
i,j∈Z, i−j=k

‖Tij‖. (6)
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Лема 3. Якщо
∑
k∈Z

dT (k) < ∞, оператор T є неперервно оборотним i оператор T −1

зображується в аналогiчному до (5) матричному виглядi, то∑
k∈Z

dT −1(k) < ∞.

Лема 3 є окремим випадком наслiдку 1 роботи [5].
Внаслiдок леми 2 для кожного p ∈ [1;∞] за допомогою (4) коректно визначено лiнiй-

ний обмежений оператор W : lp(B) → lp(B).

Лема 4. Якщо для деякого q ∈ [1;∞] оператор W : lq(B) → lq(B) є неперервно
оборотним, то вiн неперервно оборотний в усiх просторах lp(B), p ∈ [1;∞].

Доведення. Внаслiдок (4), (6)

dW (k) =
{

0, k ≤ −1,
‖Ek‖, k ≥ 0.

Тому згiдно з (3)
∑
k∈Z

dW (k) < ∞. Також iз леми 2 випливає, що коли W : l∞(B) → l∞(B),

то для кожного p ∈ [1;∞) W залишає iнварiантною множину lp(B). Отже, лема 3 випли-
ває iз наслiдку 3 статтi [5].

Лему 3 доведено.
Доведення теореми. i2) ⇒ i1). З (1), твердження i2) та леми 1 випливає, що iснує такий

набiр операторiв {Fn : n ≥ 0} ⊂ L(B), що
∞∑

n=0
‖Fn‖ < ∞ i

∀z ∈ C |z| ≤ 1 : (V (z))−1 =
∞∑

n=0

Fnzn.

При цьому V (z)(V (z))−1 = (V (z))−1V (z) = I для кожного z ∈ C, |z| ≤ 1, а отже, з
урахуванням властивостей операторнозначних степеневих рядiв, F0 = I i для кожного
n ≥ 1

Fn = V1Fn−1 + V2Fn−2 + . . . + VnF0 = Fn−1V1 + Fn−2V2 + . . . + F0Vn. (7)

Зафiксуємо p ∈ [1;∞). Нехай оператори V,F дiють iз lp(B) в lp(B) таким чином:

Vx =


I O O O . . .
−V1 I O O . . .
−V2 −V1 I O . . .
. . . . . . . . . . . .




x0

x1

x2
...

 , (8)

Fx =


F0 O O O . . .
F1 F0 O O . . .
F2 F1 F0 O . . .
. . . . . . . . . . . .




x0

x1

x2
...

 , x ∈ lp(B). (9)
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Коректнiсть визначення цих операторiв та їх лiнiйнiсть i неперервнiсть випливають з ле-
ми 2. При цьому система Вольтерри (2) записується у виглядi Vx = y, а отже, для ви-
конання твердження i1) досить переконатися, що оператор V є неперервно оборотним.
Останнє випливає з того, що з урахуванням (7) VF = FV = J , де J — одиничний опера-
тор в lp(B).

i1) ⇒ i2). Внаслiдок леми 4 твердження i1) виконується для фiксованого p ∈ [1;∞).
Покладемо

F0 := I, Fn := V1Fn−1 + V2Fn−2 + . . . + VnF0, n ≥ 1. (10)

Безпосередньо перевiряється, що елементу y = (y0, 0, 0, . . .) ∈ lp(B) вiдповiдає єдиний
розв’язок системи Вольтерри (2), який зображується у виглядi

x = (F0y0, F1y0, . . . , Fny0, . . .) ∈ lp(B). (11)

Звiдси випливає, що послiдовнiсть {‖Fny0‖ : n ≥ 0} є обмеженою в B для кожного y0 ∈
∈ B, а отже, за принципом рiвномiрної обмеженостi послiдовнiсть {‖Fn‖ : n ≥ 0} також
є обмеженою. Тому для кожного z ∈ C, |z| < 1, коректно визначена операторнознач-

на функцiя F (z) =
∞∑

n=0
Fnzn. Також внаслiдок (9) – (11) довiльнiй фiнiтнiй послiдовностi

y = (y0, y1, . . . , yn, 0, 0, . . .) ∈ lp(B) вiдповiдає єдиний розв’язок системи (2), який зобра-
жується у виглядi x = Fy, де операторF визначається спiввiдношенням (9) за допомогою
операторiв Fn, n ≥ 0, з (10). Отже, F переводить фiнiтнi послiдовностi у послiдовностi з
lp(B).

Iз твердження i1) i теореми Банаха про обернений оператор випливає, що визначений
за допомогою спiввiдношення (8) оператор V є неперервно оборотним. Також для кожної
фiнiтної послiдовностi y виконується рiвнiсть VFy = y, звiдки Fy = V−1y. Оскiльки фi-
нiтнi послiдовностi утворюють скрiзь щiльний лiнiйний многовид в lp(B), то F продовжу-
ється за неперервнiстю на lp(B) i V−1 = F . Застосувавши до оператора V лему 3, робимо

висновок, що
∞∑

n=0
‖Fn‖ < ∞, а отже, виконуються рiвностi (7), функцiя F (z) є коректно

визначеною при |z| ≤ 1 i F (z) = (V (z))−1 для кожного z ∈ C, |z| ≤ 1.
i1) ⇔ i3) згiдно з лемою 4.
Теорему доведено.
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