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A complete description of Q-conditional symmetries for a nonlinear reaction-diffusion-convection equati-
on is obtained. The Q-conditional operators are applied for finding exact solutions of equations arising in
applications.

Приведено исчерпывающее описание Q-условных симметрий одного нелинейного уравнения ре-
акции-диффузии-конвекции. Найденные Q-условные операторы применены к построению точ-
ных решений некоторых уравнений, встречающихся в прикладных задачах.

1. Вступ. Нелiнiйними диференцiальними рiвняннями другого порядку описуються рiзно-
манiтнi нелiнiйнi процеси [1 – 3]. Побудова точних розв’язкiв таких рiвнянь є актуальною
проблемою. Особливо важливими є розв’язки, що мають певну бiологiчну, фiзичну чи
хiмiчну iнтерпретацiю. Одна з переваг аналiтичних розв’язкiв — це простота, завдяки
якiй ми можемо бачити, як розв’язки аналiтично залежать вiд параметрiв. Таким чином,
ми можемо дослiдити якiсну поведiнку розв’язкiв бiльш складних, а отже, бiльш реалiс-
тичних моделей.

Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними (ДРЧП) описують рiзнi бiологiчнi
процеси. Наприклад, модель розсiяння комах з урахуванням динамiки росту має вигляд

Ut = [D(U)Ux]x + C(U),

де D(U) — коефiцiєнт дифузiї (як правило, цей коефiцiєнт є степеневою функцiєю), C(U)
— реактивний член, який моделює взаємодiю комах iз навколишнiм середовищем [3].
Тут i нижче нижнi iндекси t та x означають диференцiювання за цими змiнними, а U =
= U(t, x) — шукана функцiя. Зокрема, можна навести приклад моделi з логiстичним за-
коном росту популяцiї [3, 4]

Ut = [UUx]x + U(1− U).

Фiзично ця модель передбачає, що популяцiя перемiщується до дiлянок з меншою щiль-
нiстю швидше, нiж популяцiя досягне перенаселення. Але моделi реакцiї-дифузiї не вра-
ховують ще одного явища переносу, а саме конвекцiї. Нелiнiйна конвекцiя в рiвняннях
реакцiї-дифузiї може мати вражаючий ефект для структури розв’язкiв. Якщо конвекцiя
виникає як природне розширення закону збереження, то ми отримуємо рiвняння [3]

Ut = [UmUx]x + h(U)Ux + C(U).

Оскiльки рiвняння, наведенi вище, мають бiологiчну iнтерпретацiю, то стає очевидним
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важливiсть розгляду рiвняння

Ut = [UmUx]x + λUmUx + C(U), (1)

де λ 6= 0 — довiльна стала, C(U) — довiльна гладка функцiя.
Цю роботу присвячено знаходженню Q-умовних симетрiй та побудовi розв’язкiв з ви-

користанням Q-умовних симетрiй.

2. Q-умовнi симетрiї. Проблему i метод знаходження Q-умовних операторiв (некла-
сичних симетрiй) вперше була сформульовано в роботi [5] на прикладi лiнiйного рiв-
няння теплопровiдностi. В подальшому Q-умовнi симетрiї рiвнянь типу реакцiї-дифузiї-
конвекцiї дослiджувались у роботах [6 – 11].

У роботах [11, 12] наведено вичерпний опис симетрiй Лi рiвняння реакцiї-дифузiї-
конвекцiї (РРДК) вигляду

Ut = [A(U)Ux]x + B(U)Ux + C(U), B(U) 6= 0. (2)

Оскiльки задача побудови всеможливих Q-умовних операторiв рiвняння (2) є надто
складною, то в роботi [11] знайдено такi оператори для (2) лише як приклади. В цiй роботi
ми обмежимося розглядом рiвняння (1), але ставимо задачу про вiдшукання для нього всiх
Q-умовних операторiв вигляду

Q = ∂t + ξ(t, x, U)∂x + η(t, x, U)∂U , (3)

де ξ та η — гладкi функцiї, якi потрiбно знайти.

Теорема 1. Рiвняння (1) Q-умовно iнварiантне вiдносно оператора вигляду (3) тодi i
тiльки тодi, коли воно та вiдповiдний оператор набирають вигляду

i) Ut = [UmUx]x + λUmUx + (λ1U
m+1 + λ2)(U−m − λ3), m 6= −1, (4)

Q = ∂t + (λ1U + λ2U
−m)∂U ; (5)

ii) Ut = [U−1Ux]x + λU−1Ux + (λ1 lnU + λ2)(U − λ3), (6)

Q = ∂t + (λ1U lnU + λ2U)∂U ; (7)

iii) Ut = [U− 1
2 Ux]x + λ U− 1

2 Ux + λ1U + λ2U
1
2 + λ3, (8)

Q = ∂t + f(t, x)∂x + 2(g(t, x)U + h(t, x)U
1
2 )∂U , (9)

де трiйка функцiй f, g, h є довiльним розв’язком нелiнiйної системи диференцiальних
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рiвнянь

2ffx + ft + fg = 0,

fxx − λfx − 2gx − fh = 0,

(
g − λ1

2

)
(g + 2fx) + gt = 0, (10)

2gh− λ1h + 2fxh− λ2fx + ht − λgx − gxx = 0,

h2 − λ2

2
h− λ3fx +

λ3

2
g − λhx − hxx = 0.

Всi iншi випадки iнварiантностi рiвнянь вигляду (1) вiдносно операторiв вигляду (3)
є випадками класичної iнварiантностi в сенсi Лi.

Зауваження. При h = 0 знайдено загальний розв’язок системи (10). Розв’язки дають
нам лише оператори лiївської симетрiї (див. випадки 8 та 11 в [11]).

Доведення теореми 1 ґрунтується на алгоритмi вiдшукання Q-умовних операторiв
вигляду (3) для рiвняння (1) (див., наприклад, [13]). Для доведення спочатку використаємо
замiну

V =

{
Um+1, m 6= −1,

lnU, m = −1.
(11)

У випадку m 6= −1 замiна (11) зводить рiвняння (1) до вигляду

Vxx = V nVt − λVx + F (V ), n 6= 0, λ 6= 0, (12)

де n = − m

m + 1
, F (V ) = −(m + 1)C(V

1
m+1 ), а у випадку m = −1 — до вигляду

Vxx = eV Vt − λVx + F (V ), λ 6= 0, (13)

де F (V ) = C(eV ).
Рiвняння (12) є частковим випадком рiвняння

Vxx = F0(V )Vt + F1(V )Vx + F2(V ),

де Fi(V ) — довiльнi функцiї. Для цього рiвняння за допомогою алгоритму знаходження
Q-умовних операторiв вигляду

Q = ∂t + ξ(t, x, V )∂x + η(t, x, V )∂V (14)
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в роботi [11] отримано систему рiвнянь для знаходження функцiй ξ та η. У випадку F0(V ) =
= V n, F1(V ) = −λ, F2(V ) = F (V ) ця система набирає вигляду

ξV V = 0,

ηV V = 2ξV (−λ− ξV n) + 2ξxV ,

(15)
(2ξV η − 2ξξx − ξt)V n − ξηnV n−1 − λξx + 3ξV F − 2ηxV + ξxx = 0,

ηFV + (2ξx − ηV )F + nη2V n−1 + 2ξxηV n + ηtV
n − ληx − ηxx = 0.

Розв’язуючи перше рiвняння системи (15), отримуємо

ξ = e(t, x)V + f(t, x).

Виявляється, що при розв’язаннi системи (15) при e(t, x) 6= 0 не отримаємо жодного Q-
умовного оператора, тому нижче

ξ = f(t, x). (16)

Розв’язуючи друге рiвняння системи (15) при (16), одержуємо

η = g(t, x)V + h(t, x). (17)

Пiдставляючи (16) i (17) в третє рiвняння системи, маємо

(2ffx + ft + nfg)V n + nfhV n−1 + fxx − λfx − 2gx = 0. (18)

В залежностi вiд значень n необхiдно розглянути три окремi випадки:
a) якщо n 6= 0, 1, то

2ffx + ft + nfg = 0,

fh = 0, (19)

fxx − λfx − 2gx = 0;

b) якщо n = 1, то

2ffx + ft + fg = 0,

fxx − λfx − 2gx + fh = 0;

c) якщо n = 0, то
2ffx + ft − fxx + λfx + 2gx = 0.
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Зупинимося на розглядi лише випадкiв a) та b), оскiльки у випадку с) рiвняння (1)
набере вигляду

Ut = Uxx + λUx + C(U)

i локальною замiною y = x + λt зведеться до рiвняння

Ut = Uyy + C(U),

Q-умовнi симетрiї якого знайдено в роботах [7, 9].
Випадок a). Пiдставивши (16) i (17) в четверте рiвняння системи (15), одержимо

(gV + h)FV + (2fx − g)F = −nV n−1(gV + h)2 + hxx + λhx+

+ (gxx + λgx)V − (gt + 2fxg)V n+1 − (ht + 2fxh)V n. (20)

Для того щоб розв’язати останнє рiвняння, з урахуванням системи (19) розглянемо випад-
ки f = 0 або h = 0 (див. друге рiвняння системи (19)). При f = 0 отримуємо

f = 0,

gx = 0, (21)

(gV + h)FV − gF = −nV n−1(gV + h)2 + hxx + λhx − gtV
n+1 − htV

n.

Далi розглядаються всеможливi спiввiдношення мiж функцiями g та h. У випадку g =
= const, h = const маємо

f = 0, g = λ∗1, h = λ∗2, F = (λ∗1V + λ∗2)(λ3 − V n),

тобто

Vxx = V nVt − λVx + (λ∗1V + λ∗2)(λ3 − V n), (22)

Q = ∂t + (λ∗1V + λ∗2)∂V . (23)

Виконавши в рiвняннi (22) та операторi (23) замiну (11), одержимо випадок i)
(

зауважимо,

що λi =
λ∗i

m + 1
, i = 1, 2

)
.

Далi, при g 6= 0 дiлимо третє рiвняння системи (21) на g i отримуємо

(
V +

h

g

)
FV − F = −ngV n−1

(
V +

h

g

)2

+
hxx + λhx

g
− gt

g
V n+1 − ht

g
V n. (24)
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При аналiзi цього рiвняння доведено, що
h

g
= const (один з етапiв доведення буде роз-

глянуто нижче), а в даному випадку ми отримуємо лише лiївськi оператори та частковий
випадок рiвняння (22) i, вiдповiдно, оператора (23). Зокрема, при h = 0

2ffx + ft + nfg = 0,

fxx − λfx − 2gx = 0, (25)

gV FV + (2fx − g)F = −(ng2 + gt + 2fxg)V n+1 + (gxx + λgx)V.

Розв’язуючи систему (25), отримуємо

f =
c1e

λ1nt

c2eλ1nt + 1
, g = − λ1

c2eλ1nt + 1
,

h = 0, F = λ1V
n+1 + λ2V, ck ∈ R, k = 1, 2,

тобто

Vxx = V nVt − λVx + λ1V
n+1 + λ2V,

Q = ∂t +
c1e

λ1nt

c2eλ1nt + 1
∂x −

λ1V

c2eλ1nt + 1
∂V ,

а виконуючи елементарнi перетворення, бачимо, що це є лiївський оператор (див. випа-
док 8 в [11]).

Доведемо, що
h

g
= const. Здиференцiювавши рiвняння (24) по змiнних x та t i ви-

дiливши FV , одержимо два рiвняння. Аналiзуючи їх при
(

h

g

)
t

= 0 та при
(

h

g

)
x

= 0,

одержуємо або суперечнiсть, або
h

g
= const.

Розгляньмо детальнiше випадок
(

h

g

)
t

(
h

g

)
x

6= 0. В цьому випадку, здиференцiював-

ши рiвняння (24) лише по змiннiй x, отримаємо

FV = − 1
hx

(2ngh + ht)xV n − 2nhV n−1 +
hxxx + λhxx

hx
.

Оскiльки функцiї V n, V n−1 та 1 функцiонально незалежнi, то коефiцiєнти при них по-
виннi бути сталими, зокрема 2nh = const, а отже, hx = 0. Тепер, беручи до уваги останнi
два рiвняння системи (19), маємо gx = 0. Суперечнiсть.

Випадок b). Знову пiдставляючи (16) i (17) в четверте рiвняння системи (15), отриму-
ємо рiвняння (20) при n = 1. Мiркуючи, як i у випадку a), одержуємо

Vxx = V Vt − λVx + λ∗1V
2 + λ∗2V + λ∗3, (26)
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Q = ∂t + f(t, x)∂x + (g(t, x)V + h(t, x))∂V , (27)

де функцiї f, g, h є розв’язком системи (10). Виконавши замiну (11), отримаємо випадок
iii) (зауважимо, що λi = −2λ∗i , i = 1, 2, 3).

Тепер залишилося проаналiзувати рiвняння (13). Знову використавши результати ро-
боти [11], отримаємо таку систему визначальних рiвнянь для знаходження функцiй ξ та
η:

ξV V = 0,

ηV V = 2ξV (−λ− ξeV ) + 2ξxV ,

(28)
(ξt + 2ξξx − 2ξV η + ξη)eV + λξx − 3ξV F + 2ηxV − ξxx = 0,

ηFV + (2ξx − ηV )F + η2eV + 2ξxηeV + ηte
V − ληx − ηxx = 0.

Розв’язуючи цю систему, одержуємо аналогiю з випадком m 6= −1, тобто ξ визнача-
ється формулою (16), а η — формулою (17). Пiсля пiдстановки (16) та (17) у третє рiв-
няння системи (28) воно набирає вигляду

eV (fh + ft + 2ffx) + V eV (fg) + λfx + 2gx − fxx = 0.

Оскiльки функцiї f, g i h не залежать вiд змiнної V , то, розщепивши це рiвняння по eV i
V eV , одержимо систему

fh + ft + 2ffx = 0,

fg = 0, (29)

λfx + 2gx − fxx = 0.

Пiдставляючи (16) та (17) в четверте рiвняння системи (28), отримуємо рiвняння для зна-
ходження функцiй F, f, g тa h:

(gV + h)FV + (2fx − g)F = −eV (gV + h)2 + hxx + λhx+

+ (gxx + λgx)V − (gt + 2fxg)V eV − (ht + 2fxh)eV . (30)

Використовуючи для рiвняння (30) аналогiчний пiдхiд, як i для рiвняння (20), з урахуван-
ням системи (29) маємо

F = (λ1V + λ2)(λ3 − eV ), f = 0, g = λ1, h = λ2,

тобто

Vxx = eV Vt − λVx + (λ1V + λ2)(λ3 − eV ), (31)

Q = ∂t + (λ1V + λ2)∂V . (32)
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Виконавши в рiвняннi (31) i операторi (32) замiну (11), отримаємо випадок ii).

Теорему доведено.

3. Точнi розв’язки нелiнiйних РРДК. Знаходження нових операторiв Q-умовної си-
метрiї не гарантує побудову нових точних розв’язкiв рiвняння, яке розглядається. Iнколи
розв’язки можуть виявитися типу плоскої хвилi, тобто їх можна побудувати за допомогою
симетрiй Лi [14, 15]. У цiй роботi ми побудуємо новi точнi розв’язки нелiнiйних РРДК та
покажемо, що вони є нелiївськими. Для зручностi розглядатимемо рiвняння для змiнної
V (t, x), а потiм виконаємо замiну (11) i повернемося до початкової змiнної U(t, x).

Розгляньмо випадок i). Рiвняння (4) та вiдповiдний оператор (5) пiсля замiни (11) на-
бувають вигляду (22) та (23) вiдповiдно.

За вiдомою процедурою з допомогою оператора (23) отримуємо анзац

V =


λ∗2t + ϕ(x), λ∗1 = 0,

ϕ(x)eλ∗1t − λ∗2
λ∗1

, λ∗1 6= 0,
(33)

де ϕ(x) — нова невiдома функцiя.

Пiдставляючи анзац (33) в рiвняння (22), одержуємо звичайне диференцiальне рiв-
няння (ЗДР), розв’язавши яке, отримаємо розв’язок рiвняння (22) при λ∗1 = 0:

V = λ∗2t + c1 + c2e
−λx − λ∗4

λ
x.

Використовуючи замiну (11), знаходимо розв’язок

U =
[
λ2(m + 1)t + c1 + c2e

−λx − λ4(m + 1)
λ

x

] 1
m+1

рiвняння

Ut = [UmUx]x + λUmUx + λ2U
−m + λ4, m 6= −1, λ 6= 0,

при λ1 = 0, λ4 = −λ2λ3.

Останнє рiвняння має лише оператори зсуву ∂t, ∂x симетрiї Лi, тому за допомогою цих
операторiв ми можемо отримати тiльки розв’язки вигляду плоскої хвилi. Проаналiзував-
ши отриманий нами розв’язок, приходимо до висновку, що лише при c2 = 0 вiн є лiїв-
ським. Вимога c2 6= 0 дає нелiївський розв’язок. Подiбна ситуацiя має мiсце i для iнших
розв’язкiв, отриманих в цiй роботi.

Провiвши подiбнi мiркування i для випадку λ∗1 6= 0, отримаємо три типи розв’язкiв
рiвняння (4) в залежностi вiд значення δ, δ = λ2 + 4λ1λ3(m + 1):
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Рис. 1. Точний розв’язок (36). Рис. 2. Точний розв’язок (37).

U =

=

[
c1 exp

(
−λ +

√
δ

2
x + λ1(m + 1)t

)
+ c2 exp

(
−λ−

√
δ

2
x + λ1(m + 1)t

)
− λ2

λ1

] 1
m+1

, δ > 0,

(34)

U =
[
c1 exp

(
−λ

2
x + λ1(m + 1)t

)
+ c2x exp

(
−λ

2
x + λ1(m + 1)t

)
− λ2

λ1

] 1
m+1

, δ = 0,

U =
[
exp

(
−λ

2
x + λ1(m + 1)t

)(
c1 cos

√
−δ

2
x + c2 sin

√
−δ

2
x

)
− λ2

λ1

] 1
m+1

, δ < 0. (35)

На рис. 1 зображено розв’язок (див. (34) при c1 = 4, c2 = −4, m = 1, λ = 3, λ1 =
= −1, λ2 = 0, λ3 = 1)

U =
√

4 exp(−x− 2t)− 4 exp(−2x− 2t) (36)

узагальненого рiвняння Маррi

Ut = [UUx]x + 3UUx − U(1− U),

яке отримується з (4) як частковий випадок. На рис. 2 зображено розв’язок (див. (35) при
c1 = 1, c2 = 0, m = 1, λ = 2, λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 = 1)

U =
√

exp(−x− 2t) cos x (37)

узагальненого рiвняння Маррi

Ut = [UUx]x + 2UUx − U(1− U),
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яке отримується з (4) як частковий випадок.
Нагадаємо, що власне рiвняння Маррi

Ut = Uxx + λUUx + λ1U(1− U)

детально вивчалося в [3], а його точнi розв’язки знайдено в [16].
Зауважимо, що розв’язки (36), (37) задовольняють нульовi крайовi умови вiдповiдно

для областi x ∈ [0,+∞) та x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.

Розгляньмо випадок ii). Рiвняння (6) та вiдповiдний оператор (7) пiсля замiни (11) на-
бирають вигляду (31) та (32) вiдповiдно.

Як i при розглядi випадку i), отримуємо такi два анзаци:

V =


λ2t + ϕ(x), λ1 = 0,

ϕ(x)eλ1t − λ2

λ1
, λ1 6= 0.

(38)

Оскiльки структура анзацiв (38) така сама, як i (33), то подальшi викладки повнiстю ана-
логiчнi. У пiдсумку отримаємо розв’язок

U = exp
[
λ2t + c1 + c2e

−λx − λ4

λ
x

]
нелiнiйного РРДК

Ut = [U−1Ux]x + λU−1Ux + λ2U + λ4, λ4 = −λ2λ3,

та три розв’язки:

U = exp

[
c1 exp

(
−λ +

√
δ

2
x + λ1t

)
+ c2 exp

(
−λ−

√
δ

2
x + λ1t

)
− λ2

λ1

]
, (39)

U = exp
[
c1 exp

(
−λ

2
x + λ1t

)
+ c2x exp

(
−λ

2
x + λ1t

)
− λ2

λ1

]
,

U = exp
[
exp

(
−λ

2
x + λ1t

)(
c1 cos

√
−δ

2
x + c2 sin

√
−δ

2
x

)
− λ2

λ1

]
(40)

рiвняння (6) в залежностi вiд знаку δ = λ2 + 4λ1λ3.
На рис. 3 зображено розв’язок (див. (40) при c1 = 1, c2 = 1, λ = 1, λ1 = 1, λ2 =

= −1, λ3 = 0)

U = exp [(1− exp(−x)) exp t + 1] (41)

рiвняння швидкої дифузiї з логарифмiчною нелiнiйнiстю в реактивному членi

Ut = [U−1Ux]x + U−1Ux + U(lnU − 1),
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Рис. 3. Точний розв’язок (41). Рис. 4. Точний розв’язок (42).

яке є частковим випадком (6). На рис. 4 зображено розв’язок (див. (40) при c1 = 1, c2 =
= 1, λ = 1, λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 = 1)

U = exp

[(
cos

(√
3

2
x

)
+ sin

(√
3

2
x

))
exp

(
−t− x

2

)]
(42)

рiвняння

Ut = [U−1Ux]x + U−1Ux + lnU(1− U),

яке є суттєво iншим випадком рiвняння (6).

Розгляньмо випадок iii). Хоча система (10) мiстить п’ять нелiнiйних рiвнянь з частин-
ними похiдними на три невiдомi функцiї, ми покажемо, що вона є сумiсною. Бачимо, що
при f = g = 0, λ1 = 0 система (10) зводиться до одного ЗДР

hxx + λhx +
λ2

2
h− h2 = 0 (43)

i тодi вiдповiдний оператор

Q = ∂t + 2h(x)U
1
2 ∂U (44)

є оператором Q-умовної симетрiї для будь-якого ненульового розв’язку рiвняння (43).

Також при h =
λ2

2
отримуємо частковий випадок i) при m = −1

2
, λ1 = 0.

Рiвняння (8) та вiдповiдний оператор (9) пiсля замiни (11) набирають вигляду (26) та
(27) вiдповiдно. Оскiльки не знайдено загального розв’язку системи (10), то ми обме-
жимося побудовою анзацу, використовуючи оператор (44), записаний у виглядi (27), при
f = g = 0, λ∗1 = 0. Як випливає з системи (10) h = h(x), тому

Q = ∂t + h(x)∂V , (45)
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а вiдповiдне рiвняння має вигляд

Vxx = V Vt − λVx + λ∗2V + λ∗3. (46)

Для побудови анзацу за оператором (45) розв’яжемо рiвняння

dt

1
=

dV

h(x)
,

з якого отримуємо анзац

V = h(x)t + ϕ(x). (47)

Пiдставивши анзац (47) в рiвняння (46), отримаємо

hxxt + ϕxx = (ht + ϕ)h− λ(hxt + ϕx) + λ∗2(ht + ϕ) + λ∗3.

Оскiльки функцiї h та ϕ не залежать вiд t, то, розщепивши останнє рiвняння по t, будемо
мати

hxx + λhx − h2 − λ∗2h = 0, (48)

ϕxx + λϕx − hϕ− λ∗2ϕ− λ∗3 = 0. (49)

На жаль, для нелiнiйного ЗДР (48), а вiдповiдно, i для рiвняння (49) не знайдено нi
загального розв’язку, нi нетривiальних часткових розв’язкiв в явному виглядi (див. [17,
18]). Використавши замiну (11), отримаємо розв’язок

U = (h(x)t + ϕ(x))2

рiвняння

Ut = [U− 1
2 Ux]x + λ U− 1

2 Ux + λ2U
1
2 + λ3,

де λi = −2λ∗i , i = 2, 3, а функцiї h та ϕ є розв’язком системи нелiнiйних ЗДР

hxx + λhx − h2 +
λ2

2
h = 0,

ϕxx + λϕx − hϕ +
λ2

2
ϕ +

λ3

2
= 0.

Висновки. В цiй роботi знайдено всеможливi Q-умовнi оператори вигляду (3) для
рiвняння (1), а саме (5), (7) та (9). З допомогою цих операторiв побудовано розв’язки
рiвняння (1), якi є новими, i їх неможливо отримати за допомогою класичних симетрiй Лi.
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