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ДОСЛIДЖЕННЯ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З
ПАРАМЕТРАМИ В IМПУЛЬСНИХ УМОВАХ ТА ОБМЕЖЕННЯМИ

А. Ю. Лучка, Ю. О. Захарiйченко

Iн-т математики НАН України,
Україна, 01601, Київ 4, вул. Терещенкiвська, 3

An equivalence between impulsive systems of differential equations with restrictions and parameters in
impulse conditions and integral equations is established.

Встановлюється еквiвалентнiсть iмпульсних систем диференцiальних рiвнянь з обмеженнями
та параметрами в iмпульсних умовах iнтегральним рiвнянням.

В сучаснiй науцi та її застосуваннях математичними моделями багатьох задач природо-
знавства i технiки є рiзноманiтнi класи диференцiальних рiвнянь та їх систем. За остан-
нi десятилiття спостерiгається зростання iнтересу до вивчення теорiї диференцiальних
рiвнянь з iмпульсним впливом. Цим рiвнянням та їх системам присвячено низку робiт, на-
приклад [1 – 3], в яких детально аналiзуються подiбностi i вiдмiнностi в задачах теорiї зви-
чайних диференцiальних рiвнянь i диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом. Серед
вказаних систем зустрiчаються такi, про розв’язки яких вiдома додаткова iнформацiя.

В данiй роботi розглядається iмпульсна система диференцiальних рiвнянь з додатко-
вими обмеженнями, якi мiстять параметри:

dx

dt
+A(t)x = F (t, x), (1)

x(ti + 0) = Six(ti − 0) + λi, i = 1, l, (2)

Φs(x) = αs, s = 0, l, (3)

де A(t) — неперервна при t ∈ I , I = [0, T ], матриця розмiру m×m, F : I ×Rm → Rm, Si —
сталi матрицi розмiру m × m, Φs(x) = {Φs

1(x), Φs
2(x), . . . ,Φs

m(x)}, де Φs
j(x), j = 1,m, s =

= 0, l, — лiнiйнi неперервнi функцiонали, αs ∈ Rm, s = 0, l i ti ∈ (0, T ) — фiксованi момен-
ти iмпульсного впливу.

Ставиться задача: знайти вектор-функцiю x(t) i параметри λi ∈ Rm такi, щоб задо-
вольнялась система диференцiальних рiвнянь (1) при t ∈ I \{ti}, справджувались iмпульс-
нi умови (2) та обмеження (3).

Задачу (1) – (3) можна звести до iнтегрального рiвняння. Для цього зобразимо дифе-
ренцiйовну при t ∈ I \ {ti} вектор-функцiю x(t) у виглядi

x(t) = z(t) + u(t), (4)
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в якому вектор-функцiя z(t) задовольняє однорiднi iмпульснi умови i неоднорiднi обме-
ження, а вектор-функцiя u(t), яку називатимемо керуванням, — лише однорiднi обме-
ження, тобто

z(ti + 0) = Siz(ti − 0), i = 1, l, Φs(z) = αs, Φs(u) = 0, s = 0, l. (5)

Тодi, поклавши

λi = u(ti + 0)− Siu(ti − 0), i = 1, l, (6)

переконаємось, що вектор-функцiя x(t) буде задовольняти iмпульснi умови (2) i обме-
ження (3).

Пiдставляючи спiввiдношення (4) у рiвняння (1), отримуємо

dz

dt
+A(t)z +A(t)u+

du

dt
= F (t, z + u). (7)

Будемо вважати, що керування має вигляд

u(t) = B(t)µ, (8)

в якому µ ∈ R p, p = ml — деякий параметр, B(t) — задана неперервно диференцiйовна
при t ∈ I \ {ti} матриця, що задовольняє умову

Φs(B(·)) = 0, s = 0, l, (9)

така, що однорiдна система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(B(ti + 0)− SiB(ti − 0))µ = 0, i = 1, l, (10)

має лише тривiальний розв’язок.
Пiдставляючи тепер (8) у (7) i вводячи позначення

C(t) = A(t)B(t) +
dB(t)
dt

, (11)

отримуємо

dz(t)
dt

+A(t)z(t) + C(t)µ = F (t, z(t) +B(t)µ). (12)

Нехай

y(t) = M(t)z(t) +N(t)µ+ F (t, z(t) +B(t)µ), (13)

де

M(t) = D(t)−A(t), N(t) = U(t)− C(t), (14)

D(t), U(t) — деякi заданi неперервнi матрицi розмiрностi m×m i m× p вiдповiдно.
Тодi iмпульсна система з керуванням (12), (5), до якої звелась задача (1) – (3), з ураху-

ванням (13), (14) набере вигляду

dz(t)
dt

+D(t)z(t) + U(t)µ = y(t), (15)
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z(ti + 0) = Siz(ti − 0), i = 1, l, (16)

Φs(z) = αs, s = 0, l. (17)

Припустимо, що матрицiD(t) i U(t) пiдiбранi таким чином, що однорiдна задача (15) –
(17) має лише тривiальний розв’язок (z(t) ≡ 0, µ = 0). Тодi, як встановлено в [4], iснують
матрицi G(t, τ) i Γ(τ) розмiрностi m×m i p×m вiдповiдно, якi визначаються однозначно,
такi, що єдиний розв’язок неоднорiдної задачi (15) – (17) зображається формулами

z(t) = h(t) +

T∫
0

G(t, τ)y(τ)dτ, (18)

µ = σ +

T∫
0

Γ(τ)y(τ)dτ, (19)

де вектор-функцiя h(t) i вектор σ — розв’язок задачi

dh(t)
dt

+D(t)h(t) + U(t)σ = 0, h(ti + 0) = Sih(ti − 0),Φs(z) = αs, i = 1, l, s = 0, l. (20)

Матрицi G(t, τ) i Γ(τ) задовольняють рiвняння

∂

∂t
G(t, τ) +D(t)G(t, τ) + U(t)Γ(τ) = δ(t− τ), (21)

де δ(t− τ) — функцiя Дiрака, i справджуються спiввiдношення

G(ti + 0, τ) = SiG(ti − 0, τ), Φs(G(·, τ)) = 0, i = 1, l, s = 0, l. (22)

Пiдставивши (19) у (8), для керування отримаємо зображення

u(t) = r(t) +

T∫
0

R(t, τ)y(τ)dτ, (23)

а пiдставивши (18), (23) у (4), для вектор-функцiї x(t) будемо мати формулу

x(t) = k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y(τ)dτ, (24)

в яких

r(t) = B(t)σ, k(t) = h(t) + r(t), R(t, τ) = B(t)Γ(τ),
(25)

K(t, τ) = G(t, τ) +R(t, τ).

Якщо тепер пiдставити (18), (19) у (13), то, виконавши нескладнi перетворення, з ура-
хуванням формули (24) для визначення вектор-функцiї y(t) одержуємо iнтегральне рiв-
няння

y(t) = p(t) +

T∫
0

L(t, τ)y(τ)dτ + F

t, k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y(τ)dτ

 , (26)
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де

p(t) = M(t)h(t) +N(t)σ, L(t, τ) = M(t)G(t, τ) +N(t)Γ(τ). (27)

Отже, питання розв’язностi задачi (1) – (3) звелось до аналогiчного питання для iнте-
грального рiвняння (26).

Лема. Для будь-якої диференцiйовної вектор-функцiї v(t), яка задовольняє умову (5),
i довiльного вектора γ ∈ R p справедливi спiввiдношення

v(t) = h(t) +

T∫
0

G(t, τ)
{
d

dτ
v(τ) +D(τ)v(τ) + U(τ)γ

}
dτ, (28)

γ = σ +

T∫
0

Γ(τ)
{
d

dτ
v(τ) +D(τ)v(τ) + U(τ)γ

}
dτ. (29)

Справдi, в задачi (15) – (17) покладемо

y(t) =
d

dt
v(t) +D(t)v(t) + U(t)γ. (30)

Тодi з урахуванням умови (5) i позначеньw(t) = z(t)−v(t), ρ = µ−γ вказана задача набере
вигляду

dw(t)
dt

+D(t)w(t) + U(t)ρ = 0, (31)

w(ti + 0) = Siw(ti − 0), i = 1, l, Φs(w) = 0, s = 0, l. (32)

За припущенням, задача (31), (32) має тiльки тривiальний розв’язокw(t) ≡ 0, ρ = 0. Отже,
якщо в задачi (15) – (17) вектор-функцiя y(t) має вигляд (30), то

v(t) ≡ z(t), γ = µ. (33)

Оскiльки єдиний розв’язок задачi (15) – (17) виражається формулами (18), (19), то, пiдста-
вивши у них вираз (30) i врахувавши спiввiдношення (33), отримаємо формули (28), (29).

Теорема. Якщо y∗(t) — розв’язок рiвняння (26), то вектор-функцiя

x∗(t) = k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y∗(τ)dτ (34)

i вектори

λ∗i = (B(ti + 0)− SiB(ti − 0))µ∗, i = 1, l, (35)

де

µ∗ = σ +

T∫
0

Γ(τ)y∗(τ)dτ, (36)
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є розв’язком задачi (1) – (3).
Якщо вектор-функцiя x∗(t) i вектори λ∗i , i = 1, l, — розв’язок задачi (1) – (3), то

вектор-функцiя

y∗(t) =
dz∗(t)
dt

+D(t)z∗(t) + U(t)µ∗, (37)

в якiй

z∗(t) = x∗(t)− u∗(t), (38)

u∗(t) = B(t)µ∗, (39)

а невiдомий параметр µ∗ визначається з системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (35), є
розв’язком iнтегрального рiвняння (26).

Доведення. Нехай y∗(t) — розв’язок рiвняння (26). Покажемо, що вектор-функцiя
x∗(t) i вектори λ∗i , i = 1, l, якi обчислюються за формулами (34), (35), є розв’язком за-
дачi (1) – (3).

Спочатку встановимо справедливiсть спiввiдношень

dk(t)
dt

+A(t)k(t) = −p(t), ∂
∂t
K(t, τ) +A(t)K(t, τ) = δ(t− τ)− L(t, τ). (40)

Справдi, на основi формул (25), (14), (11), (20) i (27) маємо

dk(t)
dt

+A(t)k(t) =
dh(t)
dt

+A(t)h(t) +
dr(t)
dt

+A(t)r(t) =

=
dh(t)
dt

+D(t)h(t)−M(t)h(t) +
(
dB(t)
dt

+A(t)B(t)
)
σ =

= −U(t)σ −M(t)h(t) + C(t)σ = −M(t)h(t)−N(t)σ = −p(t).

Використовуючи спiввiдношення (25), (14), (21), (11) i (27), отримуємо

∂

∂t
K(t, τ) +A(t)K(t, τ) =

∂

∂t
G(t, τ) +A(t)G(t, τ) +

∂

∂t
R(t, τ) +A(t)R(t, τ) =

=
∂

∂t
G(t, τ) +D(t)G(t, τ)−M(t)G(t, τ) +

(
dB(t)
dt

+A(t)B(t)
)

Γ(τ) =

= δ(t− τ)− U(t)Γ(τ)−M(t)G(t, τ) + C(t)Γ(τ) = δ(t− τ)−M(t)G(t, τ)−

−N(t)Γ(τ) = δ(t− τ)− L(t, τ).

Таким чином, враховуючи формули (1), (34), (40) i (26), маємо

dx∗(t)
dt

+A(t)x∗(t)− F (t, x∗(t)) =
dk(t)
dt

+A(t)k(t) +
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+

T∫
0

{
∂

∂t
K(t, τ) +A(t)K(t, τ)

}
y∗(τ)dτ − F

t, k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y∗(τ)dτ

 =

= −p(t) +

T∫
0

{δ(t− τ)− L(t, τ)}y∗(τ)dτ − F

t, k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y∗(τ)dτ

 =

= y∗(t)− p(t)−
T∫

0

L(t, τ)y∗(τ)dτ − F

t, k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y∗(τ)dτ

 = 0.

Далi, на пiдставi формул (34), (25), (20), (22), (36) i (35) легко переконатись, що вектор-
функцiя x∗(t) i вектори λ∗i , i = 1, l, задовольняють iмпульснi умови (2). Дiйсно,

x∗(ti + 0)− Six∗(ti − 0) = k(ti + 0)− Sik(ti − 0) +

+

T∫
0

{K(ti + 0, τ)− SiK(ti − 0, τ)}y∗(τ)dτ = h(ti + 0)− Sih(ti − 0) +

+ r(ti + 0)− Sir(ti − 0) +

T∫
0

{G(ti + 0, τ)− SiG(ti − 0, τ)}y∗(τ)dτ +

+

T∫
0

{R(ti + 0, τ)− SiR(ti − 0, τ)}y∗(τ)dτ = (B(ti + 0)− SiB(ti − 0))

{
σ +

+

T∫
0

Γ(τ)y∗(τ)dτ

}
= (B(ti + 0)− SiB(ti − 0))µ∗ = λ∗i , i = 1, l.

На пiдставi формул (34), (25), (20), (22) i (9) маємо

Φs(x∗) = Φs(k) +

T∫
0

Φs(K(·, τ))y∗(τ)dτ = Φs(h) + Φs(r) +

+

T∫
0

Φs(G(·, τ))y∗(τ)dτ +

T∫
0

Φs(R(·, τ))y∗(τ)dτ = αs +

+ Φs(B(·))

σ +

T∫
0

Γ(τ)y∗(τ)dτ

 = αs, s = 0, l.
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Отже, ми показали, що вектор-функцiя x∗(t) i вектори λ∗i , i = 1, l, якi виражаються
формулами (34), (35), є розв’язком задачi (1) – (3).

Нехай вектор-функцiя x∗(t) i вектори λ∗i , i = 1, l, — розв’язок задачi (1) – (3). Пока-
жемо, що вектор-функцiя y∗(t), яка визначається формулою (37), є розв’язком iнтеграль-
ного рiвняння (26).

Встановимо справедливiсть спiввiдношень

p(t) +

T∫
0

L(t, τ)y∗(τ)dτ = M(t)x∗(t)−M(t)u∗(t) +N(t)µ∗, (41)

k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y∗(τ)dτ = x∗(t). (42)

Справдi, враховуючи лему i спiввiдношення (37), (25), (27), (38) i (39), отримуємо

p(t) +

T∫
0

L(t, τ)y∗(τ)dτ = p(t) +

T∫
0

L(t, τ)
{
d

dτ
z∗(τ) +D(τ)z∗(τ) + U(τ)µ∗

}
dτ =

= M(t)

h(t) +

T∫
0

G(t, τ)
[
d

dτ
z∗(τ) +D(τ)z∗(τ) + U(τ)µ∗

]
dτ

+

+N(t)

σ +

T∫
0

Γ(τ)
[
d

dτ
z∗(τ) +D(τ)z∗(τ) + U(τ)µ∗

]
dτ

 = M(t)z∗(t) +

+N(t)µ∗ = M(t)x∗(t)−M(t)u∗(t) +N(t)µ∗,

k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y∗(τ)dτ = h(t) +

T∫
0

G(t, τ)
{
d

dτ
z∗(τ) +D(τ)z∗(τ) + U(τ)µ∗

}
dτ +

+B(t)

σ +

T∫
0

Γ(τ)
[
d

dτ
z∗(τ) +D(τ)z∗(τ) + U(τ)µ∗

]
dτ

 = z∗(t) + u∗(t) = x∗(t).

На основi формул (26), (37), (41), (42), (38), (14), (39), (11) i (1) маємо

y∗(t)− p(t)−
T∫

0

L(t, τ)y∗(τ)dτ − F

t, k(t) +

T∫
0

K(t, τ)y∗(τ)dτ

 =

=
dz∗(t)
dt

+D(t)z∗(t) + U(t)µ∗ −M(t)x∗(t) +M(t)u∗(t)−N(t)µ∗ −
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−F (t, x∗(t)) =
dx∗(t)
dt

+D(t)x∗(t)−M(t)x∗(t)− du∗(t)
dt

−D(t)u∗(t) +

+M(t)u∗(t) + U(t)µ∗ −N(t)µ∗ − F (t, x∗(t)) =
dx∗(t)
dt

+A(t)x∗(t)−

−du
∗(t)
dt

−A(t)u∗(t) + C(t)µ∗ − F (t, x∗(t)) =
dx∗(t)
dt

+A(t)x∗(t)−

−F (t, x∗(t))−
(
dB(t)
dt

+A(t)B(t)
)
µ∗ + C(t)µ∗ = 0.

Таким чином, ми показали, що вектор-функцiя y∗(t), яка визначається формулою (37),
є розв’язком iнтегрального рiвняння (26).
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