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We give sufficient conditions for the extendibility “to the left” of solutions of a nonlinear difference equation
in a Banach space.

Приведены достаточные условия продолжаемости „влево” решений нелинейного разностного
уравнения в банаховом пространстве.

Нехай (W, ‖ · ‖) — банахiв простiр; 0, O, I — вiдповiдно нульовий елемент, нульовий та
одиничний оператори в W ; k — фiксоване натуральне число; Zk := {0, 1, . . . , k − 1}.

У роботах [1, 2] отримано достатнi умови на функцiї {fn : Ωn ⊂ W → W : n ∈ Zk},
при виконаннi яких для заданого елемента d ∈ W iснує єдиний в деякiй кулi простору W
елемент x0 такий, що

xn+1 = xn + fn(xn), n ∈ Zk; xk = d. (1)

При цьому було використано модифiкований метод Ньютона [3, c. 470] i умови сформу-
льовано для функцiї F , яка задає явний вигляд розв’язку рiзницевого рiвняння (1) i склад-
но виражається через {fn}. Цi умови, зокрема умова щодо оборотностi F ′ в деякiй точцi,
є складними для перевiрки. Також в [1] встановлено, що якщо функцiї {fn} задовольня-
ють певну умову Лiпшиця, то для кожного x0 ∈ W iснує таке керування α(x0) ∈ W , що
для заданого d0 ∈ W збурене рiвняння

z0 = x0, zn+1 = zn + fn(zn) + α(x0), n ∈ Zk, zk = d0, (2)

має розв’язок.
У данiй роботi отримано аналогiчнi результати при менш обмежувальних умовах, якi

накладаються тiльки на функцiї {fn}. Для їхнього доведення використовується теорема
Банаха про стискаючi вiдображення.

Про застосування отриманих результатiв також див. [1, 2].

1. Продовження „влiво” розв’язкiв рiвняння (1). Нехай R > 0, d ∈ W, B := {x ∈ W :
‖x − d‖ ≤ R} i iснує така стала C > 0, що для кожного n ∈ Zk функцiя fn : B → W
задовольняє умову Лiпшиця

∀x′, x′′ ∈ B : ‖fn(x′)− fn(x′′)‖ ≤ C‖x′ − x′′‖. (3)

Справедливою є наступна теорема.
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Теорема 1. Припустимо, що виконуються такi умови:

a1) ∀n ∈ Zk ∀x ∈ B : ‖fn(x)‖ ≤ R

k
;

a2) стала C задовольняє нерiвнiсть kC < 1.
Тодi iснує єдиний елемент x0 у множинi B, для якого виконуються рiвностi (1).

Доведення. Розглянемо банахiв простiр W k з покоординатним додаванням i множен-
ням елементiв на скаляр та нормою

‖x̄‖k := max
0≤i≤k−1

‖xi‖, x̄ = (x0, x1, . . . , xk−1)t ∈ W k.

Покладемо d̄ = (d, d, . . . , d)t, D := {x̄ ∈ W k : ‖x̄− d̄‖k ≤ R},

F̄ (x̄) := {f0(x0), f1(x1), . . . , fk−1(xk−1)}t, x̄ = (x0, x1, . . . , xk−1)t ∈ D.

Тодi система (1) еквiвалентна такому рiвнянню у просторi W k:
x1

x2

. . .
xk−1

d

 =


f0(x0)
f1(x1)

. . .
fk−2(xk−2)
fk−1(xk−1)

 +


x0

x1

. . .
xk−2

xk−1

 .

Звiдси
I −I O . . . O O
O I −I . . . O O
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
O O O . . . I −I
O O O . . . O I




x0

x1

. . .
xk−2

xk−1

 =


−f0(x0)
−f1(x1)

. . .
−fk−2(xk−2)
−fk−1(xk−1)

 +


0
0

. . .
0
d

 ,

а отже, (1) можна записати в такому еквiвалентному виглядi:

x̄ = −A · F̄ (x̄) + d̄, (4)

де A : W k → W k — лiнiйний неперервний оператор, який дiє за правилом

Ax̄ =


I I I . . . I I
O I I . . . I I
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
O O O . . . I I
O O O . . . O I




x0

x1

. . .
xk−2

xk−1

 , x̄ ∈ W k.

Зазначимо, що ‖A‖ = k. Покладемо Ḡ := −AF̄ (x̄) + d̄, x̄ ∈ D. Вiдображення Ḡ дiє з D в
D, оскiльки внаслiдок умови a1) для кожного x̄ ∈ D

‖Ḡ(x̄)− d̄‖k ≤ ‖A‖ ‖F̄ (x̄)‖k ≤ k max
0≤i≤k−1

‖fi(xi)‖ ≤ R.
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Доведемо, що Ḡ — вiдображення стиску. Справдi, з урахуванням (3) та умови a2)

∀x̄, ȳ ∈ D : ‖Ḡ(x̄)− Ḡ(ȳ)‖k = ‖A(F̄ (x̄)− F̄ (ȳ))‖k ≤

≤ ‖A‖‖F̄ (x̄)− F̄ (ȳ)‖k = k max
0≤i≤k−1

‖fi(xi)− fi(yi)‖ ≤ kC‖x̄− ȳ‖k,

причому kC < 1.
Таким чином, до (4) можна застосувати теорему Банаха про стискаючi вiдображення.
Теорему 1 доведено.

Зауваження 1. Для виконання нерiвностi (3) досить, щоб fi була диференцiйовною
(за Фреше) у деякiй вiдкритiй множинi, що мiстить B, i ‖f ′i(x)‖ ≤ C для кожного x ∈ B. У
зв’язку з цим зазначимо, що в [1] аналогiчний до теореми 1 результат доведено у випадку,
коли окрiм згадуваної вище умови на F ′ для кожного i ∈ Zk функцiя fi є диференцiйов-
ною, а f ′i задовольняє нерiвнiсть Лiпшиця в деякiй кулi.

2. Керування i продовження „влiво” розв’язкiв збуреного рiвняння. Нехай додатко-
во k > 1, для кожного i ∈ Zk функцiя fi дiє з W в W i задовольняє нерiвнiсть (3) для
довiльних x, y ∈ W . Покладемо

L :=
k − 1

2
+

(−1)k − 1
2k

.

Виконується така теорема.

Теорема 2. Зафiксуємо d ∈ W . Якщо стала C з нерiвностi (3) задовольняє нерiвнiсть
LC < 1, то для довiльного x0 ∈ W знайдеться єдине керування α(x0) ∈ W таке, що
збурене рiвняння (2) має розв’язок.

Доведення. Нехай

S̄(z̄) := (f1(z1), . . . , fk−1(zk−1))t, z̄ = (z1, . . . , zk−1)t ∈ W k−1.

Зафiксуємо x0 ∈ W i покладемо

β := x0 + f0(x0), β̄ := (β, . . . , β, β + d)t ∈ W k−1.

Система (2) еквiвалентна рiвнянню

T z̄ = S̄(z̄)− β̄, (5)

яке розглядається в банаховому просторi (W k−1, ‖‖k−1). Тут T : W k−1 → W k−1 — лiнiй-
ний обмежений оператор, який дiє за правилом

T z̄ :=



−2I I O . . . O O O
−I −I I . . . O O O
−I O −I . . . O O O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−I O O . . . O −I I
−I O O . . . O O −I





z1

z2

z3

. . .
zk−2

zk−1

 , z̄ ∈ W k−1.
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Легко переконатись, що оператор T є неперервно оборотним, причому

T−1z̄ :=
1
k



−I −I −I . . . −I −I −I
(k − 2)I −2I −2I . . . −2I −2I −2I
(k − 3)I (k − 3)I −3I . . . −3I −3I −3I
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2I 2I 2I . . . 2I −(k − 2)I −(k − 2)I
I I I . . . I I −(k − 1)I





z1

z2

z3

. . .
zk−2

zk−1

 ,

z̄ ∈ W k−1, а також ‖T−1‖ = L. Тому (5) можна записати у еквiвалентному виглядi

z̄ = T−1(S̄(z̄)− β̄). (6)

Вiдображення

Ψ(z̄) := T−1(S̄(z̄)− β̄) (7)

є вiдображенням стиску на W k−1, оскiльки для довiльних z̄, ȳ ∈ W k−1

‖Ψ(z̄)−Ψ(ȳ)‖k−1 ≤ ‖T−1‖‖S̄(z̄)− S̄(ȳ)‖k−1 ≤ LC‖z̄ − ȳ‖k−1,

причому LC < 1. Тому за теоремою Банаха про стискаючi вiдображення рiвняння (6) має
єдиний розв’язок z̄∗ = (z∗1 , . . . , z

∗
k−1)

t ∈ W k−1. Зокрема, єдиним чином знаходиться z∗1 , а
отже i α(x0) = z∗1 − β.

Теорему 2 доведено.

Зауваження 2. В [1] теорему 2 доведено при бiльш обмежувальнiй умовi 2kC < 1.

Зазначимо, що при фiксованому x0 ∈ W для iснування керування α(x0) досить ви-
магати виконання нерiвностей (3) не в усьому просторi W , а в деяких спецiально вибра-
них кулях. Для формулювання вiдповiдного результату скористаємося позначеннями з
доведення теореми 2. Зафiксуємо R > 0 i покладемо γ̄ := T−1β̄, D̃ := {z̄ ∈ W k−1 :
‖z̄ − γ̄‖k−1 ≤ R}. Тодi D̃ = D1 × D2 × . . . × Dk−1, де Di := {x ∈ W : ‖x − γi‖ ≤ R},
γ = (γ1, . . . , γk−1)t.

Справджується така теорема.

Теорема 3. Нехай для кожного 1 ≤ i ≤ k−1 функцiя fi : Di → W задовольняє умови:

b1) ∀x ∈ Di : ‖fi(x)‖ ≤ R

L
;

b2) iснує таке C > 0, що LC < 1 i ‖fi(x)− fi(y)‖ ≤ C‖x− y‖ для довiльних x, y ∈ Di.
Тодi рiвняння (6) має єдиний розв’язок у множинi D̃.

Доведення. Внаслiдок умови b1) визначене спiввiдношенням (7) вiдображення Ψ дiє iз
D̃ в D̃. Iз умови b2) випливає, що Ψ — вiдображення стиску. Тому рiвняння (6) має єдиний
розв’язок у множинi D̃ за теоремою Банаха про стискаючi вiдображення.

Теорему 3 доведено.
3. Висновки. У цiй статтi отримано менш обмежувальнi, нiж в [1, 2], достатнi умови

продовжуваностi „влiво” розв’язкiв нелiнiйного рiзницевого рiвняння в банаховому про-
сторi, а також iснування збуреного рiвняння, для якого продовження завжди є можливим.
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