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УСЕРЕДНЕННЯ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ БАГАТОЧАСТОТНОЇ
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Using an averaging method we study solvability of a boundary-value problem for a multifrequency system
with a shift in the argument and integral boundary-value conditions. We also obtain an estimate for the
difference between the initial and the averaged problems.

С помощью метода усреднения исследована разрешимость краевой задачи для многочастот-
ной системы с отклоненным аргументом и интегральными краевыми условиями, а также по-
лучена оценка разности решений исходной и усредненной задач.

Дослiдження розв’язностi крайових задач для диференцiальних рiвнянь значно спрощу-
ється, якщо до таких задач застосувати метод усереднення [1 – 4]. У випадку iнтегральних
крайових умов крiм самих рiвнянь можна усереднювати i крайовi умови [1, 5]. У данiй
статтi використано розроблену в [1] методику для вивчення розв’язностi крайової задачi
з iнтегральними крайовими умовами для багаточастотної системи з вiдхиленим аргумен-
том i встановлено ефективну оцiнку рiзницi розв’язкiв вихiдної та усередненої задач.

Розглянемо нелiнiйну систему n + m диференцiальних рiвнянь з повiльними та швид-
кими змiнними i запiзненням вигляду

dx

dτ
= a(x, xλ, ϕ, ϕλ, τ),

(1)
dϕ

dτ
=

ω(τ)
ε

+ b(x, xλ, ϕ, ϕλ, τ), τ ∈ [0, L],

де x = x(τ, ε) ∈ D ⊂ Rn, ϕ = ϕ(τ, ε) ∈ Rm, xλ = x(λ(τ), ε), ϕλ = ϕ(λ(τ), ε), ε — малий
додатний параметр, D — вiдкрита обмежена область, λ(τ) — неперервно диференцiйовна
на [0, L] функцiя, яка задовольняє умови

λ(τ) < τ, λ(0) = −∆ < 0, 0 < σ−1
1 <

dλ(τ)
dτ

< σ1 = const ,

(2)
λ(τ0) = 0, τ0 ∈ (0, L).

* Частково пiдтримано Державним фондом фундаментальних дослiджень України (проект № 14.1/007).
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Нехай x(τ, ε), ϕ(τ, ε) задовольняє крайову умову

x(τ, ε) = f(τ) +

L∫
0

η(x, xλ, ϕ, ϕλ, τ) dτ, ϕ(τ, ε) = g(τ, ε) +
1
ε

τ∫
0

Ω(t) dt+

+

L∫
0

(C1(τ)ϕ + C2(τ)ϕλ + ξ(x, xλ, ϕ, ϕλ, τ)) dτ, τ ∈ [−∆, 0]. (3)

Тут C1 i C2 — неперервнi на [0, L] (m × m)-матрицi, a, η, f i ω, b, g, Ω, ξ — вiдповiдно n- i
m-вимiрнi вектори.

Вважатимемо, що 2(n + m)-вимiрна вектор-функцiя z(y, θ, τ) = (a(y, θ, τ), η(y, θ, τ),
b(y, θ, τ), ξ(y, θ, τ)), де y = (x, xλ), θ = (ϕ, ϕλ), має неперервнi обмеженi сталою σ1 час-
тиннi похiднi по всiх змiнних до другого порядку на множинi D2 × R2m × [0, L], належить
класу майже перiодичних по θ функцiй, якi розкладаються в ряд Фур’є

z(y, θ, τ) =
∞∑

s=0

zs(y, τ)ei(λs,θ),

де i =
√
−1 — уявна одиниця, λ0 = 0, λs 6= 0 при s ≥ 1, (λs, θ) — скалярний добуток в

R2m, коефiцiєнти zs(y, τ) якого задовольняють нерiвнiсть

∑
s≥1

[(
‖λs‖+

1
‖λs‖

)
sup
D1

‖zs(y, τ)‖+
(

1 +
1

‖λs‖

) (
sup
D1

∥∥∥∥∂zs(y, τ)
∂y

∥∥∥∥ + sup
D1

∥∥∥∥∂zs(y, τ)
∂τ

∥∥∥∥)
+

+
1

‖λs‖

sup
D1

∥∥∥∥∂2zs(y, τ)
∂y∂τ

∥∥∥∥ +
n∑

j=1

sup
D1

∥∥∥∥∂2zs(y, τ)
∂y∂yj

∥∥∥∥
 ≤

≤ σ1, D1 = D2 × [0, L]. (4)

Припустимо, що f(τ) i g(τ, ε) неперервно диференцiйовнi по τ , до того ж

‖f(τ)‖+
∥∥∥∥df(τ)

dτ

∥∥∥∥ +
∥∥∥∥dg(τ, ε)

dτ

∥∥∥∥ ≤ σ1, τ ∈ [−∆, 0], ε ∈ (0, ε0]. (5)

Розглянемо усереднену по ϕ, ϕλ задачу

dx̄

dτ
= a0(x̄, x̄λ, τ), τ ∈ [0, L], (6.1)

x̄(τ) = f(τ) +

L∫
0

η0(x̄, x̄λ, τ) dτ, τ ∈ [−∆, 0], (6.2)
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dϕ̄

dτ
=

ω(τ)
ε

+ b0(x̄, x̄λ, τ), τ ∈ [0, L], (6.3)

ϕ̄(τ, ε) = g(τ, ε) +
1
ε

τ∫
0

Ω(t) dt +

L∫
0

(C1(τ)ϕ̄ + C2(τ)ϕ̄λ+

+ ξ0(x̄, x̄λ, τ)) dτ, τ ∈ [−∆, 0], (6.4)

в якiй (a0, η0, b0, ξ0) = z0.
Для розв’язання крайової задачi (6.1), (6.2) розглянемо допомiжну початкову задачу

dx̄

dτ
= a0(x̄, x̄λ, τ), τ ∈ [0, L],

(7)
x̄(τ) = f(τ) + µ, τ ∈ [−∆, 0],

де µ — деякий параметр, µ ∈ D̃ ⊂ Rn, D̃ — вiдкрита область. Нехай розв’язок x̄ = x̄(τ, µ)
цiєї задачi визначено для всiх τ ∈ [−∆, L], µ ∈ D̃. Розглянемо рiвняння

µ =

L∫
0

η0(x̄(τ, µ), x̄(λ(τ), µ), τ) dτ (8)

i припустимо, що µ = µ̄ ∈ D̃ — розв’язок цього рiвняння. Тодi x̄(τ, µ̄) є розв’язком крайо-
вої задачi (6.1), (6.2).

Розглянемо далi початкову задачу

dϕ̄

dτ
=

ω(τ)
ε

+ b0(x̄, x̄λ, τ), τ ∈ [0, L],

ϕ̄(τ, ε) = g(τ, ε) +
1
ε

τ∫
0

Ω(t) dt + ν, τ ∈ [−∆, 0],

в якiй x̄ = x̄(τ, µ̄), x̄λ = x̄(λ(τ), µ̄), ν ∈ Rm — параметр, i позначимо її розв’язок ϕ̄(τ, µ̄, ν, ε).
Тодi для всiх τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0] маємо

ϕ̄(τ, µ̄, ν, ε) = g(0, ε) + ν +
1
ε

τ∫
0

ω(t) dt +

τ∫
0

b0(x̄, x̄λ, τ)dτ. (9)

Пiдберемо ν так, щоб функцiя (9) була розв’язком крайової задачi (6.3), (6.4). Для
цього досить припустити, що матриця

P1 = E −
L∫

0

(C1(τ) + C2(τ)) dτ,
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де E — одинична m-вимiрна матриця, є невиродженою.
Тодi

ϕ̄(τ, µ̄, ν̄, ε) = g(τ, ε) +
1
ε

τ∫
0

Ω(t) dt + ν̄, τ ∈ [−∆, 0],

ϕ̄(τ, µ̄, ν̄, ε) = g(0, ε) + ν̄ +
1
ε

τ∫
0

ω(t) dt +

τ∫
0

b0(x̄(t, µ̄), x̄(λ(t), µ̄), t) dt, τ ∈ [0, L],

є розв’язком задачi (6.3), (6.4), де

ν̄ = P−1
1

 L∫
0

ξ0(x̄(τ, µ̄), x̄(λ(τ), µ̄), τ) dτ +

L∫
0

C1(τ)e(τ, µ̄, ε) dτ +

+

τ0∫
0

C2(τ)

g(λ(τ), ε) +
1
ε

λ(τ)∫
0

Ω(t) dt

 dτ +

L∫
τ0

C2(τ)e(λ(τ), µ̄, ε) dτ

 ,

e(τ, µ̄, ε) = g(0, ε) +
1
ε

τ∫
0

ω(t) dt +

τ∫
0

b0(x̄(t, µ̄), x̄(λ(t), µ̄), t) dt.

Позначимо через P2 квадратну n-вимiрну матрицю

P2 = E −
L∫

0

(
∂η0(x̄(τ, µ̄), x̄(λ(τ), µ̄), τ)

∂x̄

∂x̄(τ, µ̄)
∂µ̄

+

+
∂η0(x̄(τ, µ̄), x̄(λ(τ), µ̄), τ)

∂x̄λ

∂x̄(λ(τ), µ̄)
∂µ̄

dτ

)
.

Перейдемо тепер до розв’язання вихiдної крайової задачi (1), (3) методом усереднен-
ня. Для того щоб усереднена система (6.1), (6.3) правильно описувала еволюцiю розв’яз-
кiв системи (1) на часовому вiдрiзку [0, L], потрiбно накласти певнi обмеження на частоти
ω(τ) = (ω1(τ), . . . , ωm(τ)) i Ω(τ) = (Ω1(τ), . . . ,Ωm(τ)) [1]. Нехай

ων(τ) ∈ Cp−1
[0,L], Ων(τ) ∈ Cp−1

[−∆,0], λ(τ) ∈ Cp
[0,L], ν = 1,m, (10)

при деякому натуральному p ≥ 2m. Позначимо через A(τ), A(τ) i B(τ) (p×m)-вимiрнi
матрицi

A(τ) =
(

d l−1

dτ l−1
ων(τ)

)p, m

l, ν=1

, τ ∈ [0, L],
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A(τ) =
(

d l−1

dτ l−1

(
ων(λ(τ))

dλ(τ)
dτ

))p, m

l, ν=1

, τ ∈ [τ0, L],

B(τ) =
(

d l−1

dτ l−1

(
Ων(λ(τ))

dλ(τ)
dτ

))p, m

l, ν=1

, τ ∈ [0, τ0],

а через A(τ) i B(τ) (p× 2m)-вимiрнi матрицi

A(τ) =
(
A(τ) A(τ)

)
, τ ∈ [τ0, L],

B(τ) =
(
A(τ) B(τ)

)
, τ ∈ [0, τ0].

Припустимо, що

det
(
AT (τ)A(τ)

)
> 0, τ ∈ [τ0, L],

(11)
det

(
BT (τ)B(τ)

)
> 0, τ ∈ [0, τ0],

де AT i BT — транспонованi матрицi.

Теорема. Нехай:
1) iснує розв’язок µ = µ̄ ∈ D̃ рiвняння (7), для якого крива x̄ = x̄(τ, µ̄) належить D

для всiх τ ∈ [−∆, L];
2) виконуються припущення (2), (4), (5), (10), (11);
3) матрицi P1 i P2 є невиродженими.
Тодi iснують сталi ε0 > 0 i σ2 > 0 такi, що для кожного ε ∈ (0, ε0] в малому

околi розв’язку x̄(τ, µ̄), ϕ̄(τ, µ̄, ν̄, ε) усередненої задачi (6.1) – (6.4) iснує єдиний розв’язок
x(τ, ε), ϕ(τ, ε) крайової задачi (1), (3), причому

‖x(τ, ε)− x̄(τ, µ̄)‖+ ‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, µ̄, ν̄, ε)‖ ≤ σ2ε
1
p (12)

для всiх τ ∈ [−∆, L], ε ∈ (0, ε0].

Доведення. Згiдно iз зробленими припущеннями D — вiдкрита область i x̄(τ, µ̄) ∈ D
при τ ∈ [−∆, L], тому крива x̄ = x̄(τ, µ̄) належить D разом iз деяким своїм ρ1-околом.
Оскiльки det P2 6= 0 i D̃ — вiдкрита область, то µ = µ̄ — iзольований розв’язок рiвняння
(8), тобто iснують такi додатнi числа ρ3 ≤ ρ2 ≤ ρ1, що в кулi K1 = {µ |µ ∈ Rn, ‖µ− µ̄‖ <
< ρ2} не iснує iнших розв’язкiв рiвняння (8), а розв’язок x̄ = x̄(τ, µ) задачi (7) є визначе-
ним для всiх τ ∈ [−∆, L], µ ∈ K1 i належить D разом iз своїм ρ3-околом.

У монографiї [1] на пiдставi припущень (10), (11) одержано оцiнку осциляцiйного iн-
теграла∥∥∥∥∥∥

τ∫
0

F (t) exp

 i

ε

t∫
t̄

(k, ω̃(ξ)) dξ

 dt

∥∥∥∥∥∥ ≤ σ3ε
1
p

[(
1 +

1
‖k‖

)
sup
[0,L]

‖F (t)‖+
1
‖k‖

sup
[0,L]

∥∥∥∥dF (t)
dt

∥∥∥∥
]

(13)
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для всiх τ ∈ [0, L], t̄ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0], k 6= 0 при досить малому ε0 > 0 зi сталою σ3, не
залежною вiд k, ε, F i t̄, але залежною вiд L i ω̃. Тут

ω̃(τ) =
(

ω1(τ), . . . , ωm(τ), Ω1(λ(τ))
dλ(τ)

dτ
, . . . , Ωm(λ(τ))

dλ(τ)
dτ

)
, τ ∈ [0, τ0],

ω̃(τ) =
(

ω1(τ), . . . , ωm(τ), ω1(λ(τ))
dλ(τ)

dτ
, . . . , ωm(λ(τ))

dλ(τ)
dτ

)
, τ ∈ (τ0, L],

(k, ω̃) — скалярний добуток в R2m, F (τ) має на [0, L] кусково-неперервну похiдну [6].
Ця оцiнка та обмеження (4) на коефiцiєнти Фур’є ведуть до нерiвностi

‖u‖+
∥∥∥∥∂u

∂µ

∥∥∥∥ +
∥∥∥∥∂u

∂ν

∥∥∥∥ ≤ σ4ε
1
p , τ ∈ [−∆, L], µ ∈ K1, ν ∈ Rm, (14)

в якiй стала σ4 не залежить вiд ε, u = (x(τ, µ, ν, ε) − x̄(τ, µ), ϕ(τ, µ, ν, ε) − ϕ̄(τ, µ, ν, ε)), а
x(τ, µ, ν, ε), ϕ(τ, µ, ν, ε) i x̄(τ, µ), ϕ̄(τ, µ, ν, ε) — розв’язки систем вiдповiдно (1) i (6.1), (6.3),
якi при τ ∈ [−∆, 0] збiгаються з функцiєю

f(τ) + µ, g(τ, ε) +
1
ε

τ∫
0

Ω(t) dt + ν.

Для того щоб функцiя x(τ, µ, ν, ε), ϕ(τ, µ, ν, ε) була розв’язком крайової задачi (1), (3),
потрiбно вибрати параметри µ i ν з умов

µ =

L∫
0

η(x, xλ, ϕ, ϕλ, τ) dτ,

(15)

ν =

L∫
0

(C1(τ)ϕ + C2(τ)ϕλ + ξ(x, xλ, ϕ, ϕλ, τ)) dτ,

де x = x(τ, µ, ν, ε), xλ = x(λ(τ), µ, ν, ε), ϕ = ϕ(τ, µ, ν, ε), ϕλ = ϕ(λ(τ), µ, ν, ε).
Покладемо в (15)

µ = µ̄ + h, ν = ν̄ + r, v = (h, r), d = (η, ξ), d̃ = d− d0, d0 = (η0, ξ0),

C3(τ) =
(

0
C1(τ)

)
, C4(τ) =

(
0

C2(τ)

)
, τ ∈ [0, L],

P3(τ) =

τ∫
0

(
∂b0(x̄(t, µ̄), x̄(λ(t), µ̄), t)

∂x̄

∂x̄(t, µ̄)
∂µ̄

+
∂b0(x̄(t, µ̄), x̄(λ(t), µ̄), t)

∂x̄λ

∂x̄(λ(t), µ̄)
∂µ̄

)
dt
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при τ ∈ [0, L] i P3(τ) = 0 при τ ∈ [−∆, 0),

P4 =

L∫
0

(
∂ξ0(x̄(t, µ̄), x̄(λ(t), µ̄), t)

∂x̄

∂x̄(t, µ̄)
∂µ̄

+
∂ξ0(x̄(t, µ̄), x̄(λ(t), µ̄), t)

∂x̄λ

∂x̄(λ(t), µ̄)
∂µ̄

)
dt,

P =
(

P2 0
P5 P1

)
, P6 =

(
P2 − E
P1 − E

)
,

P5 = −P4 −
L∫

0

(C1(τ)P3(τ) + C2(τ)P3(λ(τ))) dτ.

Зазначимо, що в цих позначеннях 0 — нуль-матриця, C3(τ), C4(τ) i P6 — ((n+m)×m)-
вимiрнi, P3(τ) — (m× n)-вимiрна, P — ((n + m)× (n + m))-вимiрна матрицi.

Оскiльки
det P = detP1 det P2 6= 0,

то з (15) отримаємо рiвнiсть

v = P−1

L∫
0

[
d̃(x, xλ, ϕ, ϕλ, τ) + (d0(x, xλ, τ)− d0(x̄, x̄λ, τ)) + C3(τ)(ϕ− ϕ̄)+

+ C4(τ)(ϕλ − ϕ̄λ) + (d0(x̄, x̄λ, τ)− d0(x̄(τ, µ̄), x̄(λ(τ), µ̄), τ)− L−1P6h+

+ C3(τ)(ϕ̄− ϕ̄(τ, µ̄, ν̄, ε)− r − P3(τ)h) + C4(τ)(ϕ̄λ − ϕ̄(λ(τ), µ̄, ν̄, ε)−

− r − P3(λ(τ))h

]
dτ ≡ F1(v, ε),

в якiй x̄ = x̄(τ, µ), ϕ̄ = ϕ̄(τ, µ, ν, ε), x̄λ = x̄(λ(τ), µ), ϕ̄λ = ϕ̄(λ(τ), µ, ν, ε).
Враховуючи, що

x̄(τ, µ) = x̄(τ, µ̄) +
∂x̄(τ, µ̄)

∂µ̄
h + R1(τ, h),

∂x̄(τ, µ)
∂µ

=
∂x̄(τ, µ̄)

∂µ̄
+ R2(τ, h), τ ∈ [−∆, L], ‖h‖ < ρ2,

R1(τ, h) =

1∫
0

(
∂x̄(τ, µ̄ + hl)

∂µ̄
− ∂x̄(τ, µ̄)

∂µ̄

)
dl h,

‖R1(τ, h)‖ ≤ σ5‖h‖2, ‖R2(τ, h)‖ ≤ σ5‖h‖, τ ∈ [−∆, L], ‖h‖ < ρ2,
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маємо рiвностi

ϕ̄− ϕ̄(τ, µ̄, ν̄, ε) = r + P3(τ)h + R3(τ, h), τ ∈ [−∆, L], ‖h‖ < ρ2,

ϕ̄λ − ϕ̄(λ(τ), µ̄, ν̄, ε) = r + P3(λ(τ))h + R3(λ(τ), h), τ ∈ [0, L], ‖h‖ < ρ2,

де

R3(τ, h) =

τ∫
0

(b0(x̄(t, µ), x̄(λ(t), µ), t)− b0(x̄(t, µ̄), x̄(λ(t), µ̄), t)) dt− P3(τ)h

при τ ∈ [0, L] i R3(τ, h) ≡ 0 при τ ∈ [−∆, 0],

‖R3(τ, h)‖ ≤ σ̃5‖h‖2, τ ∈ [−∆, L], ‖h‖ < ρ2.

Очевидно також, що

L∫
0

(d0(x̄(τ, µ), x̄(λ(τ), µ), τ)− d0(x̄(τ, µ̄), x̄(λ(τ), µ̄), τ)) dτ = P6h + R4(h),

‖R4(h)‖ ≤ σ5
∼
‖h‖2, ‖h‖ < ρ2.

Тут σ5, σ̃5 i σ5
∼

— сталi, не залежнi вiд h. Тому, враховуючи обмеження (4) на коефiцiєнти

Фур’є i оцiнки (13), (14), iз (16) дiстаємо нерiвностi

‖F1(v, ε)‖ ≤ σ6(‖v‖2 + ε
1
p ),

∥∥∥∥ ∂

∂v
F1(v, ε)

∥∥∥∥ ≤ σ6(‖v‖+ ε
1
p ) (17)

при ‖v‖ < ρ2 i ε ∈ (0, ε0] зi сталою σ6, не залежною вiд v i ε.
Iз нерiвностей (17) випливає, що при

ε0 ≤ min
{

ρ2p
4 , (2σ6)−p

}
, ρ4 = min

{
1

4σ6
,

ρ2

2

}
для кожного ε ∈ (0, ε0] F1(v, ε) вiдображає кулю K2 = {v | v ∈ Rn+m, ‖v‖ ≤ ρ4} в себе i
є вiдображенням стиску, бо∥∥∥∥ ∂

∂v
F (v, ε)

∥∥∥∥ ≤ 3
4
, v ∈ K2, ε ∈ (0, ε0].

Тому в кулi K2 iснує єдиний розв’язок v = v0(ε) = (h0(ε), r0(ε)) рiвняння (16), який можна
визначити методом послiдовних наближень:

v0(ε) = lim
k→∞

vk(ε), vk+1(ε) = F1(vk(ε), ε), k ≥ 1, v1(ε) ≡ 0.
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Згiдно iз зробленими вище припущеннями 4σ2
6ε

1
p

0 < 1, тому звiдси одержуємо ‖v0(ε)‖ ≤
≤ 2σ6ε

1
p .

Таким чином, побудовано розв’язок x(τ, ε), ϕ(τ, ε) крайової задачi (1), (3), де

x(τ, ε) = x(τ, µ̄ + h0(ε), ν̄ + r0(ε), ε), ϕ(τ, ε) = ϕ(τ, µ̄ + h0(ε), ν̄ + r0(ε), ε),

причому якщо ця задача має iнший розв’язок x̃(τ, ε), ϕ̃(τ, ε), то при кожному ε ∈ (0, ε0]
хоча б в однiй точцi τ̃ = τ̃(ε) ∈ [−∆, L] виконується нерiвнiсть

‖x(τ̃ , ε)− x̃(τ̃ , ε)‖+ ‖ϕ(τ̃ , ε)− ϕ̃(τ̃ , ε)‖ ≥ ρ4

2
.

Нарештi зазначимо, що на пiдставi (14) виконуються нерiвностi

‖x(τ, ε)− x̄(τ, µ̄)‖ ≤ ‖x(τ, ε)− x̄(τ, µ̄ + h0(ε))‖+ ‖x̄(τ, µ̄ + h0(ε))− x̄(τ, µ̄)‖ ≤

≤

σ4 + 2σ6 sup
τ∈[−∆,L]

µ∈K1

∥∥∥∥∂x̄(τ, µ)
∂µ

∥∥∥∥
 ε

1
p ≡ σ̃2ε

1
p ,

‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, µ̄, ν̄, ε)‖ ≤ (σ4 + 2Lσ1σ̃2)ε
1
p ≡ σ2

∼
ε

1
p

для всiх τ ∈ [−∆, L], ε ∈ (0, ε0], тобто справджується оцiнка (12) зi сталою σ2 = σ̃2 +σ2
∼

.
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