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CИМПЛЕКТИЧНI IНВАРIАНТНI РЕДУКЦIЇ ЦIЛКОМ IНТЕГРОВНИХ
ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ НА ФУНКЦIОНАЛЬНИХ ПРОСТОРАХ
ТА ЇХ IНВАРIАНТНI ПIДМНОГОВИДИ

М. I. Копич

Iн-т прикл. пробл. механiки та математики НАН України,
Україна, 290601, Львiв, вул. Наукова, 3б

Finite-dimensional reductions of dynamical systems and their complete Liouville – Arnold integrability
are studied. A problem of finding a formula of the embedding mapping for Hamiltonian systems with a
non-canonical symplectic structure is considered. A Korteweg – de Vries dynamical system is studied as
an example.

Вивчаються скiнченновимiрнi редукцiї динамiчних систем та їх повна iнтегровнiсть за Лiувiл-
лем – Арнольдом. Розглянуто питання про побудову формул для вiдображення вкладення для
гамiльтонових систем, симплектична структура яких задана неканонiчно. Як приклад розгля-
нуто динамiчну систему Кортевега – де Фрiза.

1. Iнварiантнi функцiонали динамiчної системи та повна iнтегровнiсть за Лiувiллем – Ар-
нольдом її скiнченновимiрних редукцiй. Розглянемо нелiнiйну динамiчну систему

du/dt = K[u], (1)

де K : M → T (M) — гладке полiномiальне векторне поле на перiодичному функцiональ-
ному банаховому просторi M ⊂ W q

r (R/2πZ; Rm), q ∈ R,m ∈ Z+; t ∈ R — еволюцiйний
параметр.

Вiдповiдно до градiєнтно-голономного алгоритму дослiдження iнтегровностi [1] дина-
мiчних систем розглянемо характеристичне рiвняння Лакса [2]

dϕ/dt+K
′∗[u] · ϕ = 0, (2)

де ϕ := ϕ(x, t;λ) ∈ T ∗(M), щодо якого припустимо, що воно допускає асимптотичний при
|λ| → ∞ розв’язок вигляду

ϕ(x, t;λ) ' a(x, t;λ) exp[ω(x, t;λ) + ∂−1σ(x, t;λ)], (3)

a(x, t;λ) '
∑
j∈Z+

aj [u]λ−j+s(a), σ(x, t;λ) '
∑
j∈Z+

σj [u]λ−j+s(σ),

де C 3 λ — параметр, а функцiонали

γj :=

2π∫
0

dxσj [u] ∈ D(M), j ∈ Z+, (4)
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є iнварiантними функцiоналами динамiчної системи (1), тобто dγj/dt = 0, t ∈ R, j ∈ Z+,
на джет-многовидi J(R/2πZ; Rm), що локально дифеоморфний функцiональному про-
стору M .

Вважатимемо, що динамiчна система (1) допускає iснування афiнно-узгоджених неви-
роджених розв’язкiв ϑ, η : T ∗(M) → T (M) операторного рiвняння нетеровостi [2], тобто
виконанi рiвностi

ϑ′ ·K − ϑ ·K ′∗ −K ′ · ϑ = 0,
(5)

η′ ·K − η ·K ′∗ −K ′ · η = 0.

При цьому сума ϑ + λη : T ∗(M) → T (M) для всiх λ ∈ R є iмплектичним оператором для
системи (1) на M .

Тодi, як вiдомо [2], оператори (ϑ, η) визначають на функцiональному просторi M
афiнно-узгоджену бiгамiльтонову структуру [1], а динамiчна система (1) має нескiнчен-
ну iєрархiю функцiонально незалежних iнволютивних iнварiантних функцiоналiв (4).

Розглянемо процедуру Новiкова – Богоявленського [3, 4] побудови локальних скiн-
ченновимiрних джет-редукцiй на iнварiантнi пiдмноговиди динамiчної системи (1), що
мають згаданi вище властивостi. Задамо на M iнварiантний лагранжiв функцiонал LN :
M → R, де

LN := −γN+1 +
N∑
j=0

cj,Nγj , (6)

cj,N ∈ R, j = 0, N , N ∈ Z+, — довiльний фiксований набiр чисел.
Нехай функцiональний пiдмноговид MN ⊂ M задано як сукупнiсть критичних точок

невиродженого функцiонала Лагранжа (6), тобто

MN := {u ∈M : gradLN [u] = 0}, (7)

де LN [u] ∈ D(JN (R/2πZ; Rm)) для деякого N ∈ Z+.

Теорема 1. Пiдмноговид (7) є скiнченновимiрним iнварiантним симплектичним
функцiональним пiдмноговидом (парної розмiрностi), локально дифеоморфно вкладе-
ним у джет-пiдмноговид J(R/2πZ; Rm), причому векторнi поля d/dx та d/dt на MN

канонiчно гамiльтоновi, з функцiями Гамiльтона h(x)
N , h(t)

N : MN → R, що задовольня-
ють такi спiввiдношення:

〈gradLN [u], ux〉 = −dh(x)
N /dx, 〈gradLN [u], ut〉 = −dh(t)

N /dx. (8)

Доведення. Оскiльки густини γj [u] : M → R, j ∈ Z+, згiдно з припущеннями, є локаль-
ними функцiоналами скiнченного порядку на просторi M , що локально дифеоморфний
джет-многовиду J(R/2πZ; Rm), то пiдмноговид MN ⊂ M є джет-пiдмноговидом скiнчен-
ного порядку, iнварiантним [5] вiдносно векторних полiв d/dx та d/dt на M .

Для вивчення симплектичної структури пiдмноговиду MN ⊂ M скористаємось те-
орiєю Е. Картана [6] на джет-многовидах [2, 7, 8]. Нехай I(ξ) ⊂ Λ(J(R/2πZ; Rm)) є
замкнутим диференцiальним iдеалом в алгебрi Грассмана Λ(J(R/2πZ; Rm)), породже-
ним 1-формами ξj := du(j) − u(j+1)dx, j ∈ Z+, що анулюють векторне поле d/dx на
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J(R/2πZ; Rm), тобто id/dxξj = 0 для всiх j ∈ Z+, де id/dx – звичайне внутрiшнє дифе-
ренцiювання i

d/dx := ∂/∂x+
∑
j∈Z+

〈u(j+1), ∂/∂u(j)〉. (9)

Векторне поле d/dt на J(R/2πZ; Rm) має вигляд

d/dt := ∂/∂t+
∑
j∈Z+

〈K(j), ∂/∂u(j)〉, (10)

де, за визначенням, K(j) := djK/dxj , j ∈ Z+.
Розглянемо 1-форму dLN ∈ Λ1(J(R/2πZ; Rm)), визначену на MN :

dLN ≡ d
(
i d
dx
LNdx

)
= di d

dx

LNdx+
N∑
j=0

〈pj , ξj〉

 =

=
(
di d
dx

+ i d
dx
d

)LNdx+
N∑
j=0

〈pj , ξj〉

−

− i d
dx

dLN ∧ dx+
N∑
j=0

〈dpj ,∧ξj〉+
N∑
j=0

〈pj , dξj〉

 , (11)

де, за визначенням, pj : J (N)(R/2πZ; Rm) → Rm, j = 0, N , — вектор-функцiї, що задо-
вольняють умову

i ∂
∂u(j)

dLN ∧ dx+
N∑
j=0

(〈dpj ,∧ξj〉+ 〈pj , dξj〉)

 ∈ I(ξ) (12)

для всiх j = 1, N + 1.

Це означає, що 2-форма dLN ∧ dx +
N∑
j=0

d〈pj , ξj〉 не залежить вiд диференцiалiв du(j),

j = 1, N + 1, за модулем iдеалу I(ξ). З (11) знаходимо dpj/dx + pj−1 = ∂LN/∂u(j) для

j = 1, N + 1, причому, за визначенням, p−1 = pN+1 = 0. Набiр спiввiдношень (12) допускає
такий розв’язок:

pj =
N∑
k=0

(−1)k
dk

dxk
∂LN

∂u(j+k+1)
, j = 0, N. (13)

Пiдставляючи (13) у (11), отримуємо

dLN =
d

dx

(LN − N∑
j=0

〈pj , u(j+1)〉
)
dx+

N∑
j=0

〈pj , du(j)〉

+
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+〈gradLN [u], du〉|modI(ξ), (14)

де використано формулу Е. Картана для похiдної Лi d/dx := i d
dx
d + di d

dx
. Отже,

покладаючи u ∈ MN , одержуємо, що на iнтегральному пiдмноговидi iдеалу I(ξ) ⊂
⊂ Λ(J(R/2πZ; Rm)) справджується рiвнiсть dLN = d/dxα

(1)
N , dh(x)

N /dx = 0, де, за визна-
ченням,

h
(x)
N := −LN +

N∑
j=0

〈pj , u(j+1)〉, α(1)
n :=

N∑
j=0

〈pj , du(j)〉. (15)

З iншого боку, грунтуючись на тотожностi d2LN = 0, з (14) знаходимо, що на MN

виконуються рiвностi

d/dxΩ(2)
N = 0, dh

(x)
N = −i d

dx
Ω(2)
N , (16)

де Ω(2)
N := dα

(1)
N =

∑N
j=0〈dpj ,∧du(j)〉 — канонiчна симплектична структура на

J (2N)(R/2πZ; Rm) вiдносно якої, згiдно з (16), векторне поле d/dx є гамiльтоновим.
Згортаючи вираз (14) з векторним полем d/dx та використовуючи умову id/dxI(ξ) ⊂

⊂ I(ξ), знаходимо, що на iнтегральному пiдмноговидi iдеалу I(ξ) виконується рiвнiсть
〈gradLN [u], ux〉 = −dh(x)

N /dx, тобто маємо першу рiвнiсть з формул (8).

Враховуючи визначення dh
(t)
N := −id/dtΩ

(2)
N , з (14) отримуємо 〈gradLN [u], ut〉 =

= −dh(t)
N /dx, що доводить другу рiвнiсть в (8). Теорему доведено.

Розглянемо вираз (6), в якому a priori включено (N + 2) ∈ Z+ функцiонально неза-
лежних iнварiантiв динамiчної системи (1) γj ∈ D(M), j = 0, N + 1. Це означає, що на
iнварiантному пiдмноговидi MN ⊂ M iснує (N + 1) ∈ Z+ незалежних гамiльтонових ве-
кторних полiв d/dtj := Kj : M → T (M), j = 0, N + 1, якi можна задати за допомогою
таких виразiв:

d

dtj
u := −ϑgradγj [u] = Kj [u], dh

(j)
N := −id/dtjΩ

(2)
N , (17)

де j = 0, N + 1, причому всi векторнi поля d/dtj , j = 0, N + 1, на MN комутують. Вектор-
нi поля d/dx та d/dt, згiдно з (6) та (17), лiнiйно залежать на MN вiд базових векторних
полiв. З (7) для визначення пiдмноговиду MN ⊂ M при умовi dimMN = 2N + 2, згiдно з
теоремою Лiувiлля – Арнольда [1], отримуємо повну iнтегровнiсть векторних полiв d/dx
та d/dt на скiнченновимiрному iнварiантному пiдмноговидi MN ⊂M . Таким чином, вини-
кає важлива проблема дослiдження iнварiантних многовидiв цих векторних полiв на ка-
нонiчно симплектичному многовидi MN , локально дифеоморфному джет-пiдмноговиду
M2N+2 у J (2N)(R/2πZ; Rm) розмiрностi 2N + 2.

З iншого боку, з (14) та з визначення канонiчної симплектичної структури маємо
Ω(2)
N := dα

(1)
N , де α(1)

N :=
∑N

j=0〈pj , du(j)〉 ∈ Λ1(J (N)(R/2πZ; Rm)) — вiдповiдна базова 1-

форма iз значеннями у T ∗(J (N)(R/2πZ; Rm)). Це означає, що iснує скiнченновимiрний
пiдмноговид M

N+1 ⊂ M
2N+2

такий, що T ∗(MN+1) = M
2N+2

. У випадку M
N+1 ' RN+1

отримуємо, що пiдмноговид MN 'M
2N+2 ' T ∗(RN+1). Ця властивiсть буде використана
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в подальшому при дослiдженнi iнварiантних многовидiв векторних полiв d/dt та d/dx на
MN ⊂M .

2. Формули для вiдображення вкладення. Розглянемо питання про знаходження в яв-
ному виглядi формул для вiдображення вкладення iнварiантних многовидiв цiлком iнте-
гровних за Лiувiллем – Арнольдом неканонiчно гамiльтонових динамiчних систем на ко-
дотичних многовидах. Зауважимо, що канонiчна теорiя вкладення iнварiантних многови-
дiв цiлком iнтегровних за Лiувiллем – Арнольдом канонiчнo гамiльтонових динамiчних
систем на кодотичних многовидах була розроблена в [9, 10].

Нехай маємо неканонiчно гамiльтонову систему (1), визначену за допомогою вектор-
ного поля K : T ∗(Rn) → T (T ∗(Rn)) на кодотичному многовидi T ∗(Rn), n ∈ Z+, симпле-
ктичну структуру якого задано у канонiчних координатах (q, p) ∈ T ∗(Rn) у виглядi точної
2-форми

Ω(2)(q, p) =
n∑
j=1

daj(q, p) ∧ dqj , (18)

де функцiї aj : T ∗(Rn)→ R, j = 1, n, задовольняють властивiсть: det{∂aj(q, p)/∂pk : j, k =
= 1, n} 6= 0, що гарантує невиродженiсть 2-форми (18).

Вiдповiдна функцiя Гамiльтона H : T ∗(Rn)→ R має вигляд

−iKΩ(2) = dH, (19)

де iK : Λ(T ∗(Rn))→ Λ(T ∗(Rn)) — так зване внутрiшнє диференцiювання вздовж вектор-
ного поля K : T ∗(Rn)→ T (T ∗(Rn)).

Визначення 1 [11]. Гамiльтонове векторне поле (1), де u := (q, p) ∈ T ∗(Rn), вiдносно
симплектичної структури (19) на T ∗(Rn) будемо називати цiлком iнтегровним за Лiу-
вiллем у квадратурах, якщо iснує рiвно n ∈ Z+ гладких функцiй H1 = H,H2, . . . , Hn ∈
∈ D(T ∗(Rn)) таких, що вiдповiднi векторнi поля Kj : T ∗(Rn) → T (T ∗(Rn)), i iKjΩ

(2) =
= −dHj , j = 1, n.

Згiдно з теоремою В. Арнольда [1], пiдмноговид Mn
h ⊂ T ∗(Rn) при умовi його ком-

пактностi є дифеоморфним тору Tn, причому орбiти динамiчної системи (1) є на ньому
квазiперiодичними лiнiйними обмотками з фiксованим набором частот.

Вважатимемо, що набiр 1-форм β
(1)
j ∈ Λ1(T ∗(Rn)), j = 1, n, задовольняє умови тео-

реми Галiсco – Рiба [7]. Вiдповiдний iдеал I(β) ⊂ Λ(U) має клас розмiрностi n ∈ Z+ i є
замкнутим. Тодi на основi класичної теореми Фробенiуса – Картана [2] iснує вiдповiдний
iнтегральний многовид (Mn

β , πβ), де πβ : Mn
β → T ∗(Rn) — його вiдповiдне вкладення,

такий, що векторнi поля Kj , j = 1, n, є дотичними до образу πβ(Mn
β ) ⊂ T ∗(Rn) i iндуку-

ють векторнi поля Zj : Mn
β → T (Mn

β ), j = 1, n, на многовидi Mn
β . Тодi можна визначити

1-форми π∗βf
(1)
j ∈ Λ1(π−1

β (U)), j = 1, n, для яких виконується теорема Картана – Йоста [7].
Зрозумiло, що спецiальний вигляд симплектичної 2-форми (19) на кодотичному про-

сторi T ∗(Rn) накладає на властивостi iнтегрального многовиду (Mn
β , πβ) додатковi умови,

що можуть бути ефективно використанi для аналiтичних формул для вiдображення вкла-
дення πβ : Mn

β → T ∗(Rn). З огляду на цю обставину розглянемо симплектичну структуру
Ω(2)(q, p) ∈ Λ2(T ∗(Rn)), записану у виглядi

Ω(2)(q, p) = dα
(1)
(q,p), α

(1)
(q,p) :=

n∑
j=1

aj(q, p)dqj , (20)
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де 1-форма α(1) ∈ Λ1(Rn).
З умови det{∂ai(q, p)/∂pj : i, j = 1, n} 6= 0 стосовно 1-форми α(1) ∈ Λ1(Rn) випливає,

що симплектична структура Ω(2) ∈ Λ2(T ∗(Rn)) невироджена, причому сукупнiсть 1-форм
α(1) вигляду (20) повнiстю покриває канонiчний простiр Λ1(Rn) = {

∑n
j=1 pjdqj : q ∈ Rn}.

Розглянемо частковий випадок теореми Галiсо – Рiба [7], коли 1-форми β(1)
j := dHj ∈

∈ Λ1(T ∗(Rn)), j = 1, n.

Лема 1. Нехай симплектична структура Ω(2) ∈ Λ2(T ∗(Rn)) та 1-форма dHj ∈
∈ Λ1(T ∗(Rn)), j = 1, n полiномiально залежать вiд змiнних (q, p) ∈ T ∗(Rn). Тодi iснує
система рацiональних 1-форм f

(1)
j ∈ Λ1(T ∗(Rn)), j = 1, n, точних на iнтегральному

многовидi Mn
h := {(q, p) ∈ T ∗(Rn) : Hj = hj ∈ R, j = 1, n}, вкладеному у T ∗(Rn) за

допомогою вiдображення πh : Mn
h → T ∗(Rn), h ∈ Rn.

Доведення. З умови алгебраїчної полiномiальностi виразiв dHj ∈ Λ1(T ∗(Rn)), j =
= 1, n, та рацiональностi симплектичної структури Ω(2) ∈ Λ2(T ∗(Rn)) маємо, що лiнiйне
рiвняння [7] у виглядi

Ω(2)|U =
n∑
j=1

dHj |U ∧ f (1)
j (21)

визначає однозначно (за модулем iдеалу mod I(dH)) набiр рацiональних 1-форм f
(1)
j ∈

∈ Λ1(U), j = 1, n, для будь-якого вiдкритого околу U ⊂ T ∗(Rn), на якому 1-форми dHj |U ,
j = 1, n, лiнiйно незалежнi. Тодi 1-форми π∗hf

(1)
j , j = 1, n, є точними на π−1

h (U)
⋂
Mn
h .

Розглянемо редукцiю 1-форм f
(1)
j ∈ Λ1(U), побудованих вище, на iнтегральний пiд-

многовид π−1
h (U)

⋂
Mn
h , тобто 1-форми f

(1)
j := π∗hf

(1)
j ∈ Λ1(π−1

h (U)
⋂
Mn
h ), j = 1, n, якi є

точними на π−1
h (U)

⋂
Mn
h , тобто

f
(1)
j := dtj , (22)

де tj : π−1
h (U)

⋂
Mn
h → R, j = 1, n, — деякi функцiонально незалежнi вiдображення, що

параметризують карту π−1
h (U)

⋂
Mn
h на многовидi Mn

h .

З iншого боку, враховуючи умови теореми Картана – Йоста [7] для 1-форм d(π∗βf
(1)
j ) =

= 0, (π∗βf
(1)
j )(Zk) = δjk, j, k = 1, n, на Mn

h для векторних полiв Zj := d/dtj , j = 1, n, на мно-
говидi Mn

h , встановлюємо, що d/dtj(tk) = δjk, j, k = 1, n, тобто з точнiстю до адитивних
констант маємо

tj = tj(modR) (23)

для всiх j = 1, n. Це означає, що параметризацiя карти π−1
h (U)

⋂
Mn
h за допомогою 1-

форм (22) є глобальною, що є апрiорною властивiстю еволюцiйних параметрiв tj ∈ R
векторних полiв d/dtj = Kj , j = 1, n, на многовидi T ∗(Rn), що iснують глобально, згiдно
з класичною теоремою про iснування та єдинiсть розв’язкiв системи звичайних диферен-
цiальних рiвнянь β(1)

j (Ki) = 0.

Лема 2. Нехай набiр 1-форм dHj ∈ Λ1(T ∗(Rn)), j = 1, n, є лiнiйно незалежним майже
скрiзь на Mn

h для всiх h ∈ Rn. Тодi конфiгурацiйний простiр Rn ⊂ T ∗(Rn) задає майже
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скрiзь координатнi карти на многовидi Mn
h , вкладеному у T ∗(Rn), тодi i тiльки тодi,

коли для майже всiх h ∈ Rn векторна 1-форма dp на Mn
h однозначно визначається через

векторну 1-форму dq на Rn, як на картi на многовидi Mn
h .

Доведення. Набiр диференцiальних рiвностей dHj = 0, j = 1, n, що справедливi на
кожному iнтегральному пiдмноговидi Mn

h , h ∈ Rn, у випадку невиродженостi матрицi
{∂Hj(q, p)/∂pk : j, k = 1, n, (q, p) ∈Mn

h } приводить до лiнiйного алгебраїчного векторного
спiввiдношення на многовидi Mn

h вигляду

dp = −
(
∂H

∂p

)−1(∂H
∂q

)
dq. (24)

Використовуючи (24) для визначення редукцiй π∗hf
(1)
j := f

(1)
j ∈ Λ1(Mn

h ), j = 1, n, зна-

ходимо, що f (1)
j ∈ Λ1(Rn), j = 1, n, де Rn ⊂ T ∗(Rn) — власний конфiгурацiйний простiр,

який, як згадувалося вище, є простором координат на картах многовиду Mn
h для майже

всiх h ∈ Rn, що й доводить лему.
Властивостi вкладення iнтегрального многовиду Mn

h у T ∗(Rn), що встановленi вище,
дають можливiсть розглянути бiльш загальну задачу опису власних локальних координат
на многовидi Mn

h , якi акумулюють у собi основну iнформацiю про динамiку векторного
поля (1) на Mn

h , незалежну вiд вибору глобальних координат вихiдного фазового просто-
ру T ∗(Rn). З цiєю метою скористаємось теоремою Лiувiлля – Арнольда [1] про iснування
глобально дифеоморфного вiдображення ϕ−1 : Mn

h → Tn для майже кожного h ∈ Rn у
випадку компактностi пiдмноговиду Mn

h , що переводить траєкторiї векторного поля (1)
у лiнiйнi квазiперiодичнi обмотки тора Tn. Як вiдомо, для будь-якого тора Tn iснує ди-
феоморфне вiдображення ξ−1 : Tn → ⊗nj=1S

1
j , що задає певну сепарацiю динамiки на Mn

h

на незалежнi перiодичнi рухи по колах S1
j , j = 1, n. Це означає, що iснує майже скрiзь

дифеоморфiзм π : ⊗nj=1S
1
j
→←Mn

h , тобто для майже всiх h ∈ Rn, фiксованих вище, викону-
ється рiвнiсть π = ϕ ◦ ξ. При цьому вiдображення π : ⊗nj=1S

1
j → M , згiдно з лемами 1 та

2, у загальному випадку залежить вiд параметра вкладення h ∈ Rn у координатнiй картi
конфiгурацiйного простору Rn ⊂ T ∗(Rn). Це означає, що для змiнних µj ∈ S1

j , j = 1, n,
та координат q ∈ Rn ⊂ T ∗(Rn) iснує майже скрiзь вiдображення

q = π(µ;h), (25)

яке i будемо вважати першою частиною шуканого вiдображення вкладення πh : Mn
h →

→ T ∗(Rn) у локальних координатах многовиду Mn
h .

Що стосується другої частини цього вiдображення, то потрiбно скористатись дифео-
морфiзмом (25) i врахувати, що 1-форма α(1) ∈ T ∗(Rn), введена у (20), є iнварiантною,
тобто π∗α(1) = α(1) на Mn

h для майже всiх h ∈ Rn, що a priori забезпечує також iнварiан-
тнiсть симплектичної структури Ω(2) = dα(1), тобто π∗hΩ(2) = Ω(2) на T ∗(Rn).

Враховуючи цю властивiсть iнварiантностi, знаходимо, що для всiх s = 1, n

as(q(µ;h), p) =
n∑
j=1

wj∂µj/∂qs, (26)

де (µ,w) ∈ T ∗(Mn
h ) — повний набiр канонiчно спряжених локальних координат на Mn

h у
картi циклiчних змiнних на ⊗nj=1S

1
j ' Mn

h . З (26) випливає така формула для симплекти-
чної структури: Ω(2) =

∑n
j=1 dwj ∧ dµj .
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Спiввiдношення (26), враховуючи умови, накладенi на коефiцiєнти 1-форми α(1) ∈
∈ Λ1(Rn), дає можливiсть однозначно визначити координатнi величини p ∈ Rn як дея-
кi алгебраїчнi вирази вигляду

pj = Aj(q(µ;h), w), (27)

де j = 1, n, для всiх (µ,w) ∈ T ∗(Mn
h ) i майже всiх h ∈ Rn.

Перейдемо до опису множини вкладень ⊗nj=1S
1
j → M , побудованих за допомогою

формули (25), використовуючи при цьому теорiю Пуанкаре – Картана канонiчних пе-
ретворень симплектичної структури Ω(2) ∈ Λ2(T ∗(Rn)).

Нехай S : (⊗nj=1S
1
j ) ×Rn → R – породжуюча функцiя розширеного канонiчного пе-

ретворення вкладення вигляду

π : T ∗(Mn
h )→ T ∗(Mn

h ) ' T ∗(Rn), (28)

де, за визначенням,
∏
π := π

∏
,
∏

: T ∗(Mn
h ) → Mn

h — операцiя проектування на Mn
h , яке

задовольняє умову Ω(2) = π∗Ω(2), тобто

n∑
j=1

aj(q, p)dqj =
n∑
j=1

wjdµj = −
n∑
j=1

tjdhj + dS(µ;h). (29)

Використовуючи (26), отримуємо

tj = ∂S(µ;h)/∂hj , wj = ∂S(µ;h)/∂µj , (30)

де j = 1, n, причому

S(µ;h) =
n∑
j=1

µj∫
µ0
j

wj(µ;h)dµj (31)

для координат (µ;h) ∈Mn
h ×Rn.

Серед множини всiх можливих канонiчних перетворень (25) виберемо таке перетво-
рення, яке задовольняє принцип сепарабельностi Гамiльтона – Якобi [1], тобто для якого,
згiдно з визначенням, маємо

S(µ;h) :=
n∑
j=1

Sj(µj ;h) (32)

для всiх точок (µ;h) ∈Mn
h ×Rn. Як наслiдок з формул (30) – (32) одержуємо

dtj =
n∑
k=1

∂wk(µj ;h)/∂hjdµk (33)

для всiх j = 1, n, (µ;h) ∈Mn
h ×Rn.

З iншого боку, враховуючи вирази (22), (23) та (30) наMn
h , виводимо характеристичне

спiввiдношення вигляду

Fjs(µ;w) = ∂ws(µs;h)/∂hj , (34)
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де покладено, за визначенням,

f
(1)
j (q, p) :=

n∑
k=1

f jk(q, p)dqk,

(35)

F js(µ;w) :=
n∑
k=1

f jk(q(µ;h),A(q(µ;h), w))
∂qk(µ;h)
∂µs

для всiх j, s = 1, n та (µ,w) ∈ T ∗(Mn
h ).

Тим самим, з проведеного аналiзу аналiтично побудованих n2 ∈ Z+ диференцiальних
спiввiдношень (34) випливає така теорема.

Теорема 2. Iснує n2 ∈ Z+ алгебраїчних функцiй F js : T ∗(Mn
h ) → R, j, s = 1, n, таких,

що мають мiсце характеристичнi спiввiдношення типу Пiкара – Фукса

Fjs(µ,w) = ∂ws/∂hj , ∂F js(µ,w)/∂wk = 0, (36)

що справедливi для певного вiдображення q = π(µ;h), µ ∈Mn
h , для всiх j, k 6= s = 1, n, та

(µ,w) ∈ T ∗(Mn
h ), з яких, як наслiдок, випливає система n ∈ Z+ алгебраїчних спiввiдно-

шень для параметрiв wj := wj(λ;h), λ ∈ R, j = 1, n, загального вигляду

w
mj
j +

mj∑
k=1

cjk(λ;h)wmj−kj = 0, (37)

де цiлi числа mj ∈ Z+, j = 1, n, є фiксованими, а всi величини cjk(λ;h), j, k = 1, n, є
алгебраїчними функцiями параметрiв вкладення h ∈ Rn та λ ∈ R (i лiнiйними афiнни-
ми функцiями параметрiв вкладення h ∈ Rn з алгебраїчними за λ ∈ R коефiцiєнтами,
причому ∂q(µ;h)/∂h ≡ 0).

Доведення. Iз спiввiдношень (36) випливає iснування набору n2 ∈ Z+ заданих аналiти-
чно функцiй Fjs : S1 ×R→ R, j, s = 1, n, що задовольняють тотожно умови

Fjs(µs, ws) = ∂ws/∂hj . (38)

Розглядаючи останню рiвнiсть як диференцiально-алгебраїчнi спiввiдношення, встанов-
люємо їх iнтегровнiсть у загальному положеннi до набору алгебраїчних кривих (37) з
умовами на коефiцiєнти, сформульованими у теоремi.

Як наслiдок з теореми 2, згiдно з формулами (27) отримуємо явний вираз для параме-
тра еволюцiї t ∈ R динамiчної системи (1) на iнтегральному многовидi Mn

h :

t =
n∑
j=1

µj∫
µ0
j

∂wj(λ;h)
∂h1

dλ (39)

для довiльної початкової точки µ0 ∈ ⊗nj=1S
1
j , причому функцiї wj : R×Rn → R, j = 1, n,

в (39) вважаються явно заданими розв’язками спiввiдношень (37). Тим самим, сформу-
льована у теоремi Лiувiлля – Арнольда iнтегровнiсть у „квадратурах” реалiзована явно
за допомогою прямого алгебраїчно-аналiтичного алгоритму.
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3. Гамiльтонова система Хенона – Хейлеса як чотиривимiрна локальна редукцiя дина-
мiчної системи Кортевега – де Фрiза. Розглянемо на 2π-перiодичному функцiональному
многовидi M ⊂ C3(R/2πZ; R) динамiчну систему Кортевега – де Фрiза [3, 12]

ut = uxxx + a6uux := K[u], u ∈M, (40)

де a ∈ R — параметр, а K : M → T ∗(M) — векторне поле на M , афiнно-бiгамiльтонове
вiдносно iмплектичної пари нетерових операторiв ϑ, η : T ∗(M) → T (M), ϑ := ∂/∂x,
η := 1

4∂
3/∂x3 + a(u∂/∂x+ ∂/∂x)u.

Розглянемо скiнченновимiрний iнварiантний пiдмноговид M4 ⊂ M : M4 := {u ∈ M :
16gradγ3 = bgradγ−1, b ∈ R}, де γj ∈ D(M), j ∈ Z, — нескiнченна iєрархiя локальних
iнварiантiв, асоцiйованих з системою (40).

У канонiчних джет-координатах {u(0) = q1, u(1) = p1, 1/4aq2
2 = −1/4u(2) − 3/2a,

dq2/dx = p2} ∈ J (2)(R; R) система (40) набере вигляду редукованої динамiчної системи
типу Хенона – Хейлеса [13, 14]:

dq1/dx = p1, dq2/dx = p2,
(41)

dp1/dx = −ω2
1q1 − aq2

2 − 6aq2
1, dp2/dx = −ω2

2q2 − 2aq1q2 + bq−3
2 ,

з функцiєю Гамiльтона

H
(x)
(a,b) := 1/2

2∑
j=1

(p2
j + ω2

j q
2
j ) + aq1q

2
2 + 2aq3

1 + b/2q2
2, (42)

де виконано звичайне канонiчне перетворення q1 → q1 − ω2
2/2a, q2

2 → q2
2 + ω4

1/24a2 на
многовидi M4 ' T ∗(R2).

Теорема 3. Динамiчна система Кортевега – де Фрiза (40) на чотиривимiрному iнва-
рiантному пiдмноговидi M4 ' T ∗(R2) еквiвалентна канонiчно-гамiльтоновiй системi
вигляду

dqj/dt = ∂H
(t)
(a,b)/∂pj , dpj/dt = −∂H(t)

(a,b)/∂qj , j = 1, 2, (43)

з функцiєю Гамiльтона H(t)
(a,b) ∈ D(T ∗(R2)):

H
(t)
(a,b) = aq4

2 + 4a2q2
1q

2
2 + 4aω2

1q1q
2
2 + ω2

1(4ω2
1 −

− ω2
2)q2

2 + [(4ω2
1 − ω2

2)− 4aq1]p2
2 + 4aq2p1p2. (44)

Доведення. Векторне поле (40) у канонiчних змiнних (q, p)> ∈ T ∗(R2) еквiвалентне
рiвнянням (43), якщо в їх правi частини пiдставити вираз (44). Це означає, що функцiя
Гамiльтона (44) задовольняє спiввiдношення вигляду

〈gradγ3 − bgradγ−1, ut〉 = −dH(t)
(a,b)/dx, −i d

dt
Ω(2) = dH

(t)
(a,b), (45)

де, за визначенням, Ω(2) :=
∑2

j=1 dpj ∧ dqj ∈ Λ2(T ∗(R2)), якi можна використати для ви-
значення функцiї (44), що й доводить теорему.
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Розглянемо структуру пiдмноговидiв редукованої динамiчної системи Хенона – Хей-
леса (41), де покладемо a = 1/2. Тодi отримаємо

dp1/dx = −3q2
1 − 1/2q2

2, dq1/dx = p1,

(46)
dp2/dx = −q1q2 + b/q3

2, dq2/dx = p2,

де b ∈ R — параметр.
Застосовуючи алгебраїчно-аналiтичну теорiю [9, 10] побудови вiдображення вкладен-

ня π : M4 → T ∗(R2), отримуємо спiввiдношення типу Войцеховського [15]:

q1 = 1/2
2∑
j=1

µj , q2
2 = −

2∑
j=1

µj ,

(47)

p1 = 2
√
−µ1µ2

w1 − w2

µ1 − µ2
, p2 = 2

µ1w1 − µ2w2

µ1 − µ2
.

Для явних виразiв еволюцiї динамiчної системи (46) в сепарабельних канонiчних змiн-
них (ω, µ) ∈ T ∗(M2

h) знаходимо

t =
2∑
j=1

µj∫
µ0
j

dλ√
b+ λh1 + λ2h2 − 14λ5

, x =
2∑
j=1

µj∫
µ0
j

λdλ√
b+ λh1 + λ2h2 − 14λ5

. (48)

Розв’язуючи вiдповiдну проблему Якобi обертання абелевих iнтегралiв (48), яка має
точний аналiтичний розв’язок [3, 16] у термiнах ϑ-функцiй Рiмана, остаточний результат
запишемо таким чином:

q1(x) = c1
Θ0

(
−1

2αx+ x0
)

Θ∞
(
−1

2αx+ x0
) , q2(x) =

∂2

∂x2
ln Θ∞

(
−1

2
αx+ x0

)
+ c2, (49)

де α ∈ R2 — набiр квазiчастот на торi T2 ' M2
h , x0 ∈ R2 — деякий початковий вектор

на торi T2, c1, c2 ∈ R — деякi параметри вкладення, залежнi вiд h1, h2 ∈ R, i Θ0,Θ∞ —
вiдповiднi ϑ-функцiї Рiмана.

За допомогою вибору певних значень параметрiв cj ∈ R, j = 1, 2, з формул (49) мо-
жна отримати в явному виглядi аналiтичнi вирази для розв’язкiв системи Хенона – Хей-
леса (40).
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