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We construct an approximation for a pencil of solutions of a linear impulsive differential inclusion in terms
of a system of linear impulsive differential equations with the Hukuhara derivative.

Побудовано апроксимацiю жмутка розв’язкiв лiнiйного iмпульсного диференцiального включен-
ня за допомогою системи лiнiйних iмпульсних диференцiальних рiвнянь з похiдною Хукухари.

Рассмотрим линейное дифференциальное включение

ẋ ∈ A(t)x+ F (t), x(0) ∈ X0 ∈ conv(Rn), (1)

где t ∈ [0, T ], x ∈ Rn — фазовый вектор, A(t) — непрерывная (n × n)-матрица, F :
[0, T ] → conv(Rn) — непрерывное многозначное отображение.

Включению (1) эквивалентна, например, линейная система управления

ẋ = A(t)x+D(t)u, x(0) ∈ X0, (2)

где u(t) ∈ U(t) — вектор управления, U : [0, T ] → conv(Rp) — непрерывное многознач-
ное отображение, D(t) — непрерывная (n × p)-матрица, при этом F (t) = {y ∈ Rn|y =
= D(t)u(t), u(t) ∈ U(t)}.

Исследование свойств интегральной воронки включения (1) (множества достижимос-
ти системы (2)) имеет большое значение в качественной теории и задачах управления. В
связи с этим многие авторы исследовали свойства множества достижимости [1 – 3], а та-
кже различные приближенные методы его построения: метод эллипсоидов для линейных
систем [4], асимптотические методы [5, 6], численные методы [7, 8].

Рассмотрим использование систем дифференциальных уравнений с производной Ху-
кухары для построения аппроксимации пучка решений включения (1).

Запишем дифференциальное уравнение с производной Хукухары [9], соответствую-
щее дифференциальному включению (1):

DhX(t) = A(t)X(t) + F (t), X(0) = X0, (3)

где решение X : [0, T ] → conv(Rn) — непрерывно дифференцируемое по Хукухаре
многозначное отображение.

В работе [2] доказана следующая оценка:

R(t) ⊂ X(t), (4)
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где R(t) — множество достижимости системы (1).
При практическом построении данной аппроксимации пучка решений включения (1)

в случае n > 2 появляются принципиальные вычислительные трудности при нахождении
решения уравнения (3).

Представим матрицу A(t) в виде

A(t) =


A11(t) A12(t) . . . A1m(t)
A21(t) A22(t) . . . A2m(t)

...
...

. . .
...

Am1(t) Am2(t) . . . Amm(t)

 , Aij(t) ∈ Rni×nj ,
m∑

i=1

ni = n. (5)

Уравнению (3) поставим в соответствие систему линейных уравнений с производной Ху-
кухары

DhXi(t) =
m∑

j=1

Aij(t)Xj(t) + Fi(t), Xi(0) = X0
i ∈ conv(Rni), i = 1,m, (6)

где F (t) ⊂ F (t) = F1(t) . . . Fm(t), Fi : [0, T ] → conv(Rni) — непрерывные многозначные
отображения,X0 ⊂ X0

1 . . . X
0
m,функцииXi : [0, T ] → conv(Rni) непрерывно дифференци-

руемы по Хукухаре.
Введем в рассмотрение множество X(t) = X1(t) . . . Xm(t).

Теорема 1. Для уравнений (3), (6) справедливо включение X(t) ⊂ X(t) для любого
t ∈ [0, T ].

Доказательство. Множества X(t) и X(t) являются выпуклыми компактами в Rn, по-
этому достаточно показать, что c(X(t), ψ) ≤ c(X(t), ψ) для всех ψ ∈ Rn, где c(X,ψ) —
опорная функция множества X [10].

Разобьем сегмент [0, T ] точками tk =
kT

N
, k = 0, N. Рассмотрим семейство ломаных

Эйлера для (3), (6):

XN (tk+1) = XN (tk) + h[A(tk)XN (tk) + F (tk)], XN (0) = X0, (7)

XN
i (tk+1) = XN

i (tk) + h

 m∑
j=1

Aij(tk)XN
j (tk) + Fi(tk)

 , XN
i (0) = X0

i , i = 1,m, (8)

k = 0, N − 1.

Пусть X
N (t) = XN

1 (t) . . . XN
m (t). Поскольку XN (0) ⊂ X

N (0), в силу свойств опорных
функций c(XN (0), ψ) ≤ c(XN (0), ψ) для всех ψ ∈ Rn. Предположим, что неравенство

c(XN (tk), ψ) ≤ c(XN (tk), ψ) выполняется для всех ψ ∈ Rn.Пусть ψ =

 ψ1
...
ψm

 , ψi ∈ Rni ,

тогда
c(XN (tk+1), ψ) = c(XN (tk) + hA(tk)XN (tk) + hF (tk), ψ) =
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= c(XN (tk), ψ) + hc(XN (tk), AT (tk)ψ) + hc(F (tk), ψ) ≤

≤ c(XN (tk), ψ) + hc(XN (tk), AT (tk)ψ) + hc(F (tk), ψ) =

=
m∑

i=1

[
c(XN

i (tk), ψi) + hc
(
XN

i (tk),
(
AT (tk)ψ

)
i

)
+ hc(Fi(tk), ψi)

]
=

=


(
AT (tk)ψ

)
i

=




AT
11(tk) AT

21(tk) . . . AT
m1(tk)

AT
12(tk) AT

22(tk) . . . AT
m2(tk)

...
...

. . .
...

AT
1m(tk) AT

2m(tk) . . . AT
mm(tk)




ψ1

ψ2
...
ψm




i

=

=



m∑
j=1

AT
j1(tk)ψj

m∑
j=1

AT
j2(tk)ψj

...
m∑

j=1
AT

jm(tk)ψj


i

=
m∑

j=1

AT
ji(tk)ψj


=

=
m∑

i=1

[
c(XN

i (tk), ψi) + hc

(
XN

i (tk),
m∑

j=1

AT
ji(tk)ψj

)
+ hc(Fi(tk), ψi)

]
≤

≤
m∑

i=1

[
c(XN

i (tk), ψi) + h
m∑

j=1

c(XN
i (tk), AT

ji(tk)ψj) + hc(Fi(tk), ψi)

]
=

=
m∑

i=1

c(XN
i (tk), ψi) + h

m∑
i=1

c(Fi(tk), ψi) + h

m∑
i=1

m∑
j=1

c(XN
i (tk), AT

ji(tk)ψj). (9)

Найдем опорную функцию множества X
N (tk+1) :

c(XN (tk+1), ψ) =
m∑

i=1

c(XN
i (tk+1), ψi) =

=
m∑

i=1

c

(
XN

i (tk) + h

m∑
j=1

Aij(tk)XN
j (tk) + hFi(tk), ψi

)
=

=
m∑

i=1

[
c(XN

i (tk), ψi) + h
m∑

j=1

c(XN
j (tk), AT

ij(tk)ψi) + hc(Fi(tk), ψi)

]
=

=
m∑

i=1

c(XN
i (tk), ψi) + h

m∑
i=1

c(Fi(tk), ψi) + h

m∑
i=1

m∑
j=1

c(XN
j (tk), AT

ij(tk)ψi). (10)
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С учетом (9) и (10) получим c(XN (tk+1), ψ) ≤ c(XN (tk+1), ψ) для всех ψ ∈ Rn. Ломаные
Эйлера (7), (8) при N → ∞ сходятся к решениям (3), (6) соответственно [11]. Следо-
вательно, переходя к пределу и используя свойство непрерывности опорных функций,
получаем c(X(t), ψ) ≤ c(X(t), ψ) для всех ψ ∈ Rn. Таким образом, X(t) ⊂ X(t) для всех
t ∈ [0, T ].

Теорема доказана.
Изучим вопрос об изменении множества X(t) при дальнейшем разбиении матрицы.

Предположим, что ν-я матричная строка и ν-й матричный столбец матрицы A(t), ν ∈
∈ 1,m, разбиты на следующие матрицы:

Aνν(t) =


A11

νν(t) A12
νν(t) . . . A1s

νν(t)
A21

νν(t) A22
νν(t) . . . A2s

νν(t)
...

...
. . .

...
As1

νν(t) As2
νν(t) . . . Ass

νν(t)

 , Apq
νν(t) ∈ Rlp×lq ,

s∑
p=1

lp = nν ,

Aiν(t) =
(
A1

iν(t) A2
iν(t) . . . As

iν(t)
)
, Ap

iν(t) ∈ Rni×lp , i = 1,m, i 6= ν, (11)

Aνi(t) =


A1

νi(t)
A2

νi(t)
...

As
νi(t)

 , Ap
νi(t) ∈ Rlp×ni , i = 1,m, i 6= ν.

Наряду с системой (6) рассмотрим систему

DhX̃i(t) =
m∑

j=1
j 6=ν

Aij(t)X̃j(t) +
s∑

p=1

Ap
iν(t)Xνp(t) + F̃i(t),

X̃i(0) = X0
i , i = 1,m, i 6= ν,

(12)

DhXνq(t) =
m∑

j=1
j 6=ν

Aq
νj(t)X̃j(t) +

s∑
p=1

Aqp
νν(t)Xνp(t) + Fνq(t),

Xνq(0) = X0
νq, q = 1, s,

где Fi(t) = F̃i(t), i 6= ν, Fν(t) ⊂ F̃ν(t) = Fν1(t) . . . Fνs(t), Fνq : [0, T ] → conv(Rlq)
— непрерывные многозначные отображения, X0

ν ∈ X̃0
ν = X0

ν1 . . . X
0
νs, X̃i : [0, T ] →

→ conv(Rni), i 6= ν, и Xνq : [0, T ] → conv(Rlq), q = 1, s, — непрерывно дифференци-
руемые по Хукухаре многозначные отображения.

Введем в рассмотрение множество

X̃(t) = X̃1(t) . . . X̃ν−1(t)Xν1(t) . . . Xνs(t)X̃ν+1(t) . . . X̃m(t).

Теорема 2. Для систем (6), (12) справедливо включение X(t) ⊂ X̃(t) для любого t ∈
∈ [0, T ].
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Доказательство. Множества X(t) и X̃(t) являются выпуклыми компактами в Rn, по-
этому достаточно показать, что c(X(t), ψ) ≤ c(X̃(t), ψ) для всех ψ ∈ Rn.

Разобьем сегмент [0, T ] точками tk =
kT

N
, k = 0, N. Рассмотрим семейство ломаных

Эйлера для (6), (12): равенства (8) и

X̃N
i (tk+1) = X̃N

i (tk) + h

 m∑
j=1
j 6=ν

Aij(tk)X̃N
j (tk) +

s∑
p=1

Ap
iν(tk)X

N
νp(tk) + F̃i(tk)

 ,
X̃N

i (0) = X0
i , i = 1,m, i 6= ν,

(13)

XN
νq(tk+1) = XN

νq(tk) + h

 m∑
j=1
j 6=ν

Aq
νj(tk)X̃

N
j (t) +

s∑
p=1

Aqp
νν(tk)X

N
νp(tk) + Fνq(tk)

 ,
XN

νq(0) = X0
νq, q = 1, s, k = 0, N − 1.

Пусть X̃N (t) = X̃N
1 (t) . . . X̃N

ν−1(t)X
N
ν1(t) . . . X

N
νs(t)X̃

N
ν+1(t) . . . X̃

N
m (t).ПосколькуX

N (0) ⊂
⊂ X̃N (0), то c(XN (0), ψ) ≤ c(X̃N (0), ψ) для всех векторов ψ ∈ Rn. Предположим, что не-
равенство c(XN (tk), ψ) ≤ c(X̃N (tk), ψ) выполняется для всех ψ ∈ Rn. Тогда в силу (10)

c(XN (tk+1), ψ) =
m∑

i=1

c(XN
i (tk), ψi) + h

m∑
i=1

c(Fi(tk), ψi) + h
m∑

i=1

m∑
j=1

c(XN
j (tk), AT

ij(tk)ψi) ≤

≤
m∑

i=1

c(X̃N
i (tk), ψi) + h

m∑
i=1

c(F̃i(tk), ψi) + h
m∑

i=1

m∑
j=1

c(X̃N
j (tk), AT

ij(tk)ψi) =

=
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃N
i (tk), ψi) + c(X̃N

ν (tk), ψν) + h

m∑
i=1
i6=ν

c(Fi(tk), ψi) + hc(F̃ν(tk), ψν)+

+ h
m∑

i=1

 m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃N
j (tk), AT

ij(tk)ψi) + c(X̃N
ν (tk), AT

iν(tk)ψi)

 =

=

ψν =

 ψν1
...
ψνs

 , ψνq ∈ Rlq

 =
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃N
i (tk), ψi) +

s∑
p=1

c(XN
νp(tk), ψνp)+

+ h

m∑
i=1
i6=ν

c(Fi(tk), ψi) + h

s∑
p=1

c(Fνp(tk), ψνp) + h

m∑
i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃N
j (tk), AT

ij(tk)ψi)+
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+ h
m∑

i=1

c(X̃N
ν (tk), AT

iν(tk)ψi) + h
m∑

j=1
j 6=ν

c(X̃N
j (tk), AT

νj(tk)ψν) =

=
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃N
i (tk), ψi) +

s∑
p=1

c(XN
νp(tk), ψνp) + h

m∑
i=1
i6=ν

c(Fi(tk), ψi)+

+ h
s∑

p=1

c(Fνp(tk), ψνp) + h
m∑

i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃N
j (tk), AT

ij(tk)ψi)+

+ h

m∑
i=1
i6=ν

s∑
p=1

c
(
XN

νp(tk),
(
AT

iν(tk)ψi

)
p

)
+ h

s∑
p=1

c
(
XN

νp(tk),
(
AT

νν(tk)ψν

)
p

)
+

+ h

m∑
j=1
j 6=ν

c

X̃N
j (tk),

s∑
p=1

(Ap
νj(tk))

Tψνp

 =

=


(
AT

iν(tk)ψi

)
p

=





(
A1

iν(tk)
)T(

A2
iν(tk)

)T
...

(As
iν(tk))

T

ψi


p

=

=



(
A1

iν(tk)
)T
ψi(

A2
iν(tk)

)T
ψi

...
(As

iν(tk))
T ψi




p

= (Ap
iν(tk))

T
ψi,

(
AT

νν(tk)ψν

)
p

=



(
A11

νν(tk)
)T

. . .
(
As1

νν(tk)
)T

...
. . .

...(
A1s

νν(tk)
)T

. . . (Ass
νν(tk))

T


 ψν1

...
ψνs




p

=

=


s∑

q=1

(
Aq1

νν(tk)
)T

ψνq

...
s∑

q=1
(Aqs

νν(tk))
T
ψνq


p

=
s∑

q=1

(Aqp
νν(tk))

T ψνq


=

=
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃N
i (tk), ψi) +

s∑
p=1

c(XN
νp(tk), ψνp) + h

m∑
i=1
i6=ν

c(Fi(tk), ψi)+
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+ h
s∑

p=1

c(Fνp(tk), ψνp) + h
m∑

i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃N
j (tk), AT

ij(tk)ψi)+

+ h

m∑
i=1
i6=ν

s∑
p=1

c
(
XN

νp(tk), (A
p
iν(tk))

T
ψi

)
+ h

s∑
p=1

c

XN
νp(tk),

s∑
q=1

(Aqp
νν(tk))

Tψνq

+

+ h

m∑
j=1
j 6=ν

c

X̃N
j (tk),

s∑
p=1

(Ap
νj(tk))

Tψνp

 ≤
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃N
i (tk), ψi)+

+
s∑

p=1

c(XN
νp(tk), ψνp) + h

m∑
i=1
i6=ν

c(Fi(tk), ψi) + h

s∑
p=1

c(Fνp(tk), ψνp)+

+ h
m∑

i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃N
j (tk), AT

ij(tk)ψi) + h
m∑

i=1
i6=ν

s∑
p=1

c
(
XN

νp(tk), (A
p
iν(tk))

T
ψi

)
+

+ h
s∑

p=1

s∑
q=1

c
(
XN

νp(tk), (A
qp
νν(tk))

Tψνq

)
+ h

m∑
j=1
j 6=ν

s∑
p=1

c
(
X̃N

j (tk), (A
p
νj(tk))

Tψνp

)
. (14)

Найдем опорную функцию множества X̃N (tk+1) :

c(X̃N (tk+1), ψ) =
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃N
i (tk+1), ψi) +

s∑
q=1

c(XN
νq(tk+1), ψνq) =

=
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃N
i (tk), ψi) + h

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃N
j (tk), AT

ij(tk)ψi)+

+ h
s∑

p=1

c
(
XN

νp(tk), (A
p
iν(tk))

Tψi

)
+ hc(Fi(tk), ψi)

+

+
s∑

q=1

c(XN
νq(tk), ψνq) + h

m∑
j=1
j 6=ν

c
(
X̃N

j (t), (Aq
νj(tk))

Tψνq

)
+

+ h

s∑
p=1

c(XN
νp(tk), (A

qp
νν(tk))

Tψνq) + hc(Fνq(tk), ψνq)

=
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃N
i (tk), ψi)+
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+ h
m∑

i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃N
j (tk), AT

ij(tk)ψi) + h
m∑

i=1
i6=ν

s∑
p=1

c
(
XN

νp(tk), (A
p
iν(tk))

T
ψi

)
+

+ h
m∑

i=1
i6=ν

c(Fi(tk), ψi) +
s∑

p=1

c(XN
νp(tk), ψνp)+

+ h

m∑
j=1
j 6=ν

s∑
p=1

c
(
X̃N

j (tk), (A
p
νj(tk))

Tψνp

)
+

+ h

s∑
p=1

s∑
q=1

c
(
XN

νp(tk), (A
qp
νν(tk))

Tψνq

)
+ h

s∑
p=1

c(Fνp(tk), ψνp). (15)

С учетом (14) и (15) имеем c(XN (tk+1), ψ) ≤ c(X̃N (tk+1), ψ) для всех ψ ∈ Rn. Ломаные
Эйлера (8), (13) при N → ∞ сходятся к решениям (6), (12) соответственно [11]. Следо-
вательно, переходя к пределу и используя свойство непрерывности опорных функций,
получаем c(X(t), ψ) ≤ c(X̃(t), ψ) для всех ψ ∈ Rn. Таким образом, для всех t ∈ [0, T ]
справедливо включение X(t) ⊂ X̃(t).

Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть ∆1 и ∆2 — разбиения матрицы A(t) для уравнения (3), причем
∆2 может быть получено из ∆1 путем дальнейшего разбиения. Пусть X∆1(t) и X∆2(t)
— решения систем вида (6), соответствующие данным разбиениям. Тогда X∆1(t) ⊂
⊂ X∆2(t) для всех t ∈ [0, T ].

Следствие 2. Пусть Ym(t) — пересечение всех множествX(t) — решений систем вида
(6) при всевозможных разбиениях матрицы A(t) на матрицы Aij(t), i, j = 1,m. Тогда в
силу теорем 1 и 2

X(t) = Y1(t) ⊂ Y2(t) ⊂ . . . ⊂ Yn(t) для всех t ∈ [0, T ].

Замечание 1. В случае m = n систему (6) можно упростить. Пусть

Xi(t) = xi(t) + yi(t)[−1, 1], Fi(t) = fi(t) + gi(t)[−1, 1],

тогда система (6) представима в виде

Dh{xi(t) + yi(t)[−1, 1]} =
n∑

j=1

aij(t){xj(t) + yj(t)[−1, 1]}+ fi(t) + gi(t)[−1, 1],

xi(0) + yi(0)[−1, 1] = x0
i + y0

i [−1, 1], i = 1, n.
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По определению производная Хукухары

Dh{xi(t) + yi(t)[−1, 1]} =

= lim
∆→0

1
∆
{[xi(t+ ∆)− yi(t+ ∆), xi(t+ ∆) + yi(t+ ∆)]− [xi(t)− yi(t), xi(t) + yi(t)]} =

= lim
∆→0

1
∆

[xi(t+ ∆)− yi(t+ ∆)− (xi(t)− yi(t)), xi(t+ ∆) + yi(t+ ∆)− (xi(t) + yi(t))] =

=
[

lim
∆→0

xi(t+ ∆)− xi(t)− (yi(t+ ∆)− yi(t))
∆

, lim
∆→0

xi(t+ ∆)− xi(t) + (yi(t+ ∆)− yi(t))
∆

]
=

= [(xi(t)− yi(t))′, (xi(t) + yi(t))′] = ẋi(t) + ẏi(t)[−1, 1].

Таким образом, система (6) распадается на две линейные неоднородные системы обык-
новенных дифференциальных уравнений ẋi(t) =

n∑
j=1

aij(t)xj(t) + fi(t),

xi(0) = x0
i , i = 1, n,

 ẏi(t) =
n∑

j=1
|aij(t)|yj(t) + gi(t),

yi(0) = y0
i , i = 1, n,

решения которых записываются в явном виде.
Естественным является вопрос построения аппроксимации пучка решений для линей-

ных импульсных дифференциальных включений [6, 12].
Предположим, что система, описываемая включением (1), подвергается импульсным

воздействиям в фиксированные моменты времени, т. е. рассмотрим на сегменте [0, T ] ли-
нейное импульсное дифференциальное включение

ẋ ∈ A(t)x+ F (t), t 6= τk,

x(τk + 0) ∈ Bkx(τk) + Pk, (16)

x(0) ∈ X0, k = 1,K,

где Bk — (n× n)-матрицы, Pk ∈ conv(Rn), моменты импульсов 0 ≤ τ1 < . . . < τK < T.

Запишем уравнение с производной Хукухары, соответствующее импульсному диф-
ференциальному включению (16):

DhX(t) = A(t)X(t) + F (t), t 6= τk,

X(τk + 0) = BkX(τk) + Pk, (17)

X(0) = X0, k = 1,K,

где решение X : [0, T ] → conv(Rn) — кусочно непрерывно дифференцируемое по Хуку-
харе многозначное отображение.
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Пусть матрица A(t) представима в виде (5), матрицы Bk, k = 1,K, имеют вид

Bk =


Bk

11 Bk
12 . . . Bk

1m

Bk
21 Bk

22 . . . Bk
2m

...
...

. . .
...

Bk
m1 Bk

m2 . . . Bk
mm

 , Bk
ij ∈ Rni×nj .

Уравнению (17) поставим в соответствие систему линейных импульсных дифференци-
альных уравнений с производной Хукухары

DhXi(t) =
m∑

j=1

Aij(t)Xj(t) + Fi(t), t 6= τk,

Xi(τk + 0) =
m∑

j=1

Bk
ijXj(τk) + P k

i , (18)

Xi(0) = X0
i ∈ conv(Rni), i = 1,m, k = 1,K,

где Pk ⊂ P k = P k
1 . . . P

k
m, P

k
i ∈ conv(Rni), функции Xi : [0, T ] → conv(Rni) кусочно

непрерывно дифференцируемы по Хукухаре.
Введем в рассмотрение множество X(t) = X1(t) . . . Xm(t).

Теорема 3. Для уравнений (16) – (18) при любом t ∈ [0, T ] справедливо включение
R(t) ⊂ X(t) ⊂ X(t), где R(t) — множество достижимости (16).

Доказательство. Обозначим τ0 = 0, τK+1 = T. Пусть для некоторого k ∈ 1,K + 1
справедливо включение R(τk−1 + 0) ⊂ X(τk−1 + 0) ⊂ X(τk−1 + 0). В силу теоремы 1 и
включения (4) R(t) ⊂ X(t) ⊂ X(t) для всех τk−1 < t ≤ τk.

Покажем, что R(τk + 0) ⊂ X(τk + 0) ⊂ X(τk + 0), k ∈ 1,K. Первая часть включения
следует непосредственно из (16) и (17). Докажем второе включение. В силу выпуклости
множеств X(τk +0) и X(τk +0) достаточно показать, что c(X(τk +0), ψ) ≤ c(X(τk +0), ψ)
для всех ψ ∈ Rn. Из уравнений (17), (18) получаем

c(X(τk + 0), ψ) = c(BkX(τk) + Pk, ψ) = c(X(τk), BT
k ψ) + c(Pk, ψ) ≤

≤ c(X(τk), BT
k ψ) + c(P k, ψ) =

m∑
i=1

c(Xi(τk),
(
BT

k ψ
)
i
) +

m∑
i=1

c(P k
i , ψi) =

=


(
BT

k ψ
)
i

=




(Bk
11)

T (Bk
21)

T . . . (Bk
m1)

T

(Bk
12)

T (Bk
22)

T . . . (Bk
m2)

T

...
...

. . .
...

(Bk
1m)T (Bk

2m)T . . . (Bk
mm)T




ψ1

ψ2
...
ψm




i

=
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=



m∑
j=1

(Bk
j1)

Tψj

m∑
j=1

(Bk
j2)

Tψj

...
m∑

j=1
(Bk

jm)Tψj


i

=
m∑

j=1

(Bk
ji)

Tψj


=

m∑
i=1

c

Xi(τk),
m∑

j=1

(Bk
ji)

Tψj

+
m∑

i=1

c(P k
i , ψi) ≤

≤
m∑

i=1

m∑
j=1

c
(
Xi(τk), (Bk

ji)
Tψj

)
+

m∑
i=1

c(P k
i , ψi), (19)

c(X(τk + 0), ψ) =
m∑

i=1

c(Xi(τk + 0), ψi) =
m∑

i=1

c

 m∑
j=1

Bk
ijXj(τk) + P k

i , ψi

 =

=
m∑

i=1

m∑
j=1

c
(
Xj(τk), (Bk

ij)
Tψi

)
+

n∑
i=1

c(P k
i , ψi). (20)

С учетом (19) и (20) имеем c(X(τk + 0), ψ) ≤ c(X(τk + 0), ψ) для всех ψ ∈ Rn, а значит,
X(τk + 0) ⊂ X(τk + 0). Следовательно, теорема доказана.

Изучим вопрос об изменении множества X(t) при дальнейшем разбиении матрицы.
Предположим, что ν-я матричная строка и ν-й матричный столбец матрицы A(t), ν ∈
∈ 1,m, разбиты, как в (11), ν-е матричные строки и ν-е матричные столбцы матриц Bk

разбиты на следующие матрицы:

Bk
νν =


Bk11

νν Bk12
νν . . . Bk1s

νν

Bk21
νν Bk22

νν . . . Bk2s
νν

...
...

. . .
...

Bks1
νν Bks2

νν . . . Bkss
νν

 , B
kpq
νν ∈ Rlp×lq ,

s∑
p=1

lp = nν ,

Bk
iν =

(
Bk1

iν Bk2
iν . . . Bks

iν

)
, Bkp

iν ∈ Rni×lp , i = 1,m, i 6= ν, (21)

Bk
νi =


Bk1

νi

Bk2
νi
...

Bks
νi

 , Bkp
νi ∈ Rlp×ni , i = 1,m, i 6= ν.

Наряду с системой (6) рассмотрим систему

DhX̃i(t) =
m∑

j=1
j 6=ν

Aij(t)X̃j(t) +
s∑

p=1

Ap
iν(t)Xνp(t) + F̃i(t), t 6= τk,
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X̃i(τk + 0) =
m∑

j=1
j 6=ν

Bk
ijX̃j(τk) +

s∑
p=1

Bkp
iν Xνp(τk) + P̃ k

i ,

X̃i(0) = X0
i , i = 1,m, i 6= ν,

(22)

DhXνq(t) =
m∑

j=1
j 6=ν

Aq
νj(t)X̃j(t) +

s∑
p=1

Aqp
νν(t)Xνp(t) + Fνq(t),

Xνq(τk + 0) =
m∑

j=1
j 6=ν

Bkq
νj X̃j(τk) +

s∑
p=1

B
kqp
νν Xνp(τk) + P k

νq,

Xνq(0) = X0
νq, q = 1, s, k = 1,K,

где P k
i = P̃ k

i , i 6= ν, P k
ν ⊂ P̃ k

ν = P k
ν1 . . . P

k
νs, P

k
νq ∈ conv(Rlq), X0

ν ∈ X̃0
ν = X0

ν1 . . . X
0
νs,

X̃i : [0, T ] → conv(Rni), i 6= ν, и Xνq : [0, T ] → conv(Rlq), q = 1, s, — кусочно непрерывно
дифференцируемые по Хукухаре многозначные отображения.

Введем в рассмотрение множество

X̃(t) = X̃1(t) . . . X̃ν−1(t)Xν1(t) . . . Xνs(t)X̃ν+1(t) . . . X̃m(t).

Теорема 4. Для систем (18), (23) справедливо включение X(t) ⊂ X̃(t) для любого
t ∈ [0, T ].

Доказательство. Обозначим τ0 = 0, τK+1 = T. Пусть для некоторого k ∈ 1,K + 1
справедливо включение X(τk−1 +0) ⊂ X̃(τk−1 +0). В силу теоремы 2 для всех τk−1 < t ≤
≤ τk имеем X(t) ⊂ X̃(t). Покажем, что X(τk +0) ⊂ X̃(τk +0), k ∈ 1,K. В силу выпуклос-
ти множествX(τk +0) и X̃(τk +0) достаточно показать, что для всех ψ ∈ Rn выполняется
неравенство c(X(τk + 0), ψ) ≤ c(X̃(τk + 0), ψ). Из уравнений (18), (23) с учетом (20) полу-
чаем

c(X(τk + 0), ψ) =
m∑

i=1

m∑
j=1

c
(
Xj(τk), (Bk

ij)
Tψi

)
+

m∑
i=1

c(P k
i , ψi) ≤

≤
m∑

i=1

m∑
j=1

c
(
X̃j(τk), (Bk

ij)
Tψi

)
+

m∑
i=1

c(P̃ k
i , ψi) =

=
m∑

i=1

 m∑
j=1
j 6=ν

c
(
X̃j(τk), (Bk

ij)
Tψi

)
+ c

(
X̃ν(τk), (Bk

iν)
Tψi

)+
m∑

i=1
i6=ν

c(P k
i , ψi)+

+ c(P̃ k
ν , ψν) =

m∑
i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c
(
X̃j(τk), (Bk

ij)
Tψi

)
+

m∑
i=1

c
(
X̃ν(τk), (Bk

iν)
Tψi

)
+
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+
m∑

j=1
j 6=ν

c
(
X̃j(τk), (Bk

νj)
Tψν

)
+

m∑
i=1
i6=ν

c(P k
i , ψi) +

s∑
p=1

c(P k
νp, ψνp) =

=
m∑

i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃j(τk), (Bk
ij)

Tψi) +
m∑

i=1
i6=ν

s∑
p=1

c

(
Xνp(τk),

(
(Bk

iν)
Tψi

)
p

)
+

+
s∑

p=1

c

(
Xνp(τk),

(
(Bk

νν)
Tψν

)
p

)
+

m∑
j=1
j 6=ν

c
(
X̃j(τk), (Bk

νj)
Tψν

)
+

m∑
i=1
i6=ν

c(P k
i , ψi)+

+
s∑

p=1

c(P k
νp, ψνp) =


(
(Bk

iν)
Tψi

)
p

=


 (Bk1

iν )T

...
(Bks

iν )T

ψi


p

= (Bkp
iν )Tψi;

(Bk
νj)

Tψν =
s∑

p=1

(Bkp
νj )Tψνp;

(
(Bk

νν)
Tψν

)
p

=


 (Bk11

νν )T . . . (Bks1
νν )T

...
. . .

...
(Bk1s

νν )T . . . (Bkss
νν )T


 ψν1

...
ψνs




p

=

=


s∑

q=1
(Bkq1

νν )Tψνq

...
s∑

q=1
(Bkqs

νν )Tψνq


p

=
s∑

q=1

(Bkqp
νν )Tψνq


=

m∑
i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃j(τk), (Bk
ij)

Tψi)+

+
m∑

i=1
i6=ν

s∑
p=1

c
(
Xνp(τk), (B

kp
iν )Tψi

)
+

s∑
p=1

c

(
Xνp(τk),

s∑
q=1

(Bkqp
νν )Tψνq

)
+

+
m∑

j=1
j 6=ν

c

(
X̃j(τk),

s∑
p=1

(Bkp
νj )Tψνp

)
+

m∑
i=1
i6=ν

c(P k
i , ψi) +

s∑
p=1

c(P k
νp, ψνp) ≤

≤
m∑

i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c(X̃j(τk), (Bk
ij)

Tψi) +
m∑

i=1
i6=ν

s∑
p=1

c
(
Xνp(τk), (B

kp
iν )Tψi

)
+

+
s∑

p=1

s∑
q=1

c
(
Xνp(τk), (B

kqp
νν )Tψνq

)
+

m∑
j=1
j 6=ν

s∑
p=1

c
(
X̃j(τk), (B

kp
νj )Tψνp

)
+

+
m∑

i=1
i6=ν

c(P k
i , ψi) +

s∑
p=1

c(P k
νp, ψνp). (23)
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Найдем опорную функцию множества X̃(τk + 0) :

c(X̃(τk + 0), ψ) =
m∑

i=1
i6=ν

c(X̃i(τk + 0), ψi) +
s∑

q=1

c(Xνq(τk + 0), ψνq) =

=
m∑

i=1
i6=ν

c

 m∑
j=1
j 6=ν

Bk
ijX̃j(τk) +

s∑
p=1

Bkp
iν Xνp(τk) + P̃ k

i , ψi

+

+
s∑

q=1

c

 m∑
j=1
j 6=ν

Bkq
νj X̃j(τk) +

s∑
p=1

B
kqp
νν Xνp(τk) + P k

νq, ψνq

 =

=
m∑

i=1
i6=ν

m∑
j=1
j 6=ν

c
(
X̃j(τk), (Bk

ij)
Tψi

)
+

m∑
i=1
i6=ν

s∑
p=1

c
(
Xνp(τk), (B

kp
iν )Tψi

)
+

+
m∑

i=1
i6=ν

c(P k
i , ψi) + +

s∑
q=1

m∑
j=1
j 6=ν

c
(
X̃j(τk), (B

kq
νj )

Tψνq

)
+

+
s∑

q=1

s∑
p=1

c

(
Xνp(τk),

(
B

kqp
νν

)T
ψνq

)
+

s∑
q=1

c(P k
νq, ψνq). (24)

С учетом (23) и (24) получаем c(X(τk + 0), ψ) ≤ c(X̃(τk + 0), ψ) для всех ψ ∈ Rn, а значит,
X(τk + 0) ⊂ X̃(τk + 0). Следовательно, теорема доказана.

Следствие 3. Пусть ∆1 и ∆2 — разбиения матриц A(t) и Bk для уравнения (17), при-
чем ∆2 может быть получено из ∆1 путем дальнейшего разбиения, кроме того, X∆1(t)
и X∆2(t) — решения систем вида (18), соответствующие данным разбиениям. Тогда
X∆1(t) ⊂ X∆2(t) для всех t ∈ [0, T ].

Следствие 4. Пусть Ym(t) — пересечение всех множествX(t) — решений систем вида
(18) при всевозможных разбиениях матриц A(t) и Bk на матрицы Aij(t) и Bk

ij i, j = 1,m.
Тогда в силу теорем 3 и 4

X(t) = Y1(t) ⊂ Y2(t) ⊂ . . . ⊂ Yn(t) для всех t ∈ [0, T ].

Замечание 2. В случае m = n система (18) распадается на две системы линейных
импульсных дифференциальных уравнений. Пусть

Xi(t) = xi(t) + yi(t)[−1, 1], Fi(t) = fi(t) + gi(t)[−1, 1], P k
i = pk

i + qk
i [−1, 1].
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Тогда по аналогии с замечанием 1 получаем

ẋi =
n∑

j=1
aij(t)xj(t) + fi(t), t 6= τk, k = 1, N,

xi(τk + 0) =
n∑

j=1
bkijxj(τk) + pk

i ,

xi(0) = x0
i ;

(25)

ẏi =
n∑

j=1
|aij(t)|yj(t) + gi(t), t 6= τk, k = 1, N,

yi(τk + 0) =
n∑

j=1
|bkij |yj(τk) + qk

i ,

yi(0) = y0
i .

(26)

Замечание 3. Как отмечено выше, нахождение решения уравнения Хукухары в случае
пространства размерности n > 2 вызывает принципиальные вычислительные трудности.
Поэтому целесообразно разбивать матрицы A(t) и Bi на блоки таким образом, чтобы
ni ≤ 2, i = 1,m.

Замечание 4. В системах (1) и (16) матрицу A(t) и многозначное отображение F (t)
можно считать измеримыми.
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