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АСИМПТОТИЧНЕ IНТЕГРУВАННЯ СЛАБКОНЕЛIНIЙНИХ СИСТЕМ
З НЕСТАБIЛЬНИМ СПЕКТРОМ

М. О. Рашевський

Криворiз. техн. ун-т
Україна, 50027, Кривий Рiг Днiпропетровської обл., вул. XXII Партз’їзду, 11

We construct an asymptotics for the Cauchy problem for a weakly nonlinear system of ordinary differential
equations in the case where there is a turning point. The linear part of the system contains an almost
diagonal matrix.

Побудовано асимптотику розв’язку задачi Кошi для слабконелiнiйної системи звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь при наявностi точки повороту. Лiнiйна частина системи мiстить майже
дiагональну матрицю.

Системи вигляду

εh
dx

dt
= A (t, ε)x (t, ε) + εpf (t,x) (1)

вивчались у роботах [1 – 4], де побудовано асимптотичнi розв’язки на промiжку t ∈ [0, L],
L < ∞. Тут x(t, ε) — шуканий n-вимiрний вектор, A (t, ε) — матриця розмiрiв n × n, що
зображується збiжним рядом за степенями дiйсного малого параметра ε > 0 : A (t, ε) =

=
∞∑
k=0

εkAk(t),h,p — додатнi рацiональнi числа; f (t, x) — многочлен степеня N ≥ 2 :

f (t,x) =
N∑
|k|=2

fk (t)xk; k = (k1, k2, . . . , kn) з |k| = k1 + k2 + . . . + kn, xk = xk11 x
k2
2 . . . xknn .

Для системи (1) ставиться задача Кошi:

x (0, ε) = x0. (2)

При побудовi асимптотики розв’язку задачi (1), (2) iстотною є стабiльнiсть спектра
матрицi A (t, 0). Системи вигляду (1) iз нестабiльним спектром багатомасштабним ме-
тодом дослiджувались у [1]. У данiй роботi для розв’язання задачi (1), (2) пропонується
спосiб побудови асимптотики, що фактично є двомасштабною (при h = 1), проте, маю-
чи вигляд багатофазового ряду [5], не вимагає „склеювання”. При побудовi формального
розв’язку задачi (1), (2) у п. 1 не накладаються умови на наявнiсть чи вiдсутнiсть резонан-
су. Тут метод [3] модифiковано для iнтегрування систем iз точкою повороту. Для спроще-
ння побудови формального ряду в п. 2 пропонується iнший пiдхiд, де наявнiсть резонансу
вже iстотно впливає на дещо простiший спосiб визначення коефiцiєнтiв. У п. 3 з’ясову-
ється питання про асимптотичний характер формального розв’язку, побудованого у п. 2,
та наведено оцiнку похибки.

Вимагається виконання таких умов:
10) матрицi Ak (t) i коефiцiєнти полiнома f (t,x) є нескiнченно диференцiйовними на

промiжку [0, L];
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20) коренi характеристичного рiвняння P (λ, t, 0) = 0 задовольняють умови λi (t) =
= tqµi (t), µi (t) 6= µj (t) для i 6= j, q ≥ 1 — цiле число, i, j = 1, n; P (λ, t, ε) ≡ det ‖A (t, ε)−
−λE‖, E — одинична матриця;

30) iснує невироджена матриця T (t) така, що

T−1 (t)A (t, 0)T (t) = Λ (t) = diag {λ1 (t) , λ2 (t) , . . . , λn (t)} .

Системи вигляду (1), коефiцiєнти яких задовольняють умови 10, 30, називаються май-
же дiагональними. Елементи матрицi T (t), згiдно з [6], є нескiнченно диференцiйовни-
ми на [0, L]. Внаслiдок виконання умови 20 спектр матрицi A (t, 0) є принаймнi точково-
резонансним [2], тобто iснують цiлочисловi вектори m = (m1, m2, . . . , mn) з |m| ≥ 2
такi, що функцiї Φ (t, s,m) ≡ (m, λ (t)) − λs (t) обертаються в нуль при деяких t i s ∈
∈ {1, 2, . . . , n}. Тут (m, λ (t)) ≡

n∑
k=1

mkλk (t); у точцi повороту t = 0 [1, 2, 5, 6] рiвнiсть

Φ (0, s,m) = 0 виконується для будь-яких s i m. Оскiльки будується розв’язок на скiн-
ченному промiжку, то випадок p > h не потребує дослiджень. Випадок h > 1 вимагає
залучення багатомасштабного методу i викликає суто технiчнi, хоча i значнi (у зв’язку iз
склеюванням асимптотик) труднощi. Тому вимагатимемо виконання нерiвностей

1 = h ≥ p, p >
q

q + 1
, (3)

а також, щоб точка повороту була єдиною резонансною точкою, тобто для будь-якого
t ∈ [0, L] i s = 1, n

Φ (t, s,m) 6= 0. (4)

Ця умова не є принциповою, i її можна зняти, що призведе лише до труднощiв при розв’я-
зуваннi наведених у схемi рiвнянь, але не до iстотних змiн способу побудови формального
розв’язку. У випадку суто уявних λi (t) асимптотику розв’язку задачi (1), (2) побудовано у
роботi [4].

1. Для побудови розв’язку системи (1) скористаємося методом [4], що полягає у послi-
довних наближеннях за такою схемою:

1) будуємо розв’язок системи εh
dx

dt
= A (t, ε)x (t, ε), обмежуючись нульовим набли-

женням x (t, ε, 0); x (0, ε, 0) = x0;
2) будуємо перше наближення системи

εh
dx (t, ε, 1)

dt
= A (t, ε)x (t, ε, 1) + εpf (t,x (t, ε, 0)) , x (t, ε, 1) = x0;

3) одержавши (k − 1)-ше наближення, будуємо k-те наближення для розв’язку сис-
теми

εh
dx (t, ε, k)

dt
= A (t, ε)x (t, ε, k) + εpf (t,x (t, ε, k − 1)) ,x (t, ε, k) = x0, k = 2, 3, . . . .

У роботi [3] доведено, що у випадку стабiльного спектра матрицi A (t, 0), h = 1 i при
виконаннi певних умов, зокрема умови

Reλi (t) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n, (5)
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k-те наближення x (t, ε, k) є асимптотичним зображенням деякого точного розв’язку
x (t, ε) задачi (1), (2) i справедлива оцiнка ‖x (t, ε)− x (t, ε, k)‖ ≤ Cεk−2; тут i далi буквою
C позначено константи, що зустрiчаються в оцiнках норм векторiв i не залежать вiд ε. За-
стосування описаної схеми для системи з точкою повороту потребує деякої модифiкацiї,
основу якої складатиме метод В. Вазова [6] для iнтегрування майже дiагональних лiнiй-
них систем iз точкою повороту, який застосуємо до ланцюжка лiнiйних систем, з яких
визначаються коефiцiєнти формального ряду.

У вiдповiдностi з наведеною схемою розв’язуємо систему εx′ (t, ε, 0) = A (t, ε)x (t, ε, 0),
обмежуючись нульовим наближенням; x (0, ε, 0) = x0. Одержуємо

x (t, ε, 0) = T (t) exp

ε−1
t∫
0

Λ (s) ds

T−1 (0)x0,

де вектор C0 = T−1 (0)x0. Запишемо рiвняння (аргументами матрицi T нехтуємо)

εx′ (t, ε, 1) =
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x (t, ε, 1) + P (t, ε,x (t, ε, 0)) , x (0, ε, 1) = x0,

де P (t, ε,x) = f (t,x) − ε1−p
(
T ′T−1 + (A (t, ε)−A (t, 0))

)
x. Тут i далi штрихом позначе-

но похiдну по t. Права частина записаного рiвняння є вектором-стовпцем iз r-ю коорди-
натою вигляду fr = f

(k1,r,k2,r,...,kn,r)
r exp

{
ε−1 (kr, λ (t))

}
. Записавши розв’язок останнього

рiвняння

x (t, ε, 1) = x (t, ε, 0,C1) +

+ εp−1T (t) exp

ε−1
t∫
0

Λ (s) ds


t∫
ar

exp

−ε−1
s∫
0

Λ (s1) ds1

×
× T−1 (s)P (s, ε,x (s, ε, 0)) ds, (6)

зауважимо, що iнтеграл у правiй частинi рiвностi (6) слiд розумiти як суму iнтегралiв,
кожен iз яких вiдповiдає доданковi в сумi, що зображує P . У кожнiм iнтегралi вибираємо
нижню межу так: ar = 0, якщо ReΦ (t, r,kr) ≤ 0, i ar = L— у противному разi. Зазначена
процедура можлива внаслiдок виконання нерiвностi (4). Набiр довiльних сталих визнача-
ємо так, щоб задовольнити початкову умову. Очевидно, що у випадку суто уявних λk (t)
одержуємо ar = 0, C1 = C0, i розв’язок x (t, ε, 1) у якостi другого доданка мiстить перший
елемент фазового ланцюжка багатофазового ряду [5]. Внаслiдок резонансу в точцi пово-
роту iнтеграли у правiй частинi (6) не спрощуються. Їх обчислення потребує спецiальних
методiв, а оцiнку можна одержати методом [7], що приводить до нерiвностi

‖x (t, ε, 1)− x (t, ε, 0,C1)‖ ≤ Cε
(p−1)+ 1

q+1 . (7)

Припустивши, що побудовано (k − 1)-ше наближення x (t, ε, k − 1), для x (t, ε, k) маємо
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таке рiвняння:

εx′ (t, ε, k) =
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x (t, ε, k) +

+ P (t, ε,x (t, ε, k − 1)) , x (0, ε, k) = x0, k = 1, 2, . . . .

Розв’язок останнього рiвняння запишемо у виглядi

x (t, ε, k) = x (t, ε, 0,Ck) +

+ εp−1T (t) exp

ε−1
t∫
0

Λ (s) ds


t∫
ar

exp

−ε−1
s∫
0

Λ (s1) ds1

×
× T−1 (s)P (s, ε,x (s, ε, k − 1)) ds. (8)

Тут зручно ввести позначення u00 (t, ε) = x (t, ε, 0). Помiтивши, що x (t, ε, 1) є сумою двох
доданкiв, запишемо x (t, ε, 1) = u00 (t, ε) + εp−1u11 (t, ε), де вектор u11 (t, ε) мiстить ком-

поненти вигляду

t∫
a

f (s, t) exp
{
ε−1ϕ (s, t) sq+1

}
ds. Вiдповiдно до оцiнки (7) ‖u11 (t, ε)‖ ≤

≤ Cε
1
q+1 . Розв’язуючи рiвняння для x (t, ε, 2), одержуємо

x (t, ε, 2) = u00 (t, ε) + εp−1u12 (t, ε) + ε2(p−1)u22 (t, ε) + . . . ,

де u22 (t, ε) — вектор з компонентами, що мiстять iнтеграли записаного вище типу пiд
знаками подiбних iнтегралiв. Для x (t, ε, k) одержуємо

x (t, ε, k) = u00 (t, ε) + εp−1u1k (t, ε) + ε2(p−1)u2k (t, ε) + . . .+ εk(p−1)ukk (t, ε) + . . . . (9)

Таким чином, вираз (8) пiсля групування доданкiв одного порядку можна переписати
у виглядi (9), що є аналогом багатофазового ряду, а для суто уявних коренiв полiнома
P (λ, t, 0) i багатофазовим рядом, одержаним для лiнiйних систем у роботi [5]. У загаль-
ному випадку запис для x (t, ε,m) мiстить Nm доданкiв, але перед (m+ 1)-м кроком до-
данками з другим iндексом, що перевищує m, нехтуємо, отримуючи m-те наближення у
вiдповiдностi зi схемою 1 – 3. Оцiнюючи iнтеграли umk (t, ε) методом [7], одержуємо таке
твердження.

Лема. Якщо виконуються умови 10−30, (4) i перша з нерiвностей (3), то для доданкiв
у правiй частинi формули (9) справедливi оцiнки

‖umk (t, ε)‖ ≤ Cεγ(k), γ (k) =
k

q + 1
, m, k ≥ 1.

Повторюючи мiркування [3], з урахуванням оцiнок леми одержуємо таке твердження.
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Теорема 1. Якщо виконуються умови 10 − 30, (3)− (5) i на [0, L] iснує розв’язок за-
дачi (1), (2), то вiн має асимптотичне зображення (9) i справедлива оцiнка

‖x (t, ε)− x (t, ε, k)‖ ≤ Cεm(p,q,k), де m (p, q, k) = (k + 1) p− kq

q + 1
.

Приклад. Проiлюструємо запропонований спосiб для скалярного рiвняння

ε
dx

dt
= tax+ µb

√
x, x (0, ε) = x0.

Тут a < 0, b — константи, µ — малий параметр. Нульове наближення рiвняння ε
dx

dt
= tax

має вигляд x (t, ε, 0) = x0 exp

{
at2

2ε

}
. Будуючи перше наближення рiвняння ε

dx

dt
= tax +

+µb
√
x0 exp

{
at2

4ε

}
, одержуємо x (t, ε, 1) = x0 exp

{
at2

2ε

}
+
√
x0
µb

ε

t∫
0

exp

{
as2

2ε

}
ds; точ-

ний розв’язок даного рiвняння має вигляд

x (t, ε) = x0 exp

{
at2

2ε

}
+
√
x0
µb

ε

t∫
0

exp

{
as2

2ε

}
ds+

µ2b2

4ε2

 t∫
0

exp

{
as2

2ε

}
ds

2

.

Зауважимо, що хоча права частина рiвняння i не є полiномом, проте одержано набли-
ження точного розв’язку:

‖x (t, ε)− x (t, ε, 1)‖ =
µ2b2

4ε2

 t∫
0

exp

{
as2

2ε

}
ds

2

≤ Cµ2ε−1.

Нерiвностi (3) у даному випадку забезпечать умову µ2ε−1 → 0. Виникає питання про
можливiсть побудови формального розв’язку задачi (1), (2) у виглядi (9), що є бiльш
звичним у теорiї асимптотичного iнтегрування. Для стабiльного спектра при вiдсут-
ностi резонансу така побудова є досить простою, у той час як послiдовнi наближення за
наведеною схемою є громiздкою процедурою. Дослiдженню цього питання присвячено
наступний пункт роботи.

2. Формальний розв’язок задачi (1), (2) шукаємо у виглядi

x (t, ε) =
∞∑
k=0

εkpxk (t, ε) . (10)

Пiдставляючи (10) у (1), одержуємо тотожнiсть, яку запишемо так:

εx′ (t, ε) =
(
A (t, 0) + εT ′T−1 − εT ′T−1 + (A (t, ε)−A (t, 0))

)
x (t, ε) + εpf (t,x (t, ε)) , (11)
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i вiдповiдно до методу Вазова, прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях εp, вiльними чле-
нами вважаємо εx′0 (t, ε) та A (t, 0) + εT ′T−1. Отримуємо рiвняння (аргументами деяких
матриць нехтуємо):(

ε0
)

:
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x0 (t, ε) = εx′0 (t, ε) , x0 (0, ε) = x0,

(εp) :
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x1 (t, ε) + P1 (t, ε,x0) = εx′1 (t, ε) , x1 (0, ε) = 0,(

ε2p
)

:
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x2 (t, ε) + P2 (t, ε,x0,x1) = εx′2 (0, ε) , x2 (0, ε) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
εkp
)

:
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
xk (t, ε) + Pk (t, ε,x0, . . . ,xk−1) = εx′k (t, ε) , xk (0, ε) = 0,

(12)
k = 3, 4, . . . , P1 (t, ε,x0) = f (t,x0) − ε1−p

(
T ′T−1 + (A (t, ε)−A (t, 0))

)
x0, P2 (t, ε,x0) =

= fx (t,x0)x1 − ε1−p
(
T ′T−1 + (A (t, ε)−A (t, 0))

)
x1, Pk (t, ε,x0, . . . ,xk−1) — полiном, лi-

нiйний вiдносно xk−1; fx — похiдна по x. З рiвняння
(
ε0
)

знаходимо

x0 (t, ε,C0) = T (t) exp

ε−1
t∫
0

Λ (s) ds

T−1 (0)x0,

де вектор C0 = T−1 (0)x0. Пiдставляючи вираз для x0 (t, ε) у рiвняння (εp), одержуємо
систему

εx′1 (t, ε) =
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x1 (t, ε) + f1 (t,x0) .

Права частина системи є вектором iз r-ю координатою вигляду

fr = f
(k1,r,k2,r,...,kn,r)
r exp

{
ε−1 (kr, λ (t))

}
.

Записавши розв’язок x1 (t, ε) у виглядi

x1 (t, ε) = x0 (t, ε,C1) +

+ ε−1T (t) exp

ε−1
t∫
0

Λ (s) ds


t∫
ar

exp

−ε−1
s∫
0

Λ (s1) ds1

×
× T−1 (s)P1 (s, ε,x0) ds,

зазначимо, що, як i в попередньому пунктi, iнтеграл у правiй частинi останньої рiвностi є
сумою iнтегралiв, кожен з яких вiдповiдає доданковi в зображеннi P1 (s, ε,x0). У кожному
iнтегралi вибираємо нижню межу таким чином: ar = 0, якщо ReΦ (t, r,kr) ≤ 0, i ar = L—
у противному разi. Набiр довiльних сталих визначаємо так, щоб задовольнити початкову
умову. Як i вище, у випадку суто уявних λk (t) маємо ar = 0, C1 = 0 — нуль-вектор i
x1 (t, ε) мiстить перший елемент фазового ланцюжка багатофазового ряду [5]. Оцiнюючи
iнтеграли у правiй частинi методом [7], отримуємо такi нерiвностi:

w (t) εγ(1) ≤ ‖εx1 (t, ε)‖ ≤ Cεγ(1),
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де γ (1) =
1

q + 1
у випадку точки повороту або точкового резонансу кратностi q, γ (1) = 0

у випадку тотожного резонансу,w (t) ≥ 0 — обмежена функцiя, така, щоw (0) = 0. Отже,
x1 (t, ε) є обмеженим лише у випадку q = 0 (немає точки повороту i точкового резонан-
су). У такому разi для знаходження x2 (t, ε) у праву частину рiвняння

(
ε2p
)

пiдставимо
x1 (t, ε), що є обмеженим при ε → 0, i, застосувавши метод [3], побудуємо x2 (t, ε) та iншi
наближення. Вираз для xk (t, ε) запишемо так:

xk (t, ε) = x0 (t, ε,Ck) +

+ ε−1T (t) exp

ε−1
t∫
0

Λ (s) ds


t∫
ar

exp

−ε−1
s∫
0

Λ (s1) ds1

×
× T−1 (s)P1 (s, ε,x0, . . . ,xk−1) ds.

Для iнтегрування ж систем (11) iз резонансними членами така побудова призведе до
зростання особливостi по ε у кожному наступному коефiцiєнтi xk (t, ε) i зрештою до ви-
конання нерiвностей

∥∥εkpxk (t, ε)
∥∥ � ∥∥ε(k−1)pxk−1 (t, ε)

∥∥ при ε → 0 i фiксованому t > 0,
k = 2, 3, . . ., а останнє — до необмеженостi залишкового члена — типова ситуацiя для за-
дач iз точкою повороту. У зв’язку з цим застосуємо у вiдповiдностi з методом Вазова пе-
регрупування доданкiв у тотожностi (11), а саме: прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях
εp, вiльними членами вважаємо εx′0 (t, ε),A (t, 0)+εT ′T−1 та εpR0 (t,x0), εpR1 (t,x0,x1) , . . .,
деR0 (t,x0),R1 (t,x0,x1) , . . ., — вектори, що мiстять лише точково або тотожно резонан-
снi мономи, тобто доданки вигляду fk (t,xk), для яких функцiя Φ (t, s,k) дорiвнює нулю
тотожно або в окремих точках промiжку [0, L]. У даному випадку внаслiдок умов 20 та (4)
кожен моном є резонансним лише у точцi повороту. Таке групування призведе до того, що
всi резонанснi мономи iз k-го рiвняння системи (12) перейдуть у (k − 1)-ше iз множником
εp i згадана система набере вигляду(

ε0
)

:
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x0 (t, ε) + εpR0 (t,x0) = εx′0 (t, ε) ,

x0 (0, ε) = x0,

(εp) :
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x1 (t, ε) + P10 (t, ε,x0) + εpR1 (t,x0,x1) = εx′1 (t, ε) ,

x1 (0, ε) = 0,(
ε2p
)

:
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
x2 (t, ε) + P21 (t, ε,x0,x1) + εpR1 (t,x0,x1,x2) = εx′2 (0, ε) ,

x2 (0, ε) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(
εkp
)

:
(
A (t, 0) + εT ′T−1

)
xk (t, ε) + Pk,k−1 (t, ε,x0, . . . ,xk−1) +

+εpRk (t,x0, . . . ,xk−1,xk) = εx′k (t, ε) , xk (0, ε) = 0,
(13)

де Pk,k−1 (t, ε,x0, . . . ,xk−1) — полiном Pk (t, ε,x0, . . . ,xk−1) системи (12) без резонансних
мономiв, якi вiдiйшли до попереднього (k − 1)-го рiвняння, k = 1, 2, . . .. Виписати явно
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розв’язки системи (13) у загальному випадку неможливо, тому, застосувавши результа-
ти п. 1, переконаємося в обмеженостi xk (t, ε). Так, застосувавши до рiвняння

(
ε0
)

схему
1 – 3, отримаємо згiдно з теоремою 1 m-те наближення x0 (t, ε,m), причому внаслiдок (5)
i оцiнок леми матимемо ‖x0 (t, ε,m)‖ ≤ C. Розв’язавши наступнi рiвняння системи (13),

отримаємо оцiнки ‖xk (t, ε,m− k)‖ ≤ Cεγ(k), γ (k) =
k

q + 1
, якi доводять обмеженiсть

коефiцiєнтiв формального ряду (10). Асимптотичний характер формального розв’язку
з’ясуємо у п. 3. Наведемо приклади, якi показують, що розв’язування системи (12) дає
першi наближення для розв’язку системи (13). Приклади запозичено iз [2], де розв’язува-
лись iншим методом.

Приклад 1. Розглянемо систему

ε

(
y
z

)′
=

(
λ1 0
0 λ2

)(
y
z

)
+ ε

(
εz3

y2

)
з початковими умовами (

y (0)
z (0)

)
=

(
y0

z0

)
.

Побудувавши нульове наближення як розв’язок системи

ε

(
y0
z0

)′
=

(
λ1 0
0 λ2

)(
y0
z0

)
,

отримаємо

y0 = y0 exp

{
λ1t

ε

}
, z0 = z0 exp

{
λ2t

ε

}
.

Для обчислення першого наближення маємо систему

ε

(
y1
z1

)′
=

(
λ1 0
0 λ2

)(
y1
z1

)
+

(
0

y20e
2λ1t
ε

)
.

Якщо 2λ1 = λ2, то розв’язком останньої системи є вектор iз координатами y1 = 0,

z1 = C exp

{
λ2t

ε

}
+ ε−1

(
y0
)2
t exp

{
λ2t

ε

}
. Другий доданок у z1 є необмеженим при y0 6=

6= 0, ε → 0 i фiксованому t > 0, i йому „варто було б знаходитися” у виразi для z0.
Дiйсно, знаходячи y0, z0 iз системи, яка утворена перенесенням резонансного монома y20
iз першого рiвняння системи (12) у нульове:

ε

(
y0
z0

)′
=

(
λ1 0
0 λ2

)(
y0
z0

)
+ ε

(
0
y20

)
,

маємо нульове наближення: y0 = y0 exp

{
λ1t

ε

}
, z0 = z0 exp

{
λ2t

ε

}
+
(
y0
)2
t exp

{
λ2t

ε

}
, i

перше наближення, визначене системою (13), буде обмеженим при ε → 0.
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Приклад 2. Побудуємо розв’язок задачi

ε

(
y
z

)′
=

(
−i 0
0 i

)(
y
z

)
+ ε

(
y2z
0

)
,

(
y (0)
z (0)

)
=

(
y0

z0

)
.

Нульове наближення запишеться так:

y0 = y0 exp

{
− it
ε

}
, z0 = z0 exp

{
it

ε

}
.

Для обчислення першого наближення маємо систему

ε

(
y1
z1

)′
=

(
−i 0
0 i

)(
y1
z1

)
+

( (
y0
)2
z0 exp

{
− it
ε

}
0

)
.

Розв’язок записаної системи y1 = y0 exp

{
− it
ε

}
+ε−1t

(
y0
)2
z0 exp

{
− it
ε

}
, z0 = z0 exp

{
it

ε

}
є необмеженим при ε → 0 i фiксованому t > 0. Записавши отримане наближення як

y0 + εy1 =
(
y0 + t

(
y0
)2
z0
)

exp

{
− it
ε

}
, можна переконатися, що саме таким повинно бу-

ти нульове наближення — розв’язок системи, отриманої перенесенням з множником ε
резонансного монома y20z0 iз рiвняння

(
ε1
)

у рiвняння
(
ε0
)
. Точний розв’язок розглядува-

ної системи має вигляд

z (t, ε) = z0 exp

{
it

ε

}
, y (t, ε) =

y0 exp
{
− it
ε

}
1− y0z0t

,

i в околi точки повороту, що не залежить вiд ε, виконується нерiвнiсть |y0 (t, ε)− y (t, ε)| ≤
≤ Cε.

Зауважимо, що рiвняння
(
ε0
)

є нормальною формою [8] системи (1). Отже, даний пiд-
хiд дозволяє iнтегрувати системи як з тотожним, так i з точковим резонансом. Точковому
резонансу для сильно нелiнiйних систем присвячено дослiдження [9], причому запропоно-
ваний там метод не дозволяє iнтегрувати системи з точкою повороту.

3. Для з’ясування асимптотичного характеру формального розв’язку, заданого форму-
лою (10), скористаємося теоремою 33 iз [2, с. 244]. Введемо до розгляду оператор

Pε (u) = ε
du

dt
−A (t, ε)

(
u− x0

)
− εpf

(
t,u + x0

)
,

що дiє з банахового просторуB =
{
u (t) |u (t) ∈ C1 [0, L] , u (0) = 0

}
у банаховий простiр

C [0, L] n-вимiрних неперервних вектор-функцiй; у просторах введено норми:

‖g (t, ε)‖C[0,L] = max
1≤k≤n

|gk (t, ε)| , ‖g (t, ε)‖B = ‖g (t, ε)‖C[0,L] +
∥∥g′ (t, ε)∥∥

C[0,L]
.

За нульове наближення вiзьмемо u0 = Xm (t, ε)−x0, де Xm (t, ε) =
∑m

k=0 ε
kpxk(m) (t, ε) —

m-те наближення, утворене з (10), а xk(m) (t, ε) — (m− k)-те наближення рiвняння
(
εkp
)
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системи (13). Тодi згiдно з теоремою 1 Pε (u0) = ε(m+1)pR (t, ε), а застосувавши лему, отри-
маємо оцiнку норми залишкового члена: ‖R (t, ε)‖C[0,L] ≤ Cε

− mq
q+1 . Оскiльки f (t,x) —

многочлен по x iз нескiнченно диференцiйовними коефiцiєнтами, то оператор Pε (u) є
нескiнченно диференцiйовним у будь-якому шарi ‖u− u0‖ ≤ r простору B. Тому друга
похiдна в цьому шарi задовольняє нерiвнiсть ‖P ′′ε (u)‖ ≤ C. Таким чином, виконано всi
умови теореми 33 [2], вiдповiдно до якої можна стверджувати, що операторне рiвняння
Pε (u) = 0 має розв’язок u∗ (t, ε) ∈ B, причому

∥∥u∗ (t, ε)−Xm (t, ε) + x0
∥∥ ≤ Cεm(p,q), де

m (p, q) = (m+ 1) p− mq

q + 1
. Це означає, що система (1) має розв’язок x (t, ε) = u∗ (t, ε) +

+x0, який задовольняє нерiвнiсть

‖x (t, ε)−Xm (t, ε)‖ ≤ Cεm(p,q). (14)

Таким чином, справедлива наступна теорема.

Теорема 2. Якщо виконуються умови теореми 1, то розв’язок задачi (1), (2) має
асимптотичне зображення (10) i на промiжку [0, L] виконується нерiвнiсть (14).

Зауваження. Обмеження, що задане другою з нерiвностей (3), викликане не лише осо-
бливостями запропонованого способу побудови розв’язку: при p =

q

q + 1
нелiнiйнiсть

стає настiльки сильною, що означення точки повороту, використане у роботi, стає не-
придатним (див., наприклад, [1]).
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