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АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI ГЛОБАЛЬНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ З НЕЛIНIЙНИМИ ВIДХИЛЕННЯМИ
АРГУМЕНТУ

Г. П. Пелюх, О. П. Олiйниченко

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ 4, вул.Терещенкiвська, 3

We obtain sufficient conditions for existence of a solution, which is continuously differentiable and bo-
unded for t ∈ R, of a system of differential-functional equations of neutral type with nonlinear deviations
of the argument such that the deviations depend on an unknown function. We also study properties of this
solution.

Одержано достатнi умови iснування неперервно диференцiйовного i обмеженого при t ∈ R роз-
в’язку системи диференцiально-функцiональних рiвнянь нейтрального типу з нелiнiйними вiд-
хиленнями аргументу, що залежать вiд невiдомої функцiї, та дослiджено його властивостi.

Розглянемо систему диференцiально-функцiональних рiвнянь вигляду

x′(t) = Ax(t) + F (t, x(t), x(f(t, x(t))), x′(ϕ(t))), (1)

де t ∈ R, A = diag (A1, A2) (A1, A2 — дiйснi, сталi матрицi розмiру вiдповiдно p×p та
q×q, p+ q = m), F (t, x, y, z), f(t, x), ϕ(t) — деякi дiйснi, неперервнi при t ∈ R, x, y, z ∈ Rm
функцiї, i дослiдимо властивостi її неперервно диференцiйовного i обмеженого при t ∈
∈ R (разом iз першою похiдною) розв’язку. Оскiльки для широких класiв рiвнянь вигляду
(1) iз лiнiйними вiдхиленнями аргументу цi питання добре вивченi [1 – 5], то основною
нашою метою є одержання аналогiчних результатiв для системи рiвнянь (1) у випадку,
коли вiдхилення аргументу є нелiнiйними i залежать вiд невiдомої функцiї.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються такi умови:
1) | eA1t |≤ N1e

−α1t, | e−A2t |≤ N2e
−α2t, t ∈ R+, де α1, α2, N1, N2 — деякi додатнi

сталi;
2) |F (t, x′, y′, z′)−F (t, x′′, y′′, z′′)| ≤ L(|x′−x′′|+ |y′−y′′|+ |z′−z′′|), |f(t, x′)−f(t, x′′)| ≤

≤ l |x′ − x′′|, де t ∈ R, x′, y′, z′, x′′, y′′, z′′ ∈ Rm, L, l — деякi додатнi сталi;
3) |A| < 1;
4) sup

t∈R
|F (t, 0, 0, 0)| = F ∗ < +∞.

Тодi при достатньо малих L, l iснує неперервно диференцiйовний i обмежений при
t ∈ R ( разом iз першою похiдною ) розв’язок системи (1).

Доведення. Розглянемо систему iнтегральних рiвнянь

x(t) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)F (τ, x(τ), x(f(τ, x(τ))), x′(ϕ(τ)))dτ, (2)
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де G(t) =

{
−diag (0, eA2t), t < 0;

diag (eA1t, 0), t > 0.
Оскiльки (в силу визначення) функцiя G(t) задовольняє умови:
1) G(+0)−G(−0) = Em (Em — одинична матриця розмiру m×m);
2) Ġ(t) = AG(t), t 6= 0,

то легко переконатися, що кожен розв’язок системи рiвнянь (2) є розв’язком системи (1).
Використовуючи метод послiдовних наближень, побудуємо розв’язок системи рiвнянь

(2). При цьому послiдовнi наближення xn(t), n ≥ 0, визначимо за допомогою спiввiдно-
шень

x0(t) = 0,

x′0(t) = 0,

(3)

xn+1(t) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)F (τ, xn(τ), xn(f(τ, xn(τ))), x′n(ϕ(τ)))dτ,

x′n+1(t) = Axn+1(t) + F (t, xn(t), xn(f(t, xn(t))), x′n(ϕ(t))), n = 0, 1, . . . .

Покажемо, що при всiх t ∈ R i n ≥ 0 виконуються оцiнки

|xn+1(t)− xn(t)| ≤ Kqn, (4)

|x′n+1(t)− x′n(t)| ≤ Kqn, (5)

де

K = max

{
F ∗
(
N1

α1
+
N2

α2

)
, F ∗

(
|A|
(
N1

α1
+
N2

α2

)
+ 1

)}
,

N = min

{(
N1

α1
+
N2

α2

)−1

, 1− |A|

}
,

q =
1

2N

(
3L+N + (N − 3L)

√
1− 4NLKl

(N − 3L)2

)
.

Оскiльки при достатньо малих L, l виконуються нерiвностi

N − 3L > 0,
4NLKl

(N − 3L)2
< 1,
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то 0 < q < 1. Легко переконатися, що q задовольняє рiвняння

L

(
3 +

K

1− q
l

)
= Nq. (6)

Оскiльки

|x1(t)− x0(t)| =

∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

G(t− τ)F (τ, 0, 0, 0)dτ

∣∣∣∣∣ ≤

≤ N1

t∫
−∞

e−α1(t−τ)|F (τ, 0, 0, 0)|dτ +N2

+∞∫
t

e−α2(τ−t)|F (τ, 0, 0, 0)|dτ ≤

≤ F ∗
(
N1

α1
+
N2

α2

)
,

|x′1(t)− x′0(t)| = |Ax1(t) + F (t, 0, 0, 0)| ≤

≤ |A||x1(t)|+ sup
t∈R
|F (t, 0, 0, 0)| ≤

≤ F ∗
(
|A|
(
N1

α1
+
N2

α2

)
+ 1

)
,

то оцiнки (4), (5) мають мiсце при n = 1. Припустимо, що вони доведенi для деякого n−1.
Тодi, використовуючи (6) та нерiвнiсть

|x′n(t)| ≤
n−1∑
i=0

|x′i+1(t)− x′i(t)| ≤
n−1∑
i=0

Kqi ≤ K

1− q
,

можна показати, що оцiнки (4), (5) не змiняться при переходi вiд n − 1 до n. Дiйсно, на
пiдставi (3) i умов теореми одержуємо

|xn+1(t) − xn(t)| =

∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

G(t− τ)(F (τ, xn(τ), xn(f(τ, xn(τ))), x′n(ϕ(τ)))−

− F (τ, xn−1(τ), xn−1(f(τ, xn−1(τ))), x′n−1(ϕ(τ))))dτ

∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∫
−∞

|G(t−τ)|L(|xn(τ)− xn−1(τ)|+ |xn(f(τ, xn(τ)))− xn(f(τ, xn−1(τ)))|+
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+ |xn(f(τ, xn−1(τ)))− xn−1(f(τ, xn−1(τ)))|+

+ |x′n(ϕ(τ))− x′n−1(ϕ(τ))|)dτ ≤

≤
+∞∫
−∞

|G(t− τ)|L

(
Kqn−1 +

K

1− q
|f(τ, xn(τ))− f(τ, xn−1(τ))|+

+ Kqn−1 +Kqn−1

)
dτ ≤

≤
+∞∫
−∞

|G(t−τ)|L
(

3Kqn−1 +
K

1− q
lKqn−1

)
dτ ≤

≤ Kqn−1L

(
3 +

K

1− q
l

)N1

t∫
−∞

e−α1(t−τ)dτ +N2

+∞∫
t

e−α2(τ−t)dτ

 ≤

≤ Kqn−1L

(
3 +

K

1− q
l

)(
N1

α1
+
N2

α2

)
≤ Kqn,

|x′n+1(t)− x′n(t)| = |A(xn+1(t)− xn(t))+

+ F (t, xn(t), xn(f(t, xn(t))), x′n(ϕ(t)))−

− F (t, xn−1(t), xn−1(f(t, xn−1(t))), x′n−1(ϕ(t)))| ≤

≤ |A| |xn+1(t)− xn(t)|+ L(|xn(t)− xn−1(t)|+

+ |xn(f(t, xn(t)))− xn(f(t, xn−1(t)))|+

+ |xn(f(t, xn−1(t)))− xn−1(f(t, xn−1(t)))|+ |x′n(ϕ(t))− x′n−1(ϕ(t))|) ≤

≤ |A|Kqn + L

(
Kqn−1 +

K

1− q
lKqn−1 +Kqn−1 +Kqn−1

)
≤

≤ Kqn−1

(
|A|q + L

(
3 +

K

1− q
l

))
≤ Kqn.
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Таким чином, оцiнки (4), (5) дiйсно мають мiсце при всiх t ∈ R i n ≥ 0. Оскiльки 0 <
< q < 1, то послiдовностi {xn(t), n ≥ 0}, {x′n(t), n ≥ 0} рiвномiрно збiгаються до деякої
неперервно диференцiйовної вектор-функцiї x(t), яка є неперервно диференцiйовним i
обмеженим при t ∈ R (разом iз першою похiдною) розв’язком системи рiвнянь (2).

Доведемо, що система (2) не має iнших неперервно диференцiйовних i обмежених при
t ∈ R (разом iз першою похiдною) розв’язкiв. Дiйсно, припустивши, що iснує ще один не-
перервно диференцiйовний i обмежений при t ∈ R (разом iз першою похiдною) розв’язок
z(t) системи рiвнянь (2) (x(t) 6≡ z(t)), одержимо

|x(t)− z(t)| =

∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

G(t− τ)

(
F (τ, x(τ), x(f(τ, x(τ))), x′(ϕ(τ)))−

− F (τ, z(τ), z(f(τ, z(τ))), z′(ϕ(τ)))

)
dτ

∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∫
−∞

|G(t− τ)|L (|x(τ)− z(τ)|+ |x(f(τ, x(τ)))− z(f(τ, z(τ)))|+

+ |x′(ϕ(τ))))− z′(ϕ(τ)))|
)
dτ ≤

≤
+∞∫
−∞

|G(t− τ)|L (|x(τ)− z(τ)|+ |x(f(τ, x(τ)))− z(f(τ, x(τ)))|+

+ |z(f(τ, x(τ)))− z(f(τ, z(τ)))|+ |x′(ϕ(τ))− z′(ϕ(τ))|
)
dτ ≤

≤ ||x(t)− z(t)||
+∞∫
−∞

|G(t− τ)|L
(

K

1− q
l + 3

)
dτ ≤

≤ ||x(t)− z(t)||L
(

K

1− q
l + 3

)(
N1

α1
+
N2

α2

)
≤ q||x(t)− z(t)||,

|x′(t)− z′(t)| = |A(x(t)− z(t)) + (F (t, x(t), x(f(t, x(t))), x′(ϕ(t)))−

− F (t, z(t), z(f(t, z(t))), z′(ϕ(t)))| ≤
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≤ |A| |x(t)− z(t)|+ L(|x(t)− z(t)|+

+ |x(f(t, x(t)))− x(f(t, z(t)))|+

+ |x(f(t, z(t)))− z(f(t, z(t)))|+ |x′(ϕ(t))− z′(ϕ(t))|) ≤

≤ ||x(t)− z(t)||

(
|A|+ L

(
K

1− q
l + 3

))
≤ q||x(t)− z(t)||,

де ||x(t)−z(t)|| = max

{
sup
t∈R
|x(t)− z(t)|, sup

t∈R
|x′(t)− z′(t)|

}
. Звiдси випливає ||x(t)−z(t)|| ≤

≤ q||x(t)− z(t)||, а оскiльки q < 1, то маємо x(t)≡ z(t). Отримана суперечнiсть завершує

доведення твердження, що вектор-функцiя γ(t) = x0(t)+

∞∑
n=0

(xn+1(t)−xn(t)) є єдиним не-

перервно диференцiйовним i обмеженим при t ∈ R (разом iз першою похiдною) розв’яз-
ком системи рiвнянь (2). Тим самим (оскiльки γ(t) є розв’язком системи (1)) теорему 1
доведено.

Виконуючи в (1) замiну змiнних

x(t) = y(t) + γ(t), (7)

де γ(t) — неперервно диференцiйовний i обмежений при t ∈ R (разом iз першою по-
хiдною) розв’язок цiєї системи, одержуємо систему диференцiально-функцiональних рiв-
нянь

y′(t) = Ay(t) + F̃ (t, y(t), y(f(t, y(t))), y′(ϕ(t))), (8)

де

F̃ (t, y(t),y(f(t, y(t))), y′(ϕ(t))) =

= F (t, y(t) + γ(t), y(f(t, y(t) + γ(t))) + γ(f(t, y(t) + γ(t))), y′(ϕ(t)) + γ′(ϕ(t)))−

− F (t, γ(t), γ(f(t, γ(t))), γ′(ϕ(t))).

Розглянемо систему (8) при t ≥ 0.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 i умова
5) f(t, y) ≥ t, ϕ(t) ≥ t, t ∈ R+ = [0,+∞), y ∈ Rm.

Тодi при достатньо малих L, l iснує p-параметрична сiм’я неперервно диференцiйовних
при t ∈ R+ розв’язкiв системи (8), для яких виконується умова

lim
t→+∞

|y(t)| = 0. (9)
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Доведення. Розглянемо систему iнтегральних рiвнянь

y(t) = Y (t) +

+∞∫
0

G(t− τ)F̃ (τ, y(τ), y(f(τ, y(τ)))y′(ϕ(τ)))dτ, (10)

де Y (t) = diag (eA1tc, 0), c ∈ Rp (для простоти далi будемо припускати, що |c| ≤ 1), кожен
розв’язок якої є розв’язком (8). За допомогою спiввiдношень

y0(t) = 0,

y′0(t) = 0,

(11)

yn+1(t) = Y (t) +

+∞∫
0

G(t− τ)F̃ (τ, yn(τ), yn(f(τ, yn(τ))), y′n(ϕ(τ)))dτ,

y′n+1(t) = Ayn+1(t) + F̃ (t, yn(t), yn(f(t, yn(t))), y′n(ϕ(t))), n = 0, 1, . . . ,

побудуємо послiдовнiсть функцiй yn(t), n ≥ 0, i покажемо, що при всiх t ∈ R+ i n =
= 0, 1, . . . виконуються оцiнки

|yn+1(t)− yn(t)| ≤ N1e
−α∗tθn. (12)

|y′n+1(t)− y′n(t)| ≤ N1e
−α∗tθn, (13)

де α∗ — деяка достатньо мала додатна стала (0 < α∗ < α1),

N ′ = min

{(
N1

α1 − α∗
+
N2

α2

)−1

, 1− |A|

}
,

θ =
1

2N ′

(
3L+N ′ + (N ′ − 3L)

√
1− 4N ′LN1l

(N ′ − 3L)2

)
.

При достатньо малих L, l маємо

N ′ − 3L > 0,
4N ′LN1l

(N ′ − 3L)2
< 1, 0 < θ < 1.

Крiм цього, θ задовольняє, очевидно, рiвняння

L

(
N1

1− θ
l + 3

)
= N ′θ. (14)
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Оскiльки при t ∈ R+

|y1(t)− y0(t)| = |Y (t)| ≤ N1 | c | e−α1t ≤ N1e
−α∗t,

|y′1(t)− y′0(t)| = |Ay1(t)| ≤ |A|N1 | c | e−α∗t ≤ N1e
−α∗t,

то у випадку n = 0 оцiнки (12), (13) виконуються. Нехай вони виконуються для деякого
n− 1. Тодi маємо

|y′n(t)| ≤
n−1∑
i=0

|y′i+1(t)− y′i(t)| ≤
n−1∑
i=0

N1e
−α∗tθi ≤ N1

1− θ
.

Далi, використовуючи (11) i умови теореми, одержуємо

|yn+1(t)− yn(t)| =

∣∣∣∣∣
+∞∫
0

G(t− τ)(F̃ (τ, yn(τ), yn(f(τ, yn(τ))), y′n(ϕ(τ)))−

− F̃ (τ, yn−1(τ), yn−1(f(τ, yn−1(τ))), y′n−1(ϕ(τ))))dτ

∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∫
0

|G(t− τ)|L(|yn(τ)− yn−1(τ)|+ |yn(f(τ, yn(τ))− yn(f(τ, yn−1(τ)))|+

+ |yn(f(τ, yn−1(τ)))− yn−1(f(τ, yn−1(τ)))|+ |y′n(ϕ(τ))− y′n−1(ϕ(τ))|)dτ ≤

≤
+∞∫
0

|G(t− τ)|L
(
N1e

−α∗τθn−1 +
N1

1− θ
|f(τ, xn(τ))− f(τ, xn−1(τ))|+

+ N1e
−α∗f(τ,yn−1(τ))θn−1 +N1e

−α∗ϕ(τ)θn−1
)
dτ ≤

≤ N1θ
n−1

(
N1

t∫
0

e−α1(t−τ)L∗

∗
(
e−α∗τ +

N1

1− θ
le−α∗τ + e−α∗f(τ, yn−1(τ)) + e−α∗ϕ(τ)

)
dτ+
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+ N2

+∞∫
t

e−α2(τ−t)L∗

∗
(
e−α∗τ +

N1

1− θ
le−α∗τ + e−α∗f(τ, yn−1(τ)) + e−α∗ϕ(τ)

)
dτ

)
≤

≤ N1e
−α∗tθn−1L

(
3 +

N1

1− θ
l

)
∗

∗

(
N1e

−(α1−α∗)t

t∫
0

e(α1−α∗)τdτ +N2

+∞∫
t

e−α2(τ−t)dτ

)
≤

≤ N1e
−α∗tθn−1L

(
3 +

N1

1− θ
l

)(
N1

α1 − α∗
+
N2

α2

)
≤ N1e

−α∗tθn,

|y′n+1(t)− y′n(t)| = |A(yn+1(t)− yn(t))+

+ F̃ (t, yn(t), yn(f(t, yn(t))), y′n(ϕ(t)))−

− F̃ (t, yn−1(t), yn−1(f(t, yn−1(t))), y′n−1(ϕ(t)))| ≤

≤ |A| |yn+1(t)− yn(t)|+ L(|yn(t)− yn−1(t)|+

+ |yn(f(t, yn(t)))− yn(f(t, yn−1(t)))|+

+ |yn(f(t, yn−1(t)))− yn−1(f(t, yn−1(t)))|+ |y′n(ϕ(t))− y′n−1(ϕ(t))|) ≤

≤ |A|N1e
−α∗tθn + L

(
N1e

−α∗tθn−1 +
N1

1− θ
lN1e

−α∗tθn−1+

+ N1e
−α∗f(t, yn−1(t))θn−1 +N1e

−α∗ϕ(t)θn−1

)
≤

≤ N1e
−α∗tθn−1

(
|A|θ + L

(
N1

1− θ
l + 3

))
≤ N1e

−α∗tθn.

Отже, оцiнки (12), (13) виконуються при t ∈ R+ i всiх n ≥ 0. Тодi послiдовностi {yn(t), n ≥
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≥ 0}, {y′n(t), n ≥ 0} рiвномiрно збiгаються до деякої вектор-функцiї y(t) = lim
n→+∞

yn(t),

яка є неперервно диференцiйовним розв’язком системи рiвнянь (10) (в цьому можна пе-
реконатися, якщо перейти до границi при n → +∞ в (11)) i задовольняє спiввiдношення

|y(t)| ≤ N1

1− θ
e−α∗t,

звiдки випливає (11). Теорему 2 доведено.

Теорема 3. Якщо виконуються умови теореми 1 i умови :
6) f(t, y) ≥ λt, ϕ(t) ≥ λt, 0 < λ < 1, t ∈ R+;
7) α1 > λ,

то при достатньо малих L, l система рiвнянь (8) має p-параметричну сiм’ю неперервно
диференцiйовних при t ∈ R+ розв’язкiв, якi задовольняють умову

lim
t→+∞

|y(t)| = 0. (15)

Для доведення теореми 3 достатньо, очевидно, довести, що система iнтегральних рiв-
нянь (10) має p-параметричну сiм’ю неперервно диференцiйовних при t ∈ R+ розв’язкiв,
що задовольняють (15). Для цього, в свою чергу, достатньо довести, що послiдовностi
вектор-функцiй {yn(t)}, {y′n(t)}, визначених спiввiдношеннями (11), рiвномiрно збiгаю-
ться при t ∈ R+ до деякої вектор-функцiї y(t), яка є неперервно диференцiйовною при
t ∈ R+, задовольняє (10) i умову (15).

Використовуючи умови теореми i спiввiдношення (11), можна аналогiчно (12), (13)
показати, що при t ∈ R+ i всiх n ≥ 0 виконуються нерiвностi

|yn+1(t)− yn(t)| ≤ N1e
−λntθn, (16)

|y′n+1(t)− y′n(t)| ≤ N1e
−λntθn, (17)

де

θ =
1

2N ′

(
3L+N ′ + (N ′ − 3L)

√
1− 4N ′LN1l

(N ′ − 3L)2

)
,

N ′ = min

{(
N1

α1 − λ
+
N2

α2

)−1

, 1− |A|

}
.

Зауважимо, що при достатньо малих L, l виконуються нерiвностi

N ′ − 3L > 0,
4N ′LN1l

(N ′ − 3L)2
< 1, 0 < θ < 1,
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i θ задовольняє рiвняння

L

(
N1

1− θ
l + 3

)
= N ′θ. (18)

Iз (16), (17) безпосередньо випливає, що послiдовностi {yn(t)}, {y′n(t)} рiвномiрно збiга-
ються при t ∈ R+, функцiя y(t) є неперервно диференцiйовною при t ∈ R+, задовольняє
систему рiвнянь (10) (в цьому можна переконатися, якщо перейти до границi при n → +∞
в (11)) i така, що виконується нерiвнiсть

|y(t)| ≤ N1

+∞∑
n=0

e−λ
ntθn,

звiдки одержуємо (15). Теорему 3 доведено.
Розглянемо тепер випадок, коли крiм умов теореми 1 виконується умова
8) f(t, y) ≥ t−∆, ϕ(t) ≥ t−∆, ∆ > 0, t ∈ R+,

i дослiдимо питання про iснування неперервно диференцiйовних при t ∈ R+ розв’язкiв
системи рiвнянь (8). Оскiльки в силу умови 8 такi розв’язки мають бути визначенi також
при t ∈ [−∆, 0), то далi будемо припускати, що виконується умова

y(t) = 0, t ∈ [−∆, 0). (19)

Має мiсце така теорема.

Теорема 4. Якщо виконуються умови 1 – 3 i 8, то при достатньо малих l, L iснує p-
параметрична сiм’я неперервно диференцiйовних при t ∈ R+ розв’язкiв задачi (8), (19),
що задовольняють умову

lim
t→+∞

|y(t)| = 0. (20)

Доведення. Розглянемо задачу

y(t) = 0, t ∈ [−∆, 0),

(21)

y(t) = Y (t) +

+∞∫
0

G(t− τ)F̃ (τ, y(τ), y(f(τ, y(τ))), y′(ϕ(t)))dτ, t ≥ 0,

де Y (t) = diag (eA1tc, 0), c ∈ Rp (|c| ≤ 1), кожен розв’язок якої є розв’язком задачi (8),
(19). Покажемо, що задача (21) має неперервно диференцiйовний при t ∈ R+ розв’язок,
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який задовольняє умову (20). За допомогою спiввiдношень

y0(t) = 0, t ∈ [−∆,+∞),

yn+1(t) =


0, t ∈ [−∆, 0);

Y (t) +

+∞∫
0

G(t− τ)F̃ (τ, yn(τ), yn(f(τ, yn(τ))), y′n(ϕ(τ)))dτ, t ∈ [0,+∞),

(22)

y′n+1(t) =

{
0, t ∈ [−∆, 0);

Ayn+1(t) + F̃ (t, yn(t), yn(f(t, yn(t))), y′n(ϕ(t))), t ∈ [0,+∞),

n = 0, 1, . . . ,

побудуємо послiдовностi вектор-функцiй {yn(t)}, {y′n(t)} i доведемо, що вони рiвномiрно
збiгаються при t ∈ R+, функцiя y(t) = lim

n→+∞
yn(t) є неперервно диференцiйовною при

t ∈ R+ i задовольняє (20), (21). Для цього достатньо показати, що при t ≥ 0 i при всiх
n ≥ 0 виконуються нерiвностi

|yn+1(t)− yn(t)| ≤ N1e
−α̃tθ̃n, (23)

|y′n+1(t)− y′n(t)| ≤ N1e
−α̃tθ̃n, (24)

де α̃ — деяка достатньо мала додатна стала (0 < α̃ < α1),

θ̃ =
1

2N ′

(
L(1 + 2eα̃∆) +N ′ + (N ′ − L(1 + 2eα̃∆))

√
1− 4N ′LN1l

(N ′−L(1 + 2eα̃∆))2

)
,

N ′ = min

{(
N1

α1 − α̃
+
N2

α2

)−1

, 1− |A|

}
.

При достатньо малих L, l маємо

N ′ − L(1 + 2eα̃∆) > 0,
4N ′LN1l

(N ′ − L(1 + 2eα̃∆))2
< 1, 0 < θ̃ < 1.

Крiм цього, θ̃ задовольняє, очевидно, рiвняння

L

(
1 +

N1

1− θ̃
l + 2eα̃∆

)
= N ′θ̃. (25)
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Оскiльки при t ≥ −∆

|y1(t)− y0(t)| = |Y (t)| ≤ N1 | c | e−α1t ≤ N1e
−α̃t,

|y′1(t)− y′0(t)| = |Ay1(t)| ≤ N1 | c | |A|e−α̃t ≤ N1e
−α̃t,

то у випадку n = 0 оцiнки (23), (24) виконуються. Припустимо, що вони виконуються для
деякого n− 1. Тодi

|y′n(t)| ≤
n−1∑
i=0

|y′i+1(t)− y′i(t)| ≤
n−1∑
i=0

N1e
−α̃tθ̃i ≤ N1

1− θ̃
,

i в силу (22) одержимо

|yn+1(t)− yn(t)| =

∣∣∣∣∣
+∞∫
0

G(t− τ)(F (τ, yn(τ), yn(f(τ, yn(τ))), y′n(ϕ(τ)))−

− F (τ, yn−1(τ), yn−1(f(τ, yn−1(τ))), y′n−1(ϕ(τ))))dτ

∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∫
0

|G(t− τ)|L(|yn(τ)− yn−1(τ)|+

+ |yn(f(τ, yn(τ))− yn(f(τ, yn−1(τ)))|+

+ |yn(f(τ, yn−1(τ)))− yn−1(f(τ, yn−1(τ)))|+

+ |y′n(ϕ(τ))− y′n−1(ϕ(τ))|)dτ ≤

≤
+∞∫
0

|G(t− τ)|L

(
N1e

−α̃τ θ̃n−1 +
N1

1− θ̃
|f(τ, xn(τ))− f(τ, xn−1(τ))|+

+ N1e
−α̃f(τ,yn−1(τ))θ̃n−1 +N1e

−α̃ϕ(τ)θ̃n−1

)
dτ ≤
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≤ N1θ̃
n−1

+∞∫
0

|G(t− τ)|L
(
e−α̃τ +

N1

1− θ̃
le−α̃τ + e−α̃(τ−∆) + e−α̃(τ−∆)

)
dτ ≤

≤ N1θ̃
n−1

+∞∫
0

|G(t− τ)|Le−α̃τ
(

1 +
N1

1− θ̃
l + 2eα̃∆

)
dτ ≤

≤ N1θ̃
n−1e−α̃tL

(
1 +

N1

1− θ̃
l + 2eα̃∆

)(
N1

α1 − α̃
+
N2

α2

)
≤ N1e

−α̃tθ̃n,

|y′n+1(t)− y′n(t)| = |A(yn+1(t)− yn(t))+

+ F (τ, yn(τ), yn(f(τ, yn(τ))), y′n(ϕ(τ)))−

− F (τ, yn−1(τ), yn−1(f(τ, yn−1(τ))), y′n−1(ϕ(τ)))| ≤

≤ |A| |yn+1(t)− yn(t)|+ L(|yn(t)− yn−1(t)|+

+ |yn(f(t, yn(t)))− yn(f(t, yn−1(t)))|+

+ |yn(f(t, yn−1(t)))− yn−1(f(t, yn−1(t)))|+ |y′n(ϕ(t))− y′n−1(ϕ(t))|) ≤

≤ |A|N1e
−α̃tθ̃n + L

(
N1e

−α̃tθ̃n−1 +
N1

1− θ̃
lN1e

−α̃tθ̃n−1+

+ N1e
−α̃f(τ, yn−1(τ))θ̃n−1 +N1e

−α̃ϕ(t)θ̃n−1

)
≤

≤ N1e
−α̃tθ̃n−1

(
|A|θ̃ + L

(
1 +

N1

1− θ̃
l + 2eα̃∆

))
≤ N1e

−α̃tθ̃n.

Таким чином, оцiнки (23), (24) дiйсно мають мiсце при всiх t ≥ −∆, n = 0, 1, . . . i по-
слiдовнiсть вектор-функцiй {yn(t), n ≥ 0} рiвномiрно збiгається до деякої неперервно
диференцiйовної вектор-функцiї y(t) = lim

n→+∞
yn(t), яка є розв’язком задачi (21). В силу

(24) маємо нерiвнiсть

|y(t)| ≤ N1|c|
1− θ̃

e−α∗t,

звiдки випливає (20).
Теорему доведено.
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