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By using the method of truncating, we find sufficient conditions for the invariant torus of a countable
system of difference equations, which contain a devation of the discrete argument with respect to the
angular variable, to be ρ-times differentiable, ρ ≥ 2.

Методом укорочення знайдено достатнi умови диференцiйовностi порядку ρ ≥ 2 iнварiантно-
го тора зчисленної системи рiзницевих рiвнянь, що мiстить вiдхилення дискретного аргумен-
ту, вiдносно кутової змiннної.

У цiй статтi метод функцiї Грiна – Самойленка [1, 2] застосовано до побудови iнварiант-
ного тора зчисленної системи рiзницевих рiвнянь, визначеної на m-вимiрному торi. Наве-
дено достатнi умови диференцiйовностi iнварiантного тора (тобто функцiї, породжуючої
його) по кутовiй змiннiй до порядку ρ ≥ 2. Цi умови одержано за допомогою методу уко-
рочення вихiдної системи, розвинутого для випадку диференцiальних рiвнянь у роботi [3].
У випадку ρ = 1 вiдповiдна задача розв’язана в [4].

Розглянемо систему рiвнянь

ϕn+1 = ϕn + a(ϕn), xn+1 = P (ϕn+p)xn + c(ϕn+g+1), (1)

у якiй ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm) ∈ Rm, x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ M, де M — простiр обмеже-
них числових послiдовностей з нормою ‖x‖ = supi{|xi|}; функцiї a(ϕ) = {a1(ϕ), a2(ϕ), . . .
. . . , am(ϕ)}, c(ϕ) = {c1(ϕ), c2(ϕ), . . .} i нескiнченна матриця P (ϕ) = [pij(ϕ)]∞i,j=1 дiйснi та
перiодичнi по ϕi, i = 1,m, з перiодом 2π;n ∈ Z,Z — множина цiлих чисел; p i g — цiло-
числовi параметри, якi обумовлюють вiдхилення дискретного аргументу. Iнтерпретуючи
ϕi, i = 1,m, як кутовi координати на торi, вважаємо, що систему рiвнянь (1) визначено на
m-вимiрному торi Tm.

Через ϕn(ϕ) позначимо розв’язок першого рiвняння (1) такий, що ϕ0(ϕ) = ϕ ∈ Tm.
Надалi вважатимемо, що вiдображення Φ(ϕ) = ϕ + a(ϕ) : M → M оборотне i
‖a(ϕ)‖ ≤ A0, ‖c(ϕ)‖ ≤ C0, ‖P (ϕ)‖ = supi

∑∞
j=1 |pij(ϕ)| ≤ P 0 ∀ϕ ∈ Tm, де A0, P 0,

C0 — додатнi сталi, що не залежать вiд ϕ.

Означення. Iнварiантним тором T (p, g, ϕ) системи рiвнянь (1) назвемо множину то-
чок x ∈ M:

x = u(p, g, ϕ) = (u1(p, g, ϕ), u2(p, g, ϕ), . . .), ϕ ∈ Tm,
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якщо при будь-яких {p, g} ⊂ Z,ϕ ∈ Tm функцiя u(p, g, ϕ) − 2π-перiодична вiдносно ϕi,
i = 1,m, обмежена за нормою ‖ · ‖ i задовольняє рiвнiсть

u(p, g, ϕn+1(ϕ)) = P (ϕn+p(ϕ))u(p, g, ϕn(ϕ)) + c(ϕn+g+1(ϕ)).

Домовимось через Ds
ϕ(Φ(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm)) позначати довiльну похiдну s-го порядку

функцiї Φ(ϕ) по ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm. При цьому вважатимемо, що матриця диференцiюється
поелементно, а вектор-функцiя — покоординатно.

Будемо говорити, що Φ(ϕ) ∈ CρLip(ϕ) з коефiцiєнтом α, якщо для всiх 0 ≤ s ≤ ρ
виконується нерiвнiсть

‖Ds
ϕ(Φ(ϕ)− Φ(ϕ̄))‖ ≤ α‖ϕ− ϕ̄‖,

де α — додатна стала, що не залежить вiд s та {ϕ, ϕ̄} ⊂ Tm.

Нагадаємо, що послiдовнiсть матриць
(n)

C (t) = [
(n)
c ij(t)]

∞
i,j=1 називають правильною на

промiжку T [3, с. 165], якщо при кожному t ∈ T вона обмежена, поелементно збiгається

до деякої матрицi C(t), причому ряди
∑∞

j=1 |
(n)
c ij(t)|, i = 1, 2, . . ., збiгаються рiвномiрно

вiдносно n.
Розглянемо укорочену систему рiвнянь

ϕn+1 = ϕn + a(ϕn),
(s)
x n+1 =

(s)

P (ϕn+p)
(s)
x n +

(s)
c (ϕn+g+1), (2)

у якiй
(s)
x = (x1, x2, . . . , xs),

(s)
c (ϕ) = {c1(ϕ), c2(ϕ), . . . , cs(ϕ)},

(s)

P (ϕ) = [pij(ϕ)]si,j=1.

Через Ωn
l (p, ϕ) та

(s)

Ωn
l (p, ϕ) позначимо матрицанти однорiдних рiвнянь

xn+1 = P (ϕn+p(ϕ))xn

та

(s)
x n+1 =

(s)

P (ϕn+p(ϕ))
(s)
x n

вiдповiдно.
Сформулюємо основний результат цiєї роботи у виглядi такого твердження.

Теорема. Нехай для всiх натуральних s i ϕ ∈ Tm виконуються умови:
1){a(ϕ), P (ϕ), c(ϕ)} ⊂ CρLip(ϕ), причому a(ϕ) з коефiцiєнтом α0;
2)‖Dl

ϕ(P (ϕ))‖ ≤ P ∗, ‖Dl
ϕ(a(ϕ))‖ ≤ A∗, ‖Dl

ϕ(c(ϕ))‖ ≤ C∗, де 1 ≤ l ≤ ρ та додатнi
сталi P ∗, A∗, C∗ не залежать вiд l i ϕ;

3) матриця
(s)

P (ϕ) невироджена;
4) при всiх цiлих l > n

‖
(s)

Ω
n
l (0, ϕ)‖ ≤ Mλl−n,
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де сталi M > 0 i 0 < λ < 1 не залежать вiд s i ϕ;

5) послiдовнiсть {
(s)

P −1(ϕ)}∞s=1 правильна i ‖
(s)

P −1(ϕ)‖ ≤ P1, де додатна стала P1 не
залежить вiд s та ϕ.

Якщо при цьому λ(1 + α0)(1 + mA∗)ρ < 1, то для будь-яких цiлих g ≥ 0, p ≥ 0
iнварiантний тор системи рiвнянь (1) iснує i належить CρLip(ϕ).

Перед доведенням теореми сформулюємо декiлька допомiжних тверджень.

Лема 1. Нехай a(ϕ) ∈ Cρ(ϕ) i ‖Ds
ϕ(a(ϕ))‖ ≤ A∗, де A∗ — додатна стала, що не зале-

жить вiд ϕ ∈ Tm та 1 ≤ s ≤ ρ. Тодi при всiх натуральних n i 1 ≤ s ≤ ρ справджується
нерiвнiсть

‖Ds
ϕ(ϕn(ϕ))‖ ≤ Ks(1 +mA∗)sn, (3)

де сталi Ks не залежать вiд n та ϕ ∈ Tm.

Доведення. При s = 1 нерiвнiсть (3) доведено в [4]. При цьому K1 = 1. Припустимо,
що вона справджується при 1 < s ≤ k, k < ρ, i доведемо її при s = k + 1.

Неважко пересвiдчитись, що Dk
ϕ(ϕn(ϕ)) = Dk

ϕ(ϕn−1(ϕ)) + L, де L — сума скiнченної
кiлькостi доданкiв двох типiв:

Dp
ϕn−1(ϕ)

(a(ϕn−1(ϕ)))Dλ1
ϕ (ϕk1n−1(ϕ)) . . . Dλr

ϕ (ϕkrn−1(ϕ)) (4)

та

D1
ϕn−1(ϕ)

(a(ϕn−1(ϕ)))Dk
ϕ(ϕσn−1(ϕ)),

де p ∈ {1, 2, . . . , k}, λi ∈ {1, 2, . . . , k − 1}, {ki, σ} ⊂ {1, 2, . . . ,m}, i = 1, 2, . . . , r,
∑r

j=1 λj =
= k.

Оскiльки

Dk+1
ϕ (ϕn(ϕ)) = D1

ϕ(Dk
ϕ(ϕn(ϕ))),

то

Dk+1
ϕ (ϕn(ϕ)) = Dk+1

ϕ (ϕn−1(ϕ)) + L1,

де L1 — сума скiнченної кiлькостi доданкiв вигляду (4) та вигляду

D1
ϕn−1(ϕ)

(a(ϕn−1(ϕ)))Dk+1
ϕ (ϕσn−1(ϕ)),

де p ∈ {1, 2, . . . , k + 1}, λi ∈ {1, 2, . . . , k}, {ki, σ} ⊂ {1, 2, . . . ,m}, i = 1, 2, . . . , r,∑r
j=1 λj = k + 1.

У цьому випадку

‖Dk+1
ϕ (ϕn(ϕ))‖ ≤ ∆1(1 +mA∗)(λ1+ ... +λr)(n−1) + ∆2‖Dk+1

ϕ (ϕn−1(ϕ))‖ =

= ∆1(1 +mA∗)(k+1)(n−1) + ∆2‖Dk+1
ϕ (ϕn−1(ϕ))‖,
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де сталi ∆1 i ∆2 не залежать вiд n та ϕ.
Продовжуючи процес, одержуємо такi спiввiдношення:

‖Dk+1
ϕ (ϕn(ϕ))‖ ≤

2∑
i=1

Zi(1 +mA∗)(k+1)(n−i) + Z3‖Dk+1
ϕ (ϕn−2(ϕ))‖ ≤ . . .

. . . ≤ Z0

n−1∑
i=1

(1 +mA∗)(k+1)i ≤

≤ Z0
(1 +mA∗)k+1((1 +mA∗)(k+1)(n−1) − 1)

mA∗
≤

≤ Kk+1(1 +mA∗)(k+1)n,

де стала Kk+1 не залежить вiд n та ϕ. Лему доведено.

Лема 2. Нехай виконуються умови леми 1 i {P (ϕ), c(ϕ)} ⊂ Cρ(ϕ), причому
‖Ds

ϕ(P (ϕ))‖ ≤ P ∗, ‖Ds
ϕ(c(ϕ))‖ ≤ C∗, де P ∗ i C∗ — додатнi сталi, що не залежать вiд

ϕ ∈ Tm та 1 ≤ s ≤ ρ. Тодi при всiх натуральних n i 1 ≤ s ≤ ρ для будь-яких цiлих
l + g ≥ 0, p ≥ 0 справджуються нерiвностi

‖Ds
ϕ(

(n)
c (ϕl+g(ϕ)))‖ ≤ C∗s (1 +mA∗)s(l+g), (5)

‖Ds
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ))‖ ≤ Zsλ

l(1 +mA∗)sl, (6)

де додатнi сталi C∗s i Zs не залежать вiд n i ϕ ∈ Tm.

Доведення. Легко переконатись, щоDs
ϕ(

(n)
c (ϕl+g(ϕ))) є сумою скiнченної кiлькостi до-

данкiв вигляду

Φη(ϕ) = Dη
ϕl+g(ϕ)

(
(n)
c (ϕl+g(ϕ)))Dλ1

ϕ (ϕl1l+g(ϕ)) . . . Dλm
ϕ (ϕlml+g(ϕ)), (7)

де η ∈ {1, 2, . . . , s},
∑m

i=1 λi = s, λi ∈ {0, 1, 2, . . . , s}, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, причому в (7) пiд
виразом D0(ϕlil+g(ϕ)) розумiється одиниця.

Використовуючи оцiнку (3), покладаючиKλi = 1 при λi = 0 i позначаючиC∗
∏m
i=1Kλi

через Yη, одержуємо, що норма виразу (7) не перевищує Yη(1 +mA∗)s(l+g), де Yη не зале-
жать вiд n i ϕ ∈ Tm. Останнє гарантує правильнiсть оцiнки (5).

Для доведення нерiвностi (6) застосуємо метод математичної iндукцiї. При s = 1 цю
нерiвнiсть доведено в [4]. Припустимо, що нерiвнiсть (6) справджується при всiх нату-
ральних s < d < ρ, i доведемо її при s = d.

Використавши спiввiдношення

∂
(n)

Ω 0
l (p, ϕ)

∂ϕi
= −

l∑
k=1

(n)

Ω
0
k(p, ϕ)

∂
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ))

∂ϕi

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ),

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2002, т . 5, N◦ 2



ПРО Cρ-ГЛАДКIСТЬ IНВАРIАНТНОГО ТОРА ЗЧИСЛЕННОЇ СИСТЕМИ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ . . . 255

доведене в [4] для i ∈ {1, 2, . . . ,m}, випишемо рiвнiсть

Dd
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ)) = −

l∑
k=1

Γ, (8)

у якiй Γ є сумою скiнченної кiлькостi доданкiв вигляду

Γ∗(p0, p1, p2, ϕ) = Dp0
ϕ (

(n)

Ω
0
k(p, ϕ))Dp1

ϕ (
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ)))Dp2
ϕ (

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ)),

де {p0, p2} ⊂ {0, 1, . . . , d− 1}, p1 ∈ {1, 2, . . . , d}, p0 + p1 + p2 = d.

Оцiнимо спочатку вираз Dp1
ϕ (

(n)

P (ϕk+p−1(ϕ))), подавши його у виглядi суми скiнченної
кiлькостi доданкiв вигляду

Dη
ϕk+p−1(ϕ)

(
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ)))Dλ1
ϕ (ϕl1k+p−1(ϕ)) . . . Dλm

ϕ (ϕlmk+p−1(ϕ)), (9)

де η набуває значень вiд 1 до p1 включно,
∑m

i=1 λi = p1, λi ∈ {0, 1, . . . , p1}, li ∈ {1, 2, . . .
. . . ,m}, i = 1,m, причому за домовленiстю D0(ϕlik+p−1(ϕ)) = 1.

Використовуючи лему 1 i позначаючи P ∗
∏m
i=1Kλi через X̃(η), приходимо до виснов-

ку, що норма виразу (9) не перевищує

X̃(η)

m∏
i=1

(1 +mA∗)λi(k+p−1) = X̃(η)(1 +mA∗)p1(k+p−1),

де X̃(η) не залежить вiд n i ϕ ∈ Tm.
Звiдси

‖Dp1
ϕ (

(n)

P (ϕk+p−1(ϕ)))‖ ≤ X(p1)(1 +mA∗)p1(k+p−1), (10)

де X(p1) не залежить вiд n та ϕ ∈ Tm i дорiвнює добутку X̃(η) на кiлькiсть доданкiв

вигляду (9) у зображеннi Dp1
ϕ (

(n)

P (ϕk+p−1(ϕ))).
I, нарештi, оцiнимо вираз

Dp2
ϕ (

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ)) = Dp2

ϕ (
(n)

Ω
0
l−k+1(p, ϕk−1(ϕ))),

подавши його у виглядi суми скiнченної кiлькостi доданкiв вигляду

Dη
ϕk−1(ϕ)

(
(n)

Ω
0
l−k+1(p, ϕk−1(ϕ)))Dλ1

ϕ (ϕl1k−1(ϕ)) . . . Dλm
ϕ (ϕlmk−1(ϕ)), (11)

де η набуває значень вiд 1 до p2 включно,
∑m

i=1 λi = p2, λi ∈ {0, 1, . . . , p2}, li ∈ {1, 2, . . .
. . . ,m}, D0

ϕ(ϕlik−1(ϕ)) = 1.
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Норма виразу (11) обмежена добутком

‖Dη
ϕk−1(ϕ)

(
(n)

Ω
0
l−k+1(p, ϕk−1(ϕ)))‖

m∏
i=1

Kλi(1 +mA∗)λi(k−1) ≤

≤ Zηλ
l−k+1(1 +mA∗)η(l−k+1)(1 +mA∗)p2(k−1)

m∏
i=1

Kλi .

У цьому випадку

‖Dp2
ϕ (

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ))‖ ≤ Z̃(p2)λ

l−k+1(1 +mA∗)p2l, (12)

де Z̃(p2) не залежить вiд n та ϕ ∈ Tm.
Тодi

‖Γ∗(p0, p1, p2, ϕ)‖ ≤ Zp0λ
k(1 +mA∗)p0kX(p1)(1 +mA∗)p1(k+p−1)×

× Z̃(p2)λ
l−k+1(1 +mA∗)l(d−p1−p0) ≤

≤ B(p0, p1, p2)λ
l(1 +mA∗)(p0+p1)k+ld−l(p0+p1),

де B(p0, p1, p2) теж не залежить вiд n та ϕ ∈ Tm.
Отже,

l∑
k=1

‖Γ∗(p0, p1, p2, ϕ)‖ ≤ B(p0, p1, p2)λ
l(1 +mA∗)ld−l(p0+p1)×

×
l∑

k=1

(1 +mA∗)(p0+p1)k ≤

≤ B(p0, p1, p2)λ
l(1 +mA∗)ld−l(p0+p1)×

× (1 +mA∗)p1+p0+l(p0+p1)

(1 +mA∗)p1+p0 − 1
≤ B̃λl(1 +mA∗)ld,

де B̃ не залежить вiд n та ϕ ∈ Tm.
Враховуючи рiвнiсть (8), завершуємо доведення леми 2.

Лема 3. Нехай виконуються умови леми 1, причому a(ϕ) ∈ CρLip з коефiцiєнтом α0.
Тодi при всiх натуральних n i 1 ≤ s ≤ ρ справджується нерiвнiсть

‖Ds
ϕ(ϕn(ϕ)− ϕn(ϕ̄))‖ ≤ K̄s(1 + α0)

n(1 +mA∗)sn‖ϕ− ϕ̄‖, (13)

де сталi K̄s не залежать вiд n та {ϕ, ϕ̄} ∈ Tm.
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Доведення. При s = 1 нерiвнiсть (13) доведено в [4] (лема 2). Припустимо, що вона
має мiсце при 1 < s ≤ k, k < ρ, i доведемо її при s = k + 1.

З доведення леми 1 випливає

‖Dk+1
ϕ (ϕn(ϕ) − ϕn(ϕ̄))‖ ≤ ‖Dk+1

ϕ (ϕn−1(ϕ)− ϕn−1(ϕ̄))‖+

+ ‖Rp(ϕ, ϕ̄)‖ + ‖R̄p(ϕ, ϕ̄)‖, (14)

де Rp(ϕ, ϕ̄) — сума скiнченної кiлькостi доданкiв вигляду

Dp = Dp
ϕn−1(ϕ)

(a(ϕn−1(ϕ)))Dλ1
ϕ (ϕk1n−1(ϕ)) . . . Dλr

ϕ (ϕkrn−1(ϕ))−

− Dp
ϕn−1(ϕ)

(a(ϕn−1(ϕ̄)))Dλ1
ϕ (ϕk1n−1(ϕ̄)) . . . Dλr

ϕ (ϕkrn−1(ϕ̄)),

а R̄p(ϕ, ϕ̄) — сума m доданкiв вигляду

D1 = D1
ϕn−1(ϕ)

(a(ϕn−1(ϕ)))Dk+1
ϕ (ϕσn(ϕ))−D1

ϕn−1(ϕ)
(a(ϕn−1(ϕ̄)))Dk+1

ϕ (ϕσn(ϕ̄)),

причому p ∈ {1, 2, . . . , k + 1}, λi ∈ {1, 2, . . . , k}, ki ∈ {1, 2, . . . ,m}, σ ∈ {1, 2, . . . ,m}, i =
= 1, 2, . . . , r,

∑r
j=1 λj = k + 1.

Випишемо таку нерiвнiсть:

‖Dp‖ ≤ α0‖ϕn−1(ϕ)− ϕn−1(ϕ̄)‖
r∏
i=1

Kλi(1 +mA∗)λi(n−1) + A∗
r∑
i=1

{
‖Dλi

ϕ (ϕkin−1(ϕ)−

− ϕkin−1(ϕ̄)‖
i−1∏
j=1

Kλj (1 +mA∗)λj(n−1)
r∏

j=i+1

Kλj (1 +mA∗)λj(n−1)
}
,

де пiд символами
∏0
j=1(·),

∏r
j=r+1(·) розумiються одиницi.

Введемо позначення:

(0)

A = max{Kλ2 . . .Kλr ,Kλ1Kλ2Kλ3Kλ4 . . .Kλr , . . . ,Kλ1Kλ2 . . .Kλr−1},

D̄p = α0

r∏
i=1

Kλi +A∗
(0)

A

r∑
i=1

K̄λi , D1
1 = mα0Kk+1,

D̄p
1 = D̄pξ, D̃ = D̄p

1 +D1
1,

де ξ — кiлькiсть доданкiв у сумi Rp(ϕ, ϕ̄).
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Випишемо тепер ланцюжок нерiвностей

‖Dp‖ ≤ α0(1 + α0)
n−1(1 +mA∗)(k+1)(n−1)

r∏
i=1

Kλi‖ϕ− ϕ̄‖+

+ A∗(1 +mA∗)(k+1)(n−1)(0)
A

r∑
i=1

‖Dλi
ϕ (ϕkin−1(ϕ)− ϕkin−1(ϕ̄))‖ ≤

≤ α0(1 + α0)
n−1(1 +mA∗)(k+1)(n−1)

r∏
i=1

Kλi‖ϕ− ϕ̄‖+

+ A∗(1 +mA∗)(k+1)(n−1)(0)
A

r∑
i=1

K̄λi(1 + α0)
n−1(1 +mA∗)λi(n−1)‖ϕ− ϕ̄‖ ≤

≤ (1 + α0)
n−1(1 +mA∗)(k+1)(n−1)‖ϕ− ϕ̄‖

{
α0

r∏
i=1

Kλi +A∗
(0)

A

r∑
i=1

K̄λi

}
≤

≤ D̄p(1 + α0)
n−1(1 +mA∗)(k+1)(n−1)‖ϕ− ϕ̄‖.

Аналогiчно,

‖D1‖ < α0Kk+1(1 + α0)
n−1(1 +mA∗)(k+1)(n−1)‖ϕ− ϕ̄‖+

+ A∗‖Dk+1
ϕ (ϕn−1(ϕ)− ϕn−1(ϕ̄))‖.

Тодi з (14) одержуємо

‖Dk+1
ϕ (ϕn(ϕ)− ϕn(ϕ̄))‖ ≤ ‖Dk+1

ϕ (ϕn−1(ϕ)− ϕn−1(ϕ̄))‖+

+ D̄p
1(1 + α0)

n−1(1 +mA∗)(k+1)(n−1)‖ϕ− ϕ̄‖+D1
1(1 + α0)

n−1×

× (1 +mA∗)(k+1)(n−1)‖ϕ− ϕ̄‖+mA∗‖Dk+1
ϕ (ϕn−1(ϕ)− ϕn−1(ϕ̄))‖ =

= (1 +mA∗)‖Dk+1
ϕ (ϕn−1(ϕ)− ϕn−1(ϕ̄))‖+

+ D̃(1 + α0)
n−1(1 +mA∗)(k+1)(n−1)‖ϕ− ϕ̄‖,

де D̃ не залежить вiд n та{ϕ, ϕ̄} ⊂ Tm.
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Одержане рекурентне спiввiдношення веде до нерiвностей

‖Dk+1
ϕ (ϕn(ϕ)− ϕn(ϕ̄))‖ ≤ (1 +mA∗)n‖Dk+1

ϕ (ϕ0(ϕ)− ϕ0(ϕ̄))‖+

+ D̃
n−1∑
i=0

(1 + α0)
i(1 +mA∗)ik+n−1‖ϕ− ϕ̄‖ =

= D̃
n−1∑
i=0

(1 + α0)
i(1 +mA∗)ik+n−1‖ϕ− ϕ̄‖ =

=
D̃(1 +mA∗)n−1((1 + α0)

n(1 +mA∗)kn − 1)

(1 + α0)(1 +mA∗)k − 1
≤

≤ K̄k+1(1 + α)n(1 +mA∗)n(k+1),

де стала K̄k+1 =
D̃

((1 + α)(1 +mA∗)− 1)(1 +mA∗)
i не залежить вiд n та {ϕ, ϕ̄} ⊂ Tm.

Останнє доводить оцiнку (13) при s = k + 1, а разом з тим i лему 3.

Лема 4. Нехай виконуються умови леми 3, причому {P (ϕ, c(ϕ))} ⊂ CρLip(ϕ). Тодi при
всiх натуральних n i 1 ≤ s ≤ ρ для будь-яких цiлих l + g ≥ 0, p ≥ 0 справджуються
нерiвностi

‖Ds
ϕ(

(n)
c (ϕl+g(ϕ))−

(n)
c (ϕl+g(ϕ̄)))‖ ≤ Cs(1 + α0)

l+g(1 +mA∗)s(l+g)‖ϕ− ϕ̄‖, (15)

‖Ds
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ)−

(n)

Ω
0
l (p, ϕ̄))‖ ≤ Ωsλ

l(1 + α0)
l(1 +mA∗)sl‖ϕ− ϕ̄‖, (16)

де сталi Cs i Ωs не залежать вiд n та {ϕ, ϕ̄} ⊂ Tm.

Доведення. З подання (7) випливає, що ‖Ds
ϕ(

(n)
c (ϕl+g(ϕ))−

(n)
c (ϕl+g(ϕ̄)))‖ не перевищує

суму скiнченної кiлькостi доданкiв вигляду ‖Φη(ϕ)− Φη(ϕ̄)‖.
Нехай c(ϕ) i P (ϕ) належать CρLip(ϕ) з коефiцiєнтами β i γ вiдповiдно.
Враховуючи леми 1, 3 i вводячи позначення

C̄s = β

m∏
i=1

Kλi + C∗{K̄λ1Kλ2Kλ3 . . .Kλm +Kλ1K̄λ2Kλ3 . . .Kλm + . . .

. . .+ Kλ1Kλ2Kλ3 . . .Kλm−1K̄λm},
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виписуємо такi нерiвностi:

‖Φη(ϕ)− Φη(ϕ̄)‖ ≤ β‖ϕl+g(ϕ)− ϕl+g(ϕ̄)‖
m∏
i=1

Kλi(1 +mA∗)λi(l+g)+

+ C∗‖Dλ1
ϕ (ϕl1l+g(ϕ)) . . . Dλm

ϕ (ϕlml+g(ϕ))−Dλ1
ϕ (ϕl1l+g(ϕ̄)) . . . Dλm

ϕ (ϕlml+g(ϕ̄))‖ ≤

≤ β(1 + α0)
l+g(1 +mA∗)s(l+g)

m∏
i=1

Kλi‖ϕ− ϕ̄‖+ C∗{K̄λ1Kλ2Kλ3 . . .Kλm+

+Kλ1K̄λ2Kλ3 . . .Kλm + . . . +Kλ1Kλ2Kλ3 . . .Kλm−1K̄λm}(1 + α0)
l+g×

× (1 +mA∗)s(l+g)‖ϕ− ϕ̄‖ ≤ C̄s(1 + α0)
l+g(1 +mA∗)s(l+g)‖ϕ− ϕ̄‖,

причому при λi = 0 покладено Kλi = K̄λi = 1 i сталi C̄s не залежать вiд n та {ϕ, ϕ̄} ⊂ Tm,
що доводить нерiвнiсть (15).

Для доведення оцiнки (16) використаємо метод математичної iндукцiї. При s = 1 цю
оцiнку доведено в [4] (лема 5). Припустимо, що оцiнка (16) справджується при всiх нату-
ральних s < d < ρ, i доведемо її при s = d. Використовуючи рiвнiсть (8), приходимо до

висновку, що ‖Dd
ϕ(

(n)

Ω 0
l (p, ϕ) − (

(n)

Ω 0
l (p, ϕ̄)‖ не перевищує вираз

∑l
k=1 Γ̄, де Γ̄ є сумою скiн-

ченної кiлькостi доданкiв вигляду Γ̄∗ = ‖Γ∗(p0, p1, p2, ϕ)− Γ∗(p0, p1, p2, ϕ̄)‖. Але

Γ̄∗ ≤ ‖Dp0
ϕ (

(n)

Ω
0
k(p, ϕ)−

(n)

Ω
0
k(p, ϕ̄))‖‖Dp1

ϕ (
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ))‖×

× ‖Dp2
ϕ (

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ)))‖+ ‖Dp0

ϕ (
(n)

Ω
0
k(p, ϕ̄))‖‖Dp1

ϕ (
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ))−

−
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ̄)))‖‖Dp2
ϕ (

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ))‖+

+ ‖Dp0
ϕ (

(n)

Ω
0
k(p, ϕ̄))‖‖Dp1

ϕ (
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ̄))‖×

× ‖Dp2
ϕ (

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ)−

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ̄))‖,

звiдки, враховуючи (6), (10), (12), маємо

Γ̄∗ ≤ ‖Dp0
ϕ (

(n)

Ω
0
k(p, ϕ)−

(n)

Ω
0
k(p, ϕ̄))‖X(p1)(1 +mA∗)p1(k+p−1)×

× Z̃(p2)λ
l−k+1(1 +mA∗)p2l+

+ Zp0λ
k(1 +mA∗)p0kZ̃(p2)λ

l−k+1(1 +mA∗)p2l‖Dp1
ϕ (

(n)

P (ϕk+p−1(ϕ)−
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−
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ̄))‖+ Zp0λ
k(1 +mA∗)p0kX(p1)(1 +mA∗)p1(k+p−1)×

× ‖Dp2
ϕ (

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ)−

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ̄))‖.

Враховуючи подання (9), можна стверджувати, що вираз

‖Dp1
ϕ (

(n)

P (ϕk+p−1(ϕ))−
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ̄)))‖

не перевищує суму скiнченної кiлькостi доданкiв вигляду

γ(1 + α0)
k+p−1

m∏
i=1

Kλi(1 +mA∗)λi(k+p−1)‖ϕ− ϕ̄‖+mP ∗{K̄λ1Kλ2Kλ3 . . .Kλm+

+Kλ1K̄λ2Kλ3 . . .Kλm + . . . +Kλ1Kλ2Kλ3 . . .Kλm−1K̄λm}×

× (1 + α0)
k+p−1(1 +mA∗)p1(k+p−1)‖ϕ− ϕ̄‖.

Позначаючи їх кiлькiсть через m1, одержуємо оцiнку

‖Dp1
ϕ (

(n)

P (ϕk+p−1(ϕ))−
(n)

P (ϕk+p−1(ϕ̄)))‖ ≤

≤ γ0(1 + α0)
k+p−1(1 +mA∗)p1(k+p−1)‖ϕ− ϕ̄‖,

де

γ0 =

{
γ

m∏
i=1

Kλi +mP ∗(K̄λ1Kλ2Kλ3 . . .Kλm +Kλ1K̄λ2Kλ3 . . .Kλm + . . .

. . . +Kλ1Kλ2Kλ3 . . .Kλm−1K̄λm)

}
m1

— стала, що не залежить вiд n та {ϕ, ϕ̄} ⊂ Tm.
Тодi, враховуючи рiвнiсть

‖Dp2
ϕ (

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ)−

(n)

Ω
k−1
l (p, ϕ̄))‖ =

= ‖Dp2
ϕ (

(n)

Ω
0
l−k+1(p, ϕk−1(ϕ))−

(n)

Ω
0
l−k+1(p, ϕk−1(ϕ̄)))‖,

маємо

Γ̄∗ ≤ X(p1)Z̃(p2)Ωp0λ
k(1 + α0)

k(1 +mA∗)p0k×

× (1 +mA∗)p1(k+p−1)λl−k+1(1 +mA∗)p2l‖ϕ− ϕ̄‖+

+ Zp0Z̃(p2)γ0λ
k(1 +mA∗)p0kλl−k+1(1 +mA∗)p2l×

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2002, т . 5, N◦ 2



262 Ю.В. ТЕПЛIНСЬКИЙ, Н.А. МАРЧУК

× (1 + α0)
k+p−1(1 +mA∗)p1(k+p−1)‖ϕ− ϕ̄‖+

+ Zp0X(p1)Ωp2λ
k(1 +mA∗)p0k(1 +mA∗)p1(k+p−1)×

× λl−k+1(1 + α0)
l−k+1(1 +mA∗)p2(l−k+1)‖ϕ− ϕ̄‖ ≤

≤ λX(p1)Z̃(p2)Ωp0(1 +mA∗)pdλl(1 + α0)
k(1 +mA∗)ld‖ϕ− ϕ̄‖+

+ λ(1 + α0)
pZp0Z̃(p2)γ0(1 +mA∗)pdλl(1 + α0)

k(1 +mA∗)ld‖ϕ− ϕ̄‖+

+ λ(1 +mA∗)pdZp0X(p1)(1 +mA∗)p2lλl(1 + α0)
l(1 +mA∗)(p0+p1)k‖ϕ− ϕ̄‖.

Вводячи позначення

λX(p1)Z̃(p2)Ωp0(1 +mA∗)pd = Γ̄∗1,

λ(1 + α0)
pZp0Z̃(p2)γ0(1 +mA∗)pd = Γ̄∗2,

λ(1 +mA∗)pdZp0X(p1)Ωp2 = Γ̄∗3,

одержуємо оцiнку

Γ̄∗ ≤ λl{(1 + α0)
k(1 +mA∗)dl(Γ̄∗1 + Γ̄∗2)+

+ Γ̄∗3(1 + α0)
l(1 +mA∗)p2l(1 +mA∗)(p0+p1)k}‖ϕ− ϕ̄‖.

Звiдси

l∑
k=1

Γ̄∗ ≤ λl
{

(1 +mA∗)dl
1

α0
(Γ̄∗1 + Γ̄∗2)(1 + α0)

l+1+

+ Γ̄∗3(1 + α0)
l(1 +mA∗)p2l

1

(1 +mA∗)p0+p1 − 1
×

× (1 +mA∗)p0+p1(1 +mA∗)(p0+p1)l
}
‖ϕ− ϕ̄‖.

Позначаючи, в свою чергу, вираз

1 + α0

α0
(Γ̄∗1 + Γ̄∗2) + Γ̄∗3

(1 +mA∗)d

mA∗

через Γ̄∗4, отримуємо нерiвнiсть

l∑
k=1

Γ̄∗ ≤ Γ̄∗4λ
l(1 + α0)

l(1 +mA∗)dl‖ϕ− ϕ̄‖,
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де Γ̄∗4 — стала, що не залежить вiд n, l та {ϕ, ϕ̄} ⊂ Tm. Це завершує доведення леми.

Доведення теореми. Як вiдомо [4], в умовах теореми функцiї

u(p, g, ϕ) = −
∞∑
l=1

Ω0
l (p, ϕ)c(ϕl+g(ϕ))

та

(s)
u (p, g, ϕ) = −

∞∑
l=1

(s)

Ω
0
l (p, ϕ)

(s)
c (ϕl+g(ϕ))

породжують iнварiантнi тори систем рiвнянь (1) i (2) вiдповiдно, причому в покоординат-
ному розумiннi

lim
s→∞

(s)
u (p, g, ϕ) = u(p, g, ϕ).

Покажемо, що послiдовнiсть

Ds
ϕ(

(1)
u (p, g, ϕ)), Ds

ϕ(
(2)
u (p, g, ϕ)), . . . , Ds

ϕ(
(n)
u (p, g, ϕ)), . . . (17)

є рiвномiрно вiдносно n обмеженою i рiвностепенево неперервною по ϕ при кожному
натуральному s ≤ ρ.

Очевидно, що

Ds
ϕ(

(n)
u (p, g, ϕ)) = Ds

ϕ

(
−
∞∑
l=1

(n)

Ω
0
l (p, ϕ)

(n)
c (ϕl+g(ϕ))

)
,

i якщо ряди

−
∞∑
l=1

Dk
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ))Ds−k

ϕ (
(n)
c (ϕl+g(ϕ))), k = 0, 1, 2, . . . , s, (18)

рiвномiрно по ϕ ∈ Tm збiгаються за нормою при кожному вказаному k, то має мiсце
рiвнiсть

Ds
ϕ(

(n)
u (p, g, ϕ)) = −

∞∑
l=1

Ds
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ)

(n)
c (ϕl+g(ϕ))) = ε(s, ϕ),

де ε(s, ϕ) — сума скiнченної кiлькостi доданкiв вигляду (18).
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Скориставшись лемою 2, випишемо оцiнки

∞∑
l=1

‖Dk
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ))‖‖Ds−k

ϕ (
(n)
c (ϕl+g(ϕ)))‖ ≤

≤
∞∑
l=1

Zkλ
l(1 +mA∗)klC∗s−k(1 +mA∗)(s−k)(l+g) ≤

≤ ZkC
∗
s−k(1 +mA∗)(s−k)g

∞∑
l=1

λl(1 +mA∗)sl ≤

≤ ZkC
∗
s−k(1 +mA∗)sg

λ(1 +mA∗)s

1− λ(1 +mA∗)s
.

Отже, ряди (18) при кожному k = 0, 1, 2, . . . , s збiгаються за нормою рiвномiрно вiд-
носно ϕ ∈ Tm, i послiдовнiсть (17) рiвномiрно обмежена.

Вираз

‖Ds
ϕ(

(n)
u (p, g, ϕ)−

(n)
u (p, g, ϕ̄))‖ = ‖ε(s, ϕ)− ε(s, ϕ̄)‖

не перевищує суму скiнченної кiлькостi доданкiв вигляду

I(s) =

∞∑
l=1

‖Dk
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ))Ds−k

ϕ (
(n)
c (ϕl+g(ϕ)))−

−Dk
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ̄))Ds−k

ϕ (
(n)
c (ϕl+g(ϕ̄)))‖, k = 0, 1, 2, . . . , s.

Використовуючи леми 2, 4 i позначаючи вираз

ΩkC
∗
s−k(1 +mA∗)sg + Zk(1 + α0)

g(1 +mA∗)sgCs−k

через Ω(s, k), одержуємо спiввiдношення

I(s) ≤
∞∑
l=1

{∥∥Dk
ϕ(

(n)

Ω
0
l (p, ϕ)−

(n)

Ω
0
l (p, ϕ̄))

∥∥∥∥Ds−k
ϕ (

(n)
c (ϕl+g(ϕ)))

∥∥+

+
∥∥Dk

ϕ(
(n)

Ω
0
l (p, ϕ̄))

∥∥∥∥Ds−k
ϕ (

(n)
c (ϕl+g(ϕ))−

(n)
c (ϕl+g(ϕ̄)))

∥∥} ≤
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≤
∞∑
l=1

{
Ωkλ

l(1 + α0)
l(1 +mA∗)klC∗s−k(1 +mA∗)(s−k)(l+g)‖ϕ− ϕ̄‖+

+ Zkλ
l(1 +mA∗)klCs−k(1 + α0)

l+g(1 +mA∗)(s−k)(l+g)‖ϕ− ϕ̄‖
}
≤

≤ ‖ϕ− ϕ̄‖Ω(s, k)
∞∑
l=1

λl(1 + α0)
l(1 +mA∗)sl ≤

≤ Ω(s, k)
λ(1 + α0)(1 +mA∗)s

1− λ(1 + α0)(1 +mA∗)s
‖ϕ− ϕ̄‖.

Це гарантує рiвностепеневу неперервнiсть послiдовностi (17) по ϕ ∈ Tm при кожному
s ≤ ρ.

Враховуючи покоординатну збiжнiсть послiдовностi {
(n)
u (p, g, ϕ)} до u(p, g, ϕ) при

n → ∞ i застосовуючи теорему Арцела — Асколi потрiбну кiлькiсть разiв, завершує-
мо доведення теореми.

Наслiдок. Якщо в системi рiвнянь (1) a(ϕ) = ω, де ω — сталий вектор, то твер-
дження теореми справджується при всiх цiлих p i g.
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