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We study the perturbation problem for quasiperiodic motions on invariant tori in a class of locally Hami-
ltonian systems. We prove a general KAM-theorem on perturbation of coisotropic invariant tori for locally
Hamiltonian systems. As applications of the obtained theorem, we consider the motion of an electron on a
two-dimensional torus under the influence of an electromagnetic field, extend results about bifurcation of
a Cantor set of coisotropic invariant tori to the case of locally Hamiltonian systems.

Вивчається проблема збурень квазiперiодичних рухiв на коiзотропних iнварiантних торах у
класi локально гамiльтонових систем. Доведено загальну КАМ-теорему про збурення коiзо-
тропних iнварiантних торiв локально гамiльтонових систем, а також проiлюстровано деякi
застосування цiєї теореми: рух електрона на двовимiрному торi пiд впливом електромагнiтно-
го поля, розповсюдження результатiв про бiфуркацiю канторової множини коiзотропних iнва-
рiантних торiв на випадок локально гамiльтонових систем.

1. Вступ. У данiй роботi в класi локально гамiльтонових систем вивчається проблема
збурень квазiперiодичних рухiв на коiзотропних iнварiантних торах.

Iдея А. М. Колмогорова поєднання асимптотичних методiв з послiдовними замiнами
змiнних ньютонiвського типу вiдкрила широкi перспективи для одержання строгих ре-
зультатiв про збереження квазiперiодичних рухiв та iнварiантних торiв iнтегровних га-
мiльтонових систем при малих збуреннях функцiй Гамiльтона. Цю iдею було покладено
в основу напрямку дослiджень, який дiстав назву КАМ-теорiї [1 – 4]. Важливим резуль-
татом неформальної теорiї збурень став метод штучних параметрiв у поєднаннi з мето-
дом прискореної збiжностi, розроблений незалежно М. М. Боголюбовим [5] та Ю. Мо-
зером [6] i розвинутий Ю. О. Митропольським та А. М. Самойленком [7]. У подальшому
велику кiлькiсть робiт було присвячено вдосконаленню технiки, яка застосовується при
доведеннi КАМ-теорем, розвитку нових напрямкiв i пiдходiв, серед яких вiдзначимо ре-
зультати Ю. Пошеля про вкладення iзотропних iнварiантних торiв у гладку в сенсi Вiтнi
сiм’ю [8], модифiкований метод штучних параметрiв Севрюка – Ермана [9], встановлення
нових умов невиродженостi гамiльтонових систем Г. Рюссманом [10]. Досить повне уяв-
лення про сучасний стан КАМ-теорiї можна дiстати, ознайомившись з оглядами [11 – 13].

Вивчення некласичного випадку, коли фазовий простiр незбуреної гамiльтонової си-
стеми розшаровується коiзотропними iнварiантними торами, розпочато в роботах [14 –
16]. I хоча в цьому напрямку досягнуто досить суттєвих успiхiв [17 – 24], все ж у теорiї
коiзотропних iнварiантних торiв i сьогоднi є прогалини.

Метою даної роботи є доведення загальної КАМ-теореми про збурення коiзотропних
iнварiантних торiв локально гамiльтонових систем iз застосуванням модифiкованого ме-
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тоду штучних параметрiв Севрюка – Ермана [9], а також iлюстрацiя деяких застосувань
цiєї теореми.

Основний результат п. 2, сформульований у пп. 2.1, узагальнює результати роботи [16]
i водночас охоплює як невироджений, так i вироджений випадки КАМ-теорiї локально
гамiльтонових систем. У пп. 2.3 наведено доведення основної теореми, яке спирається на
iндуктивну лему з пп. 2.2.

О. I. Богоявленський у роботi [25] зауважив, що локально гамiльтонова система, яка
описує рух електрона на двовимiрному торi T2 пiд впливом електромагнiтного поля, у
границi, коли вiдношення малого радiуса r до великого радiуса R тороїдальної камери
прямує до нуля, є iнтегровною в узагальненому сенсi (В-iнтегровною) з квазiперiодич-
ною динамiкою на тривимiрних коiзотропних iнварiантних торах чотиривимiрного фазо-
вого простору. В пп. 2.4 показано, як до цiєї системи можна застосувати теорему з пп. 2.1
при досить малих значеннях r/R.

Нарештi, п. 3 присвячено розповсюдженню результатiв робiт [20, 24] про бiфуркацiю
канторової множини коiзотропних iнварiантних торiв на випадок локально гамiльтоно-
вих систем.

2. КАМ-теорема для коiзотропних iнварiантних торiв локально гамiльтонових сис-
тем. 2.1. Формулювання основної теореми. Будемо розглядати на симплектичному мно-
говидi (M2m, ω2) локально гамiльтонове векторне поле =ω, де ω — замкнена 1-форма, а
= : T ∗M2m 7→ TM2m — iндуковане симплектичною структурою гамiльтонове вiдобра-
ження розшарувань, яке задовольняє рiвнiсть ι=ωω2 = −ω (ι — операцiя внутрiшнього
добутку векторного поля i диференцiальної форми). Припустимо, що ця система в пев-
ному сенсi близька до В-iнтегровної локально гамiльтонової системи [15, 25], причому
iнварiантнi тори останньої є коiзотропними пiдмноговидами, дифеоморфними стандарт-
ному тору Tr := Rr/2πZr. Тодi в околi кожного iнварiантного тора iснують координати
типу „дiя-кут” (y, ϕ), де y = (y1, . . . , ys), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕr)| mod 2π, s+ r = 2m, в яких:

а) кожен iнварiантний тор визначається рiвнянням y = const;
б) для дужки Пуассона {·, ·}, iндукованої симплектичною структурою ω2, виконуються

рiвностi
{y, y} = 0, {ϕ, y} = σ, {ϕ,ϕ} = χ;

в) 1-форма ω набирає вигляду

ω = d(λ0 · y + h(y, ϕ)) + (ζ0 + ζ1) · dϕ. (1)

Тут σ та χ — матрицi розмiру r × s та r × r вiдповiдно, λ0 ∈ Rs, ζ0 ∈ Rr, ζ1 ∈ Rr — деякi
не залежнi вiд y, ϕ вектори, h — функцiя, перiодична з перiодом 2π по кожнiй змiннiй
ϕj , j = 1, . . . , r, а символом «·» позначено операцiю стандартного скалярного добутку в
координатному векторному просторi. Форма dh+ ζ1 · dϕ трактується як збурення форми
d(λ0·y)+ζ0·dϕ, пов’язаної з лiнеаризацiєю за змiнними y незбуреної B-iнтегровної системи
в околi її iнварiантного тора.

Зауважимо, що необхiдною умовою iнварiантностi торiв y = const локально гамiль-
тонової системи з формою вигляду df(y) + ζ · dϕ є умова ортогональностi

σTζ = 0, (2)
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де символ «T» позначає операцiю транспонування. Справдi, y-компонента векторного
поля Im (df(y) + ζ · dϕ) має вигляд {y, f(y) + ζ · ϕ} = {y, ϕ}ζ = −σTζ.

Таким чином, форма d(λ0 · y) + ζ0 · dϕ породжує iнтегровну локально гамiльтонову
систему

ẏ = 0, ϕ̇ = {ϕ, λ0 · y + ζ0 · ϕ} ≡ σλ0 + χζ0

за умови, що σTζ0 = 0. Оскiльки iнварiантнi тори В-iнтегровної системи утворюють
s-параметричну сiм’ю, то λ0, h i, можливо, χ в загальному випадку додатково залежать
вiд „внутрiшнiх” параметрiв — сталих iнтегрування. Вектори ζ0 та ζ1 вiд цих параметрiв
не залежать, однак вони, а також λ0 та h, можуть залежати вiд деяких „зовнiшнiх” пара-
метрiв. Набiр усiх параметрiв системи позначимо через ϑ.

Наша мета полягає в тому, щоб обґрунтувати такий результат КАМ-теорiї: якщо век-
тор ζ1 також задовольняє умову ортогональностi типу (2), а функцiя h та її похiднi за
змiнними y при y = 0 є досить малими, то iснує канторова пiдмножина параметрiв, на
якiй справджується твердження: поблизу тора y = 0 iснує r-вимiрний iнварiантний тор
локально гамiльтонової системи, породженої формою (1). При додаткових умовах не-
виродженої залежностi дослiджуваної системи вiд параметрiв вiдносна мiра зазначеної
канторової множини прямує до 1, коли збурення прямує до нуля. Нас також цiкавитиме
питання диференцiйовностi (в сенсi Вiтнi) множини торiв збуреної системи. Крiм того,
ми маємо намiр розглянути вироджений випадок, коли серед компонент вектора частот
σλ0 + χζ0 є такi, що прямують до нуля, коли величина збурення прямує до нуля.

Згiдно з основною iдеєю методу штучних параметрiв спочатку замiсть (1) будемо роз-
глядати 1-форму загальнiшого вигляду

ω̃ = d((λ+ µ∆) · y + h(y, ϕ, ν)) + ζ · dϕ,

залежну вiд параметрiв ν = (ν1, . . . , νn), n ≥ s + r, якi задля зручностi подальших викла-
док розбито на три групи: λ := (ν1, . . . , νs), ζ := (νs+1, . . . , νs+r), ϑ := (νs+r+1, . . . , νn).
Множник µ ∈ (0; 1] надає можливiсть одночасно розглядати невироджений (µ = 1) i ви-
роджений (µ � 1) випадки, а „поправка” ∆ = (∆1, . . . ,∆s) повинна бути визначена так,
щоб вона не залежала вiд (y, ϕ), гладко залежала вiд параметрiв ν i локально гамiльто-
нова система з формою ω̃ на певнiй пiдмножинi простору параметрiв ν мала iнварiантний
тор, близький до тора y = 0.

Для будь-якої множини A ⊂ Cn i числа δ > 0 покладемо за означенням A + δ :=
:=
⋃
ν∈A{ν ′ ∈ Cn : |ν ′−ν| < δ}. (Тут i далi значення норми | • | на векторi визначається як

максимум модулiв його компонент.) Через Cp та Cω̄ будемо позначати вiдповiдно класи
p разiв неперервно диференцiйовних (0 ≤ p ≤ ∞) та дiйсно-аналiтичних вiдображень.

Основним результатом даної роботи є така теорема.

Теорема 1. Для додатних чисел C, R, ρ, γ, τ, a ∈ (1; 3/2), b ∈ (1/2; 1), a + b < 2,
iснують числа ε∗ > 0 та κ ∈ (0; 1) такi, що для кожного µ ∈ (0; 1] i кожного ε ∈ (0; ε∗)
справджується твердження: якщо функцiя h є дiйсно-аналiтичною в областi

Ω :=
{
z := (y, ϕ, ν) ∈ Cs+r+n : |y| < ρ, |Imϕ| < ρ, ν ∈ V + r0

}
,

де V ⊂ Rn = Re Cn — обмежена область, r0 := µ| ln ε|−τ−1, i задовольняє в нiй нерiвно-
стi

max
{
|h|y=0, |h′y|y=0

}
≤ µ2ε,

∣∣h′′yy∣∣y=0
≤ µC, max

{
|h|,
∣∣h′z∣∣ , ∣∣h′′zz∣∣} ≤ C,
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то iснують вiдображення

F (ϕ, ν) ∈ C∞(Tr × Rn → Rs), ∆(ν) ∈ C∞(Rn → Rs)

з такими властивостями:
1) для кожного ν ∈ V такого, що

σTζ = 0, |m · (σλ+ χζ)| ≥ µγ|m|−τ ∀m ∈ Zr \ {0},

локально гамiльтонова система з 1-формою d((λ + µ∆(ν)) · y + h(y, ϕ, ν)) + ζ · dϕ має
iнварiантний тор, заданий у фазовому просторi змiнних (y, ϕ) рiвнянням y = F (ϕ, ν),
причому вiдображення F (•, ν) : Tr → Rs — дiйсно-аналiтичне i потiк на цьому торi
квазiперiодичний з вектором базисних частот σλ+ χζ;

2) для кожного p = 0, 1, 2, . . . знайдеться стала c(p,κ), яка залежить лише вiд p та
κ, така, що справджується нерiвнiсть

max {|F |p, |∆|p} ≤ c(p,κ)µ1−p| ln ε|p(τ+1) sup
j≥0

εba
j

κpj
,

де | • |p — Cp-норма у вiдповiднiй областi.

Зауваження 1. За умови достатньої малостi ε∗ для тих p, якi задовольняють нерiвнiсть

0 ≤ p ≤ b ln a
ln ε∗
ln κ

, маємо sup
j≥0

εba
j

κpj
= εb при ε ∈ (0, ε∗).

Для того щоб цю теорему можна було застосувати до системи з 1-формою ω вигляду
(1), у якiй λ0 = λ0(ϑ), h = h(y, ϕ, ϑ), ζj = ζj(ϑ), j = 0, 1, потрiбно iз спiввiдношень

λ+ µ∆(λ, ζ0(ϑ) + ζ1(ϑ), ϑ = λ0(ϑ) (3)

виразити λ = λ(ϑ). За природних припущень це можна зробити при всiх досить малих
ε > 0, при цьому разом з λ0(ϑ) та ζj = ζj(ϑ), j = 0, 1, гладкою буде й функцiя λ(ϑ), i
вона мало вiдрiзнятиметься вiд λ0(ϑ). Вiдтак пiдмножина параметрiв ϑ, на якiй система з
формою (1) має iнварiантний тор, визначатиметься такими умовами:

ν(ϑ) := (λ(ϑ), ζ0(ϑ) + ζ1(ϑ), ϑ) ∈ V, σT(ζ0(ϑ) + ζ1(ϑ)) = 0,

|m · (σλ(ϑ) + χ(ζ0(ϑ) + ζ1(ϑ)))| ≥ µγ|m|−τ ∀m ∈ Zr\{0}.

Для оцiнки вiдносної мiри цiєї канторової пiдмножини у просторi параметрiв ϑ слiд засто-
сувати результати теорiї дiофантових наближень на пiдмноговидах евклiдового простору
(див., наприклад, [9]).

2.2. Допомiжна iндуктивна лема. В цьому пунктi наведено лему, яка є технiчною осно-
вою доведення сформульованого вище основного результату. Вона мiстить опис одного
кроку швидко збiжного iтерацiйного процесу послiдовних симплектичних перетворень
локально гамiльтонових систем.
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Лема 1. Виберемо числа α ∈ (0; 1/2), β ∈ (0; 1) так, щоб виконувалися нерiвностi
a < 1 + α < 2− b, 0 < β < 1− 2α, введемо послiдовностi чисел

δk =
ρ

14 · 2k+1
, ρ0 = ρ, ρk+1 = ρk − 7δk, ε0 = ε, εk+1 = εak = εa

k+1

0 ,

C0 = C, Ck+1 = Ck + εβk , Nk+1 =
4ak

3δk
| ln ε|, k = 0, 1, 2, . . . ,

i послiдовностi множин

Lk(γ, r0) =
⋃

0<|m|≤Nk+1

{
ν ∈ V + r0 : |m · (σλ+ χζ)| ≥ µγ|m|−τ

}
, m ∈ Zr,

Dk =
{
z := (y, ϕ, θ) ∈ Cs+r+s : |y| < ρk, |Imϕ| < ρk, |θ| < εαk

}
,

Ek = {θ ∈ Cs : |θ| < εαk} , k = 0, 1, 2, . . . .

Iснує ε∗ > 0 таке, що для всiх µ ∈ (0; 1], ε ∈ (0; ε∗) i k = 0, 1, 2, . . . справджується
твердження: якщо ωk = d((λ + µθ) · y + hk(y, ϕ, θ, ν)) + ζ · dϕ задовольняє на множинi
Dk × Lk(γ/2, r0) умови

hk ∈ Cω̄(Dk × Lk(γ/2, r0) 7→ C), (4)

max
{
|hk|y=0,

∣∣hk ′y∣∣y=0

}
≤ µ2εk,

∣∣hk ′′yy∣∣y=0
≤ µCk, (5)

max
{
|hk|,

∣∣hk ′z∣∣ , ∣∣hk ′′zz∣∣} ≤ Ck, (6)

то iснують вiдображення

Xk ∈ Cω̄(Dk+1 × Lk+1(γ/2, r0) → Cs+r), Θk ∈ Cω̄(Ek+1 × Lk+1(γ/2, r0) → Cs)

з такими властивостями:
1) у вiдповiдних областях визначення виконуються нерiвностi

|Xk| ≤ µεbk,
∣∣Xk

′
z

∣∣ ≤ µεβk , |Θk| ≤ µεbk,
∣∣Θk

′
z

∣∣ ≤ µεβk ;

2)при фiксованих θ ∈ ReEk+1, ν ∈ ReLk+1(γ/2, r0) вiдображення

{y ∈ Rs : |y| < ρk+1} × Rr 3 (y, ϕ) =: x 7→ x+Xk := (y + Yk, ϕ+ Φk)

є симплектоморфiзмом;
3) якщо у формi ωk виконати замiну змiнних i параметрiв

z 7→ z + Zk := (x+Xk, θ + Θk)
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i перетворену форму подати у виглядi ωk+1 = d((λ+ µθ) · y+ hk+1(y, ϕ, θ, ν)) + ζ · dϕ, то
функцiя hk+1 задовольнятиме на множинi Dk+1 × Lk+1(γ/2, r0) умови вигляду (4) – (6), в
яких iндекс k замiнено на k + 1.

Доведення. При доведеннi значною мiрою повторюються мiркування з [21, 23], тому
ми не зупиняємося на поясненнi суто технiчних деталей. Визначимо функцiї

uk(ϕ, θ, ν) ∈ Cω̄
(
Cr × Ek × Lk

(γ
2
, r0

)
→ C

)
,

vk(ϕ, θ, ν) ∈ Cω̄
(
Cr × Ek × Lk

(γ
2
, r0

)
→ Cs

)
як розв’язки гомологiчних рiвнянь[

(σλ+ χζ) · ∂
∂ϕ

]
uk = (PNk+1

− P0) [hk|y=0] ,

[
(σλ+ χζ) · ∂

∂ϕ

]
vk = (PNk+1

− P0)
[
hk

′
y|y=0 + hk

′′
yy|y=0{y, uk}

]
,

де P0(•) := (2π)−r
∫
Tr

dϕ, PN (•) :=
∑

0≤|m|≤N

eim·ϕP0(• e−im·ϕ),m ∈ Zr.

Функцiя Sk = uk + vk · y породжує гамiльтонове векторне поле ξk = {x, Sk}. Скорис-
тавшись вiдомими оцiнками, якi використовуються в КАМ-теорiї, неважко переконатися,
що

|uk| ≤
2r+3Γ(r + 1)µεk

γδrk
≤ A1

µεk
δrk

при (z, ν) ∈ Dk × Lk+1(γ/2, r0) i |Imϕ| < ρk − δk,

∣∣uk ′ϕ∣∣ ≤ A1
µεk

δr+1
k

при (z, ν) ∈ Dk × Lk+1(γ/2, r0) i |Imϕ| < ρk − 2δk,

|vk| ≤ A2
µεk

δ2r+1
k

при (z, ν) ∈ Dk × Lk+1(γ/2, r0) i |Imϕ| < ρk − 3δk,

∣∣vk ′ϕ∣∣ ≤ A2
µεk

δ2r+2
k

при (z, ν) ∈ Dk × Lk+1(γ/2, r0) i |Imϕ| < ρk − 4δk

(тут i далi в доведеннi леми Aj позначають сталi, що не залежать вiд µ, ε, k). Тодi, врахо-
вуючи, що ξk — полiном першого степеня щодо y, маємо (у подальших оцiнках доведення
леми вважаємо, що ν ∈ Lk+1(γ/2, r0))

|ξk| ≤ A3
µεk

δ2r+2
k

при |Imϕ| < ρk − 4δk,

∣∣ξk ′x∣∣ ≤ A3
µεk

δ2r+3
k

при |y| < ρk − δk, |Imϕ| < ρk − 5δk.
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Використаємо Sk як iнфiнiтезимальну твiрну функцiю (локальної) однопараметрич-
ної групи симплектичних дифеоморфiзмiв — (локального) потоку {X t

k}, породженого
векторним полем ξk, i покладемо Xk = X 1

k − x. Тодi

|Xk| ≤ A3
µεk

δ2r+2
k

при |Imϕ| < ρk − 4δk,

∣∣Xk
′
z

∣∣ ≤ A3
µε1−αk

δ2r+3
k

при |y| < ρk − δk, |Imϕ| < ρk − 5δk, |θk| < εaαk = εαk+1,

|Xk − ξk| ≤ A4
µ2ε2k
δ4r+5
k

при |y| < ρk − δk, |Imϕ| < ρk − 5δk,

∣∣(Xk − ξk)′y
∣∣ ≤ A4

µ2ε2k
δ4r+6
k

при |y| < ρk − 2δk, |Imϕ| < ρk − 5δk.

Покладемо Θk = − 1
µ
P0

[
hk

′
y|y=0 + hk

′′
yy|y=0{y, uk}

]
. Тодi виконуються нерiвностi

|Θk| ≤ A5
µεk

δr+1
k

при |θ| < εαk ,
∣∣Θk

′
θ

∣∣ ≤ A5
µε1−αk

δr+1
k

при |θ| < εαk+1.

Отже, вiдображення Xk та Θk задовольняють нерiвностi, наведенi в п. 1 леми. При
цьому очевидно, що умова (4), в якiй iндекс k замiнено на k + 1, виконується.

Подамо hk+1 у виглядi

hk+1(z, λ, ν) = hk(z, λ, ν) +

1∫
0

Zk ·
∂hk(z + tZk, λ, ν)

∂z
dt− P0[hk|y=0] + ζ · (Φk − {ϕ, Sk}) ,

|y| < ρk − δk, |Imϕ| < ρk − 6δk, |θ| < εαk .

Тодi можна стверджувати, що

|hk+1 − hk| ≤ A6
µεk

δ2r+2
k

,
∣∣(hk+1 − hk)′z

∣∣ ≤ A6
µε1−αk

δ2r+3
k

,
∣∣(hk+1 − hk)′′zz

∣∣ ≤ 2A6
µε1−2α

k

δ2r+4
k

,

(7)
|y| < ρk − 2δk, |Imϕ| < ρk − 7δk, |θ| < εαk+1.

Оскiльки Ck+1 = Ck + εβk , то умова (6), в якiй iндекс k замiнено на k + 1, виконується.
Далi, якщо виконуються умови ортогональностi (2), то для довiльної диференцiйовної

функцiї u(y, ϕ) маємо

{λ ·y+ ζ ·ϕ, u} = λ · {y, u}+ ζ · {ϕ, u} = −λ ·σTu′ϕ+ ζ · (σu′y +χu′ϕ) = −
[
(σλ+ χζ) · ∂

∂ϕ

]
u.
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Взявши до уваги, що ξk = ({y, Sk}, {ϕ, Sk}), а uk та vk є розв’язками гомологiчних рiвнянь,
подамо hk+1 у виглядi

hk+1 = λ · (Yk − {y, Sk}) + µθ · Yk + (Id− PNk+1
)[hk|y=0] + hk

′
y|y=0 · Yk + hk

′
ϕ|y=0 · Φk+

+ (Id− PNk+1
)
[
hk

′
y|y=0 + hk

′′
yy|y=0{y, uk}

]
· y + ζ · (Φk − {ϕ, Sk}) + µΘk · Yk+

+ hk
′
θ|y=0 ·Θk +O(Z2

k) +O(y2).

Знову скориставшись оцiнками КАМ-теорiї, дiстанемо нерiвностi

|hk+1|y=0 ≤ µ2εk+1,
∣∣(hk+1)′y

∣∣
y=0

≤ µ2εk+1 при |y| < ρk−δk, |Imϕ| < δk−6δk, |θ| < εαk+1.

Застосувавши оцiнки Кошi до першої нерiвностi в (7), отримаємо∣∣(hk+1 − hk)′′yy
∣∣ ≤ 2A6

µεk

δ2r+3
k

при |y| < ρk − 3δk, |Imϕ| < ρk − 7δk, |θ| < εαk+1.

З цiєї нерiвностi випливає
∣∣(hk+1)′′yy

∣∣
y=0

≤ µCk+1.Отже, умова (5), в якiй iндекс k замiнено
на k + 1, виконується.

Лему 1 доведено.

2.3. Доведення основної теореми. Доведення теореми полягає в побудовi близького
до тотожного (при малих ε) симплектичного перетворення

x 7→ x+ Ξ(x, ν), (8)

яке на вiдповiднiй множинi параметрiв ν зводить 1-форму ω до вигляду ω∗ = d(λ · y +
+h∗(y, ϕ, ν)) + ζ · dϕ, де функцiя h∗ задовольняє рiвностi h∗|y=0 = 0, h∗′y|y=0 = 0.

Оскiльки рiвняння руху системи з локально гамiльтоновим векторним полем =ω∗ в
нових координатах (y, ϕ) мають вигляд

ẏ = −σT · h∗′ϕ, ϕ̇ = σ
(
λ+ h∗

′
y

)
+ χ

(
h∗

′
ϕ + ζ

)
,

то множина y = 0 є її iнварiантним тором, i потiк на цьому торi задається системою
ϕ̇ = σλ+ χζ.

Перетворення (8) вдається побудувати методом прискореної збiжностi як границю
послiдовностi симплектичних перетворень, кожне з яких є перетворенням Лi зсуву за
одиницю часу вздовж траєкторiй гамiльтонової системи зi спецiальним чином вибраним
гамiльтонiаном (iнфiнiтезимальною твiрною функцiєю).

Визначимо двi послiдовностi вiдображень

Ξk : Dk × Lk

(γ
2
, r0

)
→ Cs+r, ∆k : Ek × Lk

(γ
2
, r0

)
→ Cs (9)

рекурентними спiввiдношеннями

Ξ0 = x, Ξk+1 = Ξk(x+Xk, θ + Θk, ν),
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∆0 = θ, ∆k+1 = ∆k(θ + Θk, ν), k = 0, 1, 2, . . . ,

де Xk, Θk — послiдовностi вiдображень, а Dk, Ek, Lk(γ/2, r0) — послiдовностi множин,
визначенi в iндуктивнiй лемi, якщо попередньо покласти h0 = h.

Неважко перевiрити, що вiдображення (9) задовольняють нерiвностi

|Ξk+1 − Ξk| ≤ 2µεbk, |∆k+1 −∆k| ≤ 2µεbk (10)

для всiх (x, θ, ν) ∈ Dk+1 × Lk+1(γ/2, r0).
З (10) випливає рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi {Ξk, k ≥ 0} до Ξ(∞) на множинi

D(∞) × L(∞)(γ, 0) i послiдовностi {∆k, k ≥ 0} до ∆(∞) на множинi {θ = 0} × L(∞)(γ, 0).
При цьому для фiксованого ν ∈ L(∞)(γ, 0) вiдображення Ξ(∞) є дiйсно-аналiтичним щодо
(y, ϕ) в областi {(y, ϕ) ∈ Cs+r : |y| < ρ/2, |Imϕ| < ρ/2}.

Пересвiдчимося, що вiдображення Ξ(∞) та ∆(∞) є гладкими в сенсi Вiтнi. Неважко
показати, що для досить малого κ ∈ (0; 1), p = 0, 1, 2, . . . , k = 0, 1, 2, . . . , досить малого
ε∗ > 0 та всiх ε ∈ (0; ε∗), µ ∈ (0; 1] виконується нерiвнiсть

2µ εbk ≤ Mrpk,

в якiй rk = µ| ln ε|−τ−1κk, M = 2µ1−p| ln ε|p(τ+1) sup
k≥0

εba
k

κpk
. До того ж для кожного k =

= 0, 1, 2, . . . множина {(y, ϕ) ∈ Cs+r : |y| < ρ/2, |Imϕ| < ρ/2} × L(∞)(γ, 0) мiститься в
множинi {(y, ϕ) ∈ Cs+r : |y| < ρk, |Imϕ| < ρk} × Lk(γ/2, r0) разом зi своїм rk-околом
(див. пп. 3.3, де доведено бiльш загальне твердження).

Тодi можна стверджувати [8, 9], що вiдображення Ξ(∞) та ∆(∞) є гладкими в сенсi Вiтнi
вiдповiдно на множинах {(y, ϕ) ∈ Rs+r : |y| < ρ/2, |Imϕ| < ρ/2} × L(∞)(γ, 0) та L(∞)(γ, 0)
(оскiльки E(∞) = {0}, то вважаємо, що Ξ(∞) та ∆(∞) не залежать вiд θ). Цi вiдображення
можна продовжити до гладких, визначених вiдповiдно в Rs+r+n та Rn, причому iснує стала
c̃, яка залежить лише вiд p та κ, така, що виконується нерiвнiсть

max
{
|Ξ(∞)|p, |∆(∞)|p

}
≤ c̃M.

Вiдображення ∆ покладемо рiвним ∆(∞).
Для того щоб побудувати вiдображення F, яке описує iнварiантний тор збуреної си-

стеми у вихiдних координатах (y, ϕ), позначимо через yk(ϕ, ν) та ϕ+fk(ϕ, ν) вiдповiдно y-
та ϕ-компоненти для Ξk|y=0. При фiксованому ν ∈ Lk(γ, r0) вiдображення ϕ 7→ ϕ+ fk ви-
значає аналiтичний дифеоморфiзм смуги |Imϕ| < ρk+1 у смугу |Imϕ| < ρk. Позначивши
через ϕ+ψk(ϕ, ν) обернений дифеоморфiзм, дiстанемо послiдовнiсть дiйсно-аналiтичних
вiдображень Fk(ϕ, ν) := yk(ϕ + ψk(ϕ, ν), ν), k = 0, 1, 2, . . . . Її збiжнiсть, гладкiсть у сенсi
Вiтнi граничного вiдображення F∞(ϕ, ν) =: F (ϕ, ν), а також оцiнка для |F |p встановлю-
ються на основi мiркувань, аналогiчних наведеним вище.

Теорему доведено.

2.4. Рух електрона в електромагнiтному полi. Наслiдуючи [25], розглянемо задачу про
рух електрона по двовимiрному тору T2 пiд впливом електромагнiтного поля. Нехай тор
T2, вкладений у тривимiрний простiр, описується рiвняннями

x = (R+ r cosϕ1) cosϕ2, y = (R+ r cosϕ1) sinϕ2, z = r sinϕ1,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2005, т . 8, N◦ 4



ТЕОРЕМА ПРО ЗБУРЕННЯ КОIЗОТРОПНИХ IНВАРIАНТНИХ ТОРIВ . . . 499

де ϕ1, ϕ2 — кутовi координати, а r i R, r < R, — радiуси вiдповiдно малого та великого
кiл. За припущення, що магнiтне поле є ортогональним до тора i має сталу iнтенсивнiсть
B, а електричне поле — дотичним до тора, рух електрона описується рiвняннями Лагран-
жа [26, 27] на двовимiрному торi T2 = R2/2πZ2 = {(ϕ1, ϕ2)| mod 2π} з багатозначним
лагранжiаном

L =
1
2
mr2ϕ̇2

1 +
1
2
m(R+ r cosϕ1)2ϕ̇2

2 +
e

c
Bϕ1ϕ̇2 + eE1ϕ1 + eE2ϕ2, (11)

де m — маса електрона, e — його заряд, c — швидкiсть свiтла, E1, i E2 — компоненти
електричного поля.

Увiвши iмпульси p1 = mr2ϕ̇1, p2 = m(R + r cosϕ1)2ϕ̇2 i перетворивши кутовi змiн-
нi ϕ1 7→ ϕ1 −

c

eB
p2, ϕ2 7→ ϕ2 +

c

eB
p1, дiстанемо локально гамiльтонову систему з

багатозначним гамiльтонiаном

H =
p2
1

2mr2
+

p2
2

2mR2

(
1 +

r

R
cos
(
ϕ1 −

cp2

eB

))−2
− cE2p1

B
+
cE1p2

B
− eE1ϕ1 − eE2ϕ2

на симплектичному многовидi (R2 × T2, ω2), де ω2 := − c

eB
dp1 ∧ dp2 +

eB

c
dϕ1 ∧ dϕ2.

Пiсля симплектичного перетворення

p1 7→ p1 +
cmE2r

2

B
, p2 7→ p2 −

cmE1R
2

B
, ϕ1 7→ ϕ1 −

mc2E1R
2

eB2

i введення малого параметра µ := r/R гамiльтонiан з точнiстю до сталого доданка наби-
рає вигляду

H =
p2
1

2mr2
+

p2
2

2mR2
− eE1ϕ1 − eE2ϕ2 +

(Bp2 −mcE1R
2)2

2mB2R2

[(
1 + µ cos

(
ϕ1 −

cp2

eB

))−2
− 1
]
.

У [25] за умови, що r/R � 1, цей гамiльтонiан iнтерпретується як мале збурення
гамiльтонiана

H0 =
p2
1

2mr2
+

p2
2

2mR2
− eE1ϕ1 − eE2ϕ2.

Вiдповiдна незбурена система має однозначний перший iнтеграл

I(p1, p2) =
p2
1

2mr2
+

p2
2

2mR2
.

Кожний нетривiальний многовид рiвня цiєї функцiї у фазовому просторi R2 × T2 є 3-
вимiрним коiзотропним iнварiантним тором незбуреної системи, усi траєкторiї якої ква-
зiперiодичнi з частотами

eB

cmrR
,

cE2

B
, −cE1

B
. (12)
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При спробi застосувати до збуреної системи результати КАМ-теорiї виникають труд-
нощi, пов’язанi з тим, що модуль збуреного гамiльтонiана оцiнюється величиною поряд-
ку max{r/R3, rR}, а перша з частот — величиною порядку 1/rR. Отже, ця частота необ-
межено зростає, коли збурення прямує до нуля. Для того щоб мати змогу застосувати
теорему 1, нам доведеться виконати низку додаткових перетворень збуреного гамiльто-
нiана.

Уведемо новi змiннi (u, ψ| mod 2π) за формулами

p1 =
eBr

cR
eu sinψ, p2 =

eB

c
eu cosψ.

Тодi

H =
(eB)2

2m(cR)2
e2u − eE1ϕ1 − eE2ϕ2+

+
(eB2eu cosψ −mc2E1R

2)2

2m(cBR)2

[
1

(1 + µ cos(ϕ1 − eu cosψ))2
− 1
]
, (13)

ω2 = µ
eBe2u

c
du ∧ dψ +

eB

c
dϕ1 ∧ dϕ2. (14)

Вигляд гамiльтонової системи не змiниться, якщо форму ω2 домножити на
c

µeB
i за-

мiнити час t 7→ c

µeB
t. Ненульовi елементи змiненої дужки Пуассона визначатимуться

рiвностями

{ψ, u} = e−2u, {ϕ1, ϕ2} = −µ.

Далi R вважаємо фiксованим. Увiвши для зовнiшнiх параметрiв системи позначення

υ := (B,E1, E2), покладемо κ0 = κ0(υ) :=
(eB)2

m(cR)2
, i розклавши останнiй доданок в (13)

за степенями малого параметра µ, подамо гамiльтонiан у виглядi

H = H0(u, ϕ1, ϕ2, υ) +
∞∑
k=1

µkHk(u, ϕ1, ψ, υ), H0 :=
κ0

2
e2u − eE1ϕ1 − eE2ϕ2. (15)

Легко бачити, що функцiї Hk є цiлими як функцiї фазових змiнних u, ϕ1, ψ i рацiональни-
ми як функцiї параметрiв υ, причому ряд в (15) має ненульовий радiус збiжностi в кожнiй
областi простору C6, у якiй B 6= 0 i |u|, |Imϕ1|, |Imψ| — обмеженi.

Усереднимо спочатку гамiльтонiан (15) за змiнною ψ до членiв порядку O(µ3). Запи-
шемо дужку Пуассона у виглядi {•, •} = {•, •}0 + µ{•, •}1, де {ψ, u}0 := e−2u, {ϕ1, ϕ2}1 :=
:= −1. Тодi симплектичне перетворення зсуву за час t = 1 вздовж траєкторiй системи з
iнфiнiтезимальною твiрною функцiєю µS1(u, ϕ1, ψ, υ) + µ2S2(u, ϕ1, ψ, υ) iндукує перетво-
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рення гамiльтонiана

∞∑
k=0

µkHk 7→ H0 + µ ({H0, S1}0 +H1) +

+ µ2

(
{H0, S2}0 + {H0, S1}1 +

1
2
{{H0, S1}, S1}0 + {H1, S1}0 +H2

)
+O

(
µ3
)
.

Врахувавши, що {H0, S1}1 = 0, покладемо

H1
1 := H1, H1

2 :=
1
2
{{H0, S1}, S1}0 + {H1, S1}0 +H2

i позначимо через H̄1
j середнє за змiнною ψ функцiї H1

j . Тепер визначимо функцiї Sj ,
j = 1, 2, так, щоб

{Sj ,H0} ≡ κ0
∂Sj
∂ψ

= H1
j − H̄1

j .

Очевидно, можна покласти Sj =
1
κ0

ψ∫
0

(
H1
j (u, ϕ1, s, υ)− H̄1

j (u, ϕ1, υ)
)
ds. Тодi перетворе-

ний гамiльтонiан набере вигляду H = H0 + µH̄1
1 + µ2H̄1

2 +O(µ3).
Далi усереднимо цей гамiльтонiан за змiнною ϕ1 за допомогою перетворення зсуву

вздовж траєкторiй системи з гамiльтонiаном S1
0(u, ϕ1, υ) + µS1

1(u, ϕ1, υ). Для функцiй, якi
не залежать вiд ψ, дужка {•, •} збiгається з µ{•, •}1, а дужка Пуассона функцiй, якi не
залежать вiд ϕ2 i ψ, дорiвнює нулю. Тому

H0 + µH̄1
1 + µ2H̄1

2 +O(µ3) 7→ H0 + µ
(
{H0, S

1
0}1 + H̄1

1

)
+

+ µ2

(
{H0, S

1
1}1 +

1
2
{{H0, S

1
0}1, S1

0}1 + {H̄1
1 , S

1
0}1 + H̄1

2

)
+O(µ3) =

= H0 + µ
(
{H0, S

1
0}1 + H̄1

1

)
+ µ2

(
{H0, S

1
1}1 + H̄1

2

)
+O(µ3).

Позначимо через ¯̄H1
j (u, υ) середнє функцiї H̄1

j (u, ϕ1, υ) за змiнноюϕ1.Функцiї S1
j , j = 0, 1,

визначимо так, щоб {
S1
j ,H0

}
1
≡ −eE2

∂S1
j

∂ϕ1
= H̄1

j+1 − ¯̄H1
j+1.

Очевидно, можна покласти S1
j = − 1

eE2

ϕ1∫
0

(
H̄1
j+1(u, s, υ)− ¯̄H1

j+1(u, υ)
)
ds. Легко зрозумi-

ти, що ¯̄H1
1 = 0. Тому усереднений гамiльтонiан матиме вигляд

H =
κ0

2
e2u − eE1ϕ1 − eE2ϕ2 + µ2 ¯̄H1

2 (u, υ) +O(µ3).
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Нарештi, ввiвши нову змiнну y =
1
2

e2u−ξ, де ξ > 0 — внутрiшнiй параметр, який нумерує

тори незбуреної системи, дiстанемо гамiльтонiан вигляду

H = (κ0 + µ2κ2)y − eE1ϕ1 − eE2ϕ2 + h(y, ϕ1, ψ, υ, µ), (16)

де κ2 = κ2(υ, ξ) :=
∂

∂y

∣∣∣∣
y=0

¯̄H1
j (ln

√
2(ξ + y), υ) i h = O(µ3), та дужки Пуассона

{ψ, y} = 1, {ϕ1, ϕ2} = −µ.

Тепер до вiдповiдної гамiльтонової системи вже можна застосувати теорему 1. У дано-
му випадку λ0 = κ0(υ) + µ2κ2(υ, ξ), ζ0 = ζ = (−eE1,−eE2, 0), ν = (λ, υ, ξ) (λ — скаляр),

ϕ =

 ϕ1

ϕ2

ψ

 , σ = {ϕ, y} =

 0
0
1

 , χ = {ϕ,ϕ} =

 0 −µ 0
µ 0 0
0 0 0

 .

Поклавши ε := µb, де b ∈ (1/2; 1) — фiксоване число, можна вказати таке досить мале
µ∗, що для кожного µ ∈ (0, µ∗) будуть iснувати (скалярнi) функцiї F = Fµ(ϕ, ν) та ∆ =
= ∆µ(ν), про якi йдеться в теоремi 1. При цьому, оскiльки ¯̄H1 = 0, має мiсце зображення
∆µ(ν) = µ∆̃µ(ν), i ∆̃µ має тi ж властивостi, що й ∆µ. Тепер з рiвняння

λ+ µ2∆̃µ(ν) = κ0(υ) + µ2κ2(υ, ξ)

виразимо λ як функцiю iнших параметрiв: λ = λµ(υ, ξ).Очевидно, що λµ = κ0(υ)+O(µ2).
Будемо припускати, що параметр E2 змiнюється в областi E2 > γ/e. Тодi, оскiльки h не
залежить вiд ϕ2, з урахуванням вигляду дужок Пуассона дiофантовi умови на параметри

λ, ζ можна подати у виглядi
λ

eE2
∈ R \ Rµ, де Rµ — об’єднання вiдрiзкiв

{
x ∈ R :

∣∣∣µm
k

+ x
∣∣∣ ≤ µ

l(|k|+ l)τ

}
∀ k ∈ Z ∀ l ∈ N.

Легко показати, що mesRµ ≤ 4µ
∞∑
i=1

1
iτ

i∑
j=1

1
j

:= C(τ)µ при τ > 1. Отже, для кожного

µ ∈ (0, µ∗), кожного x ∈ Rµ i значень параметрiв υ, ξ, для яких виконується рiвнiсть

λµ(υ, ξ)
eE2

= x,

система з гамiльтонiаном (16) має тривимiрний iнварiантний тор, заданий рiвнянням y =
= Fµ(ϕ, λµ(υ, ξ), υ, ξ). Рух на торi є квазiперiодичним iз частотами (µeE2,−µeE1, λµ(υ, ξ)).

На основi проведеного дослiдження дiстаємо, зокрема, такий результат.
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Теорема 2. Нехай R0 > r0 > 0, γ > 0, τ > 1 — довiльнi числа. Тодi iснують такi
r∗ ∈ (0, r0), C > 0, що для будь-яких I0, R, r, E1, E2, B̃, якi задовольняють умови

I0, R ∈ (r0;R0), r ∈ (0; r∗), |E1| < R0, E2, B̃ ∈ (−R0;−r0) ∪ (r0;R0),∣∣∣∣∣eE2rk +
(eB̃)2

mc2R
l

∣∣∣∣∣ ≤ rγ

(|k|+ l)τ
∀ k ∈ Z ∀ l ∈ N,

iснує такеB,що |B−B̃| < Cr2 i система з лагранжiаном L (11) вCr-околi тривимiрного
тора, який задається у фазовому просторi рiвнянням

I
(
mr2ϕ̇1 −

cmE2r
2

B
,m(R+ r cosϕ1)2ϕ̇2 +

cmE1R
2

B

)
= I0,

має тривимiрний iнварiантний тор, усi рухи на якому квазiперiодичнi з частотами (12).

3. Бiфуркацiя коiзотропних iнварiантних торiв при локально гамiльтонових збурен-
нях систем, iнтегровних за Лiувiллем. Покажемо, що коли цiлком iнтегровну систему
збурювати локально гамiльтоновим векторним полем й одночасно деформувати симплек-
тичну структуру, то в фазовому просторi можуть виникати коiзотропнi iнварiантнi тори,
якi несуть на собi ергодичнi квазiперiодичнi рухи.

Нехай
(
M2n, ω2

0

)
— 2n-вимiрний симплектичний многовид iз симплектичною структу-

рою ω2
0, а H0 : M2n → R — гамiльтонiан iнтегровної в сенсi Лiувiлля системи. Нехай ця

система зазнає збурень вигляду

dH0 7→ dH0 + µω1, ω2
0 7→ ω2

0 + µω2
1,

де µ— малий параметр, а 1-форма ω1 i 2-форма ω2
1 є замкненими, але не точними. Подiбну

задачу, проте у випадку, коли ω1 є точною, розглянуто в [20, 24].

3.1. Основнi припущення. Нехай {Fi : M2n → R, i = 1, . . . , n} — повний iнволютив-
ний набiр перших iнтегралiв незбуреної системи. Розглянемо вiдображення F = (F1, . . .
. . . , Fn) : M2n → Rn i припустимо, що c ∈ F (M2n) — таке некритичне значення, для
якого F−1(c) мiстить зв’язну компоненту Mc. Тодi Mc є лагранжевим пiдмноговидом, ди-
феоморфним n-вимiрному тору Tn [28]. Крiм того, в Rn iснує однозв’язна область G ∈
∈ F (M2n) значень c з указаною властивiстю, а на множинi N =

⋃
c∈G

Mc визначено сим-

плектичну дiю тора Tn, яка задається абелевою групою симплектоморфiзмiв {Φq : N →
→ N , q ∈ Tn} i орбiтами якої є многовиди Mc ⊂ N .

Припустимо, що функцiя H0 та 2-форма ω2
1 задовольняють аналоги умов з [20]. Щоб

їх охарактеризувати, обчислимо усереднену форму ω̄2
1 = (2π)−n

∫
Tn

(Φq)∗ω2
1dq, для кожно-

го a ∈ Rn визначимо векторне поле Xa(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φat(x) i введемо кососиметричну

бiлiнiйну форму C(a, b) = ω̄2
1(Xa, Xb), a, b ∈ Rn. Нехай {ς1, . . . , ςk} — базис в ker C.

Припущення 1. Бiлiнiйна форма C є виродженою: k := dim ker C > 0.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2005, т . 8, N◦ 4



504 Ю. В. ЛОВЕЙКIН, I. О. ПАРАСЮК

Припущення 2. Iснує таке γ0 > 0, що maxj=1,...,k |m · ςj | ≥ γ0|m|−n для кожного
m ∈ Zn\{0}.

Використавши теорему Дарбу – Вейнстейна, введемо в N координати прямого добут-
ку (p, q| mod 2π), p = (p1, . . . , pn), q = (q1, . . . , qn), типу „дiя-кут”, в яких 1-форма збуреної
системи i матриця дужок Пуассона вiдповiдно набирають вигляду

ωµ = dH0 + µω1 = dH0(p) + µ(dH1(p, q, µ) + β · dq),

{p, p} = µC, {q, p} = En, (17)

де β — сталий вектор, En — одинична матриця розмiру n × n, C — кососиметрична ма-
триця форми C в координатах q, а саме C(a, b) = Ca ·b (умовимося тут i далi не виписувати
елементи матрицi дужки Пуассона, якщо вони дорiвнюють нулю).

Припущення 3. Для деяких додатних чиселR0, ρ0, µ0 функцiїH0 таH1 — дiйсно-ана-
лiтичнi в областях {p ∈ Cn : |p| < R0} i {(p, q, µ) ∈ C2n+1 : |p| < R0, |Im q| < ρ0, |µ| <
< µ0} вiдповiдно.

Зменшуючи в разi потребиR0, ρ0, µ0 i використовуючи нерiвностi Кошi, без обмежен-
ня загальностi мiркувань можна вважати, що в зазначених областях функцiї H0 та H1

обмеженi разом з усiма своїми частинними похiдними довiльного порядку.
Для того щоб уникнути руйнування iнварiантних торiв вже в першому наближеннi

теорiї збурень, необхiдно, щоб виконувалися ще два припущення, природнiсть яких стає
зрозумiлою iз наведених нижче мiркувань.

Зауважимо, що оскiльки Cςj = 0, j = 1, . . . , k, то функцiї p · ςi, i = 1, . . . , k, утво-
рюють повний набiр функцiй Казiмiра пуассонової структури в Rn, визначеної спiввiдно-
шенням {f(p), g(p)}1 = f ′(p) · Cg′(p). Спiльна поверхня рiвня цих функцiй являє собою
(n − k)-вимiрний афiнний простiр, який є симплектичним листком максимальної розмiр-
ностi зазначеної пуассонової структури в Rn. Базис {ς1, . . . , ςk} пiдпростору kerC завжди
можна доповнити векторами α1, . . . , α2m до базису всього простору Rn так, щоб матриця,

ij-елементом якої є {p·αi, p·αj}1 = αi·Cαj , i = 1, . . . , 2m, збiгалася з I :=
(

0m −Em
Em 0m

)
.

Пiсля введення координат

wi = p · αi, zj = p · ςj

матриця дужок Пуассона (17) набирає вигляду

{w,w} = µI, {q, z} = Σ, {q, w} = A,

де матрицю Σ складено зi стовпцiв ς1, . . . , ςk, а матрицю A — з α1, . . . , α2m.
Запишемо тепер рiвняння, якi описують еволюцiю змiнних w, z для гамiльтонової си-

стеми першого наближення, породженої лiнеаризованою в деякiй точцi (w0, z0) формою
d(H0

′
w(w0, z0) · w +H0

′
z(w0, z0) · z) + µβ · dq. Маємо

ẇ = µ(IH0
′
w(w0, z0)−ATβ), ż = −µΣTβ. (18)
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Вiдсутнiсть дрейфу за змiнними z забезпечує така умова.

Припущення 4. Вектор β є ортогональним до кожного вектора ςj , j = 1, . . . , k.

З огляду на перше рiвняння в (18) назвемо точку (w0, z0) квазiстацiонарною (порiвн.
з [24]), якщо

H0
′
w(w0, z0) + IATβ = 0.

Невиродженою квазiстацiонарною точкою елiптичного типу назвемо таку квазiстацiо-
нарну точку, в якiй матриця IH0

′′
ww(w0, z0) є невиродженою i має рiзнi суто уявнi власнi

числа.

Припущення 5. Iснує невироджена квазiстацiонарна точка елiптичного типу (w∗,z∗).

З теореми про неявну функцiю випливає, що принаймнi в околi (w∗, z∗) невиродже-
нi квазiстацiонарнi точки елiптичного типу утворюють k-вимiрний многовид, який мож-
на задати в координатах w, z параметричними рiвняннями w = w0(η), z = η з дiйсно-
аналiтичною принаймнi в околi z∗ функцiєю w0(η), w0(z∗) = w∗. При цьому матриця
IH0

′′
ww(w0(η), η) матиме рiзнi суто уявнi власнi числа ±iλ̃j(η), j = 1, . . . ,m.
Нехай p = p0(η) — рiвняння многовиду квазiстацiонарних точок, записане у почат-

кових p-координатах. У подальшому будемо називати квазiстацiонарним многовидом i
множинуM, задану цим рiвнянням в усьому 2n-вимiрному фазовому просторi. Зрозумiло,
що вона являє собою k-параметричну сiм’ю n-вимiрних iнварiантних торiв незбуреної
системи.

Як буде показано далi, аналогiчно [24] проблема малих знаменникiв, яка виникає в
процесi побудови квазiперiодичних рухiв збуреної системи, має безпосереднiй зв’язок з
теорiєю дiофантових наближень на пiдмноговидах евклiдового простору. У зв’язку з цим
нам доведеться накласти умови невиродженостi Рюссмана [10] на функцiї H ′

0(p0(η)) та
λ̃j(η).

Припущення 6. Система n + m функцiй, утворена компонентами вектор-функцiї
H ′

0(p0(η)) i функцiями λ̃j(η), j = 1, . . . ,m, лiнiйно незалежна в їхнiй спiльнiй областi ви-
значення.

3.2. Попереднi перетворення. Для того щоб застосувати КАМ-теорiю для встановле-
ння iснування квазiперiодичних рухiв збуреної системи, цю систему потрiбно звести до
спецiального вигляду. Вiдповiдна процедура значною мiрою повторює методику, викла-
дену в [24], тому в подальшому викладi будемо нехтувати деякими технiчними деталями.

Спочатку виконаємо перетворення вигляду

p 7→ p0 +
√
µp− µS1

′
q(q, p0),

де p0 — n-вимiрний параметр з областю змiни {|p0| < R1}, деR1 < R0, а S1(q, p0) — функ-
цiя, яка пiдлягає визначенню. Зауважимо, що вигляд локально гамiльтонової системи не
змiниться, якщо дужку Пуассона домножити на

√
µ, а вiдповiдну 1-форму — на 1/

√
µ.

Тому можна вважати, що дужка Пуассона i 1-форма збуреної системи мають вигляд

{p, p} =
√
µC, {q, p} = En,
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ωµ = d

[
H ′

0 · p+
√
µ

(
1
2
H ′′

0 p
2 +H1(p0, q, 0)−H ′

0 · S1
′
q(q, p0)

)
+O(µ)

]
+
√
µβ · dq,

де похiднi функцiї H0 беруться в точцi p0.
Нехай оператори P0, PN визначено, як i при доведеннi леми 1 (iз замiною ϕ 7→ q).

Виберемо для заданого натурального l число T = T (ρ0, l) > 0 досить великим так, щоб
поклавши N = T | ln ε|, де ε ∈ (0; ε∗), а ε∗ > 0 — досить мале, одержати оцiнку |(Id −
−PN )H1(p0, q, 0)| < εl+1 при |p0| < R1, |Imq| < ρ0/2. Пiсля цього визначимо функцiю
S1(q, p0), як i в [24], тобто шляхом гладкого продовження на область |Imq| < ρ0, |p0| < R1

розв’язку гомологiчного рiвняння

H ′
0(p0) · S1

′
q = [PN − P0]H1(p0, q, 0),

побудованого спочатку в областi N -нерезонансних значень p0, якi, за означенням, задо-
вольняють нерiвностi

|p0| < R1,
∣∣m ·H ′

0(p0)
∣∣ ≥ γ

2
|m|−τ ∀m ∈ Zn, 0 < |m| ≤ N (19)

(зауважимо, що продовжена функцiя S1 задовольняє гомологiчне рiвняння лише для N -
нерезонансних значень p0). Пiсля цього коефiцiєнт при

√
µ в ωµ для нерезонансних p0 i

|Imq| < ρ0/2 матиме вигляд
1
2
H ′′

0 p
2 +O(εl+1).

Дотримуючись i далi схеми [24], розкладемо компоненту порядку O(µ) у формi ωµ в
ряд за степенями

√
µ i здiйснимо процедуру симплектичного усереднення перших 2l йо-

го членiв за змiнними q в нерезонанснiй областi параметрiв p0. Iнфiнiтезимальна дiйсно-

аналiтична твiрна функцiя вигляду
2l+1∑
j=2

µj/2Sj(p, q, p0) генерує симплектичнi перетворен-

ня у виглядi збiжних в деякому околi |µ| < µ∗ ≤ µ0 степеневих рядiв щодо µ1/2

p 7→ p− µS2
′
q −

2l+1∑
j=3

µj/2
(
Sj

′
q + Pj

)
+ o(µl+1/2),

q 7→ q + µS2
′
p +

2l+1∑
j=3

µj/2
(
Sj

′
p +Qj

)
+ o(µl+1/2)

(функцiї Pj , Qj — це деякi полiноми вiд частинних похiдних першого i вищих порядкiв
функцiй S2, . . . , Sj−1). Коефiцiєнт при µj/2 пiд диференцiалом у перетворенiй формi ма-
тиме вигляд Fε,j−H ′

0(p0) ·Sj ′q, де Fε,j — не залежнi вiд Sk, k ≥ j, дiйсно-аналiтичнi функцiї
змiнних p, q, p0. Якщо тепер функцiї Sj(p, q, p0), j = 2, . . . , 2l + 1, визначити за тим самим
принципом, що й S1, тобто з гомологiчних рiвнянь H ′

0(p0) · Sj ′q = [PN − P0]Fε,j(p, q, p0), а
потiм виконати замiну p 7→ √

µp й перепозначити форму ωµ/
√
µ 7→ ωµ та дужку Пуассо-

на
√
µ{•, •} 7→ {•, •}, то дiстанемо локально гамiльтонову систему, породжену формою

вигляду

ωµ = d

H ′
0 · p+ µ

(
1
2
H ′′

0 p
2 + H̄1

′
p · p

)
+

2l+1∑
j=3

µj/2F̄ε,j(p, p0) + fε(p, q, p0,
√
µ)

+ β · dq
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(похiднi функцiй H0, H̄1 беруться в точцi p0), вiдносно дужки Пуассона, визначеної рiвно-
стями

{p, p} = C, {q, p} = En.

Тут H̄1(p) := P0H1(p, q, 0), функцiї F̄ε,j , fε,l — гладкi в сенсi дiйсного аналiзу i рiвномiрно
щодо ε ∈ (0; ε∗) обмеженi в областi

|p| < R2, |p0| < R1, |Im q| < ρ, |µ| < µ∗, (20)

де R2 i ρ ∈ (0, ρ0/2) — деякi додатнi числа. Крiм того, в областi, яка видiляється з (20)
нерiвностями (19), зазначенi функцiї є дiйсно-аналiтичними, причому

|fε| < µl+1/2 + εl+1/2 при ε ∈ (0; ε∗).

Далi ми зосередимо свою увагу на формi ω̂µ := ωµ−dhε,l, коефiцiєнти якої не залежать
вiд q. Пiсля введення координат wi = p · αi, zj = p · ςj (див. п. 3) дужка Пуассона i форма
ω̂µ набирають вiдповiдно вигляду

{w,w} = I, {q, z} = Σ, {q, w} = A,

ω̂µ = d
[
H0

′
w · w +H0

′
z · z + µ

(1
2
H0

′′
www

2 +H0
′′
wzwz +

1
2
H0

′′
zzz

2+

+ H̄1
′
w · w + H̄1

′
z · z

)
+O(µ3/2)

]
+ β · dq,

де всi похiднi беруться в точцi (w0, z0), яка вiдповiдає точцi p0. Виконаємо тепер перетво-
рення

w 7→ w −
[
H0

′′
ww

]−1 (
H0

′′
wzz + H̄1

′
w

)
,

пiсля чого введемо новi кутовi змiннi ψ

ψ = q +
(
ΣH0

′′
zw

[
H0

′′
ww

]−1 +A
)
Iw.

У такий спосiб, врахувавши, що наслiдком припущення 4 є рiвнiсть ΣTβ = 0, зведемо
дужку Пуассона i форму ω̂µ вiдповiдно до вигляду

{w,w} = I, {ψ, z} = Σ, {ψ,ψ} = B,

ω̂µ = d

[
(H0

′
w + β∗) · w + Λ · z + µ

(
1
2
H0

′′
www

2 + Λ1 · z +Mz2

)
+O(µ3/2)

]
+ β · dψ,

де

B = B(w0, z0) := −
(
ΣH0

′′
zw[H0

′′
ww]−1I +AI

)
I
(
ΣH0

′′
zw[H0

′′
ww]−1I +AI

)T
,

β∗ := IATβ, Λ = Λ(w0, z0) := H0
′
z −H0

′′
zw

[
H0

′′
ww

]−1
H0

′
w,
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а елементи вектора Λ1 = Λ1(w0, z0) i матрицi M = M(w0, z0) також в явному виглядi
виражаються через похiднi функцiй H0, H̄1 в точцi (w0, z0).

Починаючи з цього моменту, примусимо точку (w0, z0) пробiгати многовид квазiста-
цiонарних точок, тобто покладемо w0 = w0(η), z0 = η. Тодi H0

′
w(w0(η), η) + β∗ ≡ 0.

Вiдомо, що принаймнi в деякому околi точки η = z∗ лiнiйним дiйсно-аналiтичним що-
до η перетвореннямw 7→ W (η)w, яке до того ж є I-симплектичним, тобтоWT(η)IW (η) =

= I, квадратичну форму H0
′′
ww(w0(η), η)w2 можна звести до суми квадратiв

m∑
j=1

λ̃j(η)(w2
j +

+w2
j+m). Якщо тепер увести змiннi u = (u1, . . . , um) та φ = (φ1, . . . , φm)| mod 2π за фор-

мулами

wi =
√

2(ξi + ui) cosφi, wi+m =
√

2(ξi + ui) sinφi, i = 1, . . . ,m,

де ξ = (ξ1, . . . , ξm) — m-вимiрний параметр, то для дужок Пуассона матимемо спiввiдно-
шення

{φ, u} = Em, {ψ, z} = Σ, {ψ,ψ} = B(η), (21)

а 1-форма ω̂µ зведеться до вигляду

ω̂µ = d
[
Λ(η) · z + µ

(
Λ̃(η) · u+ Λ1(η) · z +M(η)z2

)
+O(µ3/2)

]
+ β · dψ,

де Λ̃(η) := (λ̃1(η), . . . , λ̃m(η)), i залежнiсть вiдповiдних функцiй вiд (w0(η), η) тепер скоро-
чено позначається як залежнiсть вiд η.

Далi проводимо процедуру симплектичного усереднення форми ω̂µ за змiнними φ за

допомогою iнфiнiтезимальної твiрної функцiї вигляду S̃ :=
2l−1∑
j=1

µj/2S̃j(u, z, φ, ϑ), де ϑ =

= (η, ξ) — набiр параметрiв. Зауважимо, що оскiльки функцiї S̃j не залежать вiд ψ, то
перетворення, генерованi функцiєю S̃, не зачiпають координат z. Крiм того, з

{S̃j , β · ψ} = −S̃j ′z ·ΣTβ = 0

випливає, що форма β · dψ є iнварiантною вiдносно цих перетворень. Таким чином, нам
досить тепер описати процедуру усереднення за змiнними φ функцiї вигляду Λ̃(η) · u +

+
2l−1∑
j=1

µj/2F̃j(u, z, φ, ϑ).

Легко бачити, що внаслiдок зсуву за час t = 1 вздовж траєкторiй векторного поля =S̃
координати u, φ зазнають перетворень вигляду

u 7→ u− µ1/2S̃1
′
φ −

2l−1∑
j=2

µj/2(S̃j ′φ + Ũj) + o(µl−1/2),

φ 7→ φ+ µ1/2S̃1
′
u +

2l−1∑
j=2

µj/2(S̃j ′u + Φ̃j) + o(µl−1/2),
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де Ũj , Φ̃j — деякi полiноми вiд частинних похiдних першого i вищих порядкiв функцiй
S̃2, . . . , S̃j−1. Внаслiдок цього гомологiчне рiвняння для визначення функцiї S̃j матиме ви-
гляд

Λ̃(η) · S̃j ′φ = [PN − P0]Gε,j(u, z, φ, ϑ),

де функцiя Gε,j не залежить вiд S̃k, k ≥ j. Визначимо функцiю S̃j аналогiчно Sj спочатку
для η з N -нерезонансної множини, яка характеризується нерiвностями∣∣∣m̃ · Λ̃(η)

∣∣∣ ≥ γ

2
|m̃|−τ ∀ m̃ ∈ Zm, 0 < |m̃| ≤ N, (22)

а потiм, як i в [24], гладко продовжимо її в резонансну область.
Пiсля описаної процедури усереднення форма ωµ набирає вигляду

ωµ = d

[
Λ(η) · z + µ

(
Λ̃(η) · u+ Λ1(η) · z +M(η)z2 +

2l−1∑
j=1

µj/2Gε,j(u, z, ϑ)

)
+

+ gε(u, z, φ, ψ, ϑ,
√
µ)

]
+ β · dψ, (23)

де функцiї Gε,j , gε є гладкими в сенсi дiйсного аналiзу й рiвномiрно щодо ε ∈ (0; ε∗) обме-
женими разом з усiма своїми частинними похiдними довiльного порядку в областi, яка
задається умовами

|u| < ρ, |z| < ρ, |Imφ| < ρ, |Imψ| < ρ, η ∈ U + δ, ρ < |ξ| < R, |µ| < µ∗, (24)

де ρ, δ i R > ρ — деякi додатнi числа, а U — деяка область в Rk = Re Ck. Крiм того,
якщо параметри η обмежити на множину, яка видiляється з U + δ нерiвностями (19) при
p0 = p0(η), та нерiвностями (22), то дiстанемо область, в якiй зазначенi функцiї будуть
дiйсно-аналiтичними i при цьому

|gε| < µl + εl.

Тепер остаточно зведемо форму ωµ до вигляду (1). Для довiльного d ≥ 1 виберемо нату-
ральне l > d+ 2 i покладемо ε = µd. Тодi при всiх досить малих µ > 0 буде виконуватися
нерiвнiсть µl + εl < µ2ε.

Видiлимо в формi ωµ лiнiйну щодо u, z частину i подамо її у виглядi

d

µ
Λ̃(η) +

2l−1∑
j=1

µj/2Λ̃µ,j(ϑ)

 · u+

Λ(η) +
2l−1∑
j=0

µ1+j/2Λµ,j+1(ϑ)

 · z

 ,
де Λ̃µ,j(ϑ) :=

∂

∂u
Ḡµd,j(0, 0, ϑ),Λµ,j+1(ϑ) :=

∂

∂z
Ḡµd,j(0, 0, ϑ) при j = 1, . . . , 2l − 1, i

Λµ,1(ϑ) := Λ1(η).
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Нарештi, визначимо функцiю

hµ(u, z, φ, ψ, ϑ) := µM(η)z2 + µ

2l−1∑
j=1

µj/2
(
Ḡµd,j(u, z, ϑ)− Ḡµd,j(0, 0, ϑ)−

− ∂

∂u
Ḡµd,j(0, 0, ϑ) · u− ∂

∂z
Ḡµd,j(0, 0, ϑ) · z

)
+ gµd(u, z, φ, ψ, ϑ,

√
µ).

З наведених вище мiркувань випливає така пiдготовча теорема.

Теорема 3. Нехай виконуються припущення 1 – 5. Тодi для деякого додатного числа
µ∗ i для будь-якого µ ∈ (0;µ∗) в O(µ)-околi квазiстацiонарного многовиду iснує вiд-
крита множина, яка є об’єднанням (m + n)-вимiрних коiзотропних торiв T m+n

µ (ϑ) =
= T mµ (ϑ) × T nµ (ϑ), занумерованих k + m параметрами ϑ = (η, ξ) ∈ W0, де W0 := {ϑ ∈
∈ Rk+m : η ∈ U , ρ < |ξ| < R}. В околi кожного тора T m+n

µ (ϑ) можна ввести гладко
залежнi вiд ϑ координати прямого добутку

{u ∈ Rm} × {z ∈ Rk} × {φ ∈ Rm/2πZm} × {ψ ∈ Rn/2πZn}

так, щоб цей тор задавався рiвняннями u = 0, z = 0, змiннi φ i ψ були кутовими коор-
динатами вiдповiдно на торах T mµ (ϑ) i T nµ (ϑ), дужка Пуассона визначалася рiвностями
(21), а форма ωµ мала вигляд

ωµ = d

[
µ

(
Λ̃(η) +

2l−1∑
j=1

µj/2Λ̃µ,j(ϑ)

)
· u+

(
Λ(η) +

2l−1∑
j=0

µ1+j/2Λµ,j+1(ϑ)

)
· z

]
+

+ hµ(u, z, φ, ψ, ϑ)) + β · dψ.

При цьому функцiї B(η), Λ̃(η) i Λ(η) є дiйсно-аналiтичними в областi U + δ, функцiї
Λµ,j+1(ϑ), Λ̃µ,j(ϑ), j = 1, . . . , 2l− 1, та hµ(u, z, φ, ψ, ϑ) — гладкими в сенсi дiйсного аналiзу
й рiвномiрно щодо µ ∈ (0;µ∗) обмеженими разом з усiма своїми частинними похiдними
довiльного порядку в областi (24). Крiм того, якщо параметри η обмежити на множи-
ну, яка видiляється з U + δ нерiвностями (19), (22) при p0 = p0(η) i N = Nµ := T | lnµd|,
то дiстанемо область, в якiй зазначенi функцiї будуть дiйсно-аналiтичними i при цьо-
му

|hµ| < µ2+d.

На завершення цього пункту розглянемо локально гамiльтонову систему, породжену

лiнеаризованою формою „першого наближення” d
[
Λ(η) · z + µΛ̃(η) · u

)
+ β · dψ. Кожен

тор T m+n
µ (ϑ) є iнварiантним для цiєї системи, а рiвняння руху на ньому в координатах φ,

ψ мають вигляд
φ̇ = µΛ̃(η), ψ̇ = ΣΛ(η) +B(η)β.

Таким чином, маємо вироджений випадок, коли вектор частот лiнеаризованої системи
першого наближення має „повiльнi” µΛ̃(η) i „швидкi” ΣΛ(η) +B(η)β компоненти. Пока-
жемо, що для останнiх справджується рiвнiсть

H ′
0(p0(η)) = ΣΛ(η) +B(η)β. (25)
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Справдi, з одного боку,

H ′
0(p0(η)) = {q,H ′

0(p0(η)) · p} =

=
{
ψ −

(
ΣH0

′′
zw

[
H0

′′
ww

]−1 +A
)
IwH0

′
w ·
(
w −

[
H0

′′
ww

]−1 (H0
′′
wzz + H̄1

′
w)
)

+H0
′
z · z

}
=

= ΣΛ(η) +
(
ΣH0

′′
zw

[
H0

′′
ww

]−1 +A
)
H0

′
w.

З iншого боку, враховуючи явний вигляд матрицi B, умову ортогональностi та означення
многовиду квазiстацiонарних точок, маємо

B(η)β = −
(
ΣH0

′′
zw

[
H0

′′
ww

]−1 +A
)
IATβ =

(
ΣH0

′′
zw

[
H0

′′
ww

]−1 +A
)
H0

′
w.

Порiвнюючи одержанi рiвностi, отримуємо потрiбний результат.

3.3. Застосування КАМ-теореми. Якщо ввести (m+ k)-вимiрнi вектори y := (u, z) та

λµ(ϑ) :=

µΛ̃(η) + µ
2l−1∑
j=1

µj/2Λ̃µ,j(ϑ), Λ(η) +
2l−1∑
j=0

µ1+j/2Λµ,j+1(ϑ)

 ,

а також (m+ n)-вимiрнi вектори ϕ := (φ, ψ) та ζ = (0, β), то матимемо

ωµ = d(λµ(ϑ) · y + hµ(y, ϕ, ϑ)) + ζ · dϕ,

тобто форма ωµ набере вигляду (1) з λ0 = λµ, h = hµ, ζ0 = ζ, ζ1 = 0. Вiдповiднi матрицi
дужок Пуассона в даному випадку матимуть вигляд

σ =
(
Em 0m×n
0n×m Σ

)
, χ(η) =

(
0m 0m×n
0n×m B(η)

)
.

Для того щоб у цiй ситуацiї застосувати теорему 1, потрiбно визначити множину V.
Будемо вважати, що β — фiксований вектор, так що параметрами є ϑ i λ ∈ Rm+k.Покла-
демо rµ := µ| lnµd|−τ−1 i доведемо таку лему.

Лема 2. Нехай f ∈ C1(U + δ 7→ Cn) i |f ′|0 := sup
η∈U+ρ

|f ′(η)| < ∞. Покладемо

Uµ(δ, γ) :=
{
η ∈ U + δ : |m · f(η)| ≥ γ|m|−τ ∀ m ∈ Zn : 0 < |m| ≤ Nµ

}
.

Тодi iснує µ∗ > 0 таке, що Uµ(0, γ) + rµ ⊂ Uµ(δ, γ/2) для всiх µ ∈ (0;µ∗).

Доведення. Виберемо µ∗ > 0 так, щоб rµ < δ i µT τ+1|f ′|0 < γ/2, Нехай η ∈ Uµ(0, γ)+
+rµ.Тодi знайдеться η0 ∈ Uµ(0, γ) ⊂ U таке, що |η−η0| < rµ.Тепер для довiльного m ∈ Zn
такого, що 0 < |m| ≤ Nµ, маємо

|m · f(η)| ≥ |m · f(η0)| − |m · (f(η)− f(η0)| ≥ γ|m|−τ − rµ|m||f ′|0 ≥

≥ γ|m|−τ − µT τ+1|f ′|0N−τ−1
µ |m| ≥

(
γ − µT τ+1|f ′|0

)
|m|−τ ≥ γ

2
|m|−τ .
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Отже, η ∈ Uµ(δ, γ/2).
Лему 2 доведено.
З цiєї леми випливає, що природно покласти r0 = rµ i ввести множину Vµ, яка склада-

ється з ν = (λ, η, ξ) ∈ R2(m+k), що задовольняють умови:

|λ| < R, η ∈ U , ρ+ rµ < |ξ| < R− rµ,

|m ·H ′
0(p0(η))| ≥ γ|m|−τ , m ∈ Zn, 0 < |m| ≤ Nµ,

(26)

|m̃ · Λ̃(η)| ≥ γ|m̃|−τ , m ∈ Zm, 0 < |m̃| ≤ Nµ.

Тепер очевидно, що функцiя hµ в областi

Ωµ :=
{

(y, ϕ, ν) ∈ C2k+3m+2n : |y| < ρ, |Imϕ| < ρ, ν ∈ Vµ + rµ

}
задовольняє всi умови теореми 1.

Використавши цю теорему, опишемо побудову множини параметрiв ϑ, кожнiй точцi
якої вiдповiдає (m + n)-вимiрний iнварiантний тор гамiльтонової системи, породженої
формою ωµ. Нехай F (ϕ, ν) = Fµ(ϕ, λ, ϑ) i ∆(ν) = ∆µ(λ, ϑ) — вiдображення, побудованi
згiдно з теоремою 1. Вiдповiдно до зауваження 1 для кожного натурального p i дiйсного
k ≥ 1 можна вибрати числа l, d i µ∗ > 0 так, щоб

max {|Fµ(ϕ, λ, ϑ)|p, |∆µ(λ, ϑ)|p} ≤ c(p,κ)µbd+2−p| lnµd|p(τ+1) ≤ µk ∀ µ ∈ (0;µ∗).

Тодi рiвняння λ+µ∆µ(λ, ϑ) = λµ(ϑ) можна розв’язати вiдносно λ i таким чином визначити
гладку функцiю вигляду λ = λµ(ϑ) + µλ̂µ(ϑ), де |λ̂µ(ϑ)|p = O(µk) при µ → 0.

Нарештi, визначимо множину Wµ, яка складається з тих ϑ, якi задовольняють умови
(26) i нерiвностi∣∣∣n · (σ (λµ(ϑ) + µλ̂µ(ϑ)

)
+ χ(η)ζ

)∣∣∣ ≥ µγ|n|−τ ∀ n ∈ Zm+n \ {0}. (27)

Зауважимо, що, поклавши n = (m, m̃), де m ∈ Zn, m̃ ∈ Zm, та взявши до уваги рiвнiсть
(25), матимемо

n ·
(
σ
(
λµ(ϑ) + µλ̂µ(ϑ)

)
+ χ(η)ζ

)
= m ·

(
H ′

0(p0(η)) +O(µ)
)

+ µm̃ ·
(
Λ̃(η) +O(µ1/2)

)
.

Ця рiвнiсть показує, що основну роль при визначеннi структури i метричних характе-
ристик множиниWµ вiдiграють дiйсно-аналiтичнi в областi U+δ функцiїH ′

0(p0(η)) i Λ̃(η).
З вiдомих результатiв теорiї дiофантових наближень на пiдмноговидах евклiдового про-
стору [9 – 11] та припущення 6 випливає така лема.

Лема 3. Для кожного ξ ∈ Rm такого, що ρ+ rµ < |ξ| < R − rµ, позначимо через Uµ,ξ
множину, утворену тими η ∈ U , що задовольняють нерiвностi (26) та (27). Тодi при
вiдповiдному виборi числа τ справджується рiвнiсть

lim
µ→0

mesUµ,ξ
mesU

= 1.
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Тепер можна сформулювати пiдсумковий результат.

Теорема 4. Нехай виконуються припущення 1 – 6. Тодi при вiдповiдному виборi числа
τ > 0 для довiльного дiйсного k ≥ 1 iснує таке µ∗ > 0, що для кожного µ ∈ (0;µ∗) i
кожного ϑ ∈ Wµ в µk-околi тора T m+n

µ iснує (m+n)-вимiрний iнварiантний тор збуреної
гамiльтонової системи. Рухи на цьому торi є квазiперiодичними з вектором базисних

частот σ
(
λµ(ϑ) + µλ̂µ(ϑ)

)
+ χ(η)ζ. При цьому

lim
µ→0

mesWµ

mesW0
= 1.

4. Висновки. В данiй роботi доведено теорему про iснування квазiперiодичних рухiв на
коiзотропних iнварiантних торах локально гамiльтонових систем, близьких до iнтегров-
них в узагальненому сенсi. Ця теорема охоплює так званi виродженi випадки, коли серед
частот квазiперiодичних рухiв є такi, що прямують до нуля разом з величиною збурення, i
дозволяє унiфiкувати аналiз рiзних ситуацiй, якi виникають в теорiї збурень коiзотропних
iнварiантних торiв.

Показано, що аналогiчно [8] iнварiантнi тори збуреної локально гамiльтонової систе-
ми утворюють гладку в сенсi Вiтнi сiм’ю. На вiдмiну вiд глобально гамiльтонового ви-
падку для iснування iнварiантних торiв як незбуреної, так i збуреної систем необхiдно на-
кладати умову ортогональностi на 1-форму (багатозначний гамiльтонiан) як незбуреної,
так i збуреної систем. Ця умова означає, що гамiльтонове векторне поле, породжене 1-
формою, одержаною шляхом усереднення вiдповiдної (незбуреної або збуреної) 1-форми
вздовж незбурених iнварiантних торiв, повинно дотикатися кожного з цих торiв.

Доведена теорема дозволила довести iснування тривимiрних коiзотропних iнварiант-
них торiв у чотиривимiрному фазовому просторi лагранжевої системи з багатозначним
лагранжiаном, яка описує рух електрона на двовимiрному торi T2 пiд впливом електро-
магнiтного поля. Ранiше О. I. Богоявленським в [25] було показано, що фазовий простiр
зазначеної системи розшаровується тривимiрними iнварiантними торами лише в гранич-
ному випадку, одержаному пiсля спрямування до нуля вiдношення меншого до бiльшого
радiуса тороїдальної камери. Важливо пiдкреслити, що проблему iснування iнварiантних
торiв в ситуацiї, коли зазначене вiдношення радiусiв є досить малим, але не нульовим,
нами зведено до виродженого випадку КАМ-теорiї в його коiзотропному i локально га-
мiльтоновому варiантi.

З аналогiчним варiантом виродженого випадку КАМ-теорiї ми зустрiчаємося i при
дослiдженнi околу квазiстацiонарного многовиду гамiльтонової системи, одержаної вна-
слiдок одночасної деформацiї симплектичної структури i збурення локально гамiльтоно-
вим векторним полем системи, iнтегровної за Лiувiллем. У цiй ситуацiї встановлено, що
в процесi переходу параметра збурення µ через нульове значення вiд квазiстацiонарно-
го многовиду вiдгалужується канторова множина коiзотропних iнварiантних торiв. Ця
множина майже повнiстю (в сенсi мiри Лебега) заповнює деяку вiдкриту область, розта-
шовану в O(µ)-околi зазначеного квазiстацiонарного многовиду.
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