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Й IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ
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We study asymptotic behavior, as t approaches infinity, of solutions of differential equations with almost
constant coefficients and an impulsive effects that occur at fixed times. We find conditions on the moments
of the impulsive effects so that there exist values of the effects such that the solution of the considered
Cauchy problem with the initial conditions, which coincide with the initial conditions for a certain fixed
solution to the considered equation without impulsive effects, would be bounded, unbounded, or approach
infinity.

Дослiджується асимптотична (при t, що прямує до нескiнченностi) поведiнка розв’язкiв лiнiй-
них диференцiальних рiвнянь з майже сталими коефiцiєнтами й iмпульсною дiєю в фiксованi
моменти часу. З’ясовано питання про те, при яких умовах щодо заданих моментiв iмпульсної
дiї iснують такi значення iмпульсної дiї, що розв’язок розглядуваної задачi Кошi, початковi
умови для якого збiгаються з початковими умовами для деякого (довiльного, але фiксованого)
розв’язку вихiдного рiвняння (без iмпульсної дiї), є обмеженим, не є обмеженим чи прямує до
нескiнченностi.

1. Вступ. У сучаснiй технiцi, механiцi та фiзицi доволi часто зустрiчаються системи, пара-
метри яких у деякi моменти часу {τk}∞k=1 внаслiдок макровпливу середовища стрибкопо-
дiбно змiнюються, при цьому розглядувана система може переходити в iнший фазовий
стан, який суттєво вiдрiзняється вiд попереднього. Такi системи зустрiчаються, напри-
клад, в електродинамiцi при вивченнi електричного контура з насиченням сердечника
при змiнному струмi та в iнших галузях природознавства i технiки [1].

Для математичного опису згаданих систем у даний час широко використовується тео-
рiя диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю [2]. Зауважимо, що наявнiсть iмпульсної
дiї може суттєво впливати на поведiнку розглядуваної системи (навiть лiнiйної), i така
система може виявляти властивостi, притаманнi лише сильно нелiнiйним системам. При
цьому властивостi систем з iмпульсною дiєю можуть значно вiдрiзнятися вiд аналогiчних
властивостей тiєї самої системи, але без iмпульсної дiї [3, 4]. Тому вивчення систем з iм-
пульсною дiєю є досить актуальною задачею.

Дану роботу присвячено дослiдженню асимптотичних (при t → +∞) властивостей
розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь n-го порядку з майже сталими коефiцiєнта-
ми й iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу {τk}∞k=1.

2. Формулювання задачi та основнi припущення. Будемо розглядати лiнiйне дифе-
ренцiальне рiвняння n-го порядку вигляду

x(n) + a1(t)x(n−1) + . . . + an−1(t)x(1) + an(t)x = f(t) (1)
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з початковими умовами x(i)(t0) = xi,0, i = 1, n, та умовами iмпульсної дiї в фiксованi
моменти часу {τk}∞k=1

∆x(i)|t=τk
= x(i)(τk + 0)− x(τk − 0) = Ik,i, i = 1, n− 1. (2)

Стосовно величин {Ik,i}, j = 1, n, k ∈ N, та {τk}∞k=1 припускаємо:
1) послiдовнiсть {τk}∞k=1 не мiстить пiдпослiдовностi, що є збiжною до деякого числа

t∗, тобто iснує таке δ, що для будь-якого натурального k виконується нерiвнiсть τk+1 −
−τk > δ > 0;

2) величини Ik,i є обмеженими за модулем для всiх k ∈ N. i = 1, n, деяким числом
I > 0.

Величини τk називаються моментами iмпульсної дiї, а Ik,i — величинами iмпульсної
дiї.

Розв’язком задачi (1), (2) є функцiя, що вважається неперервною для всiх t ∈ R та n
разiв неперервно диференцiйовною для t ∈ R\{τk}k≥1. При t = τk, k ∈ N, похiднi x(i)(t),
i = 1, n− 1, мають розриви першого роду та вважаються неперервними злiва.

Розглядається розв’язок Φ(t), t ≥ t0, задачi (1), (2), початковi умови для якого збiга-
ються з початковими умовами для деякого (даного, тобто фiксованого) розв’язку x∗(t)
рiвняння (1), а саме Φ(i)(t0) = x∗(i)(t0) = x∗i,0, де i = 0, n− 1, t0 < τk, k ∈ N. З’ясову-
ється питання про те, при яких умовах щодо заданих моментiв iмпульсної дiї iснують такi
значення iмпульсної дiї, що розв’язок Φ(t) при t → +∞ є обмеженим, не є обмеженим чи
прямує до деякого числа або нескiнченностi.

Випадок n = 2 для лiнiйного диференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами
розглянуто в [3, 4], а випадок довiльного n ∈ N — у [5 – 7]. У данiй статтi розглядаєть-
ся випадок, коли рiвняння (1) має асимптотично сталi коефiцiєнти, тобто виконується
умова

lim
t→+∞

ai(t) = ai ∈ R. (3)

Одночасно з диференцiальним рiвнянням (1) будемо розглядати диференцiальне рiв-
няння зi сталими коефiцiєнтами ai, i = 1, n, вигляду

x(n) + a1x
(n−1) + . . . + an−1x

′ + anx = f(t). (4)

3. Асимптотична еквiвалентнiсть розв’язкiв. Для дослiдження асимптотичних (при
t → +∞) властивостей розв’язкiв диференцiального рiвняння (1) спочатку розглянемо
питання про вiдповiднiсть мiж розв’язками диференцiальних рiвнянь (1) та (4).

Лема 1. Нехай послiдовнiсть диференцiальних рiвнянь

x(n) + p1,k(t)x(n−1) + p2,k(t)x(n−2) + . . . + pn,k(t)x = f(t), k ∈ N, (5)

та диференцiальне рiвняння

y(n) + p1y
(n−1) + p2x

(n−2) + . . . + pny = f(t) (6)
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задовольняють такi умови:
10 ) f(t) є неперервною функцiєю;
20 ) коефiцiєнти pi,k(t), i = 1, n, k ∈ N, є неперервними i для будь-якого t ∈ R для

них виконуються спiввiдношення pi,k(t) → pi при k → ∞, де pi ∈ R, i = 1, n.
Тодi розв’язки xk(t), k ∈ N, i y(t) диференцiальних рiвнянь вiдповiдно (5) i (6), якi

задовольняють однi й тi самi початковi умови x
(i)
k (t0) = y(i)(t0) = xk,i,0, є асимпто-

тично близькими (при k → +∞), тобто для будь-якого t ∈ R та кожного i = 0, n− 1
виконується спiввiдношення x

(i)
k (t) → y(i)(t) при k → +∞.

Доведення. Покажемо, що для будь-якого промiжку [t0, T ] iснує таке C = C(T ) >
> 0, що для всiх t ∈ [t0, T ], i = 0, n− 1, та всiх достатньо великих k ∈ N виконується
нерiвнiсть |x(i)

k (t)| < C.
Рiвняння (5) можна звести до системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку з деякою матрицею Ak(t), розв’язком якої є вектор вигляду ~xk(t) = (xk(t), x′k(t), . . .
. . . , x

(n−1)
k (t)). Згiдно з [8], для вектора ~xk(t) виконується оцiнка

‖~xk(t)‖ ≤ ‖~xk,0‖e

tR

t0

‖Ak(τ)‖dτ

,

де ~xk,0 = (xk,0,0, xk,1,0, . . . , xk,n,0).
Позначимо βk = max

t∈[t0,T ]
βk(t), де βk(t) = ‖Ak(t)‖, k ∈ N. Зауважимо, що βk(t) непе-

рервно залежить вiд t для кожного k ∈ N.
Оскiльки для всiх достатньо великих k ∈ N величини pi,k(t), i = 1, n, k ∈ N, обмеженi

знизу та зверху значеннями pi − 1 та pi + 1 вiдповiдно, то для всiх достатньо великих
k ∈ N будуть обмеженими i значення βk(t), а отже, iснує таке число β, що βk ≤ β для всiх
достатньо великих k ∈ N. Тодi ‖~xk(t)‖ ≤ ‖~xk,0‖eβ(T−t0) = C(T ).

Отже, величини
∣∣∣x(i)

k (t)
∣∣∣ є обмеженими деякою сталою C(T ) для кожного i = 0, n− 1

та всiх достатньо великих k ∈ N за умови, що t ∈ [t0, T ]. Далi, не обмежуючи загальностi,
вважаємо, що нерiвностi |x(i)

k (t)| ≤ C(T ), t ∈ [t0, T ], i = 0, n− 1, виконуються для всiх
k ∈ N.

Функцiї zk(t) = xk(t)−y(t), де xk(t), k ∈ N i y(t) — розв’язки диференцiальних рiвнянь
вiдповiдно (5) i (6), при кожному k ∈ N та всiх t ≥ t0 задовольняють диференцiальне
рiвняння

z
(n)
k + p1z

(n−1)
k + . . . + pnzk = gk(t) (7)

з нульовими початковими умовами при t = t0, де функцiю

gk(t) = (p1 − p1,k(t))x
(n−1)
k (t) + . . . + (pn − pn,k(t))xk(t)

можна вважати вiдомою при умовi, що xk(t), як розв’язок рiвняння (5), є вiдомою функ-
цiєю.

За методом Лагранжа розв’язок рiвняння (7) з нульовими початковими умовами мож-
на записати у виглядi

zk(t) = c1,k(t)ϕ1(t) + . . . + cn,k(t)ϕn(t), (8)
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де функцiї ϕi(t), i = 1, n, утворюють фундаментальну систему розв’язкiв однорiдного
диференцiального рiвняння

ϕ(n) + p1ϕ
(n−1) + . . . + pnϕ = 0,

що вiдповiдає рiвнянню (7), а функцiї ci,k(t), i = 1, n, k ∈ N, визначаються згiдно з фор-
мулами

ci,k(t) = −
t∫

t0

((p1,k(τ)− p1))x
(n−1)
k (τ) + . . . + (pn,k(τ)− pn))xk(τ))Wn,i(τ)

W (τ)
dτ.

Тут

W (t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
ϕ1(t) ϕ2(t) . . . ϕn(t)
ϕ′1(t) ϕ′2(t) . . . ϕ′n(t)
. . . . . . . . . . . .

ϕ
(n−1)
1 (t) ϕ

(n−1)
2 (t) . . . ϕ

(n−1)
n (t)

∥∥∥∥∥∥∥∥
— визначник Вронського системи фундаментальних розв’язкiв ϕi(t), i = 1, n, а Wn,i(t) —
визначник вигляду

Wn,i(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
ϕ1(t) ϕ2(t) . . . ϕi−1(t) ϕi+1(t) . . . ϕn(t)
ϕ′1(t) ϕ′2(t) . . . ϕ′i−1(t) ϕ′i+1(t) . . . ϕ′n(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ
(n−2)
1 (t) ϕ

(n−2)
2 (t) . . . ϕ

(n−2)
i−1 (t) ϕ

(n−2)
i+1 (t) . . . ϕ

(n−2)
n (t)

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

Зауважимо, що за доведеним вище функцiї x
(i)
k (t), i = 0, n− 1, k ∈ N, при t ∈ [t0, T ]

є обмеженими деякою константою C = C(T ). Крiм того, на iнтервалi [t0, T ] величини
Wn,i(t)/W (t) є також обмеженими, оскiльки W (t) 6= 0 для всiх t ∈ [t0, T ], а Wn,i(t), i =
= 1, n, є неперервними при кожному t ∈ R. Звiдси випливає, що при кожному t ∈ [t0, T ]
величини ci,k(t), i = 1, n, прямують до 0 при k → +∞, оскiльки pi,k(t) → pi при k → +∞.
Очевидно, що на iнтервалi [t0, T ] будуть обмеженими також i функцiї ϕi(t), i = 1, n. Отже,
для будь-якого фiксованого t ∈ [t0, T ], i = 0, n− 1, величини z

(i)
k (t) → 0 при k → +∞.

Звiдси отримуємо твердження леми.

Приклад. Розглянемо диференцiальне рiвняння

x′′ − 1
k2

x = eβt, t ≥ 0, β ∈ R, (9)

якому в граничному випадку (k → +∞) вiдповiдає диференцiальне рiвняння

y′′ = eβt. (10)

При початкових умовах x(0) = c0, x′(0) = c1, за умови, що k > 1, |kβ| 6= 1, рiвняння (9)
має розв’язок

xk(t) =
c0 + kc1

2
et/k +

c0 − kc1

2
e−t/k +

k2

β2k2 − 1
eβt,
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а рiвняння (10) – вiдповiдно розв’язок y(t) = c1t + c0 +
1
β2

eβt.

Неважко пересвiдчитись, що при кожному (фiксованому) t ≥ t0 значення xk(t) → y(t)
при k → +∞.

4. Асимптотичнi властивостi розв’язкiв задачi (1), (2): обмеженiсть, необмеженiсть,
прямування (при t → +∞) до сталої. Розглянемо питання про асимптотичнi (при t →
→ +∞) властивостi розв’язкiв задачi (1), (2). Рiвнянням (4) та (1) вiдповiдають однорiднi
диференцiальнi рiвняння

x(n) + a1x
(n−1) + . . . + an−1x

′ + anx = 0, (11)

x(n) + a1(t)x(n−1) + . . . + an−1(t)x′ + an(t)x = 0. (12)

Диференцiальному рiвнянню (11) вiдповiдає характеристичне рiвняння

λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + an−1λ + an = 0. (13)

Теорема 1. Нехай виконуються умови:
10 ) показник Ляпунова функцiї f(t) задовольняє нерiвнiсть γ < α = max

1≤i≤n
Reλi, де

λi, i = 1, n, — характеристичнi коренi рiвняння (13);
20 ) коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умову (3);
30 ) моменти τk, k ∈ N, iмпульсної дiї задовольняють нерiвностi 0 < δ < τk+1− τk <

< ∆, k ∈ N, для деяких δ,∆ > 0;
40 ) для всiх достатньо великих k ∈ N однорiдне диференцiальне рiвняння (11) має

такий частинний розв’язок xk(t), t ≥ 0, що виконуються спiввiдношення xk(τk) = 0,

xk(τk+1) ≥ c > 0 (для деякої сталої c) i при цьому x
(i)
k (τk) = Jk,i, де |Jk,i| < J для

деякого J > 0 та всiх i = 0, n− 1, k ∈ N.
Тодi для будь-якого розв’язку x∗(t) диференцiального рiвняння (1) iснують такi обме-

женi в сукупностi величини iмпульсної дiї Ĩk,i, k ∈ N, що розв’язок Φ(t) задачi (1), (2),
початковi умови для якого збiгаються з початковими умовами для розв’язку x∗(t), є
обмеженим.

Доведення. Згiдно з [5], у випадку диференцiального рiвняння (4) для будь-яких (за-
даних) моментiв iмпульсної дiї {τk}, k ∈ N, i для кожного розв’язку x∗(t) рiвняння (4)
iснують такi (обмеженi в сукупностi) величини iмпульсної дiї Ik,i, k ∈ N, i = 1, n− 1, що
розв’язок задачi (4), (2), початковi умови для якого збiгаються з початковими умовами
для розв’язку x∗(t), буде обмеженим. Позначимо цей розв’язок через Φ1(t).

Нехай x̂k(t) — розв’язок диференцiального рiвняння (11), для якого виконуються спiв-
вiдношення x̂k(0) = 0, x̂

(i)
k (0) = Jk,i, i = 1, n− 1, x̂k(τk+1 − τk) ≥ c > 0. Згiдно з умо-

вою 40 теореми 1, такий розв’язок iснує, i його можна отримати поклавши, наприклад,
x̂k(t) = xk(t− τk).

Розглянемо рiвняння

y(n) + q1,k(t)y(n−1) + . . . + qn−1,k(t)y′ + qn,k(t)y = 0, (14)
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де qi,k(t) = ai(t + τk), t ≥ 0, i = 1, n, k ∈ N, функцiї ai(t) є коефiцiєнтами рiвняння (1).
Очевидно, що pi,k(t) → ai при k → +∞, де ai, i = 1, n, — коефiцiєнти рiвняння (4).

Нехай ŷk(t), t ≥ 0, k ∈ N, — розв’язок диференцiального рiвняння (14) з початковими
умовами ŷk(0) = 0, ŷ

(i)
k (0) = Jk,i, i = 1, n− 1, а x̂k(t) — розв’язок диференцiального

рiвняння (11) з початковими умовами x̂k(0) = 0, x̂
(i)
k (0) = Jk,i, i = 1, n− 1. Тодi з леми 1

випливає, що lim
k→+∞

|ŷk(t)− x̂k(t)| = 0 для всiх t ∈ R, i = 0, n− 1.

Виконавши у рiвняннi (14) та початкових умовах для ŷk(t) замiну t = s − τk, отрима-
ємо замiсть (14) рiвняння вигляду (12) для функцiї y = y(s)m, що задовольняє початковi
умови yk(τk) = 0, y

(i)
k (τk) = Jk,i, i = 1, n− 1. Звiдси yk(s) = ŷk(t), тобто y(t + τk) = ŷk(t).

Аналогiчно, розв’язок xk(t) рiвняння (11) з початковими умовами xk(τk) = 0, x(i)
k (τk) =

= Jk,i, i = 1, n− 1, задовольняє спiввiдношення xk(t + τk) = x̂k(t).
Таким чином, згiдно з лемою 1, отримуємо, що lim

k→+∞
|xk(t) − yk(t)| = 0 при k → +∞

для будь-якого t ∈ R.
Звiдси, з огляду на умову 40, маємо, що нерiвнiсть yk(τk+1) ≥ c/2 справджується для

всiх k ≥ K при деякому K ∈ N.
Визначимо значення величин iмпульсної дiї Ĩk,i, i = 1, n− 1, k ∈ N, для задачi (1), (2)

згiдно з наступними формулами:
1) Ĩ2k−1,i = Jky

(i)
2k−1(τ2k−1), k ∈ N, i = 1, n− 1, де сталi Jk вибираються таким чином,

щоб виконувалась рiвнiсть Φ1(τ2k + 0) = y∗2k−2(τ2k) + Jky2k−1(τ2k), k ∈ N. Тут функцiї
y2k−1(t) задовольняють рiвняння (12), а функцiї y∗2k−2(t) — рiвняння (1), причому початко-

вi умови для y∗2k−2(t) мають вигляд y
∗(i)
2k−2(τ2k−2) = Φ(i)

1 (τ2k−2 +0), i = 0, n− 1, де розв’язок
Φ1(t) визначено на початку доведення теореми 1;

2) Ĩ2k,i = Φ(i)
1 (τ2k + 0)− Φ(i)(τ2k − 0), i = 1, n− 1, k ∈ N.

Неважко переконатись [5], що при таких значеннях величин iмпульсної дiї Ĩk,i, j =
= 1, n, при всiх k ∈ N виконуються рiвностi Φ(i)(τ2k) = Φ(i)

1 (τ2k), i = 0, n− 1, де Φ(t) —
розв’язок задачi (1) з умовами iмпульсної дiї вигляду (2), коли Ik,i = Ĩk,i, k ∈ N, i = 1, n.

Згiдно з лемою 1, справджується спiввiдношення y∗2k−2(τ2k) → x∗2k−2(τ2k) при
k → +∞, де x∗2k−2(t) — розв’язок рiвняння (4) з початковими умовами вигляду

x
∗(i)
2k−2(τ2k−2) = Φ(i)

1 (τ2k−2 + 0), i = 0, n− 1. Тодi на пiдставi умови (2) неважко пересвiдчи-
тись, що виконується рiвнiсть Φ1(τ2k) = x∗2k−2(τ2k) + x2k−1(τ2k), де x2k−1(t) — розв’язок

рiвняння (11) з початковими умовами x2k−1(τ2k−1) = 0, x
(i)
2k−1(τ2k−1) = I2k−1,i, i = 1, n− 1.

Зауважимо, що, згiдно з [8], для деякого C1 > 0 виконується оцiнка |x2k−1(τ2k)| <
< C1e

α(τ2k−τ2k−1), тобто |x2k−1(τ2k)| < C1 max{eα∆, eαδ}.
Далi, оскiльки, згiдно з лемою 1, для деякого числа ε > 0 виконуються нерiвностi

|x∗2k−2(τ2k)− y∗2k−2(τ2k)| < ε та |Ik,i| < I, то має мiсце оцiнка

|Φ1(τ2k)− y∗2k−2(τ2k)| ≤ |x∗2k−2(τ2k) + x2k−1(τ2k)− y∗2k−2(τ2k)| ≤

≤ |x∗2k−2(τ2k)− y∗2k−2(τ2k)|+ Ieα∆ ≤ ε + C1 max{eα∆, eαδ} = C2.

Звiдси випливає, що величини Jk для всiх k ∈ N обмеженi числом

|Jk| =
∣∣∣∣Φ1(τ2k)− x∗2k−2(τ2k)

y2k−1(τ2k)

∣∣∣∣ <
2C2

c
.
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Аналогiчно за допомогою леми 1 неважко показати, що при всiх k ∈ N справджується
нерiвнiсть

|Φ(i)
1 (τ2k)− Φ(i)(τ2k)| ≤ |x∗2k−2(τ2k)− y∗2k−2(τ2k)|+ C1 max{eα∆, eαδ}+

2C1

c
eα∆ ≤ C3.

Таким чином, величини iмпульсної дiї Ĩk,i, k ∈ N, i = 1, n− 1, задовольняють нерiвнiсть

|Ĩ2k,i − I2k,i| < C3, k ∈ N, при деякiй сталiй C3 > 0, i при цьому Φ(i)
1 (τ2k + 0) − Φ(i)(τ2k +

+0) = 0 для i = 0, n− 1. Звiдси випливає, що величини iмпульсної дiї Ĩk,i є обмеженими
в сукупностi, а розв’язок Φ(t) при t → +∞ також є обмеженим.

Теорему 1 доведено.
Використовуючи результати [5], можна довести наступну лему, яка дає достатнi умо-

ви iснування частинних розв’язкiв xk(t) однорiдного диференцiального рiвняння (11), для
яких виконується умова 40 теореми 1. Цi умови сформульовано через властивостi коренiв
характеристичного рiвняння (13).

Лема 2. Нехай число n — парне i виконується хоча б одна з наступних умов:
10 ) серед коренiв λ1, λ2, . . . , λn рiвняння (13) є хоча б один кратний;
20 ) серед коренiв рiвняння (13) iснують принаймнi два коренi з рiзними дiйсними ча-

стинами;
30 ) серед коренiв рiвняння (13) iснує такий корiнь λ, що виконується умова

lim
k→+∞

{
τk+1 − τk

π
Im λ

}
6= 0

(далi {x} означає дробову частину числа x);
40 ) серед коренiв рiвняння (13) iснують такi два коренi λ1, λ2, що

lim
k→+∞

{
τk+1 − τk

2π
Im λ1

}
> 0, lim

k→+∞

{
τk+1 − τk + π

2π
Im λ2

}
> 0.

Тодi для кожного k ∈ N iснує такий частинний розв’язок xk(t), t ≥ 0, рiвняння (11),
для якого виконується нерiвнiсть xk(τk+1) ≥ c > 0 (для деякої сталої c) i при цьому

xk(τk) = 0, x
(i)
k (τk) = Jk,i, |Jk,i| < J, i = 0, n− 1, k ∈ N, (15)

для деякого J > 0.

Доведення. Припустимо, що виконується умова 10 леми 2, тобто нехай характеристич-
не рiвняння (13) має корiнь λ кратностi 2 або бiльше. Покажемо, що однорiдне дифе-
ренцiальне рiвняння (11) має розв’язок xk(t), який задовольняє умову (15) та нерiвнiсть
xk(τk+1) > c > 0 (для деякої сталої c).

Якщо число λ є дiйсним, то рiвняння (11) має розв’язок xk(τ) = (τ − τk)eλ(τ−τk), для
якого, очевидно, xk(τk) = 0, але xk(τk+1) ≥ δeαδ > 0.

Аналогiчно, якщо число λ = α + iω є комплексним, то рiвняння (11) має розв’язки

xk(t) = (t− τk)eα(t−τk)sign [cos ω(τk+1 − τk)] cos ω(t− τk)
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та
yk(t) = (t− τk)eα(t−τk)sign [sin ω(τk+1 − τk)] sinω(t− τk),

для яких, очевидно, xk(τk) = yk(τk) = 0, але або xk(τk+1) ≥ δeαδ/
√

2 > 0, або yk(τk+1) ≥
≥ δeαδ/

√
2 > 0.

Лему 2 доведено.
Припустимо, що виконується умова 20 леми 2, тобто серед коренiв рiвняння (15) iсну-

ють принаймнi два коренi λ1, λ2 з рiзними дiйсними частинами.
Якщо λ1, λ2 — дiйснi i λ1 > λ2, то рiвняння (11) має розв’язок xk(t) = eλ1(t−τk) −

−eλ2(t−τk), для якого xk(τk) = 0 i виконується нерiвнiсть xk(τk) > eλ1δ−eλ2δ > 0. Остання
нерiвнiсть випливає з монотонностi функцiї xk(t) та умови τk+1 − τk > δ.

Якщо серед коренiв рiвняння (13) є простий комплексний корiнь вигляду λ1 = α + iω
та простий дiйсний корiнь λ2 > α, то диференцiальне рiвняння (11) має розв’язок xk(t) =
= eλ2(t−τk) − eα(t−τk) cos ω(t− τk), для якого виконуються умови (15) та справджується
нерiвнiсть

xk(τk+1) > eλ2δ − eαδ cos ω(τk+1 − τk) ≥ eλ2δ − eαδ > 0.

Якщо серед коренiв (13) є простий комплексний корiнь вигляду λ1 = α+iω та простий
дiйсний корiнь λ2 < α, то диференцiальне рiвняння (11) має розв’язок вигляду

xk(t) = eα(t−τk) cos ω(t− τk+1)− eλ2(t−τk) cos ω(τk+1 − τk),

для якого виконується (15), але має мiсце спiввiдношення

xk(τk+1) > eαδ − eλ2δ cos ω(τk+1 − τk) ≥ eαδ − eλ2δ > 0.

Якщо характеристичне рiвняння має два комплекснi коренi вигляду λ1 = α1 + iω1,
λ2 = α2 + iω2, де α1 > α2, то диференцiальне рiвняння (11) має розв’язок

xk(t) = eα1(t−τk) cos ω1(t− τk+1)− eα2(t−τk) cos [ω2(t− τk)− ω1(τk+1 − τk)],

для якого мають мiсце спiввiдношення (15) та нерiвнiсть

xk(τk+1) > eα1δ − eα2δ cos (τk+1 − τk)(ω1 − ω2) ≥ eα1δ − eα2δ > 0.

Припустимо тепер, що виконується умова 30 леми 2. Тодi характеристичне рiвняння (13)
має комплексний корiнь λ = α+iω з властивiстю {(τk+1−τk)ω/π} > a при всiх достатньо
великих k ∈ N та для деякого a ∈ (0; 1). Тодi, очевидно, що диференцiальне рiвняння (11)
має розв’язок

xk(t) = eα(t−τk) sinω(t− τk),

для якого xk(τk) = 0 i виконується нерiвнiсть

xk(τk+1) > min{eαδ, eα∆} sinπa > 0.

Припустимо тепер, що виконується умова 40 леми 2, тобто характеристичне рiвняння
(13) має два простих комплексних коренi λ1 = α + iω1, λ2 = α + iω2, де ω1 6= ω2, ω1 > 0,
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ω2 > 0, а їх уявнi частини такi, що
{

(τk+1 − τk)ω1

2π

}
> a,

{
(τk+1 − τk + π)ω2

2π

}
> a, де

a ∈ (0; 1). Оскiльки можна вважати, що умова 30 леми 2 не виконується для λ1, тобто

{(τk+1 − τk)ω1/π} → 0 при t → +∞, то в цьому випадку a ≥ 1
2
. Тодi диференцiальне

рiвняння (11) має розв’язок

xk(t) = eα(t−τk) sinω2(t− τk)− eα(t−τk) sin ω1(t− τk),

що задовольняє умову xk(τk) = 0 та спiввiдношення

xk(τk+1) ≥ min{eαδ, eα∆}[sinω2(τk+1 − τk)− sinω1(τk+1 − τk)] >

> min{eαδ, eα∆}(−2 sin 2πa) = c > 0.

Лему доведено.
Аналогiчно доводиться наступна лема.

Лема 3. Нехай число n — непарне i виконується хоча б одна з наступних умов:
10 ) серед коренiв λ1, λ2, . . . , λn рiвняння (13) є хоча б один кратний;
20 ) серед коренiв рiвняння (13) iснують принаймнi два коренi з рiзними дiйсними ча-

стинами;
30 ) iснує такий корiнь λ рiвняння (13), що виконується умова

lim
k→+∞

{
τk+1 − τk

2π
Im λ

}
6= 0.

Тодi для кожного k ∈ N iснує такий частинний розв’язок xk(t), t ≥ 0, рiвняння (11),
для якого виконуються нерiвнiсть xk(τk+1) ≥ c > 0 (для деякої сталої c) та умова (15)
(для деякого J > 0).

Аналогiчно теоремi 1 доводиться наступна теорема.

Теорема 2. Нехай для рiвнянь (1) та (4) виконуються наступнi умови:
10 ) для коефiцiєнтiв рiвнянь (1), (4) справджується умова (3);
20 ) f(t) є неперервною функцiєю;
30 ) показник Ляпунова функцiї f(t) задовольняє умову γ < α = max

1≤i≤n
Re λi, де λi,

i = 1, n, — коренi характеристичного рiвняння (13);
40 ) для всiх достатньо великих k ∈ N однорiдне диференцiальне рiвняння (11) має

такий частинний розв’язок xk(t), t ≥ 0, що виконуються спiввiдношення xk(τk) = 0,

xk(τk+1) ≥ c > 0 (для деякої сталої c ) i при цьому x
(i)
k (τk) = Jk,i, де |Jk,i| < J для

деякого J > 0 та всiх i = 0, n− 1, k ∈ N;
50 ) справджується нерiвнiсть α > 0.

Тодi для будь-яких (заданих) моментiв iмпульсної дiї та для кожного розв’язку x∗(t)
диференцiального рiвняння (1) iснують такi обмеженi в сукупностi величини iмпульсної
дiї, що розв’язок Φ(t) задачi (1), (2), початковi умови для якого збiгаються з початко-
вими умовами для розв’язку x∗(t), задовольняє спiввiдношення lim

t→+∞
Φ(t) = +∞.
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Доведення. Згiдно з [6], у випадку диференцiального рiвняння (4) для будь-яких (за-
даних) моментiв iмпульсної дiї {τk}, k ∈ N, i для кожного розв’язку x∗(t) рiвняння (4)
iснують такi (обмеженi в сукупностi) величини iмпульсної дiї Ik,i, k ∈ N, i = 1, n− 1,
що розв’язок Φ1(t) задачi (4), (2), початковi умови для якого збiгаються з початковими
умовами для розв’язку x∗(t), задовольняє спiввiдношення lim

t→+∞
Φ1(t) = +∞.

Тодi на пiдставi мiркувань, якi використанi при доведеннi теореми 1, одержуємо твер-
дження теореми 2.

У випадку, коли α = max
1≤i≤n

Reλi < 0, де λi, i = 1, n, – коренi рiвняння (13), внаслiдок

неперервностi по t величин κi(t), i = 1, n, де κ(t), 1, n, — коренi рiвняння

κn + a1(t)κn−1 + a2(t)κn−2 + . . . + an(t)κ = 0,

iснують такий момент часу t∗ та число β < 0, що для всiх t > t∗ виконується нерiвнiсть
max
1≤i≤n

Reκi(t) < β.

Доведемо таке твердження.

Лема 4. Нехай для рiвнянь (1) та (4) виконуються наступнi умови:
10 ) коефiцiєнти рiвнянь (1), (4) задовольняють умову (3);
20 ) f(t) є неперервною функцiєю;
30 ) показник Ляпунова функцiї f(t) задовольняє умову γ < α = max

1≤i≤n
Re λi, де λi,

i = 1, n, — коренi характеристичного рiвняння (13);
40 ) справджується нерiвнiсть α < 0.
Тодi розв’язок x(t) диференцiального рiвняння (1) з довiльними (фiксованими) по-

чатковими умовами x(i)(t∗) = xi,0, i = 0, n− 1 в момент t∗, є асимптотично близьким
(при t → +∞ ) до тривiального розв’язку x(t) ≡ 0, тобто для кожного i = 0, n− 1
виконується спiввiдношення x(i)(t) → 0 при t → +∞.

Доведення. Якi при доведеннi леми 1, рiвняння (1) можна записати у виглядi системи
лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку з деякою матрицею A(t), розв’язком
якої є вектор вигляду −→x (t) = (x(t), x′(t), . . . , x(n−1)(t)). Згiдно з [8], для −→x (t) виконується
нерiвнiсть

‖−→x (t)‖ ≤ ‖x0‖e
tR

t∗
‖Ak(τ)‖dτ

,

де −→x 0 = (x0,0, x1,0, . . . , xn−1,0) — вектор початкових умов.
Позначимо βk = max

τ∈[t∗,t]
βk(τ), де βk(τ) = ‖Ak(τ)‖, k ∈ N. Зауважимо, що βk(t) непе-

рервно залежить вiд t при кожному k ∈ N.
Оскiльки, згiдно з зазначеним вище, iснує таке β < 0, що βk ≤ β для всiх k ∈ N, то

виконується нерiвнiсть ‖~x(t)‖ ≤ ‖~x0‖eβ(t−t∗). Звiдси випливає, що x(i)(t) → 0 при t → +∞
для всiх i = 0, n− 1.

Лему 4 доведено.

Теорема 3. Нехай виконуються припущення 10 – 40 теореми 2 та справджується не-
рiвнiсть α < 0. Тодi для будь-яких (заданих) моментiв iмпульсної дiї i для кожного
розв’язку x∗(t) диференцiального рiвняння (1) для заданих дiйсних чисел Ai, i = 1, n,
iснують такi обмеженi в сукупностi величини iмпульсної дiї, що розв’язок Φ(t) задачi
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(1), (2), початковi умови для якого збiгаються з початковими умовами для розв’язку
x∗(t), задовольняє при всiх i = 1, n спiввiдношення lim

t→+∞
Φ(i)(t) = Ai.

Доведення. Згiдно з [6], у випадку диференцiального рiвняння (4) для будь-яких (за-
даних) моментiв iмпульсної дiї {τk}, k ∈ N, i для кожного розв’язку x∗(t) рiвняння (4)
iснують такi (обмеженi в сукупностi) величини iмпульсної дiї Ik,i, k ∈ N, i = 1, n− 1,
що розв’язок Φ1(t) задачi (4), (2), початковi умови для якого збiгаються з початкови-
ми умовами для розв’язку x∗(t), задовольняє спiввiдношення lim

t→+∞
Φ(i)

1 (t) = Ai при всiх

i = 1, n.

Тодi на пiдставi мiркувань, якi використанi при доведеннi теореми 1, одержуємо, що
для будь-якого t∗ можна вибрати таку iмпульсну дiю при τk < t∗ для задачi (1), (2), що
Φ(i)(t∗) = Φ(i)(t∗), i = 1, n.

Для всiх τk > t∗ значення iмпульсної дiї можна взяти таким самим, як i для розв’язку
Φ1(t). Тодi, згiдно з лемою 4, буде виконуватись спiввiдношення lim

t→+∞
Φ(i)(t) = Ai, i =

= 1, n.

Теорему 3 доведено.

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 3. Тодi для будь-яких (заданих) мо-
ментiв iмпульсної дiї i для кожного розв’язку x∗(t) диференцiального рiвняння (1) при
будь-яких обмежених в сукупностi величинах iмпульсної дiї розв’язок Φ(t) задачi (1), (2),
початковi умови для якого збiгаються з початковими умовами для розв’язку x∗(t), за-
довольняє спiввiдношення lim

t→+∞
|Φ(t)| < +∞.

Теорема 4 безпосередньо випливає з теореми 3 [6] та леми 4.

Висновки. В данiй статтi дослiджено асимптотичну (при t → ∞) поведiнку розв’язкiв
лiнiйних диференцiальних рiвнянь з майже сталими коефiцiєнтами та iмпульсною дiєю
в фiксованi моменти часу. З’ясовано питання про те, при яких умовах щодо заданих мо-
ментiв iмпульсної дiї iснують такi значення iмпульсної дiї, що розв’язок вказаної задачi,
початковi умови для якого збiгаються з початковими умовами для деякого (довiльного,
але фiксованого) розв’язку початкового рiвняння (без iмпульсної дiї), є обмеженим, не є
обмеженим чи прямує до нескiнченностi. Показано, що такi величини iмпульсної дiї iсну-
ють при певних умовах щодо моментiв iмпульсної дiї та коренiв характеристичного рiв-
няння однорiдного диференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, яке вiдповiдає
початковому.
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